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REGRESJA KWANTYLOWA A ESTYMACJA VAR’

1. Wstep

Koncepcja VaR jawita si¢ jako jedna z najwazniejszych miar zagrozenia ryzyka
rynkowego. Opisuje gérna granice strat w tym sensie, ze przekraczamy ten wyzna-
czony poziom ze znanym, z gory ustalonym prawdopodobienstwem 0., zazwyczaj
wybieranym pomigdzy 1 a 5%. Bardziej specyficznie, warunkowa informacja, kt6-
ra posiadamy w czasie 7, wyznacza warto$¢ VaR w momencie ¢ + & dla jednej jed-
nostki inwestycji i jest uyjemnym kwantylem rzedu ¢, dla 0 < a < 1, warunkowego
rozktadu stopy zwrotu inwestycji

VaR:, =-Q,(r,,,|F,)=—inf{xe R: P(,,, <x|F )2 a}, )

gdzie Q,(.) zapisuje kwantyl rzedu &, r, jest stopa zwrotu portfela w czasie ¢, F,
reprezentuje informacje dostgpne w czasie 7.

Witasnoséci i tym samym mozliwosci aplikacyjne VaR jako miary ryzyka ryn-
kowego byly wielokrotnie dyskutowane. Wyznaczanie wartosci VaR dia zmienia-
jacych si¢ o, dla 0 < o < 1, jest réwnowazne sprawdzaniu relacji dominacji stocha-
stycznej pierwszego rze¢du [2], ale pomija zatozenia o awersji do ryzyka przy ran-
gowaniu projektéw inwestycyjnych. Wykorzystujemy jedna ustalong warto$é
prawdopodobienstwa o, w przeciwienstwie do dominacji stochastycznych, i do-
wolne inwestycje podlegaja rangowaniu. VaR jest miara ryzyka dla tego ustalone-
go prawdopodobienstwa o.. VaR nie jest miara koherentna, nie spetnia aksjomatu o
subaddytywnosci, co jest sprzeczne z dywersyfikacja portfela.

Do implementacji jednowymiarowych miar bazujacych na definicji VaR wyko-
rzystywano estymatory wartoéci kwantyli odpowiednio na lewym ogonie rozkiadu
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stopy zwrotu dla okreslonych ustalonych momentéw w czasie. Do najbardziej zna-
nych podej$¢ mozna zaliczy¢ takie metody, jak: historyczna symulacja wykorzy-
stujaca rozklad empiryczny bazujacy na (mozliwie przefiltrowanych) przeszitych
obserwacjach, metody Monte Carlo czy metoda wariancji kowariancji, oraz para-
metryczne modele wykorzystujace rozklady stopy zwrotu zawierajace oraz
uwzgledniajace dynamik¢ zmiennosci oraz modele bazujace na teorii wartosci eks-
tremalnych w rozkladzie ogona rozktadu stopy zwrotu. Kolejnym rozszerzeniem
metodologii byto wlaczenie metod statystyki wielowymiarowej (principal compo-
nents analysis) oraz wykorzystanie metod nieparametrycznych. Celem artykutu jest
przedstawienie modelu estymacji VaR bazujacego na kwantylowej regresji mode-
lujacej wartosc ustalonego kwantyla w miejsce catego rozktadu.

2. Regresja kwantylowa

Rozpatrujemy problem estymacji wektora nieznanych parametréw (regresji) b
dla préby niezaleznych obserwacji na ciggu zmiennych losowych Y,,Y,,.... Y
zgodnych z rozktadem

PY,<y)=Fy-xb),t=1,...,T, 2)
gdzie {x, 1 =1, ..., T} jest wierszem w znanej macierzy obserwacji (0 wymiarach
TxK) oraz rozkiad F nie jest znany.

Ciag wartosci {y, t=1, ..., T} to obserwacje w prébie losowej pobranej z popu-
lacji o rozkladzie Y majacym dystrybuantg F. Wéwczas kwantyl rzgdu o, dlaO< o< 1,
moze by¢ wyznaczony jako rozwiazanie zadania:

gl T ob-sie 3 0-a-al) o
BeR | teiry, 28 relry, <f)

Wiemy, ze obserwacje odstajace sa trudne do wykrycia w przypadku klasycznej
regresji, wigc niejednoznacznos$¢ prowadzi do rozszerzenia klasycznego modelu na
model kwantylowy [5].

Zapiszemy jako {x, t =1, ..., T} ciag K wektoréw (wierszy) macierzy obser-
wacji, zakladamy, ze {y, t = 1, ..., T} jest losowa préba procesu regresji u, =y, — xb
majacym dystrybuantg F. Wéwczas kwantyl regresji rzedu o, dla O < o < 1 jest
zdefiniowany jako rozwiazanie zadania:

mln{ Z a|yt _xrﬂ|+ Z (l _a)lyl _xlﬂl} ) (4)
BeR re(ry, 2x, 8} re{ry, <x,f)

W przypadku K = 1 oraz x, = 1 dla wszystkich ¢, model (4) redukuje si¢ do za-
dania (3). Najmniejszy btad bezwzgledny jest wowczas réwny medianie. Zadanie
(4) ma zawsze rozwiazanie; w przypadku rozkladéw ciaglych rozwiazanie jest jedno-
znaczne.
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Zadanie minimalizacji zwiazane z regresja kwantylowa jest réwnowazne nastg-
pujacemu zadaniu programowania liniowego:
min{al’r" +(1-a)1'r"} (5)
przy ograniczeniach
y=Xb+r"+r"
(b,r",r’)e R* xR,
gdzie 1 jest wektorem jednostkowym T-wymiarowym.

Klasyczny model regresji liniowej E(y,i X)) = by + x,b, zastapiony zostal regresja
kwantylowa, zmienng objasniana jest kwantyl rzedu a:Qq (y,| x;) = bo( Q) + x,b( Q).
Jezeli b(@) nie zalezy od &, to model kwantylowy redukuje si¢ do modelu waru-
kowej $redniej ze stala wariancja btedu dopasowania. Jezeli b(@) zalezy od a, to
model specyfikuje wariancje, taka ze kwantyl rozktadu y, zalezy od x,. To podejscie
zawiera réwniez heteroskedastyczne modele, w ktérych wariancja zalezy od
zmiennych niezaleznych. Model kwantylowy jednak odbiega od heteroskedastycz-
nej specyfikacji.

3. Estymacja VaR - modele z regresja kwantylowa

Szacowanie wartosci VaR moze by¢ w sposob naturalny powiazane si¢ z wyko-
rzystaniem regresji kwantylowej. Aby estymowaé warunkowe wartosci kwantyli,
szereg czasowy konkretnego kwantyla nalezy modelowaé z wykorzystaniem
wszystkich dost¢gpnych informacji. Nie ma zatozen co do typu rozkiadu stopy
zwrotu. Podstawowa idea tego podejscia to modelowanie warunkowego kwantyla
rzedu o

Qur| X)) = - VaR, (6)
jako funkcji informacji zawartych w zmiennosci X, € F,.; r, jest stopa zwrotu port-
fela w momencie ¢, F, reprezentuje informacje dost¢gpne w czasie t.

VaR, = - gdX:B), (7)
gdzie gu(.;.) — wektor parametréw [ zalezy od c.

Dobry przyktad trafnej, dobrej informacji oraz postaci analitycznej funkcjonatu
powinien by¢ bliski aproksymacji kwantyla w populacji. Koenker i Bassett [5]
uogd6lnili regresj¢ liniowa poprzez przeniesienie uwagi z warunkowej sredniej na
warunkowe kwantyle. Jak pokazano w pracy Koenker i Portnoy [6}, kwantyl z pré-
by mozna wyznaczy¢ jako:

r;;in{Zalr. A+ (-a) -ﬂl}- ®
<R |r2p n<f

Rozwijajac klasyczne zadanie regres;ji liniowej, Koenker i Bassett [5] zdefinio-
wali estymator regresji kwantylowej rzgdu o jako:
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n2x

n<x,

PeR*

(1-a)l, —x;ﬂl}, )
8

gdzie x, jest nielosowym wektorem. Podstawowym zatozeniem modelu liniowej

Bla)= min{

> alr, —x;ﬂ|+
B

regresji kwantylowej przeniesionej do opisu rynku jest zaleznosé¢ r, =x,83, + 4, , -
Zauwazmy, ze rozktad btedu nie jest wyspecyfikowany. Jedynym zalozeniem mo-
delu jest posta¢ warunkowej funkcji rozkladu kwantyla zapisana nastg¢pujaco
o,(r lx,) =x, B, (czyli kwantyl stopy zwrotu portfela r, jest liniowa funkcja ekspo-

zycji stylu) oraz Q, (4, , |x,) =0.
Naturalnym rozszerzeniem funkcji celu do ogélnego mozliwie tez nieliniowego
przypadku byta propozycja zapisana w pracy Engle’a i Manganelli [4]:

miny Y. a@|r+VaR|+ > (1-a)|r +VaR,|}. (10)
BeR' | 1 2-Var, 1, <~VaR,

W pracy tej przedstawiono réwniez zgodnosé i asymptotyczng normalnos¢ nie-
liniowej kwantylowej regresji dla szeregéw czasowych.

W réwnaniu VaR, = — g(X;f) mamy zwiazek z warunkowym odchyleniem
standardowym. Model CAViaR (conditional autoregressive VaR) wykorzystuje
wartos¢ VaR, | jako zmienng objasniajacq x,, aby adaptacyjnie obja¢ zalezno$¢ od
przeszlej zmiennosci i $redniej. Funkcja r,; zawiera odniesienie do warunkowego
kwantyla stopy zwrotu. W bazowym modelu proces adaptacyjny nie uczy si¢ na
biezacej wartosci stopy zwrotu, jak to jest w modelu o absolutnej symetrii CAViaR

VaR, = B, + BVaR,_ + B,|r._|. (11)
Taki zapis pozwala na to, aby wspéiczynnik B, byt rézny od jednosci oraz
wprowadza wprost odpowiedz na warto$¢ kwantyla w procesie stopy zwrotu, trak-
tujac w sposdb symetryczny efekt wartosci ekstremalnych oraz zmiennos¢.
Zatozenie symetrycznosci wplywdéw jest ostabione w modelu zakladajacym
asymetryczne wspétczynniki nachylenia
VaR, = B, + BVaR,_, + B, max[r,_,,0]+ B, max[-r_,,0], (12)

ktéry pozwala na predykcje, wykorzystujac odpowiednio dodatnie lub ujemne sto-
py zwrotu, jak réwniez obejmuje efekt dZzwigni.

Posredni model GARCH(1,1) dla procesu CAViaR zaproponowany w pracy
Engle’a i Manganelli [4]:

VaR, = (B, + ﬂlvaer—l + ﬂz’;il )2 (13)
bedzie zadowalajacy dla stopy zwrotu okreslonej jako
';=ﬂ[+£l=ﬂl+o-lzl‘ (14)

GARCH(1,1) ze srednig zero i warunkowa wariancja.
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4. Testowanie dynamicznej postaci kwantyla

Zdefiniujemy ciag prognoz wartosci VaR: H, = I(r, < -VaR, ) efektywnych
wzgledem F,, jezeli
E(HIF.)=a, (15)
odnoszacy si¢ do iteracyjnych wartosci oczekiwanych oraz implikujacy, ze H, jest
nieskorelowany z dowolng funkcja w zbiorze dostgpnych informacji w czasie ¢ - 1.
Jezeli zachodzi réwnanie (15), to zmienno$¢ VaR pojawia si¢ zaréwno z warunko-
wymi, jak i bezwarunkowymi prawdopodobienstwami. Wéwczas prognozy zaréw-
no wartosci VaR,, jak i H, nie moga by¢ poprawione.
Réwnanie (15) jest silniejsze niz warunkowa zbieznos¢ i sugeruje, ze dowolne
x. € F,, jest nieskorelowane z H,. Ta warunkowa zmiennos$¢é wartosci VaR jest

najistotniejsza. Jako {VaR, },T=l zapiszemy ciag zmiennych losowych niezaleznych i

o takim samym rozkladzie takich, ze
P, dla prawdopodobienstwa | — o
VaR, = -~ (16)
—P, dla prawdopodobienstwa o
Dla P dostatecznie duzego i zaleznego warunkowo od VaR ciag zmiennosci
wskazuje na dobra warunkowga zbieznos¢ dla VaR. W celu zoperacjonalizowania
réwnania (15) mozna zapisa¢ zaleznos¢ H, od zmiennych w F,, np. jako:

P
HI=Z{)+ZﬂiHr—l+pr+lVéRl+Aul’ (17)

i=]
gdzie przy zalozeniu hipotezy zerowej Hy: Ao = Aoraz fi=0,dlai=1,.,p+1. W
notacji wektorowej mamy H — Al =X+ u

dl — a, dla prawdopodobienstwa | — &
a =
" |1- P, dla prawdopodobienstwa o

gdzie = Ao — A oraz 1 jest wektorem jednostkowym. Przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej danej réwnaniem (15) regresor nie ma sity wyjasniajacej, czyli Hy: £=0.
Poniewaz zmienne objasniajace nie s3 skorelowane ze zmienna objasniana, przy zatoze-
niu prawdziwosci hipotezy zerowej oraz z centralnego twierdzenia granicznego wynika,
ze estymator f,; = (X’X)" X’(H - A1) ma rozklad N(0,(X"X)"(A(1- 1)), zatem moz-
na zapisa¢ test dynamiki kwantyla jako:

Ad-A4)

i jest to statystyka o rozkladzie Z,z,n .
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5. Podsumowanie

W pracy omdwiono modele estymacji VaR wykorzystujace regresj¢ kwantylo-
wa. Nie wyjasniono w niej nastepujacych wczesniejszych podejs¢: podejscia regre-
sji kwantylowej wykorzystywanego przez Chernozhukova i Umantseva [3] do mo-
delowania wartosci VaR bez weryfikacji zachowania modelu w terminach zmien-
nosci, estymacji wielookresowej wartosci VaR podejmowanej przez Taylora [8] w
kontekscie zmian stopy kurséw walutowych, ktéry zapisat réwnanie (7) w postaci
funkcji liniowej zaleznej od zmiennosci estymatoréw oraz horyzontu inwestycji.
Efektywnos¢ tego modelu, jak to czgsto ma miejsce w literaturze, jest weryfikowa-
na bezwarunkowo. W artykule przedstawiono podstawowe zadanie regresji kwan-
tylowej oraz model CAViaR (conditional autoregressive VaR) wraz z testem dy-
namicznej postaci kwantyla.
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A QUANTILE REGRESSION APPROACH TO ESTIMATING VAR

Summary

This paper discusses a quantile regression as a model for estimating downside
market risk measures — VaR. Firstly, the author presents a problem of quantile re-
gression defined in statistics. Secondly, we made in a few steps applications of this
approach to estimate VaR accordingly to different assumptions for time series of
returns. The paper also describes a dynamic quantile statistical test.
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