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Wstęp

Jednym ze sposobów oceny wielkości zbioru w przestrzeni 

metrycznej zupełnej jest zbadanie jego kategorii Baire^a. 

'W przestrzeniach metrycznych zupełnych przyjęto uważać za 

"małe" zbiory pierwszej kategorii Baire^a. Zbiory te (zwane 

czasem chudymi) odgrywają w topologii podobną rolę jak zbiory 

miary zero w teorii miary. Podobnie dopełnienia zbiorów pier­

wszej kategorii Baire'a (zwane zbiorami rezydualnymi) mają 
/ 

wiele analogicznych własności jak zbiory pełnej miary w prze­

strzeni probabilistycznej. Wiele interesujących przykładów ta­

kich analogii można znaleźć w książce J.C.Oxtobyzego [52] . 

W przypadku zbioru pierwszej kategorii Baire a dodatkowe in­

formacje o jego położeniu w przestrzeni daje zbadanie gęstości

Badanie rezydualności podzbiorów odpowiednio określonych 

przestrzeni metrycznych jest też jedną z metod dowodzenia 
I ’ ' ztwierdzeń o istnieniu elementów z żądanymi własnościami. Ten 

sposób dowodzenia został zainicjowany przez S.Saksa i nosi 

nazwę metody kategorii Baireza. Przy jego pomocy wykazano mię­

dzy innymi istnienie wszędzie nieróżniczkowalnej funkcji ciąg­

łej, istnienie homeomorficznych zanurzeń n-wymiarowych ośrod­

kowych przestrzeni metrycznych w 2n+1-wymiarową przestrzeń 

euklidesową, istnienie wszędzie nieanalitycznej funkcji klasy 

O00 , itp.

Badania kategorii Baire'a podzbiorów różnych przestrzeni 

metrycznych zostały rozpoczęte w'latach trzydziestych prz^z 

S.Banacha, W.Hurewicza, K.Kuratowakiego, S.Mazurkiewicza,
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W.Orlicza oraz H.Steinhausa. W 1932 r. interesujący wynik 

przedstawił w pracy [51] W.Orlicz. Wykazał on, że rodzina 

funkcji ciągłych i ograniczonych f, dla których zagadnienie 

Cauchy'ego x = f(t,x), x(%) = xQ, gdzie x,xQ€ Rn, ma do­

kładnie jedno rozwiązanie, jest rezydualna w rodzinie wszyst­

kich funkcji ciągłych. W tym.parnym czasie S.Banach i H.Stein­

haus przy pomocy twierdzenia Baire'a o kategorii wykazali zna­

ne twierdzenia o własnościach liniowych operatorów ograniczo­

nych. Natomiast W.Hurewicz, K.Kuratowski oraz S.Mazurkiewicz 

zainicjowali tego typu badania w topologii' ogólnej. W tej dzie­

dzinie najbardziej znana jest praca [4l] S .Mazurkiewicza. Wy­

kazano w niej, że rodzina continuów dziedzicznie nierozkładal- 

nych zawartych w kwadracie jednostkowym jest podzbiorem gęstym 

typu $5 w rodzinie wszystkich niepustych continuów zwartych.

W ostatnich latach ukazało się wiele' prac, w których bada­

no rezydualnośó lub gęstość różnych podzbiorów przestrzeni 

funkcyjnych. Niżej przedstawiamy niektóre ciekawsze problemy 
badane w tych pracach. W cyklu prac [i ,8,32-34,39,54] różnych 

autorów, inspirowanych wynikiem W.Orlicza, rozważano równania 

różniczkowe zwyczajne i cząstkowe, równania funkcyjne, równa­

nia różniczkowo-funkcjonalne, równania całkowe. Równania te 

określone były na przestrzeniach euklidesowych, przestrzeniach 

Banacha lub Hilberta. Badano rezydualnośó rodzin funkcji-, dla 

których odpowiednie równania mają rozwiązania, rozwiązania są 

jednoznaczne, spełnione jest twierdzenie o ciągłej zależności 

rozwiązali od warunków początkowych lub twierdzenie o zbieżności 

ciągu kolejnych przybliżeń. Wiele interesujących informacji 

dotyczących tych zagadnień można także znaleźć w pracach
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przekrojowych [48,50] .

Badaniom rezydualności rodziny odwzorowań nlerozszerza- 

jących w przestrzeni Banacha, które mają punkt stały poświę­

cone są między innymi prace [48,59] .

Ostatnio ukazały się dwie prace, w których badano rezydu- 

alnośó rodzin funkcyjnych w zawieraniach różniczkowych.

W pierwszej [i 2] wykazano rezydualnośó rodziny multifunkcji 

ciągłych i ograniczonych F o wartościach będących zwartymi 

i wypukłymi podzbiorami przestrzeni Hilberta, dla których za­

wieranie różniczkowe x€F(t,x) z warunkiem - x(tQ) = xQ ma . 

rozwiązanie klasyczne. Natomiast w drugiej [i 5] vzykazano, 

że dla dowolnej multifufunkcji F ciągłej i ograniczonej o 

wartościach będących domkniętymi, ograniczonymi, wypukłymi 

z. niepustym wnętrzem podzbiorami refleksywnej przestrzeni Ba­

nacha, rodzina rozwiązali zawierania różniczkowego xGÓF(t,x) 

jest gęstym podzbiorem rodziny rozwiązań zawierania róż­

niczkowego xeF(t,x).

Badaniom własności topologicznych prawych stron równań 

różniczkowych o rozwiązaniach wieloznacznych poświęcone są 

prace [50,51,61] •

Badania kategorii rodzin zbiorów w pewnych zagadnieniach 

optymalizacji zostały przeprowadzone między innymi w pracach 
[9»1o] . Dla zilustrowania tych badań omówimy krótko jeden 

z rezultatów pracy [10] . Autorzy tej pracy F.De Błasi i J.My-. 

jak wykazali, że rodzina ograniczonych, domkniętych i wypuk­

łych podzbiorów przestrzeni Banacha gających własność najlep-

F.De
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szej aproksymacji względem ustalonego punktu,jest zbiorem | . • . 5
gęstym typu w rodzinie wszystkich zbiorów domkniętych, 

ograniczonych i wypukłych;

Niniejsza praca jest kontynuacją badań w omówionych wy- 

żej kierunkach, przy czym interesowało nas jedynie ilościowe 

ujęcie zagadnienia,a nie dowody twierdzeń o istnieniu elemen­

tów z ustalonymi własnościami. W pracy zbadano gęstość i ka­

tegorię Baire*a pewnych rodzin multifunkcji ciągłych w prze­

strzeni wszystkich multifunkcji ciągłych. Zagadnienie przedsta­

wione w tej pracy pojawiły się przy okazji badania warunków, 

jakie muszą spełniać wartości multifunkcji ciągłej

P : Rn—> comp(Rm), aby miała ona selekcję ciągłą. W naturalny 

sposób powstało wtedy pytanie jak duża (w sensie kategorii 

Baire^a) jest rodzina multifunkcji ciągłych z selekcją ciągłą; 

Podobne pytania postawiono dla zawierań różniczkowych z rozwią­

zaniami klasycznymi oraz dla zagadnienia aproksymacji multi­

funkcji. Wszędzie tam, gdzie nie udało się odpowiedzieć na 

pytanie o kategorię Baire'a. danej rodziny, badano jej gęstość. 

Dalsza część pracy podzielona jest na cztery rozdziały.

W rozdziale.pierwszym wprowadzono oznaczenia i podano pod­

stawowe definicje związane z rodzinami zabiorów, topologią. 

Vietorisa, metryką Hausdorffa, multifunkcjami oraz ich ciąg­

łością itp.

W rozdziale drugim sformułowano i udowodniono lematy i 

twierdzenia, które będą wielokrotnie wykorzystywane w dalszych 

częściach pracy. Najpierw wykazano kilka własności metryki
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Hausdorffa związanych z operacjami algebraicznymi' w rodzinie 

comp(Y). Następnie przytoczono twierdzenie o rozszerzaniu 

multifunkcji ciągłych. Będzie ono wykorzystane do konstrukcji 

przeprowadzonych w dowodach niektórych twierdzeń z rozdziału 

trzeciego. V/ kolejnych lematach pokazano ciągłość "liniowych" 

kombinacji multifunkcji ciągłych oraz aproksymację multifunk- 

cji ciągłej przez multifunkcję ciągłą skończenie elementową. 

Bod koniec rozdziału podano jedno z równoważnych sformułowań 

twierdzenie Baire'a o kategorii. W rozdziale drugim przytoczo­

no także mniej znane twierdzenia dotyczące rodzin zbiorów 

oraz multifunkc j i.

Na początku rozdziału trzeciego dokonano przeglądu twier­

dzeń o istnieniu selekcji ciągłych dla multifunkcji. Następ­

nie podano przykłady multifunkcji ciągłych nie mających sele­

kcji ciągłych. Przykłady te mają zastosowanie w niektórych 

konstrukcjach wykonywanych w dowodach twierdzeń rozdziału 

trzeciego i czwartego. W rozdziale trzecim zawarty jest głów­

ny wynik pracy dotyczący gęstości i kategorii Baire^a rodziny

(K , V ) 11111I tJ l.luilu: J1 <zl agłycli. z uoldkojaml ciągłymi w rodzi­
nie Ć(K,Y) wszystkich multifunkcji ciągłych; Udowodniono w 

nim także twierdzenie o kategorii, rodziny A(K,Y) multifunk­

cji ciągłych mających własność aproksymacji; Wspomniane twier­

dzenia wykazano dla różnych wariantów wymiarów przestrzeni 

X i Y.

W ostatnim rozdziale dokonano przeglądu twierdzeń o is­

tnieniu rozwiązań klasycznych zawierali różniczkowych z prawą 

stroną ciągłą. V/ dalszej części tego rozdziału udowodniono 
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twierdzenie o gęstości rodziny vM(K^Rn) złożonej z multi­

funkcji ciągłych F, dla których zawieranie różniczkowe >
xeF(t,x) z warunkiem x(t0) = xQ, gdzie x/xoeRn, nie ma 

rozwiązań klasycznych. Wykazano w nim również gęstość uzu­

pełnienia tej rodziny,tj; rodziny X(K,Rn) tych multifunkcji 

ciągłych, dla których powyższe zawieranie różniczkowe ma roz­

wiązania klasyczne. Ponadto podano przykład multifunkcji ciąg­

łej F nie mającej selekcji ciągłej, takiej jednak, że rozwa­

żane zawieranie różniczkowe ma rozwiązanie klasyczne. Zbadano- 

także kategorię Baire^a rodziny D złożonej.' z par (x,F) ta­

kich, że funkcja x jest rozwiązaniem klasycznym zawierania 

różniczkowego/ x6F(t,x), x(tQ) = xQ. Na końcu rozdziału 

trzeciego i czwartego postawiono problemy do dalszych badań.

Pracę kończy bibliografia cytowanych prac;

Zagadnienia.przedstawione w tej pracy nie były do tej po­

ry przedmiotem publikacji. Jedynie omawiane wcześniej prace 

[i2,13j , są najbliżej związane z zagadnieniami przedstawio­

nymi w rozdziale czwartym. Wyniki uzyskane w rozdziale trze­
cim przedstawiono w dwóch pracach [55,56j, pierwsza z nich 

.ukazała się w Buli. Pol. Ac. ; Math.,a drugą przyjęto do 

druku w Disc. Math;



Roz dziali

PO D S T A W 0 W E OZNACZENIA I DEFINICJE

Niech X i Y będą dowolnymi przestrzeniami topologicznymi.

Rodzinę wszystkich niepustych podzbiorów przestrzeni Y będziemy 
Y Y zoznaczali przez 2 . Podrodzinę rodziny 2 złożoną ze zbiorow 

domkniętych oznaczamy przez cl(Y). Natomiast przez comp(Y) 

będziemy oznaczali rodzinę wszystkich niepustych podzbiorów zwar­

tych przestrzeni Y. W rodzinie cl(Y) wprowadzamy topologie Vie- 

torisa. Podbazę tej topologii tworzą rodziny zbiorów następują­

cych postaci

{a e cl(Y) : AC u} , {agcI(Y) : AnU* 0} , 

gdzie U przebiega rodzinę podzbiorów otwartych przestrzeni Y. 

Szczegółowe informacje o tej topologii można znaleźć w pracy 
E.Michael'a [46] lub w monografii K.Kuratowskiego [35,36] . 

Tradycyjnie, symbolami int(A) i A będziemy oznaczać odpo­

wiednio wnętrze i domknięcie zbioru A.

Multifunkcją nazywamy dowolne odwzorowanie przestrzeni X 
w rodzinę 2Y. Mówimy, że multifunkcją F : X—>cl(Y) jest 

półciągła dolnie (górnie), jeżeli zbiór |x « X : F(x)r»U £ 

( ixćX : F(X)«=u ]•) jest otwarty dla każdego otwartego pod­

zbioru UcY, Będziemy mówili, że multifunkcją jest ciągła, je­

śli jest jednocześnie półciągła dolnie i górnie. Selekcją mul- 
tifunkcji F : X-*2Y nazywamy dowolną funkcję' f : X~*Y 

spełniającą warunek f(x)eF(x) dla każdego xeX. Wykresem 

multifunkcji nazywamy podzbiór produktu X*Y określóny na­

stępująco
Gr(F) = ( (x,y) € X * Y : y € F(x)} .
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Niech Y będzie teraz przestrzenią metryczną z metryką g. 

Odległość punktu yeY od niepustego zbioru, Ad oznaczamy 

symbolem d(y,A) i określamy wzorem

d(y,A) = inf {g (y,z) : z 6 A} ;

Niech A będzie niepustym podzbiorem przestrzeni Y i niech 

£ > 0.

Zbiór

V(A,£)=^yćY: d(y,A) < ( V(A, £ ) = { y € Y : d(y,A)<$€j

będziemy nazywali odpowiednio E-otoczeniem otwartym (domknię­

tym) zbioru A. Rodzinę wszystkich niepustych, domkniętych i- 

ograniczonych podzbiorów przestrzeni metrycznej Y będziemy 

oznaczali . przez cb(Y). Dla dowolnych zbioró.w A,B tej rodziny 

oddalenie zbioru A od zbioru B określamy następującym wzorem

ę(A,B)= inf{ £ > 0 : Ac V(B, £ )J .

Ponadto w rodzinie cb(Y.) wprowadzamy metrykę Hausdorffa h 

kładąc

h(A,B) = max | §(A,B), g(B,A)| .

Dla przestrzni metrycznych (X,g^) i (Y,^) półciągłość dol­

ną i górną multifunkcji F : X—^>cb(Y) można określić nastę­

pująco:

a) F jest półciągła dolnie na X, gdy

Vx0€ x Vs>o36>o Vxex ó)=>(f(x0)<=v(f(x),e)) ,

b) F jest półciągła górnie na X, gdy

VxQćX yć>o3ó>oVx£X (g1 (x,x0)< ó) =>(f(x)«=.V(F(xq), g)) , 
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Podobnie jak poprzednio, mówimy, że multifunkcja jest ciągła, 

gdy jest jednocześnie półciągła dolnie i górnie. Dla multi- 

funkcji o war-tościach. z rodziny comp(Y) powyższe definicje 

półciągłości są równoważne z definicjami podanymi wcześniej 

dla przestrzeni topologicznych. Będziemy mówili, że multifunk« 

cja P t X —*cb(Y) jest ograniczona, jeśli jej wartości są 

zawarte w pewnej ustalonej kuli w przestrzeni Y. Kulę otwartą 

(domkniętą) o środku w punkcie p i promieniu r w odpowiedniej 

przestrzeni metrycznej oznaczamy przez B(p,r) (B(p,r))t

Niech K będzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni 
X. W całej pracy przez ć(K,Y) oznaczamy rodzinę wszystkich 

ciągłych i ograniczonych multifuhkcji określonych na zbiorze K 
o wartościach w rodzinie comp(Y)o W rodzinie Ć(K,Y) wpro­

wadzamy metrykę h* zbieżności jednostajnej określoną wzorem

h* (P,G) = sup | h(P(x).,G(x)) : xćxj.

Ustalmy punkt xQ£ K. .Przez Ć(K,Y,xQ) będziemy oznaczali 

rodzinę wszystkich multifunkcji Ć(K,Y.) takich, że zbiór 

B(xo) jest skończony.

Niech Y będzie teraz przestrzenia,, unormowaną. V/ rodzinie 

cl(Y) wyróżniamy dodatkowa,, podrodzinę conv(Y) złożoną ze 

zbiorów wypukłych. Ponadto dla dowolnych zbiorów A i B 

z rodziny 2 oraz dowolnej liczby rzeczywistej u definiujemy 

dwie operacje algebraiczne: dodawanie zbiorów określone wzorem

A + B = / a + b : a e A, b ś B )

oraz mnożenie zbioru przez liczbę określone wzorem

uA = ua : a e A
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Zauważmy tutaj, że powyższe operacje algebraiczne są działa­

niami wewnętrznymi w rodzinie comp(Y). Uwypuklenie podzbio­

ru A przestrzeni Y będziemy oznaczać przez' co(A). Zero w 

przestrzeni liniowej oznaczamy symbolem 9. Wymiar algebraicz­

ny przestrzeni liniowej Y oznaczamy przez dim(Y).

Niech Z będzie przestrzenią, topologiczną. Mówimy, że 

zbiór A«=Z Jest gęsty (nigdzie^gęsty) w przestrzeni Z, gdy 

A = Z (int (J£) = /). Sumy przeliczalne zbiorów nigdzie gęstych 

nazywamy zbiorami pierwszej kategorii Baire*a. Natomiast do­

pełnienie zbioru pierwszej kategorii do całej przestrzeni na­

zywamy zbiorem rezydualnym.

W całej pracy przez N oznaczamy zbiór liczb naturalnych. 

Moc zbioru A oznaczamy przez card(A). Przestrzeń euklidesową 

n-wymiarową oznaczamy przez R .



R o z d ział 2

WŁASNOŚCI RODZIN ZBIORÓW

I MULTIFUNKCJI

V/ tej części pracy sformułujemy i udowodnimy lematy, któ­

re będą wielokrotnie wykorzystywane w następnych rozdziałach. 

Ponadto przytoczymy mniej znane twierdzenia dotyczące rodzin 

zbiorów oraz multifunkcji. Na końcu rozdziału podamy jedno 

z równoważnych sformułowań twierdzenia Baire*a o kategorii. 

Rozdział rozpoczniemy od podania własności metryki Hausdorffa

związanych z operacjami algebraicznymi na zbiorach rodziny

1E M

comp(Y)

Wtedy dla

dowolnych

A T 2.1.Niech Y będzie przestrzenią unormowaną, 

dowolnych zbiorów A,B,C,D z rodziny comp(Y) oraz 

liczb rzeczywistych u, v prawdziwe są relacje

(1) ę(uA,uB) = |u|$(A,B) ,

(2) h(uA,uB) = |u|h(A,B) ,

(3) ę(A + B,C + D) 4 §(A,C) + $(B,D) ,

(4) h(A + B,C + D) 4 h(A,C) + h(B,D) ,

(5) $(uA,vA) 4 |u - v| $(A,{©}) ,

(6) h(uA,vA) |u - v| h(A,{©}) ,

(7) h(uA,vB) 4 |u|h(A,B) + |u - v|h(B,{©}) ;'

Dowody równości (i) i (2) oraz nierówności (3) i (4) 
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można znaleźć-w pracach [6,7]. i Natomiast nierówności (5), 

(6) i (7) udowodniono w pracach [5,17] , jedynie dla zbiorów 

wypukłych.

Okazuje się jednak, że nierówności te są rówńież prawdziwe 

dla zbiorów z rodziny comp(Y). Udowodnimy teraz te nierów­

ności.

Zauważmy najpierw, że dla dowolnego zbioru A z rodziny 

comp(Y) oraz dowolnych liczb rzeczywistych u,v prawdziwa jest 

inkluzja (u + v)AcuA + vA. Ponadto, jeśli B«=C, to

4 ę(C,A). Stąd wobec nierówności (3) i równości (1) 

otrzymamy

ę(uA,vA) = g(((u - v) + v)A,vA)4^((u - v)A + vA,{©} + vA)4

4ę((u - v)A,{©} ) + ę(vA,vA) = |u - v|ę(A,{©} ) ,

co daje nierówność (5)i

Nierówność (6) wynika bezpośrednio z określenia metryki h, 
nierówności (5) oraz równości ę(A,{©} ) = h(A,{©}) .

Nierówność (7) otrzymamy korzystające kolejno z nierównoś­

ci (4) i (6) oraz z równości (2). Mamy bowiem

h(uA,vB)4 h(uA,uB) + h(uB,vB)4 |u|h(A,B) + |u - v|h(A,{©} ).

Podany niżej lemat, o zupełności rodziny comp(Y), w wię­

kszości podręczników i monografii z topologii występuje jako 

zadanie.

Szkic dowodu tego lematu można znaleźć np. w pracy G-.Pebreu

L20]-
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LEMAT 2.2. Niech Y będzie przestrzenią metryczną 
i 

zupełną. Wtedy rodzina comp(Y) zwartych podzbiorów prze­

strzeni Y rozważana z metryką Hausdorffa jest również prze­

strzenią zupełną;

WNIOSEK 2.5.- Bezpośrednio z lematu 2.2 otrzymujemy, że 
rodzina Ć(K,Y) multifunkcji ciągłych i ograniczonych, okre­

ślonych na podzbiorze K przestrzeni X o wartościach w rodzi­

nie comp(Y), gdzie Y jest przestrzenią metryczną zupełną, 

rozważana z metryką h zbieżności jednostajnej,jest przestrze­

nią zupełną.

Poniższe twierdzenie o rozszerzaniu multifunkcji ciągłych, 

udowodnione‘w 1975 r. przez H.A.Antosiewicza i A.Cellinę, bę­

dzie kilkakrotnie wykorzystane w pracy.

TWIERDZENIE 2.4. [2] Niech A będzie niepustym i domkniętym 

podzbiorem przestrzeni metrycznej X i niech Y będzie przestrze­

nią unormowaną. Wtedy dla dowolnej multifunkcji ciągłej F, 

F : A—>cb(Y) istnieje multifunkcja ciągła F,

F : X—> cb(Y) taka, że F(x) = F(x) dla xeA oraz 

li'(x)cco(LJl'(a')) dla xeX. 
as A

Podany niżej lemat o ciągłości "liniowych" kombinacji 

multifunkcji ciągłych jest kilkakrotnie wykorzystany w kon­

strukcjach przeprowadzonych w rozdziale trzecim i czwartym.

LEMAT 2.5. Niech X i Y będą przestrzeniami unormo­

wanymi i niech u,v : K—>R, K<=X,będą nieujemnymi, ogra­

niczonymi funkcjami ciągłymi. Niech ponadto F i G będą mul- 

tifunkcjami z rodziny Wtedy multifunkcja H określona 
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wzorem H(x) = u(x)F(x) + v(x)G(x) dla xeKjrównież należy 

do rodziny C(K,Y). Jeżeli funkcje u,v spełniają dodatkowo 

warunek u(x) + v(x) = 1, dla xU, to H(x)c co(P(x)u G(x)) 

dla x€K.

Dowód. Zauważmy najpierw, że dla xe K zbiór H(x) jest 

zwarty. Niech xQ będzie dowolnym punktem zbioru K i niech £ 

będzie dowolną liczbą dodatnią. Z ciągłości funkcji u,v oraz 

multifunkc ji F,G w punkcie xQ otrzymamy, że dla x £ B(xq, ó) n K, 

gdzie S? 0 prawdziwe są nierówności

|u(x) - u(x0)H £ , |v(x) - v(x0)|4 £

oraz

h(F(x),P(xQ))^ £ , h(G(x),G(xQ))4 £ .

Ponadto z założeń wynika, że dla xeK mamy

0^u(x)4 M, 

oraz

h(F(x),{©}jśM, h(G(x),{©})^ M,

gdzie M>0. Korzystając teraz z lematu 2.1 otrzymamy ciąg 

nierówności

h(H(x),H(x0)) = h(u(x)F(x) + v0OG(x), u(x0)F(x0)+ v(xq)G(x0))

^h(u(x)F(x), u(x0)F(x0)) + h(v(x)G(x), v(xq)G(xo))< 

u(x)h(P(x), F(xq)) + |u(x)-*u(x0) |h(F(x),{©}) +

+ v(x)h(G(x), G(xQ)) + |v(x) - v(xQ)| h(G(x), {©})4 4M6.
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Wykazaliśmy zatem, że dla xe B(xQ,8)n K mamy h(H(x),H(x0) )4 

$4M£ , co oznacza ciągłość multifunkcji H w punkcie 

xQ.. Ograniczoność tej multifunkcji wynika bezpośrednio z de­

finicji. Natomiast ostatnia część tezy wynika z określenia 

uwypukle ni a zbioru.

Następny lemat,mówiący o lokalnej aproksymacji multifunk­

cji ciągłej przez multifunkcję ciągłą. skończenie elementową, 

również będzie kilkakrotnie wykorzystany w dalszej części 

pracy.

LEMAT 2.6. Niech X i Y będą przestrzeniami unormowa­

nymi z normami odpowiednio' h| i II • II . Niech ponadto K bę­

dzie podzbiorem przestrzeni X z niepustym wnętrzem. Ustalmy 
punkt x e int(K). Wtedy rodzina Ć (K,Y,x0) jest podzbiorem 

gęstym rodziny Ć(K,Y).

Dowód. Nie zmniejszając ogólności rozważań możemy przy­

jąć, że xQ = ©. Niech r>0 będzie takie, że B(©,r)c int(K)* 

Pokażemy, że dla dowolnej liczby £>0 i dla dowolnej multi­

funkcji ciągłej F Ć(K,Y,x ) istnieje multifunkcja 

G e ć (K,Y,x0) spełniają.ca nierówność h*(F,G)4 4£ . Z ciąg­

łości multifunkcji F w punkcie © wynika, że można tak wybrać 

5, 0<6«r, żeby dla każdego x spełniającego nierówność Ixl4ó 

było

h(F(©),F(x))££ .

Niech. {y1 ,y2,... ,yn}cF(©), neN, będzie Ć-siecią skończoną 

zbioru F(©). Zauważmy tutaj, że dla |x|4Ó zachodzi inkluzja

F(x) c S(y.,2£ ). 
1=1 1
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Żądaną multifunkcję G określamy w następujący sposób

dla x =» © ,

+ y (SCy^eWCg ))] dla 0<|xU6,

F(x) dla |x|><5 ;

.n
Zauważmy, że dla |x| = 6 mamy G(x) = F(x)n (_/B(y. ,2 6 ) =F(x) 

i=1 x

Z powyższej uwagi

jest ciągła na K,

oraz z lematu 2.5 wynika, że multifunkcja G

Korzystając teraz z nierówności podanych

w lemacie 2.1 łatwo sprawdzić, że dla xeK spełniona jest 

nierówność h(F(x), G(x))^4£ , co kończy dowód lematu.

WAGA 2;7. Lemat 2.6 jest również prawdziwy w przypadku, 

gdy zbiór K jest domknięty w X; Istotnie, korzystając bowiem 

z twierdzenia 2.4 możemy rozszerzyć multifunkcję F na całą 

przestrzeń X do pewnej multifunkcji ciągłej F; Następnie sto­

sując lemat 2,6 znajdujemy multifunkcję G € ć(X,Y,xQ). 

Obcięcie multifunkcji G do zbioru K daje nam żądaną multi­

funkcję G,

\! następnym lemacie podajemy prostą, do wykazania własność 

metryki Hausdorffa.

LEMAT 2.8. Niech Y będzie przestrzenią metryczną 

i niech A,B,C,B będą dowolnymi zbiorami z rodziny cb(Y). 

Załóżmy ponadto, że spełnione są nierówności h(A,B)4a 

oraz h(C,D)^b, gdzie a,b^O. Wtedy h(AuC,BuB) ^max(a,b);

Teza kolejnego lematu wynika bezpośrednio z definicji 

ciągłości multifunkcji oraz z własności metryki Hausdorffa 

podanej w poprzednim lemacie;



LEM A.-T 2;9. Niech X i Y będą dowolnymi przestrzeniami 

metrycznymi i niech KcX. Niech ponadto F,G będą dowolnymi 

multifunkcjami z rodziny Ć(K,Y); Wtedy multifunkcja H okre­

ślona wzorem H(x) = F(x)uG(x), gdzie xe'K, również należy 
do rodziny . Ć(K,Y);

Niżej podamy jedno z równoważnych sformułowań Sierdzenia

Baire^a o kategorii przestrzeni zupełnej.

TWIERDZENIE 2.10. [26,52] Niech Z będzie przestrzenią 

metryczną zupełną. Wtedy dopełnienie zbioru pierwszej kate­

gorii Baire'a jest zbiorem gęstym w Z.

Na zakończenie tego rozdziału podamy sformułowania dwóch 

łatwych do wykazania lematów. lematy te będą wykorzystane w 

rozdziale czwartym.

L EM AT 2.11. Niech X i Y będą przestrzeniami metrycz­

nymi oraz niech F , neN, będzie ciągiem multifunkcji z ro­

dziny £(X,Y) zbieżnym jednostajnie do multifunkcji Fe Ć(X,Y). 

Jeżeli ciąg x^, neN, elementów przestrzeni X jest zbieżny 

do punktu xeX, to wtedy lim F (x ) = F(x)i 
n->oo

LEMAT 2.12. Niech Y będzie przestrzenią metryczną 

oraz niech A^, n£N, będzie ciągiem zbiorów z rodziny cb(Y) 

zbieżnym do ■ A€cb(Y). Jeżeli ciąg xn, n€N, elementów prze­

strzeni Y spełnia warunki ŁfA , n€N oraz lim xn = x, 
n-*oo 

gdzie x«Y, to wtedy xeAi



Rozdział 3

TWIERDZENIA 0 GĘSTOŚCI I KATEGORII BAIRE'A DLA RODZINY

MULTIFUNKCJI CIĄGŁYCH Z SELEKCJAMI CIĄGŁYMI

Problemem istnienia selekcji ciągłych multifunkcji zajmo­

wało się wielu autorów; Badania warunków ich istnienia, rozpo­

czął w 1956 r. E.Michael. V/ pracy [42] wykazał on, że multi- 

funkcją dolnie półciągła określona na przestrzeni topologicz­

nej parazwartej i o wartościach w rodzinie conv(Y), gdzie Y 

jest ‘przestrzenią Banacha, ma selekcję ciągłą. Pewne uogólnie­

nia tego twierdzenia można znaleźć w dalszych pracach E.Micha­

el "a [43-45] oraz w pracach [l1,47j innych autorów. Istnienie 

selekcji ciągłych dla multifunkcji określonej na odcinku [0,1^ 

o wartościach w rodzinie comp(Rn) wykazali: A.F.Filippov [22] 

w przypadku multifunkcji spełniającej warunek'Lipschitza, 

H.Hermes C27] ’ ^dy multifunkcja jest ciągła i ma ograniczona,, 

wariację, N.Kikuchi i Y.Tomita [29] w przypadku multifunkcji 

absolutnie ciągłej, L.Cąrbone w pracy fi 9] pokazał, że multi­

funkcja ciągła, której wartości są zbiorami skończonymi z usta­

loną liczbą elementów, określona na zbiorze wypukłym w prze­

strzeni unormowanej, ma selekcję cia,głą. Uogólnienia tego 
twierdzenia podane zostały w pracach [57,58^. Ponadto A.Mąs- 

Colell [40] wykazał, że multifunkcja określona na kompleksie 

symplicjalnym w Rm.o wartościach homeomorficznie wypukłych 

w Rn, której wykres jest otwarty, ma selekcję ciągłą. 

Konstrukcje selekcji ciągłych dla multifunkcji określonych 

w przestrzeni' euklidesowej i o wartościach w tej przestrzeni 
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podane zostały w pracy F.S.Garnir-Monjoie [25]. W cyklu 

prac [5,15,16,24] różnych autorów podane zostały twierdze­

nia o istnieniu selekcji ciągłych multifunkcji o wartościach 

będących podzbiorami pewnych przestrzeni funkcyjnych. Inte­

resujące twierdzenie o selekcjach udowodnili K.Kuratowski 

i Cz.Ryll-Nardzewski ^37j. Wykazali oni, że jeżeli'X jest 

przestrzenią topologiczną a Y przestrzenią polską i ponadto 

multifunkcja F : X—>cl(Y) jest ciągła modulo zbiory pierw- 

szej kategorii Baire^a, to istnieje selekcja tej multifunkcji 

ciągła modulo zbiory pierwszej kategorii Baire*a. Dalsze 

twierdzenia związane z istnieniem selekcji ciągłych można 

znaleźć w pracy przeglądowej Parthasarathy'ego [53] . Przykłady 

multifunkcji' ciągłych nie mających selekcji ciągłych podali 
1.Garbonę [isj , A.F.Filippov [22J , H.Hermes [28] oraz 

ł.Michael [42] .

Podane niżej przykłady multifunkcji ciągłych bez selekcji 

ciągłych będą wykorzystane w dalszej części tego rozdziału 

oraz w rozdziale czwartym. Są one nieznacznymi modyfikacjami 

multlCunkcji podanych w pracach £22] i [łój •

1— *1 2PRZYKŁAD 3.1. Multifunkcję H : —* comp(R )

określamy następującym wzorem

) { (cos y , sin? ) : Oś ? < 2 TT } dla t=0, 

H(t) = K
{(cosy, sin^) : lnt 4 y ^lnt+23T-t }

dla O < t < 1 .

łatwo zauważyć, że tak określona multifunkcja H nie ma se­

lekcji ciągłej w żadnym otoczeniu punktu t=Oi
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9
PRZYKŁAD 3.2 , Niech B oznacza domkniętą kulę jed-

nostkową w R i niech (ę, ) oznaczają współrzędne biegu-
n 2nowe w R .

2 2Multifunkcję P : B •—> comp(R ) określamy wzorem

y
2 dla

B(g,y) =

0, dla $ = 0.

łatwo sprawdzić, że multifunkcja P nie ma selekcji ciąg- 
2łych na kuli B . Zauważmy ponadto, że dowolna multifunkcja

G € gdzie 0<Y[<1., również nie ma selekcji ciąg-
2łej na kuli B .

Niech X i Y będą przestrzeniami Banacha z normami odpo­

wiednio HI i bloraz niech K będzie podzbiorem przestrzeni X 
z niepustym wnętrzem. Jak poprzednio,przez Ć(K,Y) będziemy 

oznaczać rodzinę multifunkcji P : K—>comp(Y) ciągłych i 
ograniczonych. W rodzinie Ć(K,Y) wprowadzamy metrykę h* 

zbieżności jednostajnej. W dalszej części pracy przez Ś(K,Y) 

będziemy■oznaczali rodzinę tych multifunkcji z Ć(K,Y), 

które mają selekcję ciągłą, na zbiorze K; Dopełnienie rodzi­
ny Ś(K,Y) do całej przestrzeni oznaczamy przez Jf(K,Y). 

W dalszym ciągu Ć(K,Y,xQ) oznacza rodzinę multifunkcji 

z Ć(K,Y), których wartość w punkcie xQ.G K jest zbiorem 
skończonym. Niech ponadto X(K,Y,x0) = J{'(K,Y)t^ Ć(K,Y,xq).

W dalszej części tego rozdziału zbadamy gęstość oraz 
kategorię Baire^a rodzin <Ś(K,Y) i ^(K,Y) w rodzinie 

ć (K,Y) wszystkich multifunkcji ciągłych. Badania te’będą 
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przeprowadzone dla różnych wariantów wymiarów przestrzeni 

X i Y. Zbadana zostanie także kategoria Baire'a rodziny 

A(K,Y) multifunkcji ciągłych mających własność aproksymacji. 

Podamy również przykład wyjaśniający dokładniej własności 
topologiczne rodziny Ś(K,Y) dla przypadku dim(X) 2 

i dim(Y) 2, Zanim przejdziemy do zapowiedzianych badań 

zauważmy najpierw, że jeżeli dim(Y) 4 1, to rodziny £ (K,Y) 

oraz £(K,Y) pokrywają się. Wtedy oczywiście marny 

N(K,Y) = / . Jeżeli natomiast dim(Y)^ 2, to prawdziwe jest 

następujące twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.3. Niech X i Y będą przestrzeniami Bana­

cha, przy czym spełniony jest warunek dim(Y)J> 2. Niech po­

nadto K będzie podzbiorem przestrzeni X z niepustym wnęt­

rzem. Wtedy rodzina ^(KjY) jest podzbiorem gęstym rodziny 

Ć(

Dowód. Niech będzie punktem zbioru int(K); Nie 

zmniejszając ogólności rozważań możemy przyjąć, że xQ = 0. 

Wybieramy teraz liczbę r>0 tak, żeby spełniony był waru­

nek B(0,3r) <3 int(K). Niech H oznacza dowolną multifunk- 

cję z rodziny ć(K,Y) i niech O 0. Korzystając z lematu 

2.6 otrzymujemy, że istnieje multifunkcja F€ Ć(K,Y,xq) 

spełniająca nierówność h*(F,H)$'€ . Pokażemy dalej, że 

istnieje multifunkcja G€%(K,Y), przy.czym spełniona jest 

nierówność h* (F,G)^ f . Szczegółowy opis konstrukcji 

multifunkcji G podamy tylko dla przypadku, gdy F(©) jest 

zbiorem jednopunktowym {Yi}* Natomiast w przypadku zbioru 

wielopunktowego P(G) podamy ogólny opis konstrukcji.
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Przypadek 1. P(0) = {y^. $ ciągłości multifunkcji 

P v/ punkcie 0 wnosimy o istnieniu liczby 5, o < 5 r 

takiej, że dla |x|^3$ mamy

F(x) c V( { y^, £ ) oraz {y1} c7(?(x),e)

Multifunkcję g skonstruujemy odpowiednio adaptując multi- 

funkcję z przykładu 3.1. Dla uproszczenia zapisu połóżmy 

gdzie e^,e2€Y są dwoma liniowo niezależnymi wektorami 

jednostkowymi;

Multifunkcję G określamy następująco

G(©) = {yj,

G(x) = { f : O 27T } dla |x | = £ ,

G(x) = { fC^) : 0 ś y < 27T - 1. } dla | x | = 2ó,

G(x) = P(x) dla |x| = 3$.

Ponadto dla x spełniających nierówności O <|x|<J , 

2S<|x|<3Ó‘ określamy multifunkcję G stosując "liniową 

interpolację". Kładziemy zatem

G(x) = ^G (S £ ) + Cl - W-* ) dla °<
O IX| o

G(x) = ( - 2) g(35 i) + (3 - ’f) e(2f i)

dla 26 <|x| < 3^
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W końcu dla x z warstwy kulistej 8<|xl<2Ó kładziemy

G(x).= (f^) : In tś^śln t + 211 - t} , gdzie t =

Ciągłość multifunkcji G w obszarach 0 < | x l 5 , 

26 4|x|«5<5 wynika z lematu 2.5, natomiast jej ciągłość 

w punkcie 9 oraz obszarze 8^1x1 ^28 jest oczywista.

Korzystając teraz z własności metryki Hausdorffa,podanych 

w rozdziale 2,łatwo sprawdzić, że multifunkcja G spełnia 

nierówność h* (F,G)< 6. Ponadto ze sposobu konstrukcji wy­

nika, że multifunkcja G nie ma selekcji' ciągłej, w obszarze 

5 4 I x K 2§ •

Przypadek 2. F(9) = {y-py2, •••, , n»2ó Niech

2 6 <min { Uy^. ~ yll • ? i, j = 1,2, ..., n} ; Wtedy

z ciągłości multifunkcji F w punkcie 0 wnosimy o istnieniu 

liczby 8, 0<8^r takiej, że dla |x|< 3$ spełnione są 

zawierania

F(x) c U 5(yi, £ ) oraz {y1,y2, •••, yn}c V(F(x),£ );

Zauważmy jednocześnie, że kule B(y.p $ ), “ 1»2» • ••, n

są parami rozłączne. Staćd wynika, że konstrukcję multifunkcji 

G możemy podać niezależnie dla.każdej części F(x)r»B(y^, £ ), 

i = 1,2, ..., n multifunkcji F. Konstrukcja będzie taka 

sama jak w przypadku 1.

Plą zakończenia dowodu wystarczy zauważyć, że multifunk­

cja G otrzymana w obu przypadkach spełnia nierówność 

h* (H, G) 4 2 £ .
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UWAGA 5*4 • Powyższe twierdzenie jest również prawdziwe 

dla zbioru K domkniętego w X, zawierającego np.odcinek 

£xQ,x.J . Wystarczy bowiem multifunkcję F rozszerzyć do 

multifunkcji F określonej na całej przestrzeni X (twier­

dzenie 2.4) i zastosować twierdzenie 3.3; Otrzymaną w ten 

sposób multifunkcję G obcinamy do zbioru K, co daje nam 

poszukiwaną multifunkcję G. Oczywiste jest, że multifunk- 

cja G nie ma selekcji ciągłej na odcinku ^xQ,x^l •

Pokażemy niżej, że jeżeli do założeń twierdzenie 3.3 

dodamy warunek dim(x)>2, to można uzyskać więcej, a mia­
nowicie, że rodzina ^(K,Y) jest nigdzie gęstym podzbiorem 

rodziny ć(K,Y) . Sformułowanie i dowód żapowiedzianego 

wyżej twierdzenia poprzedzimy lematem oraz pewnym wnios­

kiem z niego wynikającym.

LEMAT 3i5. Niech dim(X)^2, dim(Y)^2 oraz niech 

xoeint(K). Wtedy rodzina JT(K,Y,xo) jest podzbiorem gęstym 

rodźlny Ć(K,Y, XQ );

Dowód. Podobnie jak w dowodzie poprzodni o go twierdzenia 

możemy założyć, że xQ = G. Wybieramy r>0 w ten sposób, 

aby B(0,2r) c int(K). Niech F będzie dowolną multifunk­

cją z rodziny (j’(K,Y,x0) oraz niech £ będzie dowolną licz­

bą dodatnią. Pokażemy, że w rodzinie X(K,Y,x0) istnieje 

multifunkcją G spełniająca nierówność h*(F,G)4£. 

Również i w tym dowodzie dokładny opis konstrukcji mul^bi- 

funkcji G podamy jedynie dla przypadku jednoelementowego 

zbioru F(0). Natomiast w przypadku zbioru wielopunktowego 

F(G) podamy tylko szkic konstrukcji;
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Przypadek Ili F(©) = {yji Z ciągłości multifunkcji P 

w punkcie © wnosimy o istnieniu liczby ó, 0 < 6 ś r takiej, 

że dla |x|< 2Ó mamy

h(P(x) , { y^ )4 £.

Niech Z oznacza dwuwymiarową podprzestrzeń liniową prze- 
i

strzeni X. Zauważmy tutaj, że zbiór B(©,6)n Z jest homeo-
2 lorficzny z kulą jednostkową w przestrzeni R . Wynika stąd, 

że dla x6B(©,S)nZ możemy używać oznaczenia x = (g,f), 

gdzie 0 g 1 oraz 0^ < 2^ .

Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy pomocniczą funkcję

= —cos x e1 + -— sm * e? ,
J Z c. 1 Z.

gdzie e^,e2 oznaczają. dwa liniowo niezależne wektory jed­

nostkowe w przestrzeni Y. Na zbiorze B(G,ó)nZ multi- 

funkcję G określamy następująco

|y1 + ftg/fh y^ - dla x 4 ©,

gdzie x = Teraz korzystając z twierdzenia 2.4 mo­

żemy rozszerzyć multifunkcję G na całą kulę B(©,6).

Zauważmy, że rozszerzona w ten sposób multifunkcja (ozna­

czona tą samą, literą. G) spełnia dla x€B(©,6) warunek

G(x)cB(y. , f ). Przechodzimy teraz do określenia multi- 1
funkcji G na całym zbiorze K. V.r tyra celu połóżmy

'(2 -^ ) G(^f§) + (y- D P/2Ó|^ dla <5<lx^25,

G(x) = Z
(P(x) dla |x|>2<5 •
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Zauważmy, że tak określona multifunkcja G spełnia warunki

GeX(K»Y,xQ) oraz h*(P,G)ś E ;

Ponadto, dla dostatecznie małej liczby rpO, mamy 

b(g,^)c N(k,y).

Przypadek 2. P(©) = (y^, ...» yn}, n}2.

Kie zmniejszając ogólności rozważań możemy założyć, że 
2£ < min^llyj^ - y^ll : i j ; i,j = 1,2, ..., n};

Wtedy z ciągłości multifunkcji P w punkcie 0 istnieje 

S, 0 <ó^r taka, że dla |x|^2Ó mamy

h(p(x), {yvy2, •••, yn})śt'.

Zauważmy jednocześnie, że kule B(y^,£), i = 1,2, ..., n 

są parami rozłączne. A zatem na kuli B(©,2Ó) multifunkcja 

P jest sumą parami rozłącznych multifunkcji ciągłych P., 

i = 1,2, ..., n. Wynika stąd, że dla każdej multifunkcji 

P., i = 1,2, ..., n możemy przeprowadzić konstrukcję multi­

funkcji G^, i = 1,2, ..., n ,analogiczną jak w przypadku 1; 

żądana multifunkcja G jest sumą multifunkcji ciągłych Gj , 

sama jest więc także ciągła (lemat 2.9). Multifunkcja G 

skonstruowana w tym przypadku także spełnia warunki podane 

na końcu rozważań poprzedniego przypadku.

UWAGA 5;6. Lemat 3.5 jest prawdziwy również w przypad' 

ku, gdy zbiór K jest domknięty w X oraz spełnia następu­

jący warunek: istnieje otoczenie punktu xQ€ & homeomor- 

ficzne z kulą, jednostkową, w przestrzeni R , n^> 2. Uzasad­

nienie jest podobne jak w uwadze 3.4
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WNIOSEK 3»7» Z lematu 2.6 oraz lematu 3.5 otrzymujemy 
natychmiast równość ^(KjY) = Ć(K,Y). Ponadto ze sposobu 

dowodu lematu 3.5 wynika, że

\/p* Ć(K,Y) ^^O^G^^KjY) 3v° h*(G,F)4E oraz B(G,ą) c jf(K,Y)

Teraz możemy sformułować i udowodnić zapowiedziane wcześ­
niej twierdzenie o kategorii rodziny Ś(K,Y).

TWIERDZENIE 3i8. Niech X i Y będą przestrzeniami Bana­

cha o wymiarze nie mniejszym niż 2. Niech ponadto K będzie 

podzbiorem przestrzeni X z niepustym wnętrzem. Wtedy rodzina 
$(K,Y) jest nigdzie^ęstym podzbiorem rodziny Ć (K,Y)< 

4
(Jestwięc zbiorem pierwszej kategorii Bairę*a).

Dowód. 'Wystarczy wykazać, że int(ś(K^Y)) = 0. V/ prze­

ciwnym razie istniałaby multifunkcja F € <S(K,Y) ’ taka, że 

d(P,Ł) <= 3(K,Y), przy pewnym dodatnim Ł. Ponadto, na podstawie 

wi ii o s ku 3.7 5 mi el i by ćmy

GgE(F,£) oraz B(G,ą)eJf(K,Y),

gdzie G jest pewną multifunkcja z rodziny jT(K,Y) a pe- 

wną liczbą, dodatnią. W ten sposób otrzymalibyśmy G = lim F , 
n—>oo n 

gdzie F $$(K,Y), n€N. Otrzymana na tej drodze sprzeczność 
z warunkiem B(G,’ą)cX'(K,Y) kończy dowód twierdzenia.

UWAGA 3;9. Z twierdzenia 3.8 oraz z zupełności rodziny 
Ć(K,Y) wynika (twierdzenie 2,1.0) gęstość rodziny <Xf(K,Y) 
udowodniona wcześniej w twierdzeniu 3.3. Oznacza to, że gę­
stość rodziny Jf(K,Y) wystarczyło pokazać tylko dla przypadku 

dim(x) = 1. Jednak ze względu na kolejność uzyskiwania wyni­

ków*/ pozostawiono sformułowanie twierdzenia 3.3 bez zmian..
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Twierdzenie 3.8 jest prawdziwe również w przypadku, gdy 

zbiór K spełnia warunek podany w uwadze 3.6,

Z dotychczasowych rozważań wynika, że pozostały nam je­

szcze do zbadania własności rodziny $(K,Y) dla przypadku 

dim(X) = 1 oraz dim(Y)^>2. W tym przypadku rodzina Ś(K,Y) 

ma nieco inne własności topologiczne niż poprzednio. Poka-. 

żerny mianowicie, że rodzina $(K,Y) jest podzbiorem gęstym 

rodziny Ć(K,Y). Oczywiście,także i w tym przypadku,rodzina 

Jf(K,Y) jest gęsta w £(K,Y).

TWIERDZENIE 3i1O. Niech X = R1, K = [o,l] oraz 

dim(Y) 2.1 Wtedy rodzina ^(K,Y) jest podzbiorem gęstym ro­

dziny Ć(K,Y).

Dowód; Niech F będzie dowolną multifunkcją z rodziny 

(j(K,Y) i niech f będzie dowolną liczbą dodatnią. Pokażemy, 

że istnieje multifunkcją G^^,(K,Y) spełniająca nierówność 

h*(F,G)^4€ . Z jednostajnej ciągłości multifunkcji F na 

odcinku [o,lj wnosimy o istnieniu liczby 6>0 takiej, że 

dla x',x"€jo,l] spełniających nierówność |x'- x"|4Ó marny 

h(F(x‘), F(x"))<£. Niech 0 = xQ<x1 <.. = 1 będzie

podziałem odcinka [o,l] na przedziały o długości nie więk­

szej niż 6. Przez N^c F(xi) będziemy oznaczać £-sieć 

skończoną zbioru F(x^), O^i^n. Zauważmy, że h(N^,N^+^)2£ 

dla Ośkśn-1, skąd B(y,2£^Nk+1 * dla każdego y^N^; 

Teraz możemy określić multifunkcję G, kładąc

r
N^ dla x=xk, k=0,1,...,n,



Geometrycznie oznacza to, że każdy punkt (xk,y) ze zbioru 
{^J* NR łączymy odcinkami w R»Y z punktami zbioru 

lxk+l}X <Nk+1nB(y,2£)). Łatwo wykazać, że każdy punkt zbioru 

lxk> k będzie połączony odcinkiem z pewnym punktem zbioru 

l^k+l^k+l ’ Jednoczeznie każdy punkt zbioru {xj *Nkhj 

zostanie wykorzystany w tej konstrukcji. Ze sposobu określenia 

oraz z lematów 2.5 i 2.9 wynika, że multifunkcja G jest cią­

gła mi każdym odcinku |xk, xk (0*k4n-1. , co oczywiście po­

ciąga za sobą ciągłość multifunkcji G na odcinku £o,l] ,

Ponadto zauważmy, że multifunkcja G ma selekcję ciągłą na 

odcinku • P0309^9^ do wykazania nierówność h(F(x),G(x))^

^4 8 dla x^[o,l] . Niech x będzie punktem przedziału

[xr, xk4 J , k = 0,1, ..., n-1. Wtedy dla pewnego tR, 

0^t^1 mamy x = (l-tk) zą + ^k xk+1 * Niech y Wędzie 

dowolnym elementem zbioru Nk. Wtedy z nierówności podanych 

w lemacie 2.1 otrzymujemy kolejno

h({y}, (1 - tR){y} + tk(B(y,2E)n Nk+1 ))^

0(0 - d - ^{y}) + ^Myb 4

^tk h({y}, B(y,2£)^Nk+1i)<2tkE4 2£.

Teraz korzystając z nierówności podanej w lemacie 2.8 mamy

MU {y)> U [(1 - tk){y} + VB(y,2E)^Hk+1)]^ 2f , 

yeNk ‘ y=Wk

h(N, , U (1 - + 2£^Nk+1?"^ 2£’

y*Nk

Hastępnie uwzglę dni aj ąc ni er ówność h(F(x), Nk)^2E otrzymamy
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h(F(x), 

czyli

U L(1 “ Mń -

h(F(x), G(x))4 4£.

Otrzymana nierówność kończy dowód twierdzenia.

UWAGA 3 i 11. Twierdzenie 3.10 sformułowaliśmy tylko dla 

przypadku X = R oraz K = jo, 1^| . Ograniczenie to nie jest 

istotne, natomiast ułatwia zapisanie dowodu. Twierdzenie to 

jest również prawdziwe w przypadku, gdy K jest podzbiorem 

domkniętym R* Wystarczy bowiem multifunkcję F rozszerzyć . 

do multifunkcji F określonej na całej prostej (twierdzenie 

2.4). Następnie zastosować twierdzenie 3.10 do multifunkcji I
F kolejno na odcinkach Qi,n+lQ, n = 0,^1,-2, .; 

Otrzymaną na tej drodze multifunkcję G obcinamy do zbioru K, 

co daje nam żądaną multifunkcję G.

Na zakończenie rozważań dotyczących własności topologicz­
nych rodziny $ (K,Y) zauważmy, że w przypadku dim(X) = 1, 

(I Im ( V ) // 2 z twl o rdzeń 3.3 i 3.0 wynika, że rodzina ^(ń,Y) 

nic Jest zbiorom otwartym ani domkniętym w Ć(K,Y). Oczywiście 

te same własności ma rodzina J^KjY). Ponieważ dla przypadku 
dim(X)£2, dim(Y)^2 rodzina Ś (K,Y) jest zbiorem nigdzie 

gęstym, więc nie może być zbiorem otwartym w Ć(K,Y). 

Poniższy przykład pokazuje, że rodzina ^(K,Y) nie jest rów­

nież zbiorem domkniętym w Ć (K,Y). Łatwo wykazać, że wystar-
2 czy przy tym ograniczyć się do rozważenia przypadku X = Y = R .

PRZYKŁAD 3.12. Niech K = [o, l]*[o, 1] . Multifunkcję 

F, F : K—*comp(R2), n « N określamy następująco
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sin?) : O4?^25t} dla x^ = O,

siny) : In xt^y41n x1 .+ 2Jl -xj dla O < xf 4 1 

oraz

siny) : -ln n§y4-ln n + 25T- 1} dla O 4 x1 4 1, 

siny) : In x^y^ln x1 + 21T- x^ dla £<^41.

Zauważmy, ■ że F eŚ(K,R2) oraz ' lim F = F,natomiast 
n-»oo

i 2 .
F4S(K,R ). Oznacza to, że rodzina $(K,Y) nie jest zbiorem 
domkni ę tym w Ć (K, Y).

Na zakończenie tego rozdziału zajmiemyjsię zagadnieniem 

aproksymacji multifunkcji ciągłych przez funkcje ciągłe,. 

Będziemy mówili, że multifunkcja Fc^fKjY) ma własność apro­

ksymacji, jeżeli dla każdego £>0 istnieje funkcja ciągła 

f : K —> Y taka, że d(f(x)JF(x))68 dla każdego x*K. Informa­

cje o innych określeniach aproksymacji multifunkcji przez 

funkcje lub multifunkcje oraz związane z nimi twierdzenia 
można znaleźć w pracach [4,5,42,53,64]. Przez fl(K,Y) będzie­

my, oznaczali rodzinę wszystkich multifunkcji z Ć(K,Y), któ­

re mają własność aproksymacji. Oczywiście dowolna multifunkcja 
z rodziny ^(K,Y) ma własność aproksymacji. Prawdziwa j'est 

zatem inkluzja Ś(K,Y)cĄ(k,Y). Zauważmy jednocześnie, że 

multifunkcja H z przykładu 3.1 ma własność aproksymacji, 

jednak nie ma selekcji ciągłej, Z powyższej uwagi wynika, że 

zawieranie. $ (K,Y)c^ (K,Y) jest istotne.

Podane niżej twierdzenie pozwala ocenić wielkość (w sensie 

kategorii Baire"a) rodziny K(K,Y),
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TWIERDZENIE 3.13 . Niech dim(X)£2 i dim(Y)^2;
Wtedy rodzina ^ł(K,Y) jest nigdzie^gęstym podzbiorem rodzi­

ny Ć(K,Y).

Dowód; Zauważmy, że wystarczy wykazać równość
A(K,Y) = S(K,Y). Rzeczywiście, wtedy z twierdzenia 3.8 wy­

nika bezpośrednio, że rodzina ń(K,Y) jest nigdzie gęstym 

podzbiorem rodziny (K,Y). Najpierw pokażemy .inkluzję 
^(K,Y)c §(K,Y). Niech Ft^(K,Y) i niech 1 = 1 , nćN.

Wtedy istnieje ciąg fn funkcji ciągłych, f : K-*Y takich, 

z e

d(fn(x), F(x))4~ dla xeK oraz neN.

Niech F„(x) = ]f._(x)} u F(x), xeK. Wtedy oczywiste jest, że Ii II
Ś(I<U) oraz F = lim F . A stąd otrzymujemy, że 

n n—11 " ' '
Ffe$(K,Y).

Niech teraz Fe^(K,Y). Istnieje zatem ciąg F multifunk­

cji z rodziny ^(K,Y) taki, że F = lim F . Ustalmy E>0.
n-*°°

Istnieje wtedy liczba meN taka, że h*(Fm,F)4E; Ponieważ 

F €Ś(K,Y), więc istnieje selekcja ciągła fm multifunkcji

F . Zauważmy teraz, że dla xgK prawdziwe są nierówności 

d(fm(x), F(x)) ś h(Fm(x), F(x))<£ .

A zatem FeA(K,Y), co kończy dowód.

UWAGA 3.14. Dla przypadku dim(X) = 1., dim(Y)^2 
z twierdzenia 3.9 otrzymujemy, że fl(K,Y) = $(K,Y) = (^(K,Y).
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Rozważania przeprowadzone w rozdziale 2 (lemat 2.6 

o aproksymacji multifunkcji ciągłej przez multifunkcję 

ciągłą skończenie elementową) oraz w rozdziale 3 (twier­

dzenie 3.10 o gęstości rodziny multifunkcji ciągłych z se­

lekcjami ciągłymi) nasuwają pewne przypuszczenie dotyczące 

globalnej aproksymacji multifunkcji ciągłej multifunkcją 

skończenie elementową. Niżej podamy dokładne sformułowanie 

tego zagadnienia.

Niech K będzie podzbiorem zwartym przestrzeni unormowa­

nej X, ponadto niech Y będzie przestrzenią Banacha. Wtedy 

rodzina ^(K^Y) multifunkcji ciągłych B : K —* comp.(Y), 

takich, że, card J?(x)<oo dla x 6 K jest podzbiorem gęs­

tym rodziny Ć(K,Y) wszystkich multifunkcji ciągłych. 

Wydaje się, że. można zażądać, żeby ilość elementów zbio­

rów l?(x), x€K była wspólnie ograniczona (osobno dla każdej 

multifunkcji z rodziny 3-(K,Y))< Zauważmy tutaj, że multifunk- 

cje ciągłe, których wartości są zbiorami skończonymi,nie 

muszą mieć selekcji ciągłych (nawet w przypadku, gdy ilość 

elementów wartości multifunkcji jest wspólnie ograniczona, 

zobacz przykład 3.2).

Na zakończenie rozdziału wrócimy jeszcze do rozważań 
związanych z kategorią Baire'a rodziny ŚNM ,Y), gdzie 

Y jest przestrzenią Banacha o wymiarze nie mniejszym niż 2. 
Pewne analogie między własnościami rodziny ^( [o,ij,Y) a 

własnościami podzbiorów rezydualnych grupy topologicznej 

[21, lemat 9] skłaniają do wypowiedzenia następującej hipo­

tezy.
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Rodzina Ś( [o, i] ,Y) multifunkcji ciągłych F : [o, i]—> comp(Y) 

mających selekcje ciągłe na odcinku [O,1"| jest zbiorem pierw­
szej kategorii Baire'a w rodzinie Ć([o,l],Y) wszystkich 

multifunkcji ciągłych.



Rozdział .4

TWIERDZENIA O GĘSTOŚCI I KATEGORII BAIRDA DLA 

ZAWIERAŃ RÓŻNICZKOWYCH Z ROZWIĄZANIAMI KLASYCZNYMI

Niech K oznacza produkt (t - a,t + a)xB(xQ,b), 

gdzie a,b,tQe R, przy czym O< a, b£oo oraz xQe Rn.Ponadto 

niech F będzie dowolną multifunkcją z rodziny Ć (K,Rn). 

Zawieraniem różniczkowym nazywamy relację następującej po­

staci

(1 ) x(t) € F(t,x(t)).

Będziemy mówili, że zawieranie różniczkowe (1.) z warunkiem 

początkowym

W x^0) = x0

ma rozwiązanie klasyczne, jeżeli istnieje różniczkowalna 

w sposób ciągły funkcja x : (t - c, t + c)—>B(xQ,b), 

0<c 4a, taka, że dla t 6(t - c, tQ + ci) spełniona jest 

rolne,ja (1) oraz warunek (2).

Zawieranie różniczkowe (zwane także równaniem orientoro- 

rowym) jest naturalnym uogólnieniem■równania różniczkowego. 

Wiele zagadnień z równań, różniczkowych, teorii sterowania 

optymalnego oraz teorii gier różniczkowych związanych jest 

z zawieraniami różniczkowymi.

Rodzinę multifunkcji Fe Ć(K,Rn), dla których zawieranie 

różniczkowe (1) z warunkiem (2) ma rozwiązanie klasyczne, 

będziemy oznaczali przez X(K,Rn). Uzupełnienie tej rodziny 
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do przestrzeni Ć(K,Rn) będziemy oznaczali przez M(K,Rn), 

Nie zmniejszając ogólności dalszych rozważań możemy założyć, 

że tQ = 0 oraz xQ = ©. Ponadto dla uproszczenia zapisu 
• ~ I

przyjmijmy x = (t,x) oraz © = (0,©), W tej części praoy 

symbolem H, oznaczamy normę w przestrzeni euklidesowoj.

Na początku rozdziału czwartego podamy; przykład multifunk­

cji ciągłej P nie mającej selekcji ciągłej, takiej jednak, 

że zawieranie różniczkowe (1) z warunkiem (2) ma rozwiązanie 

klasyczne, Przykład ten pokazuje różnicę między rodzinami 
^(K,Rn) i X(K,Rn). Następnie wykażemy, że rodziny «M(K,Rn) 

oraz Jf(K,Rn) są podzbiorami gęstymi rodziny ć (K,Rn). Podamy 

tutaj także kilka uwag o własnościach rodziny ^h?(K,Rn).

1 dalszej części pracy pokażemy, że zbiór fi złożony z par 
(x,P) takich, że P jest multifunkcją z rodziny Ć(K,Rn), a 

x rozwiązaniem klasycznym zawierania różniczkowego (i) 

z warunkiem (2), jest zbiorem pierwszej kategorii Baire'a 
typu P^ w produkcie C1;(-a,a) xĆ(K,Rn). Na końcu rozdziału 

przedstawimy problem związany z kategorią Baire a rodziny 

X(K,Rn).

Badaniem warunków istnienia rozwiązań klasycznych zawie- 

rań różniczkowych zajmowało się wielu autorów. Problematykę 

tą zapoczątkował A.P.Pilippov, który w pracy [22] wykazał, 

że zagadnienie- (1), (2) z prawą stroną spełniającą na K 

warunek Lipschitza ma rozwiązanie klasyczne. Następnie 

N.Kikuchi i Y.Tomita w pracy [29] z 1971 r. wykazali, że 

zawieranie różniczkowe z prawą stroną absolutnie ciągłą ma 
rozwiązanie klasyczne. W tyra samym roku II.Hermes w pracy £27] 



wprowadził.pojęcie ograniczonej wariacji dla multifunkcji 

i wykazał, że zawieranie różniczkowe autonomiczne z prawą 

stroną ciągłą o ograniczonej wariacji ma rozwiązanie klasy­

czne. W 1977 2?. A.P.Pilippov ponownie badał warunki istnienia 

rozwiązań klasycznych zawierań różniczkowych. W pracy ^2?J 

wykazał, że zagadnienie (dO, (2) z prawą stroną ciągłą 

o wartościach lokalnie jednostajnie spójnych,ma rozwiązanie 

klasyczne. Ponadto pokazał, że zawieranie różniczkowe z prawą' 

stroną P ciągłą, i spełniającą warunki:

1. h(P(t,x^), P(t,x2)) 4 k(t) |x^-x2|, dla dowolnych 

t ć (-a,a) oraz dowolnych XpX2€B(9,b), gdzie k jest 

funkcją lokalnie całkowalną,

2. h(P(t1,x), P(t2,x))4l(t2) - l(t^), dla dowolnych 

xćS(©,b) oraz dowolnych t^ ,t2 e (-a,a), t^4t2, gdzie 1 

jest niemałejącą funkcją ciągłą,

ma rozwiązanie klasyczne. W tej samej ♦pracy pokazano, że' 

dla n^2 następujące trzy klasy multifunkcji .: multifunkcję 

absolutnie ciągłe, multifunkcję ciągłe o ograniczonej waria­

cji oraz multifunkcję lipschitzowskie, pokrywają się. Tym 

samym twierdzenia podane przez H.Hermesa, N.Kikuchi wraz 

Y.Tomitą są istotnie nowe tylko w przypadku jednej zmiennej 

niezależnej. Inne wyniki związane z:istnieniem rozwiązań 

zawierali różniczkowych można znaleźć w pracy przeglądowej 

[l4-j, gdzie podano także obszerną literaturę dotyczącą tych 

zagadnień. Przykłady zawierań różniczkowych z prawą stroną 

ciągłą nie mających rozwiązań, klasycznych podali A.P.Pilip- 

pov [22J oraz H.Hermes [2s]. Podany niżej przykład zawierania 
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różniczkowego bez rozwiązań klasycznych wykorzystamy w dal­

szej części rozdziału.

PRZYKŁAD 4.1. [22J Niech P : (-1,1) —* comp(R2) będzie 

multifunkcją określoną w następujący sposób

{(cos?, sin?) : 0 £ 25T {

{(cos?, sin?) 111 - ln 11 K< ? 4 2 ST - . dla t £ 0

Rozważmy zawieranie różniczkowe x(t)&P(t), 

dla t = 0,

9xeR‘" z warun­

kiem x(0) = ©. -Łatwo zauważyć, że powyższe zawieranie różnicz­

kowe nie ma rozwiązań klasycznych, gdyż multifunkcja P nie 

ma selekcji ciągłej w żadnym otoczeniu punktu 0.

W dalszych rozważaniach ograniczymy się tylko do przypad­

ku n} 2, gdyż dla n=1 zachodzą. równości

ć(K,Rn) = Ś(K,Rn) = 3C(K,Rn)

Ponadto zauważmy, że istnienie selekcji ciągłej prawej strony 

nawJ orania różniczkowego jest warunkiem wystarczającym dla.

1111,11111111; 1 i'<>rw I I-. I; i : i.y i i.y i: I i Lo/',o z; rw.l i .ronin . I ’ 1 w 1; I v/;i, 

jest zatem inkluzja (K,Rn) c 7£(K>RU) . Natomiast istnienie

rozwiązania klasycznego zawierania różniczkowego z prawą 

strona, ciągła, nie gwarantuje istnienia (nawet lokalnie) se­

lekcji ciągłej prawej strony tego zawierania. Pokazuje to 

następujący przykład.

PRZYKŁAD 4i2 . Niech P- : B(0,0),2)—> comp(R2) będzie

multifunkcją określoną następującym wzorem
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x,
j £(2 cosT,2 sin!f) 

|(2 cosy,2 siny)

: 0^^^2Jr}

: |x^| — |x2l — ln^l^f^ 27T-ln|x1

dla |x^|4|x2|

dla^O^J

gdzie (x.pX2)e B((0,0),2). Określona w ten sposób multi- 

funkcja F jest ciągła na kuli B((0,0),2), Zawieranie róż­

niczkowe (x^(t), x2(t))e P(x^(t), x2(t)) z warunkiem

x.|(0) = xo(0) = 0 ina rozwiązanie klasyczne, x^(t) = x2(t) -TF t, 

-Jsio te (-1,1 ). -łatwo jednak zauważyć, że multifunkcją l1'

niw ma s.elokcji ciągłej \i żadnym otoczeniu punktu (0,0).

Obecnie przechodzimy do zapowiedzianych badań własności 

rodziny (K (K,Rn) oraz Jl/K,Rn). Rozpoczniemy od zbadania 

g ę s t o ś c i rodź i ny (K,Rn) w ć(K,Rn). Prawdziwe jest naste- 

pujące twierdzenie.

TWIERDZENIE 4i3. Dla n>z2, rodzina A(K,Rn) multi­

funkcji ciągłych F, dla których zawieranie różniczkowe (1) 

z warunkiem (2) nie ma rozwiązań klasycznych w żadnym oto­
czeniu punktu O, jest podzbiorem gęstym rodziny Ć (K,Rn) 

wszystkich ograniczonych multifunkcji ciągłych.

Dowód. Niech F będzie dowolną, multifunkcją z rodziny 
Ć(k,Rn) i niech E będzie dowolną. liczbą, dodatnią. Z lematu 

2.6 wynika, że istnieje multifunkcją ciągła G przyjmująca 
w punkcie © wartość {y-pYg, • ••> Ym}> m€N, oraz speł­

niająca nierówność h*(F,G)4 £. Skonstruujemy niżej multi­

funkcję ciągłą II taką, że zawieranie różniczkowe 

r(t) e N(x(t)) z warunkiem x(0) = © nie ma rozwiązali kla­

sycznych vz żadnym otoczeniu punktu O, przy czym h*(H,G) 4 46. 

Niech r>0 będzie takie, że P(%r)cK. Z ciągłości multi-
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funkcji G w punkcie 9 istnieje liczba ó, 0<S$r taka, 

że dla lx|^6 mamy

g(x)c U §(yve); 
i= 1

.Dla wygody przyjmujemy 2e < min|| yi»y J : i * j; i, j=1,2,..,m}.

Ponieważ kule B(y^,£), i=1,2,...,m są parami rozłączne, więc 

konstrukcję multifunkcji H na kuli B(9,6) możemy podać oso- 

Imo ula każdej części G(x) n B(yp£) multifunkcji G.

Zauważmy tutaj, że każda z tych części jest multifunkcją ciąg­

łą. Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy pomocnicze funkcje 

f., : R—»R określone wzorami J.R

= yi + 4 cosfei + 4 sin^e2» 1 = 1,2,...,m, K€N,

gdzie ,©2 oznaczają jednostkowe wektory ortogonalne w R 

lultifunkcję H określamy \i następujący sposób

n(e) = [y^yg............mj >

H(x) = 0{fik(lf) : O^42Sr}- dla |x| = , Ken,

>r(x) = -p {gj/f) : dla |X| = , Ken,

V(x) = G(x) dla |x| 6.

następnie dla punktów x należących do warstw kulistych.

ę 9

multifunkcję II określamy wzorem
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H(S) = O :
1=1

t - In 25T- In t}',

*3 I x Igdzie t = ~gc*— -1 • Wreszcie dla punktów x spełniających

nierówność

k 6 N

kładziemy

m r Pr*- n P i'
uh) = o ■{(1-t) |G(2M-)nB(y e) ♦ t g(-A^-) A B(y £) l , 

i=1 1 L 3 1x1 J L 3k 1x1 -U

3^1x1
gdzie t = 2. ... - 2; Z lematów 2.5 oraz 2.9 wynika, że w ten

sposób skonstruowana multifunkcja H jest ciągła na zbiorze K.

Następnie korzystając z własności metryki Hausdorffa podanych 
( A

w lematach 2.1 i 2.8 łatwo wynika,, że multifunkcja H spełnia

dla ■ xcK nierówność h(F(x), G(x)) 4 4€.

Ponadto, ze sposobu konstrukcji multifunkcji H wynika, że

nie ma ona selekcji ciągłych w obszarach

k € N.

Pokażemy niżej,- że multifunkcja H nie ma także selekcji

ciągłych nad żadną krzywa, gładką. x(t), te , gdzie

c>0, wychodzącą z punktu O. Przypuśćmy bowiem, że nad pewną, 

krzywą x(t), t 6 p,c], multifunkcja H ma selekcję ciągłą. 

Oznacza to, że istnieje funkcja ciągła v : [0,c]—>Rn speł­

niająca dla t€[Ó,c], relację v(t)€ H(x(t)). Odwzorowując 

teraz z zachowaniem normy krzywą x(t), t 6^0,0^, na ustalony 

promień kuli B(©,5) otrzymamy krzywą ciągłą y(t)= e |x(t) J , 
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gdzie e oznacza wektor jednostkowy w Rn+^'i Zauważmy jedno­

cześnie, że dla t € [o,c] spełniona jest równość

H(x(t)) = H(y(t)). Skąd wynika, że multifunkcja H ma selek­

cję ciągłą również nad krzywą y(t), te[o,c]. Prowadzi to 

do sprzeczności, gdyż ze sposobi; konstrukcji multifunkcji H 

wynika, że nie ma ona selekcji ciągłych, nad żadnym promieniem 

kuli B(©,6),

Z ostatnich rozważań wynika bezpośrednio, że zawieranie 

różniczkowe x(t) € H(x(t)) nie ma rozwiązań klasycznych 

w żadnym otoczeniu punktu 0; Dla zakończenia dowodu wystar­

czy zauważyć, że h*(P,H)4 5£.

W następnym twierdzeniu pokażemy, że rodzina JC(K,Rn) 
jest również podzbiorem gęstym rodziny Ć(K,Rn)i

TWIERDZENIE 4i4. Dla n>,2, rodzina 5C(K,Rn) multifunkcji 

ciągłych, dla których zawieranie różniczkowe (1) z warunkiem 
(2) ma rozwiązanie klasyczne, jest gęsta w rodzinie Ć(K,Rn) 

wszystkich ograniczonych multifunkcji ciągłych.

Dowód. Niech F będzie dowolną multifunkcją z rodziny 

t(K,Rn) oraz niech £ będzie liczbą dodatnią. Liczbę r> 0 

wybieramy tak, żeby B(©,2r)c Ki Dla dowodu wystarczy poka­

zać, że istnieje multifunkcja ciągła G, h*(P,G)^ 4ó, mająca 

selekcję ciągłą w pewnym otoczeniu punktu ©.

Niech (yvy2, yk} , keN, będzie g-siecią skończoną 

zbioru F(©). Podobnie jak w dowodach poprzednich twierdzeń 

znajdujemy taką liczbę 6, 0<6^r, aby dla |x|4 2Ó spełnio­

ny był warunek h(P(©), F(x))ś£i Żądaną multifunkcję G
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otrzymamy kładąc

F(x) dla | x|>26;

Z lematów 2.5 i 2.9 wynika, że multifunkcja G jest ciągła

na zbiorze Ki Podobnie jak w twierdzeniu 3.1.0 można y/ykazaó,

że multifunkcja G aproksymuje multifunkcję F z dokładnością

4e. Ponadto oczywisty jest fakt, że multifunkcja G ma na kuli 

5(9,0) selekcję ciągłą. Skąd wynika, że zawieranie różniczkovze 

x(t)6 G(x(t)) z warunkiem x(0) = 9 ma rozwiązanie klasyczne;

UWAGA 4.5. Rodzina (y (K,Rn), 0 < o 4 a, prawych stron w
zawierania różniczkowego (1) mającego rozwiązanie klasyczne 

na odcinku .(-c,c), nie jest podzbiorem domkniętym rodziny 

C(K,Rn). Uzasadnienie tego faktu jest podobne jak w przykła­

dzie 3.12; Zauważmy jednocześnie, że zbiory X,(K,Rn) tworzą u
rodzinę wstępującą przy zmniejszaniu parametru c; Oznacza to, 

że dla 0<d4c4a spełniony jest warunek 7fc(K,Rn) c^ę(K,Rn); 

Zauważmy ponadto, że spełniona jest równość

W,Rn) - U X(K,an).
0<c4a c

Przechodzimy teraz do zapowiedzianych wcześniej badań 

zbioru O , 0 <c 4a, złożonego z par (x,F), gdzie x jest 

funkcją klasy 0 a F multifunkcją ciągłą, takich, że speł­

nione jest zayzieranie różniczkoyze x(t) 6 F(t,x(t)), tfe(-c,c) 
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oraz warunek x(0) = ©; Niech 0 (-a,a) oznacza rodzinę 

funkcji x : (-a, a)—>B(G, b) różniczko walnych w sposób ciąg­

ły na odcinlcu (-a,a) i spełniających warunek x(0) = ©; 

Rodzinę C (-a,a) będziemy rozważali łącznie ze standardową 

normą II ‘ || określoną wzorem

IIx|| = sup{jx(t)| : -a < t < a^ + sup^ | x(t)| : -a < t < a j .

Zauważmy tutaj, że rodzina C (-a,a) z metryką generowaną 

przez powyższą normę jest przestrzenią zupełną. Rozważmy teraz 

produkt kartezjański przestrzeni 0 (-a,a) oraz rodziny

V/ produkcie tym wprowadzamy metrykę g określoną wzorem 

g((x,F), (y,G)) - max^||x-y|| , h*(F,G)} ;

Oczywiście produkt (-a,a)* £(K,Rn) rozważany z tą metryką 

jest przestrzenia, zupełną;

Twierdzenie podane niżej pozwala ocenić wielkość (w sen­
sie kategorii Baireza)zbioru PL w produkcie (P (-a,a)*£(K,Rn). 

'W

TWIERDZENIE 4i6, Zbiór fL, 0<c4a jest domkniętym 
i nigdzie gęstym podzbiorem produktu c\'-a,a)«Ć(K,Rn);

Dowód. Pokażemy najpierw domkniętość zbioru FI 4

Niech n€N, będzie ciągiem elementów zbioru ric

zbieżnym w metryce ę do pary (x,F)£ (-a,a) * Ć(K,Rn)i

Oznacza to, że lim xn = x w przestrzeni 0 (-a,a) oraz 
n-^oo

lim F, = F w rodzinie ć(K,Rn). Z określenia zbioru PL 
w 1 i
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otrzymujemy, że

dla t€(-c,c) ;

Niech t hędzie dowolnym punktem odcinka (-c,c). Wtedy dla 

n—>00 mamy xt(t)—>x(t) oraz ^(t)—* x(t); Teraz korzysta­

jąc z lematu 2.11 otrzymujemy równość

lim F (t,x (t)) - F(t,x(t)). 
n—>oo

Z powyższych warunków oraz z domkniętości zbioru F(t,x(t)) 

mamy (lemat 2.12) relację x(t)€F(t,x(t)), co wobec .dowol­

ności punktu t e (—c,o) oznacza, że (x,F)€nfti Zbiór Rn 

jest zatem domknięty;

Dla zakończenia dowodu należy jeszcze pokazać równość 

intdT) = Przypuśćmy, że tak nie jest. Istnieją wtedy, w
para (x,G)€n oraz liczha r> O takie, że c

B((x,&),r)cn .

Warunek ten pociąga za sobą inkluzję

B(G,r1)cX(K,Rn), gdzie OCr^r;

Otrzymujemy w ten sposób sprzeczność z twierdzeniem 4.3 

mówiącym, że rodzina /t(K,Rn) multifunkcji ciągłych, dla 

których zawieranie różniczkowe (1) z warunkiem (2) nie ma 

rozwiązań klasycznych, jest podzbiorem gęstym rodziny 

£(K,Rn). Wykazaliśmy zatem równość int (Dc) - 0, co łącz­

nie z domkniętością zbioru F]c oznacza, że jest on nigdzie 

gęsty w produkcie c\-a,a) * ć(K,Rn).
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WNIOSEK 4i7. Korzystając z twierdzenia 4;6 otrzymujemy : . i ...
bezpośrednio, że zbiór H złożony z par. (x,E) produktu 

c\-a,a) x C(K,Rn), gdzie x jest rozwiązaniem zawierania 

różniczkowego w pewnym otoczeniu punktu 0, jest zbiorem 

pierwszej kategorii Baire”a typu w produkcie 
c\-a,a) * ć (K,Rn). Dla dowodu wystarczy zauważyć, że

gdzie c przyjmuje wszystkie wartości wymierne z odcinka 

(0,a);

Na zakończenie tego rozdziału przedstawimy problem doty­

czący kategorii Baire'a rodziny ^(KjR11). Wydaj.e się, że 

prawdziwe jest następujące twierdzenie;

Rodzina 2FC_(K,Rn), 0<c<$a, prawych stron zawierania c
różniczkowego,mającego rozwiązanie klasyczne w przedziale 

(-c,c), jest zbiorem pierwszej kategorii Baire'a w rodzinie 

Ć(K,Rn) wszystkich ograniczonych multifunkcji ciągłych.
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