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Westep

.Jednym ze sposobéw'oceny wielkosci zbioru w przestrzeni
metrycznej zupelnejvjeSt zbadanie-jego'kategorii Baire'a.
W przestrzeniach metrycznych zupelnych-przytho uwazal za
"maxe" zbiory pierwszej katégorii Baire'a.-zbiory te (zWane
czasem chudymi) odgrywajs w topologii podobpq rdlqrjak'zbiory
miary zero w teorii miéry. Podobﬁie dopeinienia zbiorévaierh
wszej kategorii Baire’a (zwane zbiorami rezydualnymi) majg
Jiele analogicznych wxasnodci jak Zbiory peine;j miary W prze-
strzenl probabilistycznej. Wieie interesujacych przykladéw ta-
kich analogii mozna znalefé w ksigzce J,C.0xtoby’ ego [52].
W przypadku zbioru pierwszej kategorii Baire’a dodafkowe ih-

formacje o jego pokozeniu w przestrzeni daje zbadanie gestosdci

Badanie rezydualnoscl podzbioréw odpowiednio okreélonych
przestrzeni metrycznych jeSt tez jedna z metod dowodzenia |
twierdzed o istnieniu elementow 2 zgdanymi wlasno$ciami. Ten
spos6b dowodzenia zostat zainicjowany przez S.Saksa i nosi

‘néZWQ metody katégorii Baire'a.'Przy jego pomocy wykazano mig-
dzy innymi istnienie wszedzie nieréZniczkowalnéj-funkcji ci@gF
Yej, istnienie homeomorficznych zanurzen n-wymiarowych odrod-
towych przestrzeni metrycznych w 2n+1-wymiarowé przestrzeﬁ
euklidesowg, istnienie wszgdzie nieanalitycznéj funkeji klasy
c® , 1tp.

Badania kategorii Baire'a.podzbior6w r6Znych przestrzéni

metrycznych zostaly rozpoczete w latach trzydziestych przgz

S .Banacha, W.,Hurewicza, K.Kuratowskiego, S.Mazurkiewicza,



W.Orlicza oraz H.Steinhausa, W 1932 r.'interésujqcy Wynik
przedstaWiZ W pracy [E1]'W.Orlicz.'Wykazal_qn, ze rodzina
funkcji ciqglych i ograniczonych f, dla ktdérych zégédnieﬁie'
Cauchy’ego x = f£(t,x), x(t) = x,, gdzie x,xoe Rn,_ma do-‘
ktxadnie jedno rozwigzanie, jest rezydualna w rqdzinie wszyst-
kich funkeji ciquych. W tym samym ozasie-S.Banach_i HeStein=-
haus przy pomocy twierdzenia Baire}a o} kategorii wykazali zna=
ne twierdzenia o wkasnosciach liniowych operatordw ograniQZo-
nych. Natomiast w.HureWicz, K;Kuratowski oraz S,Mazurkiewicz .
zainicjowali tego typu badania w ﬂopologii ogbélnej. W tej dzie;
dzinie najbgrdziej znana jest praca l}1] S .Mazurkiewicza, Wy—'
cazano w niej, Ze rodzina continudw dziedziczﬁié nierozktadal=-
nych zawartych w kwadracie jednoétkowym jest podzbiorem gqstym'

typu G5 w rodzinie wszystkich niepusfych continudéw zwartych.

W ostatnich latach ukazaZo sie wiele prac, w ktérych bada-
no rezydualnos$é lub: gestosé rdéznych podzbidréw przestrzeni
funkcyjn&ch.:NiZej przedstawiamy niektore ciekawsie problemy
,badane'w tych pracaéh. W eyklu prac [],8,32—34,39,54] résznych -
autordéw, inspirowanych wynikiem W,0rlicza, rozwazano réwnania
rézniczkowe Zwyczajne-i czgstkowe, réwnania-funkcyjné,'réwna—
nia réﬁniczkowo~funkejonalne, réwnanié'cakkowe. Réwnani@ te
okreslone byty na przestrzeniach euklidésowych; przestrzeniach
Banacha 1ub Hilberta. Badano reszualnoéé rodzin funkeji, dla
.ktérych.odpowiednie réwnania majg roéwi@zania, rozwigzania sa
jednoznaczne, spélnione jest twierdzenie o} 6iquej zalesnoscl
rozwigzad od warunkéw poczgtkowych lub twierdzenie o zbieznodci
ciagu kolejnych przyblizen., Wiele interesuj@cych informacji-

dbtyczqcych tych zagadhieﬁ mozna takie znaleZé w pracach



przekrojowych: [48,50] .

- Badaniom rezydualnoscl rodziny odwzorowar nlerozszerza-
jacych w przestrzehi Banacha, ktére maja punkt stary poswig-

cone sq mie;,}dzy innymi prace [48,59] .

Ostatnio ukazaXy sie dwie prace, w ktdrych badano rezydu-
alnogé rodzgin funkcyjnych w zawieraniach réznieczkowych,
W pierwsze] Eﬂﬂ wykazano rezydualnoéé rodziny multifunkeji
ciagkych i ograniczonych T o wartoéciach'bgdqéych zwartymi
i wypuktymi podzbiorami przestrzeni Hilberta, dla ktdérych za~
wieranie rééniczkowe. xeF(t,x) z warunkiem'_x(to) = X, ma
rozwiazanie klaschne..Natbmiast w.drugiej [15] wykazaho,
ze dla dowolnej multifufunkejl F cigg¥ej i ograniézonej o}
wartoéciach ququch domknietymi, ograniczonymi, wypukzymi
z. niepustym wnqtrzeﬁ podzbiorami refleksywnej przestrzeni Ba=
nacha;'rddzina roniqzaﬁ'zawierania rézniczkowego iéng(t,x)‘
jeét gqsﬁym Gg podzbiorem rodziny rozwigzani zawierania réz=-

niczkowego x€ F(t,x).

Badaniom wkasnodci topologicznych prawych stron rdéwnan
résniczkowych o rozwigzaniach wieloznacznych posdwiecone sg

prace [30,.31,61] .

Badania kategorii rodzin zbioréw w pewnych zégadnieniach
optymaiizacji zostazxy przebrowadzone-miqdzy innymi w pracach
[9,1d]. Dla zilustrowania tych badard oméwimy krétko jeden
Z reéuitatéw pracy Dcﬂ. Autorzy tejlpracy F.De'BlaSi i'J;My-,
jak wykazali, e rodzina ograniczonych, domknietych i wypuk-

Yych podzbioréw,przestrzeﬁi Banacha,majqcych’wkasnoéé najlep-


F.De

gzej aproksymacjl wzgledem ustalonego punktu,jest zbiorem
gestym typu Gg w rodzinie wszystkich zbioréw domknietych,
ograniczonych i wypuklych;

Winiejsza praca jest kontynuacja badar w oméwionych wy-
%ej kierunkach, przy czym interesowaXo nas jédynie iloéciowe‘
ujecile zagadniéhia,a nie ddwody twierdzendl o istnieniu elemen-
tow = ustalbnymi wkasnogciami, W'pfac& zbadano gestosdé i ka-
tepgorie Bﬁiré'a pewhych rodzin multifunkcji cilagkych w przé-
strzeni wszystkich multifunkeji ciggkych, Zagadnienie przedsta-
wione w te] praoy pojéﬁiky sie przy okazji badania warunkéw,
“Jakie muszg sbelniaé wartoscd multifunkeji cilaggke]
™o Rn=—+>comp(Rm),aby miata ona selekcje ciggka. W naturalny
sposdéb powstaro Wtedy pytanié jak duZa (w sénsie katégorii'
Baire;a) jest rodzina ﬁultifunkcji ciqglych;z selekcja ciagxa.
Podobne pytania postawiono dla zawierad rézniczkowych z rozwig-
zanlami klasycznymi oraz dla zagadnienia.aproksymacji multi-
funkecji, Wszedzie %ém, gdzie nie udalo'siQ odpowliedzieé na
pytanie o kategorig Baire’a danej rodziny, badano jej gestosé.

Dalsza czedé pracy podzielona jest na cztery rozdziaXy.

W rozdziale plerwszym wprowadzono oznaczenia i podano pod=-

stawowe definicje zwiazane z rodzinami zbioréw, topologia

\
Vietorisa, metrykq Hausdorffa, multifunkcjami oraz ich cigg-

Toscla itp.

W rozdziale drugim sformutowano i udowodniono lematy i
twierdzenia, ktdére beds wielokrotnie wykorzystywane W dalszych

czedciach pracy. Najpierw wykazano kilka wkasnodcl metryki



I A

Hausdorffa zwlgzanych z operacgami algebraiéznymi 4 rod21nie
comp(Y) Nastepnie przytoqzono twierdzenie o rozszerzaniu
multifunkcji ciggxych, Bedzie ono Wykorzystane‘do konstrukéji
przeprowadzonych'w dowodach niektdérych twierdzen z rqédzialu
trzeciego. W koléthch lematach ppkazano.oi@gloéé "1iniowych"
kombinacji multifunkcji clagtych oraz aproksymach multifunk-
cji clapXe] przez multifunkch'ciqgkq'skbﬁczenie elementowq;
Fod koniec rozdziélu'podano jedno z rdévmowaznych sformu¥owan
twlerdzenie Baire'a o kategorii, W roZdziaie drﬁgim ﬁrzytoczo-'
no takze'mniej znane twierdzenia dotyczqée rodzin zbiordw

oraz multifunkeji.

Na poczgtku rozdziaru trzeciego dokonano przegladu twier-
-dzel o istnieniu selekeji ciewlych dla‘multifunkcji. Nastép-
nie nodano prdyklady multifunkCJl clagkych nie majacych se]e-
‘keji 01qglych Przykaady te maja zastoqowanie \ nlektoryoh
honstrukcjach wykonywanych w dowodach tw1erdzen rozd21a3u
trueciego 1 czwartego, W rozdziale trzecim zawarty jest gkow-
ny wynik pracy dbtyczqcy gqstoéci i kategofii Bairefa rodziny
‘-t;(l\‘ V) um'lHl'Han.]l clopglyeh o xm'lr-'-l"(zjf{n'l'l cloglyml w 'r'(‘)(]:/,'l~
nie (f(K Y) ws zystkich multifunkeji c1qg2ych Udowodniono W
nim takée tw1erdzen1e 0 kategor;l_rodziny J%(K,Y) multlfunk—
cji ciqglych maj@Cych wkasnoéé aproksyﬁacji; WSpomniane Twier—.
dzenia wykézanb dla rdznych wariantéw'wymiaréw przestrzenl

L34 Y

W ostatnim rozdziale dokonano przegladu twiérdzeﬁ-o jsé
tnicnlu roz WJQZ%H kWasycznych zawieran rovnicakowvch Z prawg

utrona cilagta. i dalsze] CZQBCl tego rozd21aZu udowodniono



twierdzenie o ggstoéeli rodziny f%(K,Rn) zXozone] z multi~-
funkcji ci%glych r, dla ktérych zawieranle rdézniczkowe

x € P(t,x) z warunkiem x(t,) = x,, gdzie XyX € R™, nie ma
‘rozwlazail klasycznych, Wykaiano w nim réwnies gestodd uzﬁ-
petnienia tej rodziny,tj;lrodzinyﬂ{(K,Rn) tych multifuhkcji
ciggtych, dla ktdrych powyzsze zawieranie rézniczkowe ma roz-
wigzania klasyézne. Ponadto podano przykrad multifunkecji ciag-
Yej T nie majqcej selekecji ciagxej, takiej Jednak, ze rozwa-
fane zawieranie rdiniczkowe ma rsziqzanie'kiasyczne, Zbadané'
takZe kategorie Baire “a rodziny r] zkoZonej;z par (x,R) ta-
kiéh,-Ze funkecja >x_jest rozwligzaniem klaéycznym zawierania |

réuniczkowego, X € F(%,x%), x(to) = X, ¢ Na kodcu rozdziatu

trzeciego 1 czwartego postawiono problemy do dalszych badaﬁ;
Prace kotdczy bibliografia cytowanych prac.

Zagadnienia.przedstawione w tej pracy nie byzy do tej po-
ry przedmiotem publikacji. Jedynie omawiane wczeéniej prace
[12,13] ,» 88 najblizej zwigzane zlzagadnieniami przedstawio=
nymi w rozdziale czwartym, Wyniki uzyskéne w rozdziale trze=-
cim przedstawiono w dwéch pracach [B5,56J, pierwsza z nich
.ukazata si¢ w. Bull., Pol. Ac. ; Math.,a drugsg przyjeto do

druku w Disc. Math.



Rozdziaz 1
PODSTAW 0 WE OZNACZENIA I DEFINICJIE

Niech X 1 Y ‘beda dowolnymi przestrzeniami topologicznymi,
Rodzing wszystkich niepustych podzbioréw przestrzeni Y bedziemy
oznéczali przez ZY. Padrodzing rodziny 2Y zXozong ze zbioréw
domknietych oznaczamy przez cl(Yj. Natomiast przez comp(Y)
hedziemy oznaczali rodzinq<wszysfkich niepustych podzbibréw~zwar-
tych przestrzeni Y. W rodzinie ¢1(Y) wprowadzamy topologie Vie-
torisa. Podbazg tej topologii tworza rodziny zblordw nastqpujq~
cych postaci

{A e?lﬂd :ACU} , {Aéclﬂ? :AnU=#¢}’

gdzie U przebiega rodzine podzbioréw otwartych przestrzeni Y,
Szczegélowe informacje o tej topologi% mozna znaleZé w pracy
3. Michael a [ﬁ6] lub w monografii K.Kuratowskiego [35,36];
Tradycyjnie, symbolami int(A) i A bedziemy oznaczaé odpo=
wiednio wngtrze 1 domknigeie zbioru A; |

Multifunkeja nazywamy dowolne odwzoroWanie przestrzeni X
w rodzine 0¥, Méwimy, e multifunkcja F 3 X—>cl(Y) jest
pétciagta dolnie (gérnie), jezeli zbidr {xe X : F(x)nU + B}
(_{x:eX : M(X)eU }) jest otwarty dla kazdego otwartego Pod-
zbioru UcY, Bedziemy méwili, ze multifunkcja jést ciggra, Je-
§11 jest jednoczesdnie ﬁélciqgla dolnie i gérnie, Selekcjg mul-
tifunkeji F‘: X—>2% nazywamy dowolng funkcje £ : XY
speiniajacy warunek f(x) e F(x) dla kazdego x;X. Wykresem
multifUhkcji nazywamy‘pqdzbiér produktu XxY okreélmny na-
stqpﬁj@co ‘

o e
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Niech Y‘b@dzie teraz przeéstrzenisg metryc%nq z metryks g.
0dlegtosé punktu yeY od niepustego zbioru, AeY oznaczamy

symbolem. d(y,A) i okreslamy wzorem

a(y,A) = int {g (7,2) zeA} ;

Niech A bedzie niepustym podzblorem przestrzeni ¥ i miech
g€ 2 0.

Zhidr

VA, €) ___{yey : d(y,z‘x)ks} '(V(A, é) =A{ yey : d(y,A)é.E})

quziemy naZywaliAodpowiednio €-otoczenien otWartym (domknie =
tym) zbioru A, Rodzine wszystkich niepustych, domknietych i.
ograniczonych podzbioréw przestrzeni metrycznej Y bedziemy
oznaczali‘przez cb(Y).‘Dla dowolnych zbiordw A,B tej rodéiny

oddalenie zbioru A od zbioru B bkreélamy nastepujgcym wzorem

g(A,B_)' = inf{ E>0: e V(B € )} :
Ponadto w rodzinie c¢b(Y) wprowadzamy metrykq Hausdorffa h
ktadac

n(A,B) = max {‘§(A,:B), §(B,A)} ;

Dla przestrznl metrycznych (X,g1) L (Y’92) péxcigg¥osé dol-
ng i gérng ﬁultifunkcji F : X —>cb(Y) mozna okreslié nastg-
pujaco:

a) T jest péxciagXa dolnie naiX, gdy

Vz, ex Yerod6>0 Vxex [(gm(x,'xc;) < 6) @(F'(xé)cv(F(x),s))J;

b) T jest péxciggra gérnie na X, gdy

VXQEX V5>035>o Vfcex [(%(x,xo)‘('g) :‘—)(F(x)cv(]};_(xo),E))],



Podobnie jak poprzednio, méwimy, ze multifunkcja jest cilagta,
gdj jest jednoczesnie pélciqgla_dblnie_i gérnie, Dla multi-
funkeji o wantoscliach z rodziny comp(Y) powyzsze definicje
pérciggrosci sg rdéwnowazne z definicjami podanymi wczeéniej
-dla przestrzeni topologicznych. Bqdziemy méwili, ze multifunke
cjalP 8 X —>cb(Y) jest ograniczona, jesli jej wartosdci 83
zawarte w pewne] ustalonej kuli w przestrzeni Y. Kule otwarts
(domkniqfq) o Srodku w punkcie p i promieniu r w odpowiedniej
przestrzeni metrycznej oznaczamy przez B(p,r) (B(p,r)).

_ Nieoh K bgdzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni
X, W caXej bracy przez é'(K,Y) oznaczamy rodzing wszystkich
ciggtych i ogréniczdnyéh multifunkeji okreslonych na zbiorze X
o wartosciach w rodzinie comp(Y)s W rodzinie (%(K,Y) Wpro-

wadzamy metrykqlh* zbieznosci jednostajnej-okreélpnq wzorem
* /. ' :
h” (F,G) = sup«{ n(P(x),6(x)) xéK}.

Ustalmy punkt xoé'K.zPrzez C(K,Y,xo) bedziemy oznaczali
roduine wosnystklcech multifunkeji e é(KﬁY)‘tnkich, ze zhblor
F(xo) jest skoriczony. |

Niech Y bgdzile teraz przestrzenis unormowang. W rodzinle
c1(Y) wyrézniamy dodatkows, podrodzine conv(Y) ztozona ze
~zbiordéw wypukiych. Ponadto dla dowolnyéh zbioréw A i B
z rodziny 2¥ oraz dowolne] liczby rzeczywiste] u definiujemy

dwie operacje algebraiczne: dodawanie zbiordéw okreslone wzorem

A+IB={a4-b: aéA,beB}

=)

oraz mnoZenie zbioru przez liczbe okreslone wzorem

uA = {ua: aéA}i



a0

Zauwasmy tutaj, zé powyzsze operacje algebraiczne sg dziata-
niami wewng¢trznymi w rodzinie comp(Y ). Uwypuklenie podzbio-
ru A przestfzeni_Y bedziemy oznaczad przez'lco(A). Zero w
przestrzeni liniowej oznaczamy symbolem 6. Wymiar algebraicz-
ny przestrzeni linibwej Y‘ozhaczamy przez dim(Y),

‘Hiech Z bedzie przestrzenis topologiczng., Méwimy, zZe
zbidr AeZ jest ggsty (nigdzie gesty) w pfzestrzeni Z, gy
I =2 (int(X) = #). Sumy przeliczalne zbiordw nigdzie gestych
nazywaﬁy zhiorami pierwszej katepgorii Baire'a; Natomiast do=
petnienie zbioru pierwsze]j kategorii do caléj przestrzeni na-
zywamy-ébibrem_rezydualnyma |

W cale] pracy przesz N.oznaczamy»zbiér 1liczb naturalnych,
lMoc zbioru A oznaczamy przez card(A). Przestrzeﬁ.euklidegowa

' : n
n-wymiarows oznaczamy przez R,



Rozdgzdia%x 2

WZASNOSCI RODZIN ZBIOROW
I MULTIFUNKGCJI

W tej chéci pracy sformuiujemy 1 udowodnimy lematy, ktod-
,re.quq wielokrotnievakorzysfywane w nastepnych rozdziatach,
Ponadto przytoczymy mnie] znane twierdzenia dotycz@ce rodzin
zbiordw oraz multifunkcji. Na koricu rozdziaXu podamy jedno
_z'réwnowaznych sformukowaﬁ_twierdzenia Baire a o kategorii,
Rozdzla* rozpoczniemy od podénia wxasnosci metryki Hausdorffav
'zwiqzanych Z operacjami algébraicznymi na zbiorach rodziny

conp(¥).

‘1IN ‘184
L UUN T

LEMAT2,1,Niech Y bgdzie przestrzenis unormowans,

WItedy dla dowolnych zbiordéw A,B,C,D z rodziny cbmp(Y) oraz

dowolnych liczb rzeczywistych u; v prawdziwe sg relacje

(1)  Q(ud,uB) = Julg(4,B) ,

(2)  n(aB) = lula(a,)

(3) e B,C + D) ¢ §(1,0) + 3(8,D) ,
{4) h(A + B,C + D) éh(A,g) + n(B,D) ,
(5) T R I R L

(6) n(ut,va) € Ju - vl n(a,{e}) ,

7) n(uA,vB) ¢ luln(a,B) + Ju - vin(B,{e}) &

Dowody réwnodci (1) i (2) oraz nierdwnodci (3) i (4)
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mozna znaleZcé w pradaéh [6,j]_; Natomiast nierdwnodeci (5),
(6) 4 (7) udowodniono w pracach [5;17] , jedynie dla e
wypuktyeh, |

Okazuje sie jednak, ze nierdwnodci te 89 réwniez prawdziwe
dla zbiordéw z rodziny comp(Y). Udowodnimy teraz te nierdw-
noscl,

ZauwéZmy najpierw, ze dla dowolnego zbloru A z rodziny
“comp(Y) oraz dowolnych liczb rzeczywistych u;v prawdziva jest
inkluzja (w + v)AecuA + vA, Ponadto, jedli . BeC, 1o
§(B,A) £ §(C,A). Stad wobec nieréwnosci (3) i rdévmodei (1)

otrzymamy
Sut,va) = §(((u = v) + v)A,vA) < 3((u = v)A + va, {0} + vA) &
£o((u - v)A, {e} ) + G(va,va) = Ju - vl§(A,{9} )

co daje nieréwnoéé (5]
Nierdwnosd (6) wynika bezpoérednio 7z okredlenia metrykil h,
nieréwnosci (5) oraz réwnosci §(A,{9} ) = h(A,{e}) .
Nierdwnoddé (7) otrzymamy korzystaJQC'kélejno z nierdéwnod-

ci (4) 1 (6) oraz z réwnodci (2), Mamy bowiem
n(uh,vB) < h(ud,uB) + h(uB,vB) ¢ luln(4,B) + |u - v|n(a,{6} ).

Podany nizej lemat, o zupeinosci rodziny comp(Y), w wie-
kszosci podrédznik6w i monografil z topologii wystepuje Jjako
zadanie,

Szkic dowodu tego lematu mozna znaleZé np, w pracy G.Debreu

(2]
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LEMAT 2,2, Niech Y bedzie przestrzenig metryczng

‘ !
zupeina. Wtedy rodzina comp(Y) zwartyeh podzblordéw prze~
strezenl Y rozwazana z metrykq Hausdorffa jest rdéwniez prze=-

strzéniq zupeing.

WNIOSEK 2.3. ‘Bézpbérednio z lematu 2.2 otrzymujemy, ze
rodzina é(K;Y) multifunkcji ciagych i ograniczonych,Aokre-
éionych na podzbiorze K przestrzeni X o wartosciach w rodzi=-
nie comp(Y), gdzie Y jest przestrzenig metryczng zupeina,
rozwazana z metryka h zbieznodci jednostajnej,jest przestrze-
nia zuoeing,

Poni#sze twierdzenie o rozszerzaniu multifunkeji ciqglygh,
udowodnioﬁe’w 1975 r. przez H.AAntosiewicza 1 A.Celline, be=

dzie kilkakrotnie Wykorzystane W pracy.

TWIERDZENIE 2.4.[2] Niech A bedzie niepustym i domknietym
podzhiorem przestrzeni metrycznej X i niech Y bedzie przestrze-
nia unormowang. Wtedy dla dowolnej multifunkecji cilagej F,

P : A—>cb(Y) istnieje multifunkcja ciagta F,

=R

: X —> cb(Y) taka, ze F(x) = P(x) dla xelA oraz

T(x)eco(UTF(a)) dla xeX.
ael

Podany nizej lemat o ciqgloéci'"liniowych" kdmbinacji
multifunkeji ciagtych jest kilkakrotnie wykorzystany w kon-

strukcjach przeprowadzonych w rozdziale trzecim i czwartym,

LEMAT 2.5, Niech ¥ i Y beds przestrzeniami unormo- -
wanymi i niech wu,v : K—>R, K<X, beda nieujemnymi, ogra-
niczonymi funkecjami ciqgl&mi. Niech ponadto F i G beda mul-

tifunkejaml z rodziny é(K;Y)Q Wtedy multifunkeja H okres$lona
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vwzoreml H(x) = u(x)F(x) + v(x)G(x) dla xeK,réwniez nalezy
do rodziny -(3(K,Y). Jezeli funkeje w,v speixniajg dodatkowo
warunek ﬁ(x) + v(x) = 1 dla xe¢XK, to H(x)eco(P(x)u G(x))
dla X €K, |

Dowéd. ZauwaZmy najpierw, %e dla x€XK zbidr H(x) jest
zwarty. Niech X, quzie;dowolnym_punktem-zbioru ﬁ i niech €
bédzie dowolng liczba dodatnia. Z ciggosci funkeji u,v oraz

multifunkeji F,G¢ w punkeie x

o Otrzymamy, e dla XEEE(XO,B)r\K,

adzie 620 prawdziwe sa nierdwnosci
|u(x) = u(x, )] < € , [v(x) = v(x)I$E
oraz |
n(F(x),F(x )€€, n(a(x),6(x,)) S €,
Ponadto z zaXozend wynika, %e dla x €X mamy
osﬁ(x)s M, O0<&v(x)&NM
oraz
n(P(x),{6}) sM, n(e(x),{e})<n,

gdzie]ﬂ)(L'KorZystajqc teraz z lematu 2.1 ‘otrzymamy ciqg'

nierdwnoseci
n(H(x),H(x,)) = h(u(x)F(x) + v&E(x), ulx )F(x )+ v(x )e(x,)) &
Lh(u(x)F(x), ulxy)P(x,)) + hiv(x)e(x), v(x,)e(x)) <€

u(x)n(P(x), F(Xo))'+- [u(x)—u(xo)lh(F(x),{Q}) +
+ v(xn(e(x), 6(x)) + |v(x) - v(x)| n(e(x), {6}) ¢ 4me.
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Wykazalismy zatem, %e dla xe B(xo,ﬁ)n K memy h(H(x),1(x,))<
.$4M£ s CO oznacza cigg¥osdé multifunkeji H w punkcie

Xy Ograniczondéé tej multifunkeji wynilka bézpoérednio z de=

‘finicji. Natomiast ostatnia czedé tezy wynika z okredlenia

uwypuklenia zbioru,.

Hastepny.lemat,méwiqcy o lokalne} apqusymacji multifunk-
cji ciagtej przez multifunkcje ciagks skonczenie elementowa,
réunies bedzie kilkakrotnie wykorzystany w dalsze] czegcil

pracy.

LEMAT 2,6, Niech X 1 Y qué przestrzeniami unormowa-
nymi z normami bdpowiednio'l!l i Jl¢l)l + Niech ponadto K be=
dzle podzbiorem przestrzeni X z niepustym qutfzem. Ustalmy
punkﬁ _xoelint(K). Wtedy rodzina (E(K,Y,XO) jest ﬁodzbiorem
gestym rodziny C (R, X )

~ Dowéd. Nie zmnilejszajac ogélnoéci rozwazan deemy pray=
jad; se x, = 6, Niech r>0 bedzie takie, Ze B(e,r)c int(X).
Pokazeny, ze dla dowolnej llczby E>0 i dla dowolnej multi-
funkeji ciqglej F ¢(f(K,Y,xo) istnieje multifunkcja
G € (f(K,Y,xo) sperniajaca nieréwno$é h*(F,G)<4€ . Z ciag-
Yoéci multifunkeji F w punkcie © wynika, Ze:mOZna tak wybrad
S, 0 <8<¢r, zeby dla kazdego x speiniajacego nierdwnosé 1xI«§

by*o

h(F(0),7(x)) <€ .

Wiech {yi,yz,...,yn}tzF(Q),'nE?N, bedzle E-siecia skoriczong,

zbioru F(8). Zauwazmy tutaj, ze dla [x|¢6 zachodzi inkluzja

P © ) B(yg,2€ ).
=7



(‘. 5
{Y»].’.VQ"--’yn} dla x = © b
n 5
0(0) =4 Y [o- BEO{y} « 2 (Blyy,200n 7(85)1] aa 0cixiss,
kF(X) dla- |{x]>6 3

_ n
Zouwasmy, se dla |x|]= & mamy G(x) = F(x)n | Jﬁ(yi,Qe ) =P (x)
i=1

Z powyisze] uwagl oraz z lematu 2.5 wynika, ze multifunkcja G
jest clagta na K, Korzystajac teraz z nierdwnosci podanych
w lewacle 2,1 Zatwo sprawdzié, se dla x€K spelniona jest

nieréwnodé h(r(x), G(x))<£4€e , co korczy dowdd lematu.,

UWAGA 2.7. Lemat 2.6 jest réwniez prawdziwy w przypadku,
gdy zbidr K jest domkniety w X Istotnie, korzystajgc bowiem
2 twierdzenia 2.4 mozemy rozszerzydé ﬁultifunkch F na ca%sg
przestrzern X do pewnej multifunkcji cilage] %; Nastepnie sto=
sujac lemat 2.6 znajdvjemy multifunkejg ¢ e C(X,Y,xo);
Obcigeie multifunkeji G do zbioru.K daje nam zgdang multi=-
funkeje G.

Y nastepnym lemacie podajemy prosts do wykazania wrasnosé

metryki Hausdorffa.

LEMAT 2,.8. Niech Y dezie'przestrzeniQ metryczng
i niech A,B,C,D beds dowolnymi zbiorami z rodziny -cb(Y);
ZaXézmy ponadto, Ze spexnione sg nierdwnosci h(A,B)<a
oraz h(C,D)<b, gdzie a,b»0. Wtedy h(AuC,BuD)<¢max(a,b):
Teza kolejnego lematu wynika bezposrednio z definicji
ciggtogel mﬁltifunkcji oraz Z witasnodfci metryki Hausdorffa

podane]j w poprzednim lemacie,
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LEMAT 2,9, Niech X LA quéc dowolnymi przestrzenlami
metrycznymi i niech K< X, Niech ponadto T,G beds dowolnymi
multifunkecjami z roldziny (f.‘(K,Y).‘ Wtedy multifunkcja H okre=-
g§lona wzorem H(x) = F(x)uG(x), Ig'dzie .x'é'K, réwniez nalezy

do rodziny ) (f(K,Y)&

Vizej podamy jedno z rdwnowaznych sformutoward twierdzenia

Baire a o kategorii przestrzeni zupeinej.

TWIERDZENIE 2.10, [26,52] Niech % bedzie przestrzenis
metryczng zupexna, Wtedy dopexnienie zbioru pierwszej kate-

goril Baire'a jest zblorem gestym w Z.

Na zakorczenie tego rozdziaiu podamy sformuxowania dwéch
Yatwych do wykazania lematdéw. Lematy te beda wykorzystane w

rozdziale czwartym,

LEMAT 2.11, Niech b A A 4 be;c_lac przestrzeniami metrycz=-
nymi oraz niech Fn, neN, bedzie ciggiem multifunkeji 2z ro-
dziny C (X,Y) zbieznym jednqstajﬁie do multifunkeji Fe(f'(X,‘Y).
Jezell ciqé_ X,» DE N, elementéw przestrzeni X jest zbiezny
do punktu' x€X, to wte'dy ,lini Fn(xn) = P(x).

: n —»

L E.M AT 2,12, Niech Y bgdzle przestrzenis metryczns
oragz ‘niec\h~ An, né N, dezie cietgiém zbioréw z rodziny cb(Y)
zbieznym _do  Aecb(Y). Jerell ciag }%, n €N, elementéw prze-
strzeni Y speinia warunki .xné' An_’ néN oréz nlimooxn L
gdzie x€Y, to wtedy xel; '
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TWIERDZENIA O GESTOSCI I KATEGORII BAIREA DIA RODZINY
MULTIFUNKCJI CIAGEYCH 7 SELEKCJAMI ~CIAGEYMI

Problemem istnienia selekecji ciagtych multifunkeji zajmo-
‘watro sie¢ wielu autordéw: Badania warunkéw ich istnienia rozpo-
czax w 1956 r, FvNﬁchael. W pracy I}é] wykazaid on, ve multi=-
Iunkcga dolnie polciqgka okreslona na przestrzenl topologicz-
ne) parazwarte] 1 o wartosclach w rodzinie ' conv(Y), gdzie Y
jest ‘przestrzenis Banacha, ma selekcje ciagtsg, Pewne uogdlnie-
nla tego twilerdzenia mozna znaleZ¢é w dalszych pracach E,Micha-
el’a [4)—45] oraz w pracach 131 47] innych autordw, Istnienje
selekeji 01qg1ych dla multlfunccdl okredlonej na odeinku [O‘ﬂ
o wartosciach w rodzinie comp(R ) wykazali: AF.Filippov (?2]

\ prvypadkuAmultifunkcji spetniajacej warunek Lipschitza,

., lermes [27] y 8dy multlfunkcga jest ciggta i ma ograniczona
wariacje, N,Kikuchi i Y.Tomita [29] W przypadku multifunkeji
absolutnie ciggtej, L.Cérbone w pracy [59] bokézal, ze multi-
fﬁnkcja ciggta, ktdérej wartosci sa zbiorami skoriczonymi z usta-
lona 1iCsz‘element6w,.okreéléna na zbiorze wypukiym w prze-
strﬁeni unormowanej, ma selekcje ciaga. Uogdlnienia tego
twierdzenia podane'zostaly w pracach [57,58]. Ponadto A.Mas=-
Colell [40]'wykazal, ze multifunkeja dkreélona na kompleksie
symplicjalnym w Rm,o wartodéciach homeomorficznie wypuklych
1% Rn, ktore] wykﬁes jest otwarty, ma selekcje ciaggta.
Fongtrukeje selekcji.ciqglych dla multifunkeji okreslonych

w pruestrzeni' euklidesowej 1 o wartodéelach w tej przestrzeni
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podane zostaxy w pracy B8 Garnir-Monjoie [?5] W cyklu

prac [3 15516, 2{] roznych autordw podane zostaxy twierdze-
nia o istnieniu selekcgl 01agZVch mu]tlfunkcal o wartodgciach
bedacych podzbiorami pewnych przestrzeni funkcyjnych., Inte-
roSuj@ce'twierdzenié o selekcjach udowodnili X,Kuratowski

i CZ;Ryll—Nardzewski-[B?]. Wykazali oni, ze jezeli X jest
przéstrzenia'topologiczn@ a Y przestrzenia polskq'i ponadto
mltifunkeja T : X—>cl(Y) jest ciagka modulo zbiory pierw-
szej kategorii Baire'a, té istnieje selekcja tej.mulfifunkcji
cigpka modulo zbiory pierﬁszej kategorii Baire‘a., Dalsze
twierdzenla zwigzane z istnieniem éelekcji clagtych mozna
znaleéé w pracy przegladowe] Parthasarathy'ego[EB]. Przyktady
multifunkeji ciqglych nie majacych selekeji ciqglych_podali_
I..Carhone [18] > A.F.Filippov [22] s H.Hermes [28] oraz
tJ1ichael E4é].

Podane nizea przyk¥ady multifunkeji 01qglych bez seleke]il
claglyeh heda wyhoraystane w dalsze] czosci tego rozdziatu
oraz w rozmdziale czwartym. Sa one nieznacznymi'modyfikacjami

mal tLtunke i podanyeh w pracach [?2] 1 [15] .

| PRZYKEAD 3.1. Multifurkejg H : [0,1]—> comp(R®)

okredglamny nastepujacym wzorem

{(costf,'sin‘f)': og ¥ \<2'JT}’ dla t=0,
H(t) = i
{(cos‘)", gin¥) : 1nt & ¥ LInt+2d0 -t}

dla O<t~<.1t .

fatwo zauwaéyé, se tak okredlona multifunkeja H nie ma se=

lekeji ciagkej w zadnym otoczeniu punktu t=0.
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PRZYKEAD 3.2, Niech B oznacza domknigts kule jed-
anostkowq w R? 1 niech (g,f?) oznaczagq wspolrzedne biegu-
nove w Rz.

Multifunkeje - F Bz——a-comp(Rz) okreslamy wzorem

B '{( g,gh ( 9 ;Z-Dﬁf)} dla ¢>0,
T(q,¥) = |

{( 0, O)} dl? g =

Tatwo sprawdzilé, Ze multifunkecja F nile ma selekeji cigg-
Yyeh na kuli B2. Zaﬁwaﬁmy ponadto, Ze dowolna multifunkcja
€ B(F,m), gdzie 0< m <1, réwniez nie ma selekeji ciag-

Yej na kuli B2;

. Niech X 1 Y 'bedg przestrzeniami Bangcha z normami odpo-
wiedniolh"il-lbraz niech K bedzie podzbiorem przestrzeni X
V4 hiepustym wnetrzem, Jak poprzednio,przez C(K,Y)’deZiemy
oznaczaé rodzine multifunkeji F : K—>comp(Y) ciggkych i
ograniczonych, W rodzinie é(K Y) Wprowadzamy metryke n*
zhiesnodel Jednos taanea. W dalszeg czedecl pracy przesz $(I , V)
bedzlemy . oznaczall rodzine tych multlfunkcgl Z (f(K,Y),
ktére majg selekcje ciagiag na zbiorze K: Dopexnienie rodzi-
ny é(K,Y) do calej_przestrzeni 6znaczamy przes N(x,Y).

. .dalszym ciagu (f(K,Y,xO) oznacza rodzihq multifunkeji
% C(K,Y); ktérych warto$é w punkcie x,.€ K jest zbiorem

élcoﬁczo'nym. Niech ponadto )\((K,Y,xo) = N(X,Y)n é(K,Y,xO).

U dalsze] czedci tego rozdziaxu zbadamy gesto ¢ oraz
kate5011Q Bairea rodzin ‘é(h,Y) i N(,Y) w rodzinie

¢ (X,Y) wszystkich multifunkeji ciggkych. Badania te’beda
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przeprowadzone . dla réZnych wariantéw wymiaréw przestrzeni

X 1 Y. Zbadana zostanie takze kategoria Baire’a rodziny
j%(K,Y) multifunkeji ciqg&ych majqcych‘wlasnoéé aproksymacji,
Podamy-r6Whiez przyktad wyjadniajacy dokYadnie] wkasnodeci
topologiczne rodziny fg(K,Y) dla prszadku dim(X) 2'2

i dim(Y) > 2. Zanim przejdziemy do zapowiedzlanych badah
sonvainy najpierw, e jezeld dim(Y) €1, to rodziny'fg(K,Y)
Gl s C’(K,Y) pokrywaja, siq; Vtedy oczywiscie mamy

NG, Y) = ¢ . Jezeli natomiast dim(Y ) 2 2, to prawdziwve jest

nastepujace twierdzenie,

TWIERDZENIE 3.3, Niech X 1 Y beds przestrzeniami Bana-
cha, przy czym speniony jest warunek dim(Y)2 2. Niech po-
nadto K bedzie podzbiorem przestrzeni' X z niepustym wnet-

rzem, Wtedy rodzina N(X,Y) jest podzbiorem gestym rodziny
¢ (x,1).

Dowéd, Niech x, quzie punktem zbioru int(X), Nie
znniejszajac ogélnosci rozwaszarn mozemy przyjaé, ze x, = 6.
Vybieramy teraz liczbe r>0 tak, zeby spelniony byx waru-
nek B5(6,3r) € int(K). Niech H oznacza dowolng multifunk-
cje z rodziny (f(K,Y) i niech €Y 0. Korzystajac z lematu
2.6 otrzymujemy, ze istnieje multifunkcja Ire é(K;Y,xo)
speiniajaca nierdvmosé h*(F,H)sTS . Pokazemy dalej, ze
istnieje multifunkcja Gé.NYK,Y), przy czym speiniona jest
nierdvwnodd h*'CF,G)s £ . SZczegéZowy opis konstrukeji
multifunkeji G podamy tylko dia przypadku, gdy TF(8) jest
zbiorem jednopunktowym I{y1}. Natomiast Q‘prZypadku zbioru

©wielopunktowego I'(8) podamy ogdélny opis konstrukecji.,
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Przypadek 1. () = {y,}. 2 ciagosci multifunkeji

T w punkcie wnosi_my 0 lstnlenlu 1liczby cS, o<dgr

takiej, ze dla |x|g 36 mamy
P(x) e T {yy}, €) oraz {y}eT(n(x),€).

Multifunkeje ¢ skonstruujemy odpowiednio adaptujgc multi-
funkeje¢ z przyk¥adu 3.1. Dla uproszczenia zapisu poxézmy
. & £
£(¥) = vy, + = cosfe, + = sin¥Ye
1 {2’ 1 J2 2’
gdzie e1,e2€1f sa dwoma liniowo niezaleZnyml wektorami

jednostkowymi .

Multifunkeje G okredlamy nastepujaco

() = {y,},

6(x) = {£(§) : 0 ¥<2M ) dla |x| = § ,
G(x) = { £(9) : 0S¥ 2T~ 1] dla |x| = 26,
6(x) = F(@ | ala |x]| = 38.

Ponadto dla x spetniajacych nierdévnodeci 0 <]Xl<5 s
-28<:(x|< 38 okredlamy multifﬁnkch G stosujac "liniowag

interpolacje", Kxadziemy zatem

G (x) =':§.'G (§ ) + (1 =&) a(e) dla 0< |xl< 6,

"\.»-
o«

6(x) = (F-2) 636 L)+ (5 -F) 6(28 &

X1 1|

dla 286 <Ix1< 38 .
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W korcu dla x =z warstwy kulistej & <lixl <28 Xkradziemy

6(x).={2(9) t 1n t<9<In bt + 20 - £}, pante t=lEE

Claglodé multifunkejli G w obszarach O < Ixlg 5,

26 < |x|< 385 wynika z lematu 2.5, natomiast jej ciagrosé
w punkcie © oraz obszarze 0 <|x|<28 jest oczywista.
lioi'zys'l‘.ajqc teraz z wlasnoSci metryki llausdorffa ;podanych
w rozdziale 2y,tatwo sprawdzié, Ze multifunkcja G speinia
nieréwnosé h* (F,¢)< €. Ponadto ze' gposobu konstrukeji wy=-
nika, #e multlifunkeja G nie ma selekeji’ Ciﬂcé'EIej-. w obszarue

§<Ix]¢ 28 .

Przypadek 2., F(©) = {y.,‘,‘yz_, “nis yn}, ny2; Niech
2€ < min {uyi:- yill #3455 1,3 = 1,2, iy 0} : Weedy
Z ciocgloéo'i multifunkcji F w punkcie © wnosimy o istnieniu
liczby &, 0< 8¢ r takiej, ze dla |x|& 38 speinione sg
zawierania

r(x) € 9 B(y;, €) oraz {y1_,y2,_ ades yn}CV(F(x),E )
Zauwazmy jednoczesnie, Ze kule ﬁ(yi, € )y L = 1,2, % saqin
E) parami rozaczne. Stétd wynika, ze konstrukecje multifunkeji
G mozemy podaé niezaleznie dla kazdej czeseci T(x)n E(yi, E)i
i= 1,2, eeey, n multifunkecji T, Konstrukcja bgdzie taka

sama jak w przypadku 1.

Dla zakoiliczenia dowodu wystarczy zauwaZyc’, ze multifunk-
cja G otrzymana w obu przypadkach spe¥nia nieréwnosé

h¥(H,6)<2¢€.,
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UWAGA 3,4. Powyzsze twlerdzenie jest rdéwniez prawdziwe
dla zbiorﬁ- K domknigtego w X, zawierajacego np.odcinek
[x0,>c1] « Wystarczy bowiem multifunkcje T rozszerzyé do
multifunkeji T"’ okre:iionej na carej przestrzeni X (twier-
dzenie 2.4) -i zastosowaé twierdzenie 3.3: Otrzymana w ten
sposob mu.‘L'tifpnkon i obcinamy do zbioru K, co daje nam
poszukivana multifunkeje G. Oczywiste jest, zZe muitij‘.‘unlc-

cja G nie ma selekeji ciag¥ej na odeinku [}CO,X,]] .
N

Pokazemy nizej, e jezell do zaXozen twlerdzenie 3.3
dod.,arny wé.rﬁnek dim(x)> 2, to mozna uzyskad wchej, a mia=
nowicle, Ze rodzina g (K,Y) jest nigdzie ggstym podzbiorem
rodziny Lb-, (K,Y) . SformuXowanie i dowdd Zapowiedzianego
wyse] twilerdzenia poprzedzimy lematem oraz pewnym wnios-

kiem z niego wynikajacym,

LEMAT 3i5. Niech dim(X)» 2, daim(Y)> 2 oraz niech
x(')ein't(](). Wtedy rodzina N(I{,Y,'XO) jest podzbiorem gestym
roduiny € (K, ¥yx,)a

fl)ow6d; Podobnte Jalk w dowodwle popracdnlopo Lwlordzenla
mosemy zaltosyé, Ze Xy = O ‘z/y'biefamy r»0 w ten sposdb,
abj B(e,2r) « int(X). Niech F bedzie dowolns multifunk-'
cja z rodziny C’I(K,Y,xo) oraz niech € Dbedzie dowolna iicz—
bg dodatnig, Pokazemy, Ze w rodzinie N(X,Y,x ) istnieje
multifunkeja G speiniajaca nieréwnosd hW* (r,g)4 €,
Réwniles i w tym dowodzle doktadny opis kénstrukcji mul‘bi-_
funkeji @ podamy jedynle dla przypadku jednoelementowego

zhioru 1(8)., Natomiast w przypadku zbioru wielopunktowego

I'(0) podamy tylko szkic konstrukeji;
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Przypadek 1. F(8) = {ym}: Z clagXoscl multifunkeji F
w punkcie © wnosimy o istnieniu liczby &8, 048§ <r takiej,

e dla' |x|428 mamy
n(F(x) , {v} )<E.

IMiech 72 oznacza dwuwymiarowacﬁpodprzestréeﬁ liniowg prze=
‘gtrzeni X, ZauwaZmy. tutaj, ze zbidr B(6,8)n Z jest homeo-
morficeny z kula jedaostkows w przestrzeni R2. Wynika stad,
e dla xe€ B(6,0)nZ mozemy uzywadé oznaczenia x = '(g,‘f‘),

gdzie 0 & Q¢1 oraz 0g¥< 20,

Dla uproszezenla zapisu wprowadzamy pomocnilczg funkeje

€9 €
f(g,?) = =~ cos g eq + —; sin ; 5 »

pdzie €15€5 oznaczaja dwa liniowo niezalesne wektory jed-
nostkowe w przestrzeni Y, Na zbiorze B(8,8)AZ multi-

funkecje G okreslamy nastepujaco
Ly, % 20,9, ¥y - £(g, 1)} dla x 4 0,
{y-1} dla % = O,

pdzie x = (g,\f). Teraz korzystajac z twi.e'rldzenia 2.4 mo-
semy rozszerzydé multifunkcje G na caa:éc xule B(6,6).
Zauwazmy, e rozszerzona w ten sposdéb multifunkeja (ozna-
czona ta sé.mac liters G) svexnla dla xe€ B(8,8) warunek
G(x)e ]’i(y,l.', € ). Przechodzimy teraz do okreslenla multi-

funkcji G na cakym zbiorze K, W tym celu poxdzmy

(2 __i_gg) G((gé;’_l) + (%?-- 1) F}(Zél—i—') dla &<|xl€26,

G(x) = '
7 (x) dla |Jx|>24 .



Zauwazmy, ze takvokreélona multifunkeja G spexnia warunki
Ge N(K,Y,x ) oraz h*(r,c)<e
Ponadto, dla dostatecznie malej'liczby 'q)'O, mamy
B(G,m) = N(x,Y).

Przypadek 2, I'(8) = {y1,y2, coey yn}, ny2.

Wie zmnicjszajgce ogdélnoscli rozwazan moseny zaktoizyd, ze
2e < min{iyy =yl #1495 4,3=1,2, wie, n)e
Utedy z cigpgtodel multifunkeji T w punkcie O idstnieje

§, 0 <§&r taka, ze dla \x|¢28§ mamy

h(r(x), {.')’1.,3729 seey yn}) $:E£,

Zauwaszmy jednoczednie, ze kule ﬁ(yi,ﬁ), 1= 1,2, eesy 1
80, parami roziqczne. A zatem na kulil 3(9,25) multifunkeja
I' jest suma paraml rozxacznych multifunkeji ciagiych Fi,
i = 1,2, ees, N. Yynika stad, ze dla kazdej multifunkeji

]‘\

S i = 1,2, eeey, n mozemy przeprowadzié¢ konstrukecje multi=-

funkeji Gi’ 1=1,2, eeey n ,analogiczng jak w przypadku 1.
Sadana multifunkeja G Jest suma multifunkejl ciapkych Gi’
sama jest wice takze ciggta (lemat 2,9). Multifunkcja G
skonstruowana w tym przypadku takze speinia warunkl podane

na kolicu rozwazan poprzedniego przypadku.

UWAGA 3:6., Temat 3.5 jest prawdziwy réwnlez w przypad-
ku, pgdy zbidr K jest domkniety w X oraz spe¥nia nastepu-
jacy warunek: istnieje otoczenie punktu X €& X homeomor-
ficzne z kula jednostkowa w przestrzeni Rn,:nz 2, Uzasad-

nienie jest podobne jak w uwadze 3.4



WNIOSEK 3,7, Z lematu 2.6 oraz 1ematu 345 otrzymujemy

natychmiast réwnodd N(X,Y) = é(K,Y). Ponadto ze sposobu

dowodu lematu 3,5 wynika, ze

Wi C05,Y) Voo Jee M(x,Y) In>0 n*(6,F)<e oraz B(e,m) « N(X,T).

Teraz mozemy sformutowad¢ i udowodnié zapowiedziane wczed-

niej twierdzenie o kategorii rodziny fg(K,Y).

TWIERDZENIE 3:8. INNiech X i Y beda przestrzeniami Bana-
cha o wyhiarze nie mniejszym niz 2, Niech ponadto K bedzie
podzbiorem przestrzeni X z niepustym wnetrzem, Wtedy rodzina
S(K,Y) jest nigdzie pestym podzbiorém rodziny (?(K,Y).

(Jestwiec zbiorem pierwszej kategorii Bairea).

Dowéd. Wystarczy wykazad, ze int(g(K?Y)) = ¢. W prze-
ciwnym razie istniakaby multifunkeja FGES(K,Y)'taka, ze
3(r,€)eS(X,Y), przy vewnym dodatnim &, Ponadto, na podstawie

willosku 3.7,mielibyémy
GeB(r',¢) oraz B(G,n)eN(X,Y),

pdzie G jest pewng multifunkeja z rodziny Jr(K,Y) a T pe-

n

wna liczba dodatnia. W ten sposéb otrzymalibysmy G = lim F_ ,
: N=>00

cdzie FnE.S(K,Y), n €N, Otrzymana na te] drodze sprzecznosé
5 warunkiem B(G,q)cJF(K,Y) koviczy dowdd twierdzenia,

UWAGA 3.9, 72 twierdzenia 3.8 oraz z zupernosci rodziny
é(K,Y) wynika (twierdzenie 2.10) gestodé rodziny N (K,Y)
udowodniona wezesniej w twierdzeniu 3.3. Oznacza to, ze geg=-
stogé rodziny N (K,Y) wystarczyto pokazaé tylko dla przypadku

dim(X) = 1. Jednak ze wzgledu na kolejnosé uzyskiwania wyni=-

kéw pozostawiono sformutowanie twierdzenia 3.3 bez zmian,
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Twierdzenie -

348 jest prawdziwe rdéwniez w przypadku, gdy

zbidr K speinia warunek podany w uwadze Gl

Z dotychczasowych rozwazaid wynika, Ze pozostaky nam je=-
szeze do zbadania wrasnoded rodz:Lny b(LL,Y) dla przypadku
din(X) = 1 oraz dJ.m(Y)// 2. W tym przypadku rodzina ‘}S(K,Y
ma nieco inne wkasnoscil topologiczne ni# poprzednio. Poka-
_f;élaly mianowicie, %e rodzina S(T Y) jest podzbiorem geostym
rodziny AC(]{,Y o Oczywidcie, taksée 1 w tym przypad_l{u,rodzina

N(x &) jest geosta w é’(hY

TWIERDZENIE 3:10, Niech X = R', X =[0,1] oraz

dim(Y)> 2, Wtedy rodzina (K,Y) jest podzbiorem gestym ro-
dziny C(X,Y).

Dowéd: Niech F badzie dowolng multifunkecjs z rod.ziny‘
C’(K Y) i niech £ bgdzie dowolng liczbag dodatnig. Pokazemy,
se istnieje multifunkCJa G‘G‘)(J\,Y) spetniajaca nierdwnosd
h*(J_l,u)\ 4€ « Z jednostajnej ciggXosci multifunkeji T na
odcinku [0,1] wnosimy o istnieniu liczby $70 takiej, ze
dla x',x“G[O,ﬂ -speiniajacych nierdwnosé [x'=~ x“[$6 mamy
n(P(x), P(x"))<E. Niech O = xo<x1<...<:'xn_1<xn‘ = 1 bedzie
podziatem odeinka [0,1] na przedziaxy o diugosci nie wigk=-
suej nig 8. Przez He F(xi) bedziemy oznaczaé € -sied
skoliczonag zbioru F(;:i), 0<ifn, Zauwazmy, ze h(Nk’Nk+1)‘<28
dla O¢kén-1, skad B(y,2€)n N, , # p dla kazdego yel.

Teraz moszemy okreélié multifunkeje G, k*adac

I

K dla X=Xk, k=o,1’o-n,n’
B = P [(1_1‘ ) (1 (y,25)r\Nk+1)] dla xk<x<xk+1:,
V€ G :
X - %, k= 0,1‘, .»t.l ,n-‘1 )
\ _p.,dZJ,e tk = W .o
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eometrycznie oznacza to, ze kazdy punkt (xk,y) ze zbioru

G

{xg}* N qczymy odcinkaml w R=*Y 2z punktami zbloru
{Xk+1}“(ll nB(y,2¢)). tatwo wykazaé, e kazdy punkt zbioru
]
l

Ak+ﬁrNk+T. Jednoczednie kazdy punkt zbioru {Xk+1}xNk+1
zostanie'wykorzystany w tej konstrukcji. Ze Sposobu okreslenia
oraz # lemaldw 2 5 1 2.9 wynlha, ze multifunkeja G jest il
cra na kasdym odeinku [:{1;’ xk-l_ﬂ\‘mlc\n_'l s CO oczym-;zc:l,e PO =
cigea wa soby ciapgrodé multifunkejl G na odeinku Eh1].
Ponadto zauwwazmy, %e multifunkeja G ma'selekojq clapta na
odeinku EL1]. Pozogtaxa do wykazanié nierdwnogé h(E(x),G(x))$
RYX: dla xeﬁ)1J. Niech x Dbedzie punktem przedzialu
[Xk ] X = 0 iy cany n-1. Wtedy dla pewnego 1, |
k$1 mamy X = (1-tk) X, + by Xy o Niech y bedzie

dowoluym elementem zbioru Nk' Wtedy z nierdwnoscl podanych

w lemacie 2.1 otrzymujemy kolejno
n({y}, (1 = {7} + 4 (Bly,28)n N ))&
$n(( = s {r}, (1 =t {y}) + i dy}, 6 (By,20)nm 1))

<t h({y}, B(y,28)nN, ) $ 26 & 2€,

kk+1

Teraz korzystajgc z nierdwnoscl podanej w lemacie 2,8 mamy

U {yh U [0 = s} + 5 Bazenn, s 2e,
yeNk

yeN

n(v,, yLG])q_ [(1 - e 5} + 5By, 20n 1, )]s 26
'k '

Hastepnie uwzpledniajac nieréwnosé h(F(x), N, )§2& otrzymamy
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nirle, yLeT’Ik[(j - 3} + e Blrzeam, )))sae,

czyli h(F(x), G(x))< 4¢.
Otrzymana nierdwnosé korczy dowdd twierdzenia.

UWAGA 3.,11. Twilerdzenie 3.1C sformuXowallsdmy tylko dla
prZypédku £ =R oraz K=¥Bh1]. Ograniczenie to nie jest
istotne,'natomiaSt utatwia Zépisanie‘dowodu. Twierdzenie to
jest rownlez prawdziwe w przypadku, gdy K jest podzbiorem
domkniqtym R Wystarczy bowiem multifunkcje T rozszerzyd .
“do multifnnkcji-‘ﬁ 6kreélonej na catej prostej (twierdzenie
2.4). Hastepnie zastosowaé.twierdzenie 3,19 do multifunkeji
5 kolejno na odcinkach [h,n+m], n = O,i1,$2, coeen
Otrzymang na tej'drodze multifunkeje a obcinamny do zbioru K,

co daje nam zagdana multifunkeje¢ G,

Na zakoﬁczénie rozwaszan dotyczacych wkasnoscl topologicz-
‘nych rodziny S K;Y) 2auwa2my, se w pfzypadku dim(X) = 1,
Am(Y)2 2 = bwiordso 4.% 1 4.9 wynlka, %o rbd%jnn;fg(v,ﬁ)
nie Jest sbloven otwaubym aul domknletym w é(K,Y). Oczywliclae
te same wlasnoscl ma rodzina Jf(K,Y). Poniewas dla przypadku -
dim(X) 2 2, dim(¥)%» 2 rodzina 5 (X,Y) jest zbiorem nigdzie
gestym, wiQC nie moze byé zbiorem otwartym w Cf(K,Y).l

- Ponisgszy przyklad pokazuje, ze rodzina fg(K,Y) nie jest réw-
niez zbiorem domknietym w CT(K,Y). Latwo Wykazaé, ze wystar=-

czy przy tym ograniczyé sie do rozwazenia przypadku X = Y = R7,

PRZYKEAD 3.12. Hiech K =[0,1]x[0,1]. Multifunkeje

P, I ,1{~;COmP(R2);11éN'okreélamy nastepujaco
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&cos?rsinY)} O$V<2ﬁ} dla x, 50
B(xy, %)= : | |
{(cos‘f, sin¥) : 1n x4 § ¥Y<1n Xy * 271 -x1} dla O <x1 <1

. oraZz
ﬂ(cos‘f’, sin¥) t~In ng¢¥<¢-In n + 27- 15} dla 0<x,¢ L
1’ 1C2 )_ : . | | : .v s ]
1{(005‘1’, sin¥) : In x¢Y<¢1n x; + 20- x1} dla %(X,l L1,
daunwaismy, He é(I;,R ) oraz 'lim I‘1 = Fynatomiast
n=»co

7 ¢ $(X,R?), Oznacza %o, Ze rodzina $(X,Y) nie jest zbiorem
domknigtym W ¢ ('K,}_() e

Na zakodczenie tego rozdziazu zajmiémyjsifg zagadnieniém
.aproksymacji n1u1ti_fimkc;ji cianZych prZez funkeje 'cir:;gle.,
Bedziemy l'hévyili, ze multifunkcja TFe((X,Y) ma wrasnosé apro-
ksymacjl,jezell dla kazdego €>0 istnieje funkcja ciggia
£y K - Y taka, se A(f(x),F(x))<€ dla kazdego xeK. informa«
cae o 1nnych okresleniach aproksymac,ji nmultifunkeji przez
funkecje lub multlfunkc‘ae oraz zwlgzane z nimi twierd.zenla
mozna znalefé w pracach' [4,5,42,53,64] .. Przez fP((K,Y) bedzie-
my. oznaczali rodzine wszystkich multifunkeji z t (X,Y), kté=
re maja w?rasnosc aprokgqucal. Oczywiscie dowolna. multlfunkc;]a
% rodulny 5‘3(1{ Y) ma wasnosé aproksymacal. Prawdziwa aest
zatem inkluzja g(K Y)Cﬁ(I\. Y). Zauwazmy ;)ednoczesnie, ze
multifuhl{cja‘ H z przykl:adu 3.1 ma wlasnosc aproksymacji,
Jednah nie ma selekcji ciagkej. Z powyzszej uwagl wynika, ze

zavieranie. & (k,Y)eR (K,Y) jest istotne.

Podane nizej twierdzenie pozwala ocenié wielkos$é (w sensie

ka,'t;egorii' Baire a) rodz;thy b (K, X )
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TWIERDZENIE 3¢13+ Niech dim(X)22 1 dim(Y)2 2,
Wtedy rodzina ﬂ (K,Y) jest nigdzie"gqs’cym podzbiorém rodzli-
ny C(X,Y).

Dowéd. Zauwazmy, Ae wystarczy wykazaé rdwnosé
Jot(K,Y) = W}.‘ Rzeozywis’cie., wtédy z twierdzenia 3%.8 wy-
nika bezposrednlo, %e rodzina JOc(K,Y) jest nigdzAie gestym
]‘;od':.'b:i.cjrem rodziny é’ (K,Y). Najpierw pokazemy inkluzje
Az, v)e 8(x,Y). Wiech FeA(X,Y) i niech £= ;“1 , nel,
\itedy istnieje clag £, funkeji ciagkych, £, ¢ K=Y takich,

Ze

dla xeX oraz neN,

ag,(x), F(x)sd

Wiech Fn(x) ={fn(x)}uF(x), x€ K, Wtedy oczywiste jest, ze

F € _‘%(K,Y) oraz I = 1im F_. A stad otrzymujemy, %e

n
re&(K,Y).

N =>v0
Hiech teragz FGS(K,Y), Istnieje zatem ciag Fn multifunk-

¢ji # rodziny &(K,Y) taki, ze T = lim F_ . Ustalmy €>O,
n=»00

Istnieje wtedy liczba mell taka, zZe h*(Fm,F)s' €. Poniewas

Flneg(K,'Y), wigc istnieje selekcja ciggra £ multifunkeji

I«‘m. Zauwazmy teraz, Ze dla x €K prawdziwe sg nierdwnosci
a(f, (x), F(x)) € n(F (x), F(x))<E.
A zatem TFeR(X,Y), co kodczy dowdd.

UWAGA 3.14. Dla przypadku dim(X) = 1, dim(Y)z 2
% twierdzenia 3.9 otrzymujemy, ze ﬁ(K,Y) =8(x,Y) = &(%,Y).
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Rozwazanla przeprowadzone w rozdziale 2 (lemat 2.6
0o aproksymacji multifunkejl ciqgiej przez;multifunkch
ciagky skoriczenie elementowq).oraz'w rozdziale 3 (twier-
dzenie 3;10 o gestosci rodziny multifunkcﬁi ciggtych z se-
1 h07am1 cigg¥ymi) nasuwaja pewne przypuszczenie dotyczace
plobalneg aproksymacji multifunkeji ciggkej multifunkoga
skoriczenie elementowq. Nize] podamy dokXadne sformulowanle

tego zagzadnienia,

Niech K begdzie podzbiorem zwartym przestrzeni unormowa-
nej X, ponadto niech Y bgdzle przestrzenisg Banacha; Wtedy
rodzina F (X,Y) multifunkcji ciggtych T : K~ comp(Y), |
takich, ze. card F(x)<e dla xe€K jest podzbiorem ges-
tym rodziny"C(K5Y) wszystkich multifunkeji ciagtych,

\lydaje sie, %e mouna zazadaé, zeby ilosé elementéw zbio-

réw T(x), x€K by¥a wspdlnie ograniczona (osobno dla kaszde]
multifunkeji z rodziny,?F(K,Y)L Zauwazmy tutaj, e multifunk-
cje ciggle, ktérych wartodgcli sg zblorami skonczonvml nie
musza mieé selekeji ciagXych (nawet w przypadku, gdy ilogé
elementéw wartosci multifunkeji jest wspélnie ograniczona,

zobacz przykrad 3.2).

Ha zakoncaenie rozdzialu wrdcimy jeszcae do rozwazai
vwiazanych z kategorig Balre a rodziny ‘#([p 1] ,Y), gdzie
Y jest przestrzenig Banacha o wymiarze nie mniejszym niz 2,
Pevme analogie migdzy wktasnodciami rodziny f?([o,1],¥) a
wkasnodciami podzbiordw rezydualnych grupy topologicznej
| [21, TLemat 9] sk*aniaja do wypowledzenia nastepujgcej hipo-

,tezy.



Rodzina $( En1],¥0 multifunkeji ciggych T Bn1]—9comp(Y)
majacych selekcje clgg¥e na odcinku EL1] jest zblorem pilerw-
szej kategorii Baire’a w rodzinie (ﬁ([O,T],Y) wézystkioh

multifunkeji ciagxych,



Rozdziax 4

TWIERDZENTA O GFSTOéCI I XATEGORII BAIRE'A DIA
ZAWTERAN RﬁANICZ OUYCH Z‘ ROZWIAZANTAMI KLASYCZNYMI

| ITiech K‘ oznacza produkt (to—'é,to+ a)XE(x ,b),
gdzié a,b,toe R, przy czym O0O< a; b<&oe oraz X, € R®,Ponadto
niech T bgdzie dowolna multifunkejg z rodziny (E(K,' i
“avieraniem réiniczkowym nasywamy relacje nastepujacej po-

staci
(1) i(t) € T(t,x(t)),

Bgdziemy méwili, ze zawieranie rézniczkowe (1) z warunkiem

poczatkowym
(2) x(t,) =

ma rozwigzanie klasyczne, jezeli istnieje rdzniczkowalna
w sposéb ciagky funkeja x : (%, - ¢, t, + é)-4>ﬁ(xo,b),

0<c <a, taka, %e dla t e(to - C, to + cﬁ spetniona jest

relacja (1) oraz warunck (2).

V“awieranie rézniczkowe (zwane takZe réwnaniem orientoro-
rowym) jest naturalnym uogélnieniem réwnania rézniczkowego.
Wiele zagadnlen z rdéwnan ro7nchAowych teoril sterowania
optymalnego oraz teorii gier roznlczkowych zw1azanych jest

z gzawleraniami rézniczkowymi.

Rodzing multifunkcji Fe é(K,Rn), dla ktorych zawieranie
résniczkowe (1) z warunkiem (2) ma rozwi@zanie klasyczne

‘bedziemy oznaczalil przez J{(K,Rn). UzupeZnienie tej rodziny
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do przestrzeni (E(K,Rn) bgdziemy oznaczali przez fi(K,Rn).
Nie’zmniejszajac_ogélnoéci dalszych rozwazan moZemy zaXozyé,
Ge to = 0 oraz ,xé'ﬁ 8. Ponadto dla uproszczenia zapisu
proyiniimy ¥ = (t,x) oraz g - (0,8), W tgj czescl pracy

symbolem |*| oznaczamy norme w przestrzeni Fuklidesowej.

Na pocZ@tku rozdziatu czwartego podamy: przykitad multifunk-
éji cligprej F nie majacej selekeji ciagrej, takiej jednak,
Le zavieranie réiniczkowe (1) =z warunkiem (2) ma rozwiazanie
klas;czne, Przykzad ten pokazuje rdznice miedzy rodzinami
é(K,Rn)-i K (x,R™). Nastepnie wykazemy, %e rodziny Mx,r™)
oraz K (x,R™) sq.podzbiorami gestymi rodziny ¢ (x,R™), Podamy
tutaj takze kilka ﬁwag 0 wtasnogciach rodziny 7C(K,Rn).'
i dalszej czescl pracy pokazemy, ze zbidr r1 zXozony z par
(x,I") talich, ze T jest multifunkcja z rodziny (?(K,Rn), a
x'rozwiqzaniem klasycznym zawierania réZniczkowego. (1)
z warunkiem (2), jest zbiorem pierﬁszej kategorii Baire a
typu Ty w produkcie 01(—a,a) X C(K;Rn). Na koricu rozdziaiu

. . . ’ .
przedstawimy problem zwiazany z kategorig Balre a rodziny

Ko, rM),

Anadqniem warunkdw distnienia rozwiqzéﬁ klasycznych zawie-
ran réiniczk@wych zajmowakto sie wielu autoréw.‘Problematka
te zapoczatkowax AJF.Filippov, ktéry w pracy [?2] wykazak,
se mapadnienie- (1), (2) z prawsg strona spc¥niajaca na K
warﬁnek Liipschitza ma rozwiqzanie klasyczne., Hast@pnie
M, Kikuehi i Y,Tomita w pracy [29] z 1971 r., wykazali, 2ze
zawleranie réZnicZkowe z prawa strona absolutnie ciggxa ma

rozwi@zanie klasyczne., W tym samym roku H,Hermes w pracy [Qﬂ
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wprowadziz,pojecie'ograniczonej wafiacji dla multifunkeji

i wykazak, fe zawleranie rézniczkowe autonomiozne.z prawa,
strong ciqmiq o ograniczonej wariacji ma rozwigzanie klasy-
czne. W 1977 r.'A.F.Filippov ponoﬁnie Bed el e e e
rozwisgzan mWasycanych zawieran roznlczkowych W pracv [2)J
vykazad, ze zagadnienie (1), (2) = praws, strong 01aolq

o wartodciach 1 a]nle Jednostajnie opojnyoh ma, vozwxyaanwe
hlusycmné. Pohadtovpokazal, se zawieranie rdéiniczkowe # Prawa
strona I ciag lﬁ i ope1£1a3 ace, warun <13

1. -h(F(t,x1), F(t,xz))élcCt)'lx1-x2L, dla doWolnych

t € (~a,a) oraz dowolnych XqyXg € B(e,b), gdzie k jest

funkeja lokalnie caxrkowalnsg,

2, h(F(tT;x), F(tz,x))él(%z) - l(ti), dla dowolnych
::eE(Q,b) oraz dowolnych Byt € (—a,a),3tl$1@, gdzie 1

]est niemalejgcg funkejg ciggta,

na rozwiazanie klasyczne. W tej samegépracy pokazano, ze’
dla n?%» 2 nastepujgce trzy klasy multlfunkcgi ¢ multifunkeje
abso]utnle cigg Ie, multlfunhcge ciagxe o Qgranlczonej waria-~
cji oraz multlfunkcge_llpuchltzowskie, pokrywajg sie, Tym
samym twierdzenla podane przez H.Hermesa, N.Kikuchi wraz
T.,Tomita sag istotnié nowe tylko w prZypadku jedne] zmienne] .
nwe?alevnea._lnne wyniki zwiazane z istnieniem rozwigzan
~,auv;LeJ:'an roanlcékowych mozna znalezc w pracy przegladowej
h4] gdzie podano takZe obszerng literature dotycz%ca tych
ucuadnlen. Przyk¥ady zawieran rdézniczkowych z prawa strong
ciagka nie mag@cych rozw1@zan klasycznychvpodall AT Filip=-

pov {éz] oraz H.,Hermes [éB}.Podany nizej przykrad zawierania
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rézniczkowego bez rozwlgzan klasycznych wykorzystamy w dal-

szej czodel rozdzialu,

PRZYKZAD 4.1, [22] Niech T : (-1,1)—> comp(R%) bedzie

multifunkeja okredlona w nastepujacy sposdéb

{(cos?,.sin?) : 0 S“fszﬁ'} | dla t = O,
P(t)=

{(cos?, sin¥) ¢« |t)- 1n|tl$‘?$ 291 - lnltl} s By

Za - 2
Rozwasny zawieranie rduzniczkowe =x(t)e T(t), =x€R" z warun-
kiem x(0) = 6, hatwo zauwaiydé, %e powyisze zawieranie rdinicz-
ltowe nie ma rozwiazan klasycznych, gdyz multifunkcja F nie

ma gelelkeji claprej w zadnym ovoczeniu punktu O,

I/ dalszych rozwazanliach ograniczymy sie tylko do przypad=-

ku ny?2, gdyz dla n=1 zachodzg rdéwnodel "

Clm, %) = SRR = F(e By,

[ges]

Ponadto zauwaZmy, e lstnienle selekcji cilagtej prawej strony
cawierania rdéfiniczkowepo jeat watr-l,mld.om Wy:S'l',EJ,I]‘.'C‘Z(’,‘Lj acym d7la.
Pebntanta  roswlguon klonyesaych Lopo gowlernnlo,  Prowde T
jeot zatem inkluzja S (K,R™)e H(k,R™). Hatoniast istniecule
rozwigzania klasycznego zawierania rézniczkowego z prawg
strona ciagka nie gwarantuje istnienia (nawet lokalnie) se-
lekeji ciag¥e]j prawe] strony tego zawierania. Pokazuje to

nastepujaey przykxad,

PRIYKEZAD 4:2. Niech T : B(0,0),2)—>comp(R®) bedzie

multifunkeja okreslona nastepujacym wzorem



R

{(2 cosf,2 sin¥) : 0L Yg 25T} dlal:{1ls|x2| ;

:“w(3{1’35£).)= ‘ .
{(2 cosY,2 sinyf) :Ix1l-|x21- 1nIXﬁl£?$2ﬂ-1n|x1l dlalxﬂ)txd

pduzie (x1,x2)e B((0,0),2). Okreslona w ten sposdb multi-
funkcja 1 jest ciapgka na kuli B((0,0),2), Zawieranie rdz-
niculkowe (ﬁ1(t), iz(t))e F(x1(t), Xz(t)) 7 warunkieﬁ

"1(0) = “O(O) ma rozwiazanie klasyczne, x1(t) = xg(t) :Jg't,
{

e
[

sie e (=1,1). “inbwo jednak gauwaszyé, %e multifunkeja W

nie ma selekeji eiogtej w gadnym otoczeniu punktu (0,0),

Obecnie przechodzimy do zapowiedzianych bhadan wrasnodci
. on n : :
voduivy K GLRY) oraz M(X,R7). Rozpocznieny od zbadanila
. : e o S :
postosel rodziny M(%,R™) w é(h,R.). Prawdzive jest naste-

pujace twierdzenie.

MYIERDZENIE 4:3., Dla n) 2, rodzina JM(7,R®) multi-
funkeji éiqglych P, dla ktérych smawieranie rézniczkowe (1)
7o owarunkiem (2) nie ma rozwiazad klasyeznych w Zadnym oto-
cueniu punktu 0, jest podzbiorem gestym rodziny é (L, )

vsaystkich onraniczonyoh multifunkeji ciagtych,

Dowdd., Niceh I bodzlie dowolna multifunkeja z rodziny
é(L,Rn) i niech € bedzie dowoinq liczba dodatnia. Z lematu
246 wynika, #%e istnieje multifunkcja ciapga G przyjmujaca
v punkeie 6 wartoscé {y1,y2, ey ym}, me N, draz spet-
niajqca niéréwnoéé n*(r,c)¢ €. Skonstruujemy nizej multi-
funlkeje ciagka 1 taka, e zawieranie rdézniczkowe

T(t) en(x(t)) z warunkiem x(0) = 6 nie ma rozwiazad kla-
sycvnych w uqdnym otoczeniu punktu O, przy czym 4h*(H,G)$Ad£

fliech >0 brdzie takle, ze B(e,r)ec K., Z2 ciagtodcl multi=-
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funkeji G w punkcile 3 istnieje liczba &, 0<&<&r taka,

2

5 ~
se dla Ix1¢6 mamy

e
G(x)e U B(yi,&).’
i=1

Dla wygody przyjmujemy 2e < min{]yifyj]: i+ J; i,3=1,2, ...m}.
Loniewas kule B(yi,E), i=1,2,444,m 88 paraml rozkaczne, wige
Conslrukeje mltifunkeji H na kuli B(6,6) mofemy podad oso-
bno dla katdej czedei G(x) n ‘Tl(yi,g) multilunkeji G,

Zauvasmy tutaj, Ze kazda z tych czgdcl jest multifunkeja ciag-

Ya. Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy pomocnicze funkcje
nn

:If'Ai 1 ¢ RN okredlone wzorami
i) (‘f’)=Vf +-§- cos Ye +—€- sinY e 1= 1,2 m, KeN,
il Vi * TR co9yeq + ok sindey, ;

. ‘ S n,
gdoie ey,€, 0Znaczaja jednostkowe wektory ortogonalne w R,

rultifunkeje H okreslamy w nastepujacy sposdb

n(e) = {Y1ay'29 csey ym} ’
m ‘ ~
(%) = U{i‘ik(‘f) ; Oég{’SZﬁ'} e B = é—;{ , e,
3 jz'l . 3.:
- Il -~ o8
(%) = \J ‘{fik(‘f) : 14Y¥< 231'} ' dla x| = §T’ ; Lel,
=9 )
»U('_\‘E) = G(%) Ala | x| » 6.
lHagstepnie dla punktdw X nalezacych do warstw kulistych
S .~ 28
;:R-('X‘ < 3—-E ’ KGN,

multifunkeje 11 okreslamy wzorem
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. m ' ,
H(x) = H{i‘ik('f) t b - 1n t{Y$ 2% =~ 1n t} y

= |

k)~ : -
pdzle t = é—%§l -1+ VWreszcle dla punktédw x speXniajacych

nierdwnosé
28 , 0~ S - :
-1-3{<|>x|< L keN

kladuiemy

H(F) = .m1 {(1"“ [G(? )"B(yl’”] t e [G(T"TT) o B(Vi’e)}}

1=

LK)~ '
rduie t = 2—%&1 - 2. 72 lematdow 2.5 oraz 2.9 wynika, ze w ten

sposob skonstruowana mﬁltifunkcja H jest ciagxa na zbiorze K,
Hastgpnie Rorzystajqc z wtasnoscl metrykil Haﬁsdorffa podanych
W lematach'2.1'i 2.8 latwo'wynika,.Ze mulgifunkcja H speknia
dla - x¢ K nieréwmosé h(F(x), G(x)).g A€,

Ponadto, ze sposobu konstrukecji multifunkeji H wynika, ze

‘nie ma ona selekecji ciapgkych w obszarach

-‘33-1-{4|52|s§1‘-§-,. I €N,

Pokazemy nizej, %e multifunkcja H nie ma takZe selekejl
clagtych nad zadna krzywa gradka g(t), te [O,d] s gdzie
e >0, wycﬁbdzqéq z punktu 6. Przypusémy bowiem, %e nad pevma
krzywg x(t), t € [0,c], multifunkeja H ma selekejg ciaga.
Oznacza to, Zelistnieje funkdja cliagxa Vv : [O,c]-—>Rn spex-
nidjqca dla t é[b,c], relacje v(t)e H(Z(t)). Odwzorowujac
feraz_z rachowaniem normy krzywa x(t), 1 6[0,0],.na ustalony

promier kuli B(8,8) otrzymamy krzywa ci%glq F(t)=e|x(t)],
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gdzie e oznacza wektor jednostkowy w .Rn+1; Zauwazmy jedrio=
czednie, %4e dla t ¢ EO,c] spexniona jest'févrnoéé

W(ﬁ(t)) = H(¥(t)). Skad wynika, ze mulfifunkcja H ma selek-
cje ciagla réwniez nad krzqu §(t),' t E[b,é]. Prowadzi to

do sprzecznodci, gdyz ze sposobu konstrukeji multifunkeji H

wynika, #e nie ma ona selekcji ciagkych nad Zadnym promieﬁiem

lcul i :'.3.(6,6)-

IV

4 ostatnich rozwasandl wynika bezpodfrednio, Ze zawleranie
A ra L u ~ 3 . ”, V

réiniczkowe x(t) € H(x(t)) nie ma rozwisgzard klasycznych

w sadnyin otoczeniu punktu O. Dla zakoriczenia dowodu wystar-

czy zauwazys, e h¥(F,H)< 5¢ .

/' nastepnym twierdzeniu pokazemy, Ze rodzina JC(K,Rn)

jest rdwnies podzbiorem_gqstym rodziny (%(K,Rn):

TWIERDZENIE 434, Dla n>2, rodzina UC(K,Rn) mul tifunkeji
ciﬁglych,vdla ktérych zawieranie réiniczkowe (1) z warunkiem
(2) ma rozwiazanie klasyczne, jest gesta w rodziﬂie'(f(K,Rn)

wszystkich ograniczonych multifunkeji ciagxych,

Dowéd. Nicch T bedzle dowolng multifunkeja z rodziny
& (x,r™) oraz niech § quzié liczba dodatnia. Tilczbe >0
wybieramy tak, zeby B(8,2r)c K: Dla dowodu wystarczy poka-
naé, e istnieje multifunkcja ciagra G, h*(F,G)< 4¢, majaca
selekeje ciagka w pewnym otoczeniu punktu 5;
Uiech {y1,y2, cooy yk} ,lceN} quzie. E-siecia skonczona
zbioru F(g). Podobnie jak w dowodach poprzednich’twierdzeﬁ
zna_],jdﬁjemy taka liczbe &, 0< S£r, aby dla %1€ 28 spexnio-

ny by warunek h(P(8), F(x))¢€ . %adang multifunkcje G
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otrzymamy kXadac
( ~. -
'{Y1sy2’ ooy yk} dla |X|<(S ’

6(x) =< g{@- Zy {nt + (B n)]pcas )nB(yi,eeﬂ} a1a 5¢1%¢26,

L P (x) dla |x|>26;

4 lenatdow 2.5 1 2,9 wynika, ze multifunkeja G Jest ciagka

na zbiorze K, TPodobnie jak w twierdzeniun 3,10 moZna wykaZaé%
e multifunkeja G aproksymuje multifunkecje I z-dokXadnoscisa
4 €, Ponadto oczywiéty jest fakt, ze multifunkecja G ma na kuli
3(5,6)selekch clagta. Skad wynika, ze zawieranie rézniczkowe

x(t) € G(X(t)) z warunkiem =x(0) = 6 ma rozwligzanie klasyczne.

UWAGA 4.5. Rodzina '](C(K,Rn), 0<c¢a, prawych stron
zawiérania.rézniczkowego (1) majacego roniazanie klasyczne
na odcinku (=c,c), nie jest podzbiorem domknigtym rodziny
é(K,Rn).'ﬁzasadnienie tego faktu jest podobne jak w przykza-
dzle 3.12. Zauwazmy jednoczesnie, Ze zbiory jzg(K,Rn) tworza
rodzine wstgpujch przy zmniejszaniu pérametruv ci Oénacza Lo,
e dla 0<d €c $a sgpeiniony jest warunek YC(I{,Rn)C}(‘d(K,Rn);
.Aquwavmy ponadto, %e speXniona jest rdwnosé

Hx,r™) = U I (xR,
_ A O<c<a

Przechodzimy teraz do zapowiedzianych wczednie] badan

zbioru FWC, 0<c $a, zkoﬁonego Z par (X,F), gdzie x Jest

1

‘funkch klasy C" a T multifunkecjg ciqglq,.takich, Zze speit-

niohe jest zawieranie résniczkowe x(t) er(t,x(t)), t€(~c,c)
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oraz warunek x(0) = 6, Niech 61(-a,a) oznacza rodzinq
funkeji x ¢ (=a,a)->B(6,b) rdézniczkowalnych w sposéb cigg-
Ty na odcinku (-a,a) 1 speiniajgcych warunek x(0) =
Rodzine 01(-a,a) bedziemy rozwazali *gcznlie ze standardowsg

norma, ||| okreslona wzorem
x| = sup{fx(t)l : -a<'b<a} + sup{ | x(t)] & -a <t<a}.’

sonwasmy tuta], “e rodzina 01(-a,a) z metryka generowana
prey nowy sza norme¢ jest préestrveniq zupeing, Rozwazmy teraz
produkt kartezjanski przestrzeni C (-a,a) oraz rodziny
C’(]{,Rn).

W produkeie tym wprowadzamy metryke Q okreslong wzorem
e((x,7), (v,6)) = maX{llx-yll , h*(F,G')}

Oczywisdcie produkt 01(—aqaj>‘C(K,Rn) rozwasany z btag metryks,

jest przestrzenia zupeina.

Twierdzenle podane nizej pozwala ocenié wielkodé (w sen-

sie kategorii Baire'a)zbioru FL w produkcie 01(-a,a)"C(K,Rn);

TWIERDZENIE 4:6. 2bidr [],, 0<c <a jest domknigtym
i nipgdzie gestym podzbiorem produktu C (-a,a)"é(K,R )s

Dowéd. Pokazemy najpierw domknlqtosc zbioru FW
iech (xn,Pn), nen, bed21e ciggiem elementdéw zbioru F1
zhiesnym w metryce ¢ do pary (x,F)eC (-a,a) _é(L,R )3

Oznacza to, e lim X, = ‘w przestrzeni 01(-a,a) oraz
' ' N=>oo

n

1im F_ = F  w rodzinie C(X,R™). 2% okreslenia zbioru [,
‘TN =00 ‘ :
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otrzymujemy, Ze
x (t)€ F (t,x (4)) dla t€(-c,c) i

Niech + bedzie dowolnym punktem odcinka (=c,c). Wtedy dla
n—> 00 many xﬂ(f)-ez»:(t-) oraz }':n(t)-——) %x(t), Teraz korzysta-
jac z lematu 2.11 otrzymujemy réwnosdé

Lin B (4,%,(£)) = F(£,x(+)).

T =e>00 ’
Z powyiszych warunkéw oraz z domknigtodci zbloru F(t,x(t))
manmy (lemat 2,12) relacje x(t) € P(t,x(t)), co wobec dowol=
noficl punktu <+ € (-c,c) oznacza, fe (X,F)ijn;.Zbiér M

(o}

jest matem domknicty.

~ Dla zakoriczenla dowodu nalezy jeSZcze,pokazaé réwnosé
int(rk) = . Przypudémy, ze tak nle jest. Istnieja wtedy,

para (x,G)€ nc oraz liczba r» 0 takile, ze
B((x,6),r)ell,.
Warunek ten pociagga za soba inkluzje

B(6,r,)< K(K,R"), gdzie 0Lz, £r:

Otrzymujemy w ten sp036b sprzecznosé z twierdzeniem 4.3
méwiacym, zé rodzinavfi(K,Rn) multifunkeji ciagkych, dla
ktérych zawieranie résniczkowe (1) z warunkiem (2)'nie ma
rozwigzan klasycznych, jest’podzbiorem gestym rodziny
C(K,Rn).'Wykazaliémy zatem réwnosé int (rb) - @, co racz=-
nie'z'domkniQtOéciq zbioru r7c oznacza, %e jest on nigdzie

gesty w produkeie @ (-a,a)* &(x,R™),



AT

WNIOSEK 4:7. 'Korzystajqc 2 twiérdzenia 4.6 otrzymujemy
bezpodrednio, Ze zbidr r] zXosony z par . (K1F3 produkitu
01(-a,a)><é(K,Rn), gdzie x jest rozwiazaniem zawilerania
résniczkowego w pewnym otoczeniu punktu O, jest zbiorem
-pilerwsze]) kategorii Baire‘a typu Fg w produkcie
01(—a,a)’*t(K,Rn); Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze

' O<ecga e
gdzie c przyjmje wszystkie wartodci wymierne z odeinka

(0,a).

lla zakoiiczenie tego rozdziaXu przedstawlmy problem doty-
czacy kategorii Baire a rodziny J{CK,RH). YWydaje sie, ze

prawdziwe Jjest nastepujace twlerdzenied

2k
Rodzina jQ&K,Rn), 0<c <£a, prawych stron zawlerania
réiniczlkowego,majacego rozwigzanle klasyeczne w przedziale
. e . . ’ :
(=c,c), jest zbiorem pierwszej kategorli Baire'a w rodzinie

C(K,Rn) wszystkich ograniczonych multifunkeji ciagiych.
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