PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNEJ] WE WROCLAWIU

Nr 1117 2006
Dydaktyka matematyki

Piotr Dniestrzanski, Jerzy Sacata

Akademia Ekonomiczna we Wroctawiu

KILKA PRZYKLADOW ’
NIESTANDARDOWYCH ROZWIAZAN ZADAN
Z RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

Pomyst wygloszenia tego referatu i napisania na jego podstawie artykutu
zrodzit si¢ podczas dyskusji prowadzonych przez autoréw w przerwach zajgé prze-
prowadzanych na kursach przygotowawczych dla kandydatéw na Akademi¢
Ekonomiczng we Wroclawiu. Wymieniajac poglady na temat przygotowania Kan-
dydatéw, zorientowaliémy si¢, ze w niektérych zadaniach z rachunku prawdopo-
dobiefistwa stosuja oni czesto dziwne i nienaturalne metody rozwiazywania.
Potwierdzeniem tych spostrzezen byla sytuacja, ktéra miata miejsce w lipcu 2005
roku podczas egzaminu wstgpnego na Akademi¢ Ekonomiczng we Wroctawiu.
Jedno (z pigciu) zadan wygladato nast¢pujaco:

Zadanie 1 - (egzamin wstgpny, AE, Wroctaw 2005)
W urnie jest czternascie kul biatych i szes¢ czarnych. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia, ze wsréd losowo wybranych pieciu kul sq doktadnie trzy biale.

Wydawaloby sie, ze jest to standardowe zadanie z kombinatoryki, na kombina-
cje, na zastosowanie symbolu Newtona. Jednak sprawdzajac prace, stwierdzilismy,
ze okolo 30% kandydatéw prébowalo rozwigza¢ zadanie za pomoca tak zwanego
drzewka, rozrysowujac piec¢ etapéw losowania kolejnych kul, a nastgpnie wybiera-
jac ..sciezki” spelniajace warunki zadania. Co ciekawe, wielu z nich uzyskalo w ten
sposéb prawidlowy wynik. Powstat problem, jak te rozwigzania ocenia¢. Formalnie
rzecz biorac, zadanie jest rozwiazane dobrze, ale metoda fatalna. Zwolennikéw
takiej metody mozna natychmiast zapytaé, a co by uczen zrobil, gdyby losowano
50 kul z 70? Komentujac to, W. Rybicki stwierdzil, ze drzewka to plaga szkét
$rednich, ze niektérzy nauczyciele nie ucza zadnych innych metod, widzac w
drzewkach uniwersalny spos6b na ominigcie kombinatoryki, prawdopodobienstwa
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warunkowego, prawdopodobiefistwa calkowitego, niezaleznosci i tym podobnych
spraw stanowiacych przeciez sedno klasycznego rachunku prawdopodobieristwa.

Powyzszy komentarz bardzo dobrze wspétbrzmi z niektérymi tezami tego refe-
ratu. Chcemy w nim bowiem zwréci¢ uwage na kilka zadan, ktére, naszym zda-
niem, sa wymyslane sztucznie tylko po to, zeby zmusi¢ ucznia do stosowania wzo-
ru na prawdopodobienstwo catkowite, wzglednie rysowania drzewka. Podkreslmy
to wyraznie: nie jesteSmy przeciwnikami wzoru na prawdopodobienstwo catkowite
(to byltby absurd!). Nie chcemy réwniez calkowicie potgpiac¢ drzewek, wiedzac, ze
w wielu sytuacjach sa one jedyna rozsadna metoda opisu sytuacji probabilistycz-
nej. JesteSmy natomiast przeciwnikami sztucznego wymyslania probleméw pod
konkretne metody ich rozwiazania, widzac w tym dziatalno$¢ niedydaktyczng i
nienaukowa. W nauce wymysla si¢ rozwiazania do probleméw, a nie odwrotnie.
Wsp6tbrzmi to z tym, co czgsto podkresla A. Smoluk, ze matematyka upraszcza i
jest najkrotsza droga do celu. A kazdy, kto komplikuje rzeczy proste i zmierza do
celu naokoto, uprawia antymatematyke i nalezy z tym walczy¢.

Oto kolejny przyklad. W kazdym podreczniku z rachunku prawdopodobien-
stwa mozna znalez¢ zadanie nast¢gpujacego typu:

Zadanie 2

Z urny, w ktorej znajdujq sie 3 kule biate i 7 czarnych, losujemy 2 kule, a na-
stepnie z nich wybieramy jednq. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowano kule
biatq.

Oczywiscie mozna raz (podkreslmy: jeden raz) pozwoli¢ uczniowi rozwiazaé
to zadanie ,,na piechotg¢”. Oto takie rozwiazanie (rys. 1):
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My jednak pozwoliliby$my uczniowi na powyzsze rozwiazanie tylko po to, aby
zobaczyl on, ze wynik jest taki sam, jakbysSmy t¢ kul¢ losowali bezposrednio
z dziesigciu. Bo przeciez nie moze by¢ inny!!! W ostatecznym rozrachunku,
w sposéb losowy, wybraliSmy jedna kulg z dziesigciu, wsréd ktérych byly trzy
biale. Szansa na biala kulg nie moze by¢ inna niz 0,3. A jesli kto$ si¢ upiera przy
drzewku, to proponujemy rozwiaza¢ kolejne zadanie.

Zadanie 3

Z urny, w ktérej znajdujq sie 3 kule biate i 7 czarnych, losujemy 5 kul, a
nastepnie z nich wybieramy 3. Z wybranych 3 kul losujemy jednq. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze wylosowano kule bialq.

To prawdopodobiefistwo jest wciaz 0,3. Zadanie mozna jeszcze bardziej skom-
plikowaé, méwiac, ze najpierw kule rozmieszcza si¢ losowo w trzech urnach,
nast¢pnie losuje urng, z tej urny wybiera si¢ trzy kule, a z tych trzech jedna. Takie-
go zadania praktycznie nie da si¢ rozwiazac¢ klasycznie, a naszym zdaniem, mozna
wytlumaczy¢ to uczniowi tak, aby rozwiazanie (wynik) zobaczyt od razu.

Konkluzja:
Jezeli wérdd n elementéw jest k wyréznionych, to niezaleznie od mechanizmu
losowania prawdopodobienstwo wylosowania elementu wyréznionego wynosi

k

n

Konkluzja powyzsza jest oczywista, stanowi ona niejako komentarz do kla-
sycznej definicji prawdopodobienstwa.

Przedstawiamy teraz dwa kolejne zadania pochodzace ze zbioru zadan matu-
ralnych (K. Cegietka, J. Przyjemski (1991)).

Zadanie 4

Z zestawu tematéw egzaminacyjnych sktadajqcego sie z 10 tematéw z algebry,
9 tematow z geometrii i 6 tematéw z rachunku prawdepodobienstwa wyjeto losowo
Jjeden temat i nie oglqdajqc go odlozono na bok. Nastepnie przystqpiono do loso-
wania drugiego tematu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze za drugim razem
wylosowano temat z algebry.

Dajemy glowe, ze kazdy uczen (niestety réwniez prawie kazdy nauczyciel)
zaczyna w tym momencie rysowac drzewko (nawiasem méwiac, to drzewko jest na
ogdt niepotrzebnie rozrysowane na trzy galgzie (algebra, geometria i rachunek
prawdopodobienistwa), zamiast na dwie (algebra i reszta)). A przeciez to zadanie
jest identyczne z zadaniem 2, tylko trzeba je przedstawic tak: ws$réd 25 elementéw
jest 10 wyréznionych. Wybieramy z nich 24 (bo przeciez odtozy¢ 1 to wybrac¢ 24)
i z tych 24 wybieramy 1. Obliczy¢ prawdopodobienistwo wylosowania elementu
wyrdznionego. Wynik nie moze by¢ inny jak 10/25, czyli 2/5. Oczywiscie drzew-
kiem uzyskamy ten sam wynik, ale w tym momencie przychodzi nam do glowy
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sytuacja, w ktdrej zadania dotycza siedmiu dzialéw matematyki i najpierw odkiada
si¢ jedno zadanie, potem 3, potem jeszcze 5 i dopiero losuje jedno. Zwolennikom
drzewek zyczymy powodzenia.

W tym momencie nie jest juz trudno przekona¢ uczniéw, Ze teza zawarta
w nastgpnym zadaniu jest oczywista.

Zadanie 5 (K. Cegielka, J. Przyjemski (1991))

W urnie jest m loséw, w tym k wygrywajqcych (m >2 i k < m). Z urny tej jeden
los wyjmuje pierwsza osoba, a nastgpnie 7 pozostalych losow réwniez jeden los
wyjmuje druga osoba. Wykazac, ze prawdopodobienstwa wylosowania wygrywajq-
cego losu dla obu 0s6b sq jednakowe.

Oczywiscie oba te prawdopodobienstwa sa réwne k/m. Kazdy uczen uwierzy,
ze ewentualna trzecia, czwarta i kolejne osoby maja taka sama szans¢ na wygrana.
Idac ,.za ciosem”, zaproponujemy teraz nast¢pujace zadanie:

Zadanie 6

Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno 4 cyfry i uktadajqc je w kolejno-
sci losowania, tworzymy z nich liczbe czterocyfrowq. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze otrzymamy liczbe parzystq.

Niestety, przypuszczalnie dalej b¢dzie problem ze skojarzeniem tego zadania
z poprzednimi. Wielu rozwiazujacych to zadanie na pewno zapyta, czy losowanie
jest ze zwracaniem, czy bez. JesteSmy przekonani, ze odpowiedz: ,,w tym zadaniu
to nie ma znaczenia” zaskoczy nie tylko niejednego ucznia. Oczywiscie, wielu
z nich natychmiast powie, ze jesli losujemy ze zwracaniem, to prawdopodobieii-
stwo wylosowania za czwartym razem liczby parzystej (a przeciez do tego sprowa-
dza si¢ to zadanie) jest takie samo jak za pierwszym razem, czyli 3/7. A jesli losu-
jemy bez zwracania? To tez 3/7. Bo przeciez jest 7 elementéw, 3 wyrdznione,
odkladamy jeden, potem drugi, potem trzeci i losujemy jeden. Mozna tez uzy¢
innego argumentu: na poczatku eksperymentu kazda liczba ma jednakowa szanseg,
by by¢ losowana jako czwarta, wigc szansa na parzysta jest 3/7.

Oto kolejny przykiad zadania, gdzie mozna odejs¢ od zmudnych rachunkow:

Zadanie 7

Na loterii jest T losow wygrywajqcych, 10 przegrywajqcych i 2 dajgce prawo
ponownego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo, e kupujqc jeden los,
wygramy (przy zalozeniu, ze wykorzystujemy prawa do ewentualnych kolejnych
losowan).

To zadanie réwniez mozna pozwoli¢ rozwiaza¢ uczniom przez klasyczne
drzewko (w — los wygrywajacy, p — los przegrywajacy, sz — los dajacy prawo po-
nownego losowania).
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Rys. 2. llustracja graficzna do zadania 7
Zrédto: opracowanie wlasne.
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My jednak pozwolilibysmy uczniom na rozwigzanie ,klasyczne” tylko po to,
zeby zobaczyli, ze rozwiazanie jest trywialne. Gdyby nie mogli tego zobaczy¢, to
zadalibysmy im zadanie domowe, w ktérym los6w dajacych dodatkowa szansg jest
50. Po takiej modyfikacji na og6t styszy si¢ poprawng odpowiedz: Te losy nie majq
znaczenia i prawdopodobienstwo jest takie, jakby ich wcale nie byto! A tym, ktd-
rzy ciagle nie sa przekonani, proponujemy nast¢pujaca ,,obrazkowa” ilustracje
zjawiska. Wyobrazmy sobie, ze mamy urng, losy wygrywajace to kule biale, prze-
grywajace — czarne, a losy dajace dodatkowg szans¢ to takie kulki, ze jak si¢ je
chwyci w celu wyciagnigcia, to pekajq i znikaja jak banka mydlana. I tych baniek
jest bardzo duzo. Wkiladamy r¢ke do takiej urny i prébujemy wyciagnac kulg.
Pewnie pierwszych kilka (a moze kilkanascie) pierwszych nam pg¢knie. Ale wresz-
cie trafimy na taka, ktéra nie pgka. Czy wazne jest za ktérym razem? Nie!!! Ekspe-
ryment si¢ skonczy w momencie trafienia jednej z 17, ktérg da si¢ wyjaé. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula biata? 7/17 i inne by¢ nie moze.

Zauwazmy jeszcze, ze ostatnie zadanie to przepis na atrakcyjna loteri¢. Z do-
swiadczenia wiemy, ze ten przyklad tez pozwala stuchaczom zrozumie¢ istotg zja-
wiska. Wyobrazmy sobie, Ze organizujemy loteri¢. Przygotowujemy 500 loséw po
zlotéwce, z ktérych niektére wygrywaja (powiedzmy od 10 do 50 ztotych), reszta
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przegrywa, ale wszystko jest tak skalkulowane, ze jak sprzedamy wszystkie, to co$
zarobimy. Nastepnie dodajemy do naszej loterii np. 3000 loséw, ktére kosztuja
zlotéwke i wygrywaja ztotowke. Te pekajace kulki sa tymi losami dajacymi dodat-
kowa szanse, bo kazdy z graczy w takie) sytuacji prosi o dodatkowy los. Stuchacze
czuja, ze te losy sa bez znaczenia, ze szanse na wygrang si¢ przez nie nie zmienia-
ja, a my i tak swoje zarobimy. Losy te maja jednak ogromne znaczenie psycholo-
giczne. Dzigki nim loteria bedzie bardzo atrakcyjna, bo wielu uczestnikéw za jedna
ztotéwke, bedzie mialo szans¢ wielokrotnego losowania, co ostodzi im to, ze w
koricu pewnie i tak przegraja. Wigc moze kupia kolejny los.

Jako ciekawostke podajemy jeszcze na koniec rozwigzanie zadania 4 z ksigzki,
z ktérej zostato ono zaczerpnigte (K. Cegietka, J. Przyjemski (1991)). Rozwiazanie
to przedstawiamy jako przyklad, ktérego nie polecamy nasladowaé. Zwlaszcza, ze
we wspomnianym zbiorze (i we wszystkich innych, ktére przegladne¢lismy) nie ma
stowa o innych metodach rozwigzywania tego typu zadan.

Ze zbioru 25 tematow losujemy bez zwracania dwa tematy i interesujemy sie
ich kolejnosciq. Za zbior zdarzen elementarnych Q przyjmujemy zbior wszystkich
réznowartosciowych ciqgow dwuwyrazowych o wyrazach nalezqcych do zbioru 25
tematow. _

Zatem Q =125-24 =600. Uznajemy wszystkie zdarzenia elementarne za jedna-
kowo prawdopodobne. Oznaczamy przez B zdarzenie polegajqce na wylosowaniu
za drugim razem tematu z algebry, przez C —zdarzenie polegajqce na wylosowaniu
obu tematow z algebry, przez D — zdarzenie polegajqce na wylosowaniu za pierw-
szym razem tematu z geometrii lub rachunku prawdopodobienstwa i za drugim
razem tematu z algebry.

Mamy:

B=C+D=10-9+(9+6)-10 =240
i ostatecznie

Whioski koncowe

Celem artykutu byto zwrécenie uwagi na pewne (naszym zdaniem) mankamen-
ty nauczania rachunku prawdopodobiefistwa na poziomie szkoly sredniej. Byc
moze nie zabieralibysmy glosu w tej sprawie, gdyby nie swiadomos¢ duzej szko-
dliwosci niektdrych ,technik dydaktycznych” wykorzystywanych od wielu lat na
tym poziomie nauczania. O tym, jak mocno sa one zakorzenione, $wiadczy fakt, ze
nie trafiliSmy na Zaden podrecznik lub zbiér zadan, w ktérym byloby chocby
wspomniane o mozliwym innym spojrzeniu na omdéwione przez nas zagadnienia
rachunku prawdopodobienstwa. Nie rozwodzac si¢ zbytnio nad potencjalnymi tego
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konsekwencjami dla uczniéw (skutki sa az nadto widoczne chociazby przy okazji
sprawdzania egzaminéw wstepnych), sugerujemy, ze by¢ moze szansa na korektg
sa kursy odpowiednich przedmiotéw na studiach wyzszych.
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SOME NON-STANDARD EXAMPLES
OF TASKS SOLUTION OF PROBABILITY CALCULUS

Summary

The authors present and analyse atypical solutions concerning probability calculus in secondary
schools and basic course at economic universities. They also mention their influence on understand-
ing of discussed problems by students of different types of schools.
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