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1. Wstep

Duza czes¢ rozwazan ekonomii matematycznej zajmuje dynamika gospodar-
cza. Przy formalnym przedstawianiu modelu dynamicznego mamy mozliwos¢
wyboru, gdyz mozna go sformutowaé w kategoriach ciagtych lub okresowych. W
analizie ciaglej czas zmienia si¢ w sposéb ciagly i przyjmuje sig, ze kazda zmienna
jest ciagta i r6zniczkowalng forma czasu. Warunki modelu dynamicznego redukuja
si¢ wéwczas do réwnania rézniczkowego. W analizie okresowej strumiefi czasu
jest podzielony na kolejne okresy o statej dlugosci przyjetej jako jednostke czasu
i wtedy warunki modelu dynamicznego redukuja si¢ do réwnania wzgledem wy-
branej zmiennej, czyli do réwnania réznicowego. Z tego wzgledu badania dynami-
ki ekonomicznej skupiaja si¢ w dwéch nurtach. Pierwszy nurt tworza prace ukazu-
jace zastosowanie rownan rézniczkowych (R.G.D. Allen (1961), (1975); J.M. Blatt
(1983); R.C. Hilborn (1994); A. Medio, G. Galo (1992); H.G. Schuster (1995)).
Drugi nurt wyznaczaja prace wykorzystujace do opisu dynamiki ekonomicznej
réwnania réznicowe.

W przypadku zastosowan réwnan réznicowych w ekonomii najczgsciej spotyka
si¢ ich liniowe postacie (R.G.D. Allen (1961), (1975); G. Gandolfo (1971);
S. Goldberg (1960)). Wynika to z fatwosci rozwiazania i interpretacji wynikéw.
Nalezy jednak pamigtaé, ze ogdlnie uporzadkowane uklady liniowe s3 anormalne.
E. Fermi wykrzyknal pewnego razu: ,,Nie jest powiedziane w Biblii, ze wszystkie
prawa przyrody s3 wyrazalne réwnaniami liniowymi™'.

! Feremi cytowany w pracy S.M. Ulam (1976).
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Odkrycie nowych praw matematycznych oraz wzrastajaca zdolnos¢ oblicze-
niowa w ostatniej dekadzie doprowadzily do wzrostu zainteresowania nieliniowy-
mi modelami dynamicznymi, takze tymi w postaci dyskretnej (J. Benhabib,
R.H. Day (1982); R. Day (1983); G. Chen, X. Dong (1993); J.M. Grandmont
(1986); T. Puu (1993); H. Zawadzki (1996) i wielu innych), ktérych zachowanie
jest jakosciowo odmienne od przebiegu obserwowanego w modelach liniowych.

Niniejsza praca jest propozycjq rozszerzenia tematyki zaje¢ z ekonomii mate-
matycznej o analiz¢ modeli ekonomicznych opisanych nieliniowymi réwnaniami
réznicowymi’. Za wyborem tym przemawia przede wszystkim fakt, Zze jednostki
gospodarcze mys$la i planuja w kategoriach okresowych, takze dane empiryczne
maja zazwyczaj posta¢ okresowa, natomiast tak jak wspomniano wczesniej, rze-
czywisto$¢ nie zawsze ma charakter liniowy.

2. Dynamika nieliniowych rownan réznicowych pierwszego rz¢du

W ostatnich latach z pomoca w rozwigzywaniu i okreslaniu warunkéw zacho-
wan dynamicznych nieliniowych réwnan réznicowych przyszla teoria chaosu, a
dokladniej teoria bifurkacji. Migdzy innymi dzieki definicji bifurkacji lokalnych
(S.N. Elaydi (1999); HW. Lorenz (1989) i inni) mozna przeprowadzi¢ w sposéb
analityczny analiz¢ dynamiki dla nieliniowych modeli r6znicowych.

Rozwazmy réwnanie réznicowe pierwszego rz¢du jako najprostszy rodzaj
uktadu dynamicznego:

y1+|=f(y,)' (l)
Dla pewnej wartosci poczatkowej y, chcemy znaé rozwdj procesu opisanego
wzorem (1) dla t — oo

{Yor oo Yo o Y = {000 £ £ O )

zwanego w literaturze trajektoriq czy tez sciezkq czasowq (A.C. Chiang (1994)).
Sciezka czasowa, jakiej szukamy dla réwnania rézmicowego, powinna by¢
funkcja zmiennej ¢, ktéra jest zgodna z danym réwnaniem réznicowym i jego wa-
runkami poczatkowymi. Procz tego nie moze zawiera¢ zadnych wyrazen réznicowych.
Do zbadania dynamicznych wtasnosci réwnania logistycznego, a takze dla in-
nych réwnan tego typu postuzymy si¢ nast¢pujaca definicja:

Definicja
Niech f: R — R bedzie funkcja jednoparametrowa oraz pierwszego rzadu:
Yo = f (v, @), YER, acR. Q)
Punkt y", bedacy rozwiqzaniem réwnania
y =fy.a),

nazywany jest punktem rownowagi lub punktem stacjonarnym réwnania (2).

2 Ograniczajac si¢ jednak do réwnan r6znicowych rz¢du pierwszego.
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Dodatkowo jest on stabilnym punktem réwnowag, gdy zachodzi warunek:
FOO)
dy

Rozwazania analogiczne do definicji bifurkacji lokalnych proponuja takze me-
tody numeryczne.

Kazdy z omawianych przez nas modeli moze by¢ opisany jako

XHI:(D(XI)' (4)
gdzie @ jest funkcja nieliniowa; zaleznosé (4) nosi nazwe metody iteracyjnej jed-
nopunktowej (G. Dahlquist, A. Bjorck (1983)). Zgodnie z nia, jesli istnieje rozwia-
zanie réwnania (4), to zachodzi
limX, =c, limX, =c,

19 1o

<l. 3

czyli
X =o(X), Q)
w wyniku ktérego otrzymamy punkty réwnowagi c;.

Proces zbieznosci z otrzymanymi rozwigzaniami bgdzie nastgpowat wtedy, gdy
spetniony zostanie warunek:

[®(c)| <1. (6)
Przy czym dla 0 < ®(c,) <1 zbieznoé¢ do punktu réwnowagi bedzie miata charak-
ter asymptotyczny, adla —1 < ®'(c,) <0 oscylacyjny.

Aby zilustrowaé zastosowanie powyzszych definicji zostana one wykorzystane
do analizy zachowan dynamicznych’® dla jednego z modeli ekonomicznych
opisanych nieliniowym réwnaniem réznicowym, mianowicie dla modelu Stutzera
(H.W. Lorenz (1989)).

Model Stutzera byl jednym z pierwszych w ekonomii, dzig¢ki ktéremu mozna
bylo §ledzi¢ dynamike chaotyczna (M.J. Stutzer (1980)). Stutzer podkreslit réznice
pomig¢dzy systemami dynamicznymi dla czaséw ciaglego oraz dyskretnego. Roz-
wazyl on nieliniowy model cyklu wzrostu przedstawiony wczesniej dla czasu cia-
glego przez Haavelmo (T. Haavelmo (1954)) z:

Y=KN*, K>0, O<ax<l @)
jako funkcja produkcji ze stalym zapasem kapitatu. Dodatkowo zatozyl, ze stopa
wzrostu zatrudnienia opisana jest jako:

N N
—=a-f—, a, >0, 8)
N 'BY d

czyli stopa wzrostu wzrasta, gdy wzrasta produkt (dochéd) na glowe.

3 Analiz¢ ograniczono do analizy dynamiki, pominigto za$, ze wzglgdu na ograniczenie wielko-
$ci pracy, dodatkowe analizy ekonomiczne.
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Laczac (7) i (8) oraz zastgpujac operator rézniczkowy przez skonczong réznicg

(I;I przez N,,, — N,), otrzymujemy nieliniowe réwnanie réznicowe rzgdu pierw-
szego, opisujace zachowanie si¢ w czasie zatrudnienia:
N 2-a
N.,=(1+a)N -8 K . )
Przeprowadzenie analizy dynamicznej dla powyzszego réwnania (9) pozwoli
okresli¢ optymalne zatrudnienie, jest to jednak klopotliwe dla powyzszej postaci,
dlatego za pomocq transformacji:

1

K(1+ @)\
N, = ((—)) X, (10)
B

mozna zapisa¢ réwnanie (9) jako:
x,=(1+a)x (1-57), (11)
1
K(l+a)) -«
gdzie: x, = N, (MJ .
B

Réwnanie (11) jest nadal nieliniowym réwnaniem réznicowym rz¢du pierw-
sZego, a jego posta¢ umozliwia dalszg analiz¢ dynamiczna.

Aby znalez¢ stan réwnowagi oraz przedzialy, w ktdrych nastgpuje zbieznos¢
do stanu réwnowagi, postuzymy si¢ wlasnosciami bifurkacji lokalnych. Za para-
metr decyzyjny, od ktérego uzaleznione bgdzie zachowanie sciezki czasowej
przyjmiemy a.

Niech

D(x) = (1+a)x(1-x"). (12)

Rozwiazujemy réwnanie:

®(x) = x, czyli (l + a)x(l—x"“) =x,

w wyniku rozwigzania ktérego otrzymujemy dwa punkty réwnowagi:
I

¢ =0, c. :(L) |
1+«

W dalszych rozwazaniach pomijamy rozwiazanie trywialne co. Nastgpnie ba-
damy zbiezno$¢ réwnania (12) z punktem réwnowagi c,. Zgodnie z definicja bifur-
kacji lokalnych musi by¢ spetniony warunek: |<I>'(cI )| <1, z rozwiazania ktérego

. . . . 2
wynika, Ze ¢, jest stabilnym punktem réwnowagi, gdy ae (O, :|, przy czym

—a
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1

l-a

dla ae (0, ] jest to asymptotycznie stabilny punkt réwnowagi, natomiast

dlace ( :| , zbieznos¢ do ¢, przyjmuje postaé oscylacyjna.

l-a l-a
Dla lepszego zilustrowania zachowania modelu mozna postuzy¢ si¢ jednoczes-
nie podejsciem graficznym. Niech parametr a = 0.2, natomiast poczatkowa wartos¢
xp = 0.6.
Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami stabilnym punktem réwnowagi réwnania
10
. a 8
(12) jest ¢, = (1—) , dla parametru a € (0, 2.5). Przy czym dla ae (O, 1.25]
+a
zbiezno$¢ z poziomem réwnowagi ma charakter jednostajny, natomiast dla
a e (1.25, 2.5] oscylacyjny.

Rysunki 1-3 obrazuja tempo oraz rodzaj zbieznosci (zbiezno$¢ jednostajna lub
oscylacyjng) do poziomu réwnowagi w zaleznosci od wartosci parametru a. Za-
chowanie w czasie réwnania (12) przedstawione na tych wykresach potwierdza
prawdziwos¢ wynikéw uzyskanych droga analityczna.
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Rys. 1. Zbieznos¢ ze stanem réwnowagidla a = 1.1
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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0.5 s i i
o =

0 02 0.4 0.6 03 1
X

) Rys. 2. Zbieznos¢ ze stanem réwnowagi dla o = 1.254
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Zbieznos¢ do stanu réwnowagi dla o = 1.7

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Warunkiem osiagnigcia przez model poziomu réwnowagi bylo a < 2.5 przy usta-
lonych wielkosciach pozostatych parametréw. Mozna zada¢ wigc pytanie, co sig stanie,
gdy parametr a przekroczy t¢ warto$¢? Okazuje si¢, ze gdy parametr dalej rosnie, war-
tos¢ naszej funkcji zaczyna przeskakiwa¢ migdzy dwoma poziomami, cyklicznie. Im
bardziej rosnie parametr, tym podwojenia pojawiaja si¢ coraz szybciej, a co za tym
idzie, model zaczyna osiaga¢ nieskonczong liczbg réznych wartosci. Zachowanie mo-
delu przechodzi wigc w zachowanie chaotyczne, ktdrego nie mozemy obserwowaé w
przypadku liniowych réwnan réznicowych. Omawiane zachowania przedstawiaja

ponizsze rysunki.
ot b E R T
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Rys. 4. Zachowanie x,,; = (1 + @) x(1 — x, * dla @ = 2.54 (2-cykl)
Zr6dto: opracowanie wiasne.
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Rys. 5. Zachowanie x,,; = (1 + a) x(1 — x:_a dla a = 3.06 (4-cykl)

Zr6dio: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Zachowanie x,,; = (1 + a) x(1 — x:_" dla a = 3.33 (oscylacje wybuchowe — chaos)
Zr6dlo: opracowanie wlasne.

Kolejne zmiany zachowania $ciezki czasowej funkcji x,, =(1+a@)x(1—-x ")
w zaleznosci od parametru a obrazuje diagram bifurkacyjny (rys. 7).
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Rys. 7. Diagram bifurkacyjny dla x,,, = (1 + a) x,(1 - x,'_" ze wzgledu na zmiang parametru a
Zrédlo: opracowanie wiasne.

3. Podsumowanie

Wraz z pojawieniem si¢ przedstawionych w pracy definicji coraz czesciej
zaczeto przeprowadza¢ analizy zachowan nieliniowych modeli ekonomicznych,
takze dla ich postaci dyskretnej. W literaturze mozemy spotka¢ migdzy innymi
rozwazania dla takich modeli, jak: model logistyczny Roosa, model logistyczny
Mansfielda, model logistyczny Verhulsta-Maya (J. Creedy, V.L. Martin (1994)),
nieliniowy model pajeczyny (M. Jarsulic (1983)), konkurencyjny brak réwnowagi
oraz finansowe sprzg¢zenie zwrotne (M. Kopel (1996)), neoklasyczny model wzro-
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stu (M. Guzowska, S. Grzesiak (2001); H.W. Lorenz (1989)), model Stutzera
(M. Guzowska (2002); W.H. Lorenz (1989)) i wiele innych.

Wprowadzenie rozwazan dotyczacych tego typu modeli w zakres ekonomii
matematycznej wydaje si¢ by¢ celowe z kilku wzgledéw: po pierwsze pokazuja
one zachowanie zgota odmienne od tych prezentowanych przez liniowe réwnania
réznicowe, ponadto opisuja i pomagaja zrozumie¢ takie zagadnienia jak: teoria
popytu, teoria produkcji, zagadnienie réwnowagi ogodlnej czy wzrostu gospo-
darczego. Dodatkowo znajomos¢ zachowania modeli opisanych nieliniowymi réw-
naniami réznicowymi to takze punkt wyjscia do rozwazan, takich jak: kontrola
zachowan chaotycznych (G. Chen, X. Dong (1993); E. Ott, M. Spano (1995);
T. Shinbrot, E. Ott, C. Grebogi, J.A. Yorke (1990)) rozwazanych takze dla zjawisk
ekonomicznych (M. Kopel (1996)) czy tez analizy zachowan dla tego typu modeli
o wigkszej liczbie parametréw decyzyjnych (M. Guzowska (2004)).
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DISCRETE CHAOS IN ECONOMIC SYSTEMS

Summary

Considerations presented in paper referring to the dynamic models described by difference equa-
tions are focussed on their non-linear form. Discovery of new mathematical laws and increasing
numerical capabilities in the last decade caused increase of interest in non-linear dynamic models,
which behaviour differs from behaviour of linear models. The non-linear models apart from the dy-
namic analysis allow observing chaotic behaviours that are generated by them. Also, economists
noticed that introduction of non-linearity allows better presentation of issues that cannot be explained
by means of the simple models. The goals of the paper were: collecting of economic models de-
scribed by non-linear difference equations, presentation of methods of analysis of dynamics for non-
linear difference equations, application on above-presented methods in analysis of dynamic properties
of discussed models. indication of usefulness of methods of analysis of dynamics for non-linear dif-
ference equations at trials of use of methods of control of behaviour of chaotic models.

The paper presents cause-effects relationships P-S-R, its particular modifications and sustainable
development rules as a pillars of sustainable development indicators system. Another structure of
indicators were presented in this study. The example of air quality indicators are included.



	DYSKRETNY CHAOS W SYSTEMACH EKONOMICZNYCH
	1. Wstęp
	2. Dynamika nieliniowych równań różnicowych pierwszego rzędu
	3. Podsumowanie
	Literatura

