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WYBRANE POJECIA MATEMATYCZNE
I ICH INTERPRETACJE W EKONOMII

1. Wstep

Narzedzia matematyczne maja szerokie zastosowanie w réznych dziedzinach
nauki. Dlatego tez studenci kierunkéw ekonomicznych, aby méc si¢ nimi postugi-
waé, uczestnicza w cyklu wyktadéw i ¢éwiczen z matematyki i przedmiotéw
pokrewnych, takich jak ekonomia matematyczna, matematyka finansowa, badania
operacyjne, matematyka dyskretna itp. Wazne jest, aby przedstawiajac pojgcia
matematyczne, wskazywaé ich uzytecznos¢ i bezposrednio nawiazywaé do pro-
stych modeli ekonomicznych. Tak ukierunkowany proces nauczania wiedzy mate-
matycznej pozwala stuchaczom lepiej zrozumie¢ sens opanowywania niejedno-
krotnie trudnego materiatu i budowac pozytywna motywacj¢ do pracy. Celem arty-
kutu jest wigc przedstawienie wybranych poje¢ matematycznych i ukazanie moz-
liwosci ich zastosowan w ekonomii i naukach jej pokrewnych.

2. Funkcje i rekurencja a cena réwnowagi

Jednym z podstawowych pojeé matematyki jest funkcja. Za pomoca funkcji
przedstawia si¢ wiele zaleznosci wystgpujacych w réznych dziedzinach zycia.
Wprowadzajac pojecie funkcji, przedstawia si¢ jej rodzaje, podaje si¢ najwazniej-
sze wlasnosci oraz terminy pokrewne. Chcac ukaza¢ zastosowanie niektérych z
nich w omawianym kontekscie, nalezatoby przytoczy¢ pojecia: funkcji, injekcji,
surjekcji, funkcji odwrotnej, ztozenia funkcji (superpozycji), funkcji liniowej, cig-
goéw liczbowych, ciagu i szeregu geometrycznego itp., jednak ze wzgledu na ich
elementarnos¢ nie zostanie to uczynione. Podane zostanie natomiast okreslenie
ciagu zdefiniowanego rekurencyjnie.
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Definicja 1. Méwimy, Ze ciag zdefiniowany jest rekurencyjnie, jesli:

(1) Okreslony jest pewien skonczony zbiér wyrazéw ciagu, zazwyczaj pierw-
szego lub kilku poczatkowych.

(2) Pozostale wyrazy ciagu zdefiniowane sa za pomoca poprzednich wyrazéw
ciagu.

Wzér definiujacy ciag w powyzszy sposéb nazywa si¢ wzorem, réwnaniem lub
zaleznos$ciq rekurencyjng.

Sformulowany jest nastgpujacy problem: dana jest funkcja popytu i podazy
pewnego towaru, nie bedacego artykulem pierwszej potrzeby. Przy danych funk-
cjach popytu i podazy mozliwe jest wyznaczenie ceny réwnowagi. Na skutek
czynnikow zewngtrznych nastgpuje wzrost ceny. Jak zareaguje rynek?

Powyzszy problem dotyczy zagadnienia réwnowagi rynkowej. Réwnowaga na
rynku okreslona jest przez ceng réwnowagi x, osiagana w punkcie przecigcia krzy-
wej popytu i podazy. Oznacza to, ze podaz jest rozdzielona migdzy konsumentéw,
ktérzy sa w stanie zaplaci¢ za towar ceng x,. Jezeli cena wzrasta, nastgpuje spadek
popytu i wzrost podazy — pojawia si¢ nadwyzka podazy nad popytem. Jezeli cena
jest nizsza niz cena réwnowagi, wyst¢puje nadwyzka popytu nad podaza. Obydwie
te sytuacje (stany nierbwnowagi) nie sa jednak w gospodarce rynkowej dlugotrwa-
te. Nadwyzka podazy nad popytem wptywa na obnizenie ceny, spadek ceny powo-
duje natomiast wzrost popytu, ale ogranicza podaz. Z kolei nadwyzka popytu nad
podaza oznacza wzrost ceny, co zmniejsza popyt oraz zwigksza podaz, powodujac
nadwyzke podazy nad popytem itd. W rozumowaniu tym zaklada sig, ze krzywe
popytu i podazy nie zmieniajg swego polozenia, a przemieszczanie si¢ wzdluz tych
krzywych powoduje jedynie zmieniajaca si¢ cena (na podstawie M. Nasitowski
(1996)).

Zaprezentowane wyzej wspodlzaleznosci wyjasniaja, jak zmieniajaca si¢ cena
ksztattuje proces dostosowawczy popytu i podazy do réwnowagi rynkowej. Wyko-
rzystujac wspominane wyzej pojecia matematyczne, mozna dokonac ilosciowej
analizy rozwazanego problemu (na podstawie R.G.D. Allen (1975), T. Bednarski
(2004), A.C. Chiang (1994), A. Ostoja-Ostaszewski (1996)).

Przykiad 1
Dana jest funkcja popytu d(x) = -% ~x ipodazy s(x)= x_20’6 pewnego towa-

ru, gdzie x oznacza cen¢ jednostkowa (wartosci funkcji popytu i podazy odnosza
si¢ do setek tysigcy sztuk). Wyznaczy¢ ceng réwnowagi tego artykutu z przedziatu
(0,5; 1,5) i przedstawié zachowanie si¢ rynku, jezeli cena wzrosnie do xo = 1,5 zt.

Ceng¢ réwnowagi wyznacza si¢, przyréwnujac funkcje podazy i popytu. Uzy-
skana cena to 1,2 zi, dla ktérej podaz wynosi s(1,2) = 0,3.

Jezeli cena wzrosnie do 1,5 zl, to zgodnie z prawem podazy (danym funkcja s),
producenci zwigksza produkcje do wielkosci s(1,5) = 0,45. Konsumenci, zgodnie z
funkcja popytu, wykupia towar, lecz po cenie d ~'(0,45) = 1,05 (funkcja odwrotna
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do funkcji popytu d ' przedstawia ceng w zaleznosci od wielkosci popytu). Cena na
takim poziomie spowoduje spadek podazy do wartosci s(1,05) = 0,225, a to z kolei nie
zaspokoi popytu konsumentéw i cena towaru ponownie wzrosnie do poziomu
d'(0,225) = 1,275 itd. Wzajemne oddziatywanie na siebie producentéw i konsumen-
tow doprowadza do uzyskania nastgpujacego ciagu cen: 1,5; 1,05; 1,275; 1,1625;
1,21875; 1,190625; 1,204688; 1,197656; 1,201172; 1,199414; 1,200293; 1,199854;
1,200073; 1,199963; 1,200018; 1,199991; 1,200005; 1,199998; 1,200001; 1,199999".

Wartosci cen zbiegaja do wyznaczonej na poczatku ceny réwnowagi. Ksztat-
towanie si¢ ceny réwnowagi obrazuje rys. 1.

Ksztatowanie si¢ ceny r6wnowagi
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Rys. 1. Ksztattowanie si¢ ceny réwnowagi
Zré6dlo: opracowanie wiasne.

Rysunek 2 przedstawia nastgpujace po sobie etapy dostosowywania si¢ rynku do
zaistnialej sytuacji, w ktorej cenie 1,5 zt odpowiada warto$¢ podazy 0,45, popytowi
na poziomie 0,45 odpowiada cena 1,05 zl, cena ta obniza nast¢pnie podaz do war-
tosci 0,225, co z kolei powoduje wzrost ceny do wartosci 1,275 itd.
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Rys. 2. Model przedstawiajacy proces zmian rynkowych

Zr6dio: opracowanie wlasne.

! Przedstawiono pierwszych 20 wartosci.
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Model ukazujacy proces stabilizowania si¢ rynku przedstawiony na powyz-
szym rysunku nazywa si¢ modelem pajeczynowym.

Analityczne uj¢cie powyzszej sytuacji wymaga podania funkcji, wedtug ktorej
ceny zbiegaja do ceny réwnowagi. Po wzroscie ceny towaru, na skutek oddzialy-
wania czynnikéw zewnetrznych, zmienila si¢ podaz, a ta z kolei pociagneta za soba
kolejng zmiane ceny. Cena zmienita si¢ z xo do fxg) = d s(xo) (zgodnie z prze-
prowadzona wczesniej analiza).

W rozwazanym przykladzie funkcja f przyjmie postaé¢

F)=d " (s(x) = 1,5 - 2220 2_1

=1L8-0,5x=—-—1x.
5 2
Proces dostosowywania si¢ rynku zobrazowa¢ mozna poprzez wielokrotne
skiadanie funkcji f ze soba lub za pomoca liniowego réwnania rekurencyjnego
Xp = 1,8-0,5x,, dla xo = 1,5. Dzigki takiemu ujgciu ciag cen zapisa¢ mozna
nast¢pujaco:

9 1
X1 =f(xo)=___xoa
5 2

9 1{9 1 9 1 1
x2=f(f('x0)) =_——(__—xo)=_(1__j+—xo’
5 2 5

9 1[9( 1) 1 of 1 1) 1
x3 = f(f(f(x,)) =———[—(l——)+—xo:|=—(l——+—J——xo,
s 20sU 2/ 4] sU 274) 8

9 1|9 1 1 1 9 I 1 1 1 .
Xa=f(f(f (%)) =———[—(1——+—)——x0:|=—(l——+———)+—xo itd.
5 2L5 8 5 2 4 8

Obserwujac wartosci ciagu, wnioskowaé mozna, ze n-krotna superpozycja
funkcji f przyjmie postaé

9 1 1y " LY
fo.of(x)=— 1+(——) (——) +...+(——) +(——) X,
— ¥ s 2 2 2 2) "
n razy
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest suma ciagu geometrycznego o
pierwszym wyrazie a, = | i ilorazie g = —-5—. Jezeli wigc n dazy¢ bedzie do nie-
skoficzonosci, wéwczas mamy do czynienia z szeregiem geometrycznym i sume¢ w

nawiasie mozna zapisac, korzystajac ze wzoru na sumg szeregu geometrycznego, a

M n a » ’ r - . -
wyrazZenie (—%) X,, gdy n dazy do nieskonczonosci, zmierza do zera. Otrzymuje

sie zatem

9 1 6
0...0 - 1+—|== =1,2.
fouwe f)— 2:(192) S

n—es
n razy

Rekurencyjny ciag cen, ktory obrazuje proces stabilizacyjny rynku, zmierza do
ceny réwnowagi niezaleznie od ceny xo.
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3. Elementy teorii graféow a planowanie tras

W przypadku wielu zagadnien praktycznych istotnym narzedziem opisu zjawi-
ska sa grafy. Na bazie teorii graféw rozwiazywa¢ mozna wiele probleméw z roz-
nych dziedzin nauki, takich jak chemia, genetyka, lingwistyka, elektronika, socjo-
logia itp. Szerokie zastosowanie tej teorii widoczne jest takze w ekonomii i
naukach jej pokrewnych. Aby méc wykorzysta¢ te teori¢ do zadan praktycznych,
niezbgdne jest wprowadzenie elementarnych pojg¢é. Ponizej podano kilka istotnych
definicji i twierdzen (na podstawie J. Abtowa i in. (2002), J. Piszczata (1998),
K.A. Ross, C.R.B. Wrigt (2003), T. Sawik (1998), R.J. Wilson (2004)).

Definicja 2

Graf nieskierowany G to para zbiorow (V(G), E(G)), gdzie: V(G) — niepusty
zbidr wierzchotkow grafu G, a E(G) to zbidr nieuporzadkowanych par wierzchol-
kéw zwanych krawedziami grafu.

Definicja 3

Ciag krawedzi w grafie, ktére tacza si¢ ze sobg nazywamy drogg.

Definicja 4

Jesli w drodze wierzchotek poczatkowy pierwszej krawedzi pokrywa si¢ z wierz-
chotkiem koncowym ostatniej krawedzi, to drogg taka nazywamy drogq zamknigtq.

Definicja 5

Droge nazywamy drogq prostq, jesli wszystkie jej krawedzie sa rozne (na pod-
stawie R.J. Wilson (2004)).

Definicja 6

Zamknigta droge prosta, ktérej ciagiem wierzchotkdw jest ciag xx;... XX
nazywamy cyklem, jesli wierzchotki xy, x5, ... x, sa réZne.

Definicja 7

Graf jest spdjny, jesli kazda para réznych wierzchotkéw jest potaczona droga w
tym grafie.

Definicja 8

Grafem z wagami (grafem obciqzonym) nazywamy graf spéjny, w ktérym kaz-
dej krawedzi przyporzadkowano pewna liczbg¢ nieujemna. Liczbe przypisana kra-
wedzi nazywamy waggq tej krawedzi.

Definicja 9

Stopien wierzchotka V to liczba dwuwierzchotkowych krawedzi z V jako
jednym z wierzchotkéw, plus podwojona liczba petli o wierzchotku V (czyli kra-
wedzi VV).

Definicja 10

Cyklem Eulera w grafie nazywamy zamknigta droge, ktéra przechodzi przez
kazda krawedz dokladnie jeden raz. Ogdlniej, droga prosta zawierajaca wszystkie
krawedzie grafu G nazywana jest drogq Eulera w G.
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Twierdzenie 1 (Eulera)

Graf spéjny G zawiera cykl Eulera (jest tzw. grafem eulerowskim) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy stopien kazdego wierzchotka grafu G jest parzysty.

Twierdzenie 2

Graf spdjny G, majacy dokfadnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego, ma
drogg Eulera.

Algorytm Fleury’ego (wyznaczania drogi lub cyklu Eulera)

1. Wybieramy dowolny wierzchotek V nieparzystego stopnia, jesli taki istnieje.
W przeciwnym przypadku wybiera si¢ dowolny wierzchotek V.

2. Jesli z wierzchotka V nie wychodzi zadna krawedz, algorytm jest zakonczony.

3. Jesli pozostala doktadnie jedna krawedz wychodzaca z wierzchotka V do np.
wierzchotka W, usuwamy t¢ krawedz i przechodzimy do punktu 5.

4. Jesli zostala wiecej niz jedna krawedz wychodzaca z wierzchotka V, wybie-
ramy taka krawedz wychodzaca z wierzchotka V do W, po usunigciu ktérej graf
pozostanie sp6jny; usuwamy t¢ krawedz’.

5. Wierzchotek W traktujemy jako poczatkowy i przechodzimy do kroku 2.

Sformutowany jest nast¢pujacy problem: wyznaczy¢ trasg, po ktdrej nalezy sig
poruszac tak, aby przej$¢ kazda z ulic i aby przebyta droga byta jak najkroétsza.

Powyisze zagadnienie moze by¢ rozpatrywane jako przypadek tzw. (nieskie-
rowanego) problemu chinskiego listonosza, w ktérym listonosz na kazda z ulic
musi dorgczy¢ poczte, przeby¢ przy tym jak najkrétsza droge i powrécié¢ do punktu
wyjscia. Graf obcigzony begdzie przedstawiat trase, jaka ma do przebycia listonosz.
Jezeli graf bedzie zawieral cykl Eulera, to cyk! ten bedzie rozwiazaniem zadania,
natomiast jesli graf nie jest eulerowski, to zagadnienie staje si¢ bardziej ztozone,
gdyz niektére odcinki trasy trzeba pokonaé przynajmniej dwukrotnie. Zagadnienie
wyznaczania trasy przejscia przez kolejne odcinki ma wiele réznych zastosowan w
zarzadzaniu procesami obstugi i zaopatrzenia.

Przyklad 2

Organizator wystawy musi optymalnie wyznaczy¢ tras¢ zwiedzania ekspozycji,
przy czym wejscie oznaczone jest za pomocg wierzchotka C. Graf przedstawiajacy
plan tras obrazuje rysunek 3 (w nawiasach zamieszczono wagi oznaczajace dtugosé
odcinka w m).

Kazdy wierzchotek powyzszego grafu jest stopnia parzystego, a wigc graf jest
eulerowski. Istnieje zatem cyk! Eulera, ktéry wyznaczyé mozna, stosujac algorytm
Fleury’ego.

1. Wybieramy wierzchotek C (wejscie) i usuwamy przyktadowo krawedz f,
przechodzac w ten sposéb do wierzchotka B.

2. Wybieramy nastgpng krawedz, ktérej poczatkiem jest B, np. a, laczaca
wierzchotek B z A.

2 Kolejno usuwane krawgdzie tworza cykl lub drogg Eulera.
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3. Wybieramy kolejna krawedz np. d i usuwamy ja z grafu. JesteSmy przy
wierzchotku E.

4. Mozemy nastgpnie usunaé krawedz e lub h (usunigcie krawedzi g spowodo-
waloby uzyskanie grafu niespdjnego). Usuwamy krawedz h i docieramy do wierz-
chotka D.

5. Nastepnie usuwamy kolejno krawedzie c, b, e i g, docierajac tym samym do
punktu wyjscia C.

A zatem jedna z mozliwych optymalnych tras zwiedzania ekspozycji jest cykl
Sfadhcbeg (wierzchotek C to wejscie—wyijscie).

W tym przypadku wagi nie odgrywaly istotnej roli, jesli jednak rozkladu tras
nie da si¢ przedstawi¢ za pomoca grafu eulerowskiego, woéwczas wagi s3 istotne.

a(l8)

c(12)

D@ E
h(l16)

. Rys. 3. Plan trasy zwiedzania ekspozycji
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Przyklad 3
Organizator wystawy musi optymalnie wyznaczy¢ tras¢ zwiedzania ekspozycji,
przy czym wejscie oznaczone jest za pomoca wierzchotka C. Graf przedstawiajacy
plan tras obrazuje rys. 4.

a(l8)

c(12)

Rys. 4. Plan trasy zwiedzania ekspozyciji
Zrédto: opracowanie wlasne.
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W powyzszym grafie wierzchotki A, B i E sa stopnia parzystego, a C i D sa
stopnia nieparzystego. Graf ten nie jest wigc eulerowski i nie istnieje cykl Eulera.
Jednak zgodnie z twierdzeniem 2, graf ten ma drogg Eulera, ktéra wyznaczy¢ moz-
na za pomocg algorytmu Fleury’ego. Punktem wyjscia algorytmu bgdzie wierzcho-
lek stopnia nieparzystego C (wejscie); przechodzac przez wszystkie krawedzie
dojs¢ mozna do drugiego wierzchotka stopnia nieparzystego D. Przykladowa trasa
to: fadhcbegi. Aby powréci¢ mozliwie krétka droga do punktu wyjscia, trzeba zna-
lez¢ najkrétsza droge z punktu D do C. Jest nia hg. A zatem, pokonujac tras¢
fadhcbegihg, zwiedzimy cala ekspozycj¢ i bedzie to najkrétsza droga (jedna z kil-
ku) — przejdziemy wéwczas 163 m.

4. Zakonczenie

Studenci kierunkéw ekonomicznych na pierwszym roku studiéw poznaja pod-
stawowe teorie mikroekonomiczne, wsréd ktorych znajduje si¢ teoria rbwnowagi
rynkowej. Narzgdzia potrzebne do przeprowadzenia ilosciowej analizy — okreslenie
i wlasnosci funkcji, ciagi i ich zbiezno$¢, szereg geometryczny itp., stanowia mate-
rial wyktadany w szkotach srednich. Na zajeciach pierwszego roku w ramach ma-
tematyki, prowadzonych réwnolegle do wyktadu z mikroekonomii, niektére z tych
pojec sa przypominane, a pewne nowe elementy (np. poj¢cie definicji rekurencyj-
nej) moga byé wprowadzone. Ponadto tematyka réwnowagi i zwigzanej z tym ilo-
sciowej analizy pojawia si¢ na zajeciach z ekonomii matematycznej na latach p6z-
niejszych. Wprowadzony materiat jest wigc niezb¢dny w toku dalszego zdobywa-
nia wiedzy.

Elementy teorii graféw, w wersji mniej lub bardziej rozbudowanej, pojawiaja
si¢ na zajgciach z badan operacyjnych (lub z matematyki dyskretnej). Implementa-
cj¢ tej teorii mozna znalezé w réznego rodzaju problemach dotyczacych zagadnien
logistycznych. Umiejg¢tnos¢ korzystania z tego narzg¢dzia pozwala na rozwigzywa-
nie wielu praktycznych probleméw, w ktérych istnieje potrzeba jednoczesnego
przedstawienia elementdw i zachodzacych migdzy nimi powigzan.

Swiadomo$é mozliwosci zastosowania dostgpnych poje¢ matematycznych w
rozwazaniach ekonomicznych jest istotnym czynnikiem ksztaltujacym umiejgtno-
sci i podejscie do réznego typu zagadnien. Przedstawianie interpretacji i mozliwo-
sci zastosowania narz¢dzi matematycznych w zagadnieniach ekonomicznych, a
zatem ukazanie uzytecznosci aparatu matematycznego w réznych obszarach eko-
nomii, jest waznym elementem motywujacym studentéw do zglt¢biania matematyki
i nauk pokrewnych i ma zachgca¢ zajmujacych sig¢ réznego typu analizami do sig-
gania po narzedzia matematyczne.
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SELECTED MATHEMATICAL TOOLS
AND THEIR HYPOTHETICAL APPLICATIONS

Summary
Mathematical tools find numerous applications in differing disciplines. The purpose of the article

is to present selected mathematical concepts and their applications in economics as well as other
disciplines. These concepts are illustrated with examples.
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