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O UOGOLNIONYCH MACIERZACH ODWROTNYCH

1. Definicje i okreslenia

Uogo6lnione macierze odwrotne nazywane tez macierzami pseudoodwrotnymi,
w roku 1920 amerykanski matematyk E.H. Moore (E.H. Moore (1920)), zdefinio-
wal jako nastepujace granice:

At = Lim(ATA +8°E)'AT = Lin; AT(AAT +8°E),
—0 —

gdzie: E — odpowiednia macierz jednostkowa.

W roku 1955 brytyjski matematyk i filozof R. Penrose (R. Penrose (1955)) zde-
finiowal uogdlnione macierze odwrotne alternatywnie, mianowicie jako macierze
A* = A%, m ktére dla dowolnych macierzy A = A,,,, spelniaja nast¢pujacy ukiad
czterech aksjomatéw nazywanych charakterystyka Penrose’a uogdlnionych macie-
rzy odwrotnych: (A AY) = AA*, (A*A) = A" A,ATAA =AY AA A=A,

Dowodzi sig, ze dla dowolnej macierzy A istnieje doktadnie jedna uogdlniona
macierz odwrotna A* oraz ze powyzsze dwie definicje uogdlnionych macierzy
odwrotnych sa réwnowazne. W zwiazku z tym macierze pseudoodwrotne nazywa
si¢ tez macierzami odwrotnymi Moore’a-Penrose’a lub macierzami MP-odwrotnymi.

2. Podstawowe wilasnosci uogélnionych macierzy odwrotnych

Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to uogdlniona macierz odwrotna i macierz
odwrotna do niej sa identyczne: (A=A, AdetA#0)=> A" = A",
czyli:

a) dla macierzy nieosobliwych pojgcia uogélnionej macierzy odwrotnej i ma-
cierzy odwrotnej sa synonimami, a istota tego pojecia ujawnia si¢ dla macierzy
prostokatnych i osobliwych.
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b) w teorii i zastosowaniach algebry macierzy, w przypadkach nieistnienia od-
powiednich macierzy odwrotnych ich substytutami moga by¢ uogdlnione macierze
odwrotne. A ponadto: (A*)' = A,(A")' =(A"), (a-A)' =a™'-A".

3. Zastosowanie uogélnionych macierzy odwrotnych
do rozwiazania ukladéw réwnan liniowych

W teorii i praktyce stosowania uogdlnionych macierzy odwrotnych do rozwia-

zywania ukladéw réwnan liniowych postaci:
AX=Db,
gdzie wymiary macierzy A oraz wektoréw X i b sa dowolne i wynikaja z kontekstu,
przede wszystkim nalezy zauwazyc¢, ze rozpatrywany uklad réwnan liniowych jest
zgodny wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek:
AA*b=b,
co stanowi swoisty substytut klasycznego twierdzenia Kroneckera-Capellego
z teorii ukladéw réwnan liniowych. Ponadto w przypadku zgodnos$ci rozpatrywa-
nego ukladu kazdy wektor postaci:
X =A'b+(E-A'A)Y,

gdzie: Y — dowolny wektor R", jest rozwiazaniem rozpatrywanego uktadu réwnan
liniowych; zbiorem wszystkich rozwigzan tego uktadu réwnan liniowych bgdzie:

D={XeR"; X=Ab+(E-A"A)Y AY€R"},

przy czym rozwigzanie szczegdlne uktadu réwnan liniowych, nastgpujacej postaci
X, = A'b

charakteryzujace si¢ minimalna norma, nazywamy rozwigzaniem normalnym roz-

patrywanego uktadu réwnan liniowych, natomiast rozwiazanie normalne jest jedy-

nym rozwiazaniem rozpatrywanego uktadu réwnan liniowych, jezeli uklad ten

bedzie kramerowski.

4. Rozwigzania uogélnione sprzecznych ukladéw rownan liniowych

W przypadku, gdy rozpatrywany uklad réwnan liniowych bedzie sprzeczny,
kazdy okreslony wyzej wektor X bedzie uogélnionym rozwiazaniem tego ukladu
w sensie kwadratu normy euklidesowej, czyli minimalizuje on nast¢pujacy kwadrat
normy euklidesowej tzw. wektora odchylen:

v=[axX - bf,=minfjax - b[;}.

Stwierdzamy tez, ze w rozpatrywanym przypadku zbiér postaci D bedzie zbio-
rem wszystkich rozwiazan uogdlnionych, w okreslonym sensie, rozpatrywanego
ukladu réwnan liniowych. Ponadto analogicznie do zgodnych ukladéw réwnan
liniowych szczegélne rozwiazanie uogélnione postaci X, = A'b nazywane bedzie
normalnym rozwigzaniem uogdlnionym.
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W konsekwencji powyzszych ustalen mozna stwierdzic, ze:

— dowolny sprzeczny uklad réwnan liniowych rozpatrywanego typu ma nie-
skoficzenie wiele rozwiazan uogélnionych postaci X lub dokladnie jedno uogél-
nione rozwiazanie normalne X,

— uklady réwnan liniowych rozpatrywanej postaci sg niesprzeczne ze wzgle-
du na zagadnienie wyznaczania ich rozwiazan uogdlnionych w sensie kwadratu
normy euklidesowe;j,

— w przypadku zgodnosci rozpatrywanych ukladéw, pojecie rozwiazan uog6l-
nionych pokrywa si¢ z pojeciem rozwiazan tych uktadéw w klasycznym sensie,

— wyznaczanie rozwigzan uogdlnionych ukladéw réwnan liniowych rozpa-
trywanej postaci mozna traktowac jako uogdlnienie klasycznego zagadnienia roz-
wigzywania ukladéw réwnan liniowych tego typu.

5. Wyznaczanie uogélnionych macierzy odwrotnych

Wyznaczanie uogélnionych macierzy odwrotnych z podanych wyzej definicji
jest stabo efektywne numerycznie, a ponadto mozna stwierdzié¢, ze w ogdlnym
przypadku wyznaczanie uogdlnionych macierzy odwrotnych jest nieelementarne.
W zwiazku z tym, gltéwnie z praktycznego punktu widzenia, na szczegélng uwagg
zastuguja te przypadki wyznaczania uogélnionych macierzy odwrotnych, dla kté-
rych mozna uzyska¢ uogdlniona macierz odwrotnag w sposéb elementarny, czyli
przez zastosowanie wytacznie podstawowych dziatan na macierzach. Mozna tego
dokona¢ migdzy innymi w nast¢pujacych przypadkach.

1. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to uogdlniona macierz odwrotna i macierz
odwrotna do niej sg identyczne, czyli:

jezeli A=A, ,orazdetA # 0,t0A™" = A",

W tym przypadku pojgcia uogdlnionej macierzy odwrotnej i macierzy odwrot-
nej sa bowiem synonimami.

2. Jezeli macierz A jest macierza jednowierszowa lub jednokolumnowa, to:

. AT

lal
3. Dla dowolnej macierzy A = A, prawdziwy jest nastepujacy wzor:
. E-A(E+ Aa)a
[E.Aa] = y
(E+ 4aa) 4
Powyzsza wlasno$¢ wskazuje, jak mozna elementarnie wyznaczy¢ pewng
szczegdlng uogdlniona macierz odwrotng, czesto wystgpujaca w zastosowaniach.
4.Jezeli A=Apx, Oraz rzA=m, to: AT = AT(AAT)_', oraz:
jezeli A=Apx, oOraz rzA=n, to: A*=(ATA)"AT.
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W zwiazku z tym dla macierzy rz¢du pelnego mozna zapropcnowaé nastgpujacy
dwuwariantowy wzér na elementarne wyznaczenie uogélnionej macierzy odwrotnej:
AT(AAT), gdy: m<n,
A* = o
(A7A) AT, gdy: m>n.
5. W teorii uogdlnionych macierzy odwrotnych dowodzi sig, ze:
A*=AT(AAD" orazz AT =(ATA)" AT
W zwiazku z tym dla dowolnej macierzy mozna zaproponowa¢ nastgpujacy
dwuwariantowy wzér na wyznaczenie uogélnionej macierzy odwrotnej pozwalaja-
cy na jej wyznaczenie za posrednictwem wyznaczenia odpowiedniej symetrycznej
macierzy Grama minimalnego stopnia:
AT(AATY, gdy: m<n,
A" = .
(ATA) AT, gdy: m>n.
Ponadto, jezeli M jest kwadratowa macierza symetryczna, czyli: M = M” oraz:
M = VDV, gdzie: D = [dy],n«» — diagonalna macierz wartosci wlasnych macierzy
M, V - ortogonalna macierz wektoréw wiasnych odpowiadajacych poszczegélnym
wartosciom wlasnym macierzy M, to (por. np. A. Albert (1977)):

M* = vDOVT,
gdzie: D"V =[d ,;' m x n — diagonalna uogélniona macierz odwrotna dla macierzy D,

czyli macierz o nastgpujacych elementach diagonalnych:

d>’, dy: d. #0
I S A P T 1 )
0, gdy: d,=0
Wobec tego finalnie otrzymujemy nastgpujacy dwuwariantowy wzdér na wy-
znaczenie uogélnionej macierzy odwrotnej, pozwalajacy na jej wyznaczenie za

posrednictwem wyznaczenia odpowiedniej macierzy odwrotne) minimalnego stopnia:
. A'VDW!,  gdy: m<n,

V,D{V] AT, gdy: m>n
gdzie: V|, D, — odpowiednie macierze wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych

macierzy AA’, V,, D, — odpowiednie macierze wartosci wlasnych i wektoréw wias-
nych macierzy A’A.

6. Podsumowanie

Najbardziej istotne i najcickawsze sq dotychczasowe préby zastosowania me-
tod uogdlnionych macierzy odwrotnych w statystyce matematycznej (por. np.
(A. Albert (1977); H. Theil (1979)), ekonometrii (por. np. M. Kosiorowska (1979);
H. Theil (1979)) oraz w programowaniu matematycznym (por. np. A. Ben-Israel,
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A. Chamnes (1968); J. Mikka (1985), (2000)). Bardziej powszechne stosowanie
uogdlnionych macierzy odwrotnych w procesach zastosowan rachunku macierzo-
wego ogranicza fakt, ze wyznaczanie uogdélnionych macierzy odwrotnych w ogdl-
nym przypadku jest procedura nieelementarng i nieobecna w wigkszosci systeméw
informatycznych realizujacych obliczenia matematyczne. Istotne z praktycznego
punktu widzenia moga wiec byé niektére procedury pozwalajace efektywnie wy-
znacza¢ uogdlnione macierze odwrotne niektérych typéw za pomoca wykorzysta-
nia wylacznie elementarnych metod rachunku macierzowego.
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ON THE GENERALIZED INVERSE MATRICES

Summary

In the present paper showed various inethod of elementary calculating of generalized inverse ma-
trices. There has this to make possible the more universal application of generalized inverse matrices
to the dissolving of various concrete and utilitarian.
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