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WPROWADZENIE FUNKCJI UZYTECZNOSCI JAKO ]
JEDNEGO Z POJEC PODSTAW TEORII UBEZPIECZEN

1. Wstep

Praca stanowi propozycj¢ wprowadzenia poj¢cia funkcji uzytecznosci w czasie
zaj¢€ z przedmiotu podstawy teorii ubezpieczen jako terminu, na bazie ktérego
dokonuje si¢ konstrukcji miary sktonnosci do ryzyka. Celem jest uzmystowienie
studentom sfabosci klasycznej teorii uzytecznosci w odniesieniu do takich poza-
ekonomicznych czynnikéw jak ludzkie sktonnosci.

2. Funkcja uzytecznosci jako podstawa oceny sklonnosci

Ponizej przedstawiony zostanie sposéb wyznaczania funkcji uzytecznosci na
podstawie tzw. gry hazardowej. Ogélna zasada gry jest okreslanie przez decydenta
(osobg zainteresowang ubezpieczeniem posiadanego dobra) maksymalnej skladki,
jaka gotéw jest zaptaci¢ za pelne ubezpieczenie. Zaklada sig, ze decydent ma in-
formacje dotyczace prawdopodobienstwa utraty kapitatlu. W rzeczywistosci decy-
dent albo ma konkretng wiedz¢ na temat ryzyka (np. w ubezpieczeniach OC pojaz-
déw mechanicznych), albo tez, nie majac dostgpu do tych informacji, dokonuje
indywidualnej oceny ryzyka. W kazdym jednak wypadku decydent staje przed
koniecznoscia przyblizonego okreslenia ryzyka.

Podajac pierwsza skladke (od calego posiadanego kapitatu), decydent okresla
pierwszy punkt funkcji uzytecznosci. Nastgpnie podana wielko$¢ sktadki staje si¢
nowym kapitatem, dla ktérego decydent znowu podaje maksymalna sktadke. W ten
sposéb powstaje kolejny punkt funkcji. Proces ten jest powtarzany tak dtugo, az
decydent zrezygnuje z dalszego ubezpieczania kapitalu ze wzgledu na jego mala
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warto$¢. W efekcie otrzymujemy kilka wartosci funkcji uzytecznosci pozwalaja-
cych okresli¢ preferencje decydenta. Ponizej opisany zostal algorytm konstrukcji
funkcji uzytecznosci.

Zalézmy, ze decydent posiadajacy pewien kapital w naraza si¢ na stratg¢ losowa
X, ktérej rozklad jest znany. Jezeli ma on funkcj¢ uzytecznosci u, to maksymalng
sktadke¢ G, jaka gotéw jest zaplaci¢ za peine ubezpieczenie od straty X, mozna
wyprowadzi¢ ze wzoru

u(w—G) = E(u(w-X)). (1)

Lewa strona oznacza uzytecznos¢ placenia sktadki G za pelne ubezpieczenie od
straty X, prawa zas oznacza oczekiwang uzyteczno$é nieubezpieczenia sig.

Funkcj¢ uzytecznosci mozna wyznaczy¢ w wyniku przeprowadzenia tzw. gry
hazardowej opartej na zaleznosci (1). Dla celéw wyznaczenia funkcji uzytecznosci
dobrano punkty poczatkowe O oraz w, gdzie w stanowi caly kapital, jakim dyspo-
nuje decydent. Nastgpnie decydent, znajac prawdopodobienstwo p utraty posiada-
nego kapitatu, podaje wielkos¢ skladki G, tak, aby zachodzita réwnos¢

u(w—Gl)=p-u(0)+(1—p)-u(w). )

Powyzsza réwnos¢ wyraza obojetnosé decydenta wobec alternatywy zaplace-
nia skiadki oraz akceptacji oczekiwanej uzytecznosci jego kapitatu. Lewa strona
réwnosci oznacza uzyteczno$¢ placenia sktadki G, za pelne ubezpieczenie od straty
X, prawa za$ — oczekiwana uzytecznos¢ nieubezpieczenia sie.

Decydent podaje zatem maksymalna kwot¢ G, jaka gotow jest zaplaci¢ za
pelne ubezpieczenie od zdarzenia, po ktérym z prawdopodobienstwem 1 — p pozo-
stanie kapital w lub z prawdopodobienstwem p — kapitat 0.

Na podstawie powyzszej réwnosci okreslamy wartosé¢ funkcji uzytecznosci w
punkcie w, =w -G, czyli

u(w,)=p-u(0)+(l—p)-u(w). 3)

Nast¢pnie procedurg t¢ powtarza si¢, przyjmujac

w, =w-G,

oraz
u(wz)=p-u(w,)+(1—p)-u(w). 4)
Ogolnie dla k& > 2 wartosci funkeji uzytecznosei u(wk) wyznaczamy, przyjmujac
w,=w-G,,
Ze wzoru
u(w,‘)=p-u(wk_,)+(l—p)-u(w). &)

Jak juz wczesniej zaznaczono, decydent podejmuje decyzje w pewnym pasie
mozliwych rozwiazan zaleznie od czynnikéw zewngtrznych oraz wewngtrznych.
Rysunek | przedstawia ksztaltowanie sie funkcji uzytecznosci w zaleznosci od tych
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czynnikéw. Zasymulowano je przez wprowadzenie trzech mozliwych kwot, jakimi
dysponuje decydent, oraz trzech mozliwych prawdopodobienstw straty dla kazdej z
kwot. Odpowiadaja one rozwazaniom Poppera (K. Popper (1996)), ze nalezy wy-
znacza¢ prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A w sytuacji B ( p(A, B) = r). Ba-
danie przeprowadzane jest wsrod wszystkich studentéw w czasie zajec z przedmio-
tu podstawy teorii ubezpieczen. Rysunek 1 przedstawia funkcje uzytecznosci dla
wybranego losowo studenta.

P =025 P=0,75
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Rys. 1. Ksztattowanie si¢ funkcji uzytecznosci wybranego decydenta
w réznych wariantach sytuacyjnych

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie przeprowadzonej gry.
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3. Propozycje miar sklonnosci

Zasadniczym celem wyznaczenia funkcji uzytecznosci jest stwierdzenie prefe-
rencji konsumenta co do konkretnego dobra materialnego lub niematerialnego.
Przez preferencjg¢ rozumiemy tu sktonnos¢ decydenta do otrzymania tego dobra.

Obecnie pojawia si¢ wiele definicji sklonnosci, u ktérych podstaw leza rozwa-
zania filozoficzne. Niepodwazalnym autorytetem w tej dziedzinie jest K. Popper.
W swojej pracy (K. Popper (1996)) stwierdza on: ,,Mozemy oszacowa¢ wielkos¢
(...) sklonnosci za pomocga odwotania si¢ do wzglednej czgstosci faktycznych zajsé
tego zdarzenia w wielkiej liczbie rzutéw albo, innymi stowy, poprzez stwierdzenie,
jak czesto dane zdarzenie faktycznie zachodzi”. A zatem skionno$¢ mierzy¢ mozna
za pomocg prawdopodobienstwa:

P(x)=2=. (6)
n

Teori¢ Poppera rozwija w swoich pracach naukowych J. Hozer. Jego geome-
tryczna interpretacja skltonnosci opiera si¢ na pogladzie, ze sklonnos¢ to nachylenie
postawy w kierunku czego$ lub kogos$, zwigkszajace prawdopodobiefistwo okre-
slonych zdarzen (J. Hozer (2002), (2003)). Nachylenie to najlepiej ilustruje prze-
ciwprostokatna tréjkata prostokatnego. Mierzy¢ je mozna katem migdzy przeciw-
prostokatna a przyprostokatna.

1-A
4
A
Rys. 2. Graficzna ilustracja sklonnosci (nachylenia)
Zr6dto: J. Hozer (2002).
Tangens kata ¥ mierzy sklonnosé
1-A
tgy =——, @)
A

gdzie A — frakcja zdarzen (cech), gdzie wystepuje interesujace nas zjawisko, 1 — A
— frakcja zdarzen (cech), gdzie nie wystgpuje interesujace nas zjawisko.

Im mniej zdarzen, w ktérych nie wyst¢puje interesujace nas zdarzenie, tym
wicksza sktonno$¢.

Statystyczne podejscie mozna wykorzysta¢ przy wyznaczaniu zaréwno indy-
widualinej sklonnosci cztowieka, jak i sktonnosci zbiorowej (sktonnosci danej zbio-
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rowosci ludzkiej). Do opisu sklonnosci indywidualnej mozna wykorzysta¢ takze
teori¢ uzytecznosci.

Ponizsze rozwazania dotycza badania sktonnosci indywidualnej. Nie jest to
analiza statystyczna, lecz propozycja wykorzystania funkcji uzytecznosci, ktéra
zostata w obszernym stopniu opisana w literaturze. Dodatkowo celem tych rozwa-
zan jest uwypuklenie stabosci klasycznej teorii uzytecznosci i odniesienie si¢ do
teorii behawioralnych prébujacych uwzgledni¢ czynnik psychologiczny.

Klasyczne metody wyznaczania funkcji uzytecznosci kapitatu opierajg si¢ na
kapitale, jakim dysponuje decydent (ustalona kwota), oraz prawdopodobienstwie
utraty tego kapitalu na poziomie 0,5 (jednakowe prawdopodobienstwo utraty i
zachowania kapitatu).

W rzeczywistosci jednak podejmowanie decyzji dotyczacych posiadanych débr
jest czynnoscia o wiele bardziej ztozona. Ludzie nie zawsze kieruja si¢ racjonal-
nymi przestankami. Zalozenie teorii uzytecznosci, ze preferencje konsumenta mu-
sz by¢ racjonalne (tzn. spdjne i przechodnie) jest mocne i w rzeczywistosci moze
nie zawsze by¢ spelnione. Ksztalt funkcji uzytecznosci zalezy od sktonnosci osoby
podejmujacej decyzje do ponoszenia ryzyka. W klasycznej teorii uzytecznosci
zaklada sig, ze jednostka (racjonalna) rozwaza poszczegélne alternatywy zawsze w
kontekscie calego swojego majatku — w kategoriach absolutnych. Tymczasem
Tversky i Kahneman podkreslaja, ze ludzi cechuje awersja do strat o natgzeniu
wigkszym niz rado$¢ z zyskow tej samej wartosci bezwzglednej (A. Tversky,
D. Kahneman (1981)). Skrajnym przyktadem takiego podejscia decydenta jest
stwierdzenie ,,Nie zaloz¢ si¢, poniewaz strata 100 dolaréw ciazytaby mi bardziej
niz wygrana 200”, wypowiedziane przez pewnego ekonomist¢ w odpowiedzi na
propozycj¢ P. Samuelsona, dotyczaca uczestnictwa w zadanej grze z mozliwa stra-
ta 100 oraz zyskiem 200 dolaréw (P. Samuelson (1963)). Ponadto awersja do strat
uzalezniona jest od relacji migdzy wielkoscia straty a poziomem calego majatku.
Autorzy wprowadzaja poj¢cie funkcji wartosci. Wedtug nich centralnym zagadnie-
niem jest to, iz no$nikami postrzeganej i odczuwanej wartosci s3 zmiany w pozio-
mie bogactwa (zyski lub straty), a nie absolutny poziom bogactwa (jak zaklada
teoria oczekiwanej uzytecznosci).

Rozwazajac sktonnos¢ czlowieka do ponoszenia ryzyka finansowego (do nara-
zania siebie na poniesienie straty finansowej), nalezy zwréci¢ szczegdlna uwagg na
informacje o danym ryzyku, ktérymi kieruje si¢ osoba. Zgodnie z klasyczna teoria
uzytecznosci do podstawowych informacji naleza:

¢ wartos¢ dobra narazonego na utratg (czynnik wewngtrzny),

e okolicznosci, w ktérych podejmowane sa decyzje — prawdopodobienstwo
straty (czynnik zewngtrzny).

Dlatego, aby prawidtowo opisa¢ uzytecznos¢ decydenta, nalezaloby przyjac, ze
nie ma on jednolitej funkcji uzytecznosci, lecz podejmuje decyzje w pewnym pasie
mozliwych rozwiazan, zaleznie od opisanych powyzej czynnikéw (jego preferencje
sa ,,yozmyte”). Ten sam decydent moze przejawiaé¢ jednoczes$nie zarowno awersjg,
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jak i sktonno$¢ do ryzyka. Podobne zdanie wyraza Popper, piszac: ,sytuacja
zmienia mozliwosci, a tym samym i sklonno$é” (K. Popper (1996), str. 24).
A zatem do badania sklonnosci nalezy, wedlug niego, wykorzystywaé
prawdopodobieristwa absolutne oraz warunkowe. Popper wyraza opini¢, ze w
sytuacji stabilnej ,,mozemy postugiwaé si¢ prawdopodobienstwami absolutnymi
lub sktonnosciami absolutnymi, dokonawszy niepodwazalnie adekwatnego opisu
warunkéw zachodzenia danego zdarzenia.” (K. Popper (1996), str. 26). Zgodnie z
tymi stowami prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A wynosi r: p(A) = r; gdy
okolicznosci ulegaja zmianie, mozna powiedzie¢, iz r to prawdopodobienstwo
zajscia zdarzenia A w sytuacji B: p(A, B)=r.

4. Whioski z przeprowadzonego badania

Funkcj¢ uzytecznosci wybranego studenta zbudowano w dziewigciu warian-
tach sytuacyjnych, w zaleznosci od kwoty narazonej na strat¢ (warunek wewngtrz-
ny — zalezny od decydenta) oraz od prawdopodobienstwa straty (wyrazajacego
warunki zewngtrzne, w ktérych osoba podejmuje decyzje).

Zgodnie z deskryptywng teoriag podejmowania decyzji, zaproponowang przez
Kahnemana i Tversky’ego, badaniu nalezy podda¢ zmiany sklonnosci w zaleznosci
od zmian w poziomie bogactwa. W tym celu dobrze jest postuzy¢ si¢ konkretna
miara sklonnosci. W pracy (P. Obidzinski (2004), str. 83) przedstawiono propozy-
cj¢ miary sklonnosci M, oparta na prawdopodobienstwie geometrycznym:

w

J-(x - w-u(x))a’x
M=2 , (8)

dex
0
gdzie: M — miara sklonnosci; w — kapital do dyspozycji decydenta; u — funkcja
uzytecznosci kapitatu.
Sklonnosci badanego decydenta wyznaczone zgodnie ze wzorem (8) przedsta-
wiono w tab. 1.

Tabela 1. Sklonnosci decydenta w r6znych warunkach decyzyjnych

p =025 p=05 p=075
w =100 0,150 0,400 0,649
w = 1000 0,211 0,438 0,651
w =10 000 0,102 0,333 0,604

Zr6dlo: obliczenia wiasne.
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Tabela 2. Przyrosty wzgledne tancuchowe sklonnosci decydenta w réznych warunkach decyzyjnych

ze wzgledu na wzrost poziomu bogactwa

Wzrost poziomu bogactwa [w %] p=025 p=050 p=075
bazowy 0% 0% 0%

900% 40,67% 9,50% 0.31%
900% -51,66% -23,97% -7,22%

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Tabela 3. Przyrosty wzgledne tanicuchowe sktonnosci decydenta w r6znych warunkach decyzyjnych
ze wzgledu na wzrost prawdopodobienstwa straty

Wzrost prawdopodobiernstwa straty [w %] bazowy 100% 50%
w =100 0% 166,67% 62,25%
w = 1000 0% 107,58% 48,63%
w = 10000 0% 226,47% 81,38%

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Decydent w kazdej z tych sytuacji wykazywat sktonnosé do ryzyka (wypukia
krzywa uzytecznosci). Zauwazalne jest, ze sklonnos¢ ta rosta proporcjonalnie do
wzrostu prawdopodobiernistwa straty (coraz wigksze odchylenie krzywej uzyteczno-
sci od linii obojgtnosci, wzrost wartosci miary M). Moze to wynika¢ z niewlasciwej
oceny zmiany poziomu ryzyka. Decydent wprawdzie zwigksza sktadke, ale w spo-
s6b niewystarczajacy w stosunku do wzrostu realnego ryzyka.

Interesujace wydaje sig to, ze sklonno$¢ ta nie miata charakteru monotoniczne-
go ze wzgledu na poziom bogactwa. Decydent przejawial najmniejsza sklonnos¢
do ryzyka finansowego przy poziomie bogactwa 10 000 zl. Wydaje si¢ to naturalne
gdyz mial wéwczas najwigcej do stracenia.

Wysoki poziom bogactwa (10 000 z1) powoduje rzeczywiste zmniejszenie si¢
sktonnosci do ryzyka (por. tab. 3). Natomiast przy srednim i niskim poziomie bo-
gactwa (kwoty 100 zt i 1000 zt) decydent wykazywat zblizony poziom sktonnosci
(jednak wyzszy niz w przypadku kwoty 10 000 zl). Przypadek ten potwierdza
wnioski Kahnemana i Tversky’ego, Zze sam poziom bogactwa nie determinuje po-
strzeganej wartosci, lecz ze nalezy uwzgl¢dnic takze zmiany w jego poziomie oraz
relacj¢ migdzy wielkoscia straty a poziomem calego majatku.

W pracy przedstawiono wyniki gry hazardowej dla losowo wybranego decy-
denta i tylko dla niego mozna wyciaga¢ wnioski. Ogdlnie badaniu poddawani sa
studenci kierunku ,,Ekonometria i statystyka™ na zajgciach z przedmiotu podstawy
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teorii ubezpieczeni Kazda z badanych oséb samodzielnie wyznacza w trakcie labo-
ratoriow wlasng funkcje¢ uzytecznosci oraz sklonnosé do ryzyka przy wymienio-
nych warunkach. Wnioski statystyczne z badania sa nastg¢pujace:

o Zdecydowana wigkszo$¢ studentéw (ponad 90%) przejawia sklonno$¢ do
ryzyka. Studenci jako osoby w wigkszosci niepracujace nie maja realnego stosunku
do ,,posiadanych débr”, gdyz najczesciej nie sa w rzeczywistosci ich wlascicielami
i nie zapracowuja na te dobra.

»  Skionnos¢ do ryzyka maleje w miar¢ wzrostu wieku decydentéw (analo-
giczne badanie przeprowadzono wsrdd oséb starszych — studentéw studiéw zaocz-
nych, gdzie dominowata awersja do ryzyka).
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INTRODUCING OF UTILITY FUNCTION
AS FUNDAMENTAL IDEA OF INSURANCE THEORY

Summary

In this article author presents the way of introducing utility function at exercises on *“Basis of In-
surance Theory” subject. Author propose his own idea of gamble leading to construct utility function
in different situations defined by capital and risk. Except construct utility function author presents the
measure of inclination to risk.
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