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1. O systemach algebry komputerowej

Pierwsze nowoczesne i ogdlnodostepne systemy algebry komputerowe;j'
(computer algebra systems —CAS) pojawily si¢ na poczatku lat 80-tych XX wieku.
Dzisiaj CAS sa nie tylko narz¢dziem stuzacym do wykonywania obliczen nauko-
wych i technicznych; zmienity one réwniez sposéb nauczania matematyki w wyz-
szych uczelniach.

Systemy algebry komputerowej sa oprogramowaniem stworzonym przede
wszystkim w celu manipulacji formutami matematycznymi i zautomatyzowania
trudnych, czg¢sto nuzacych algebraicznych przeksztalcen. Nowa generacja CAS
umozliwia réwniez sporzadzanie wyrafinowanej grafiki, edycj¢ tekstéw oraz two-
rzenie multimedialnych prezentacji. CAS zawierajg takze jezyk programowania
umozliwiajacy uzytkownikom pisanie wiasnych procedur. Pierwszy program kom-
puterowy tego typu stworzyl we wczesnych latach szesédziesigtych XX wieku
M.J.G. Veltman (laureat nagrody Nobla w dziedzinie fizyki w roku 1999). Program
ten nazywal si¢ SCHOONSCHIP i zostal stworzony jako narzedzie wspomagajace
pracg zespotu fizykéw?.

' W literaturze mozna tez spotkaé nazwy: komputerowe systemy algebraiczne (J. Ombach
(1999)) lub komputerowe systemy obliczen symbolicznych (A. Palczewski (1999)).

? Z doswiadczen Veltmana przy pracy nad SCHOONSCHIP korzystat m.in. S. Wolfram (twdrca
programu Mathematica), gdy w 1979 roku rozpoczynal prac¢ nad programem SMP — pierwszym
nowoczesnym systemem algebry komputerowe;j.
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Do najbardziej znanych systeméw algebry komputerowej ogdlnego przezna-
czenia (general purpose CAS) obecnych dzisiaj na rynku naleza (w kolejnosci
alfabetycznej): Derive, Maple, Mathcad, Mathematica, Matlab oraz Maxima’.
Dominujaca pozycje na rynku edukacyjnym wydaja si¢ mie¢ Maple i Mathematica.

Twérca programu Mathematica, a dokladniej — jego pierwszej wersji, ktéra
ukazala si¢ 23 kwietnia 1988 roku, jest S. Wolfram. Kolejne, udoskonalone wersje
programu, pisane juz przy wspodtudziale licznego grona programistéw oraz na-
ukowcéw réznych specjalnosci i sprzedawane jako produkt firmy Wolfram Rese-
arch Inc. z siedziba w Champaign, IL, USA, staly si¢ swiatowym standardem w
dziedzinie obliczen naukowych. Mathematica jest dzi$ nieocenionym narzedziem
nie tylko dla matematykéw i fizykéw, lecz takze m.in. dla inzynieréw réznych
specjalnosci, statystykéw, lekarzy, biologéw oraz specjalistéw z dziedziny biznesu
i finanséw. Grono licencjonowanych uzytkownikéw tego programu liczy obecnie
ponad milion oséb. Stosowany jest on do celéw dydaktycznych i naukowych w
setkach najlepszych wyzszych uczelni na calym swiecie. Najnowsza wersjg pro-
gramu jest obecnie Mathematica 5.2°.

2. Nauczanie wspomagane CAS

Stosowanie wspomnianego wyzej oprogramowania przynosi studentom i pra-
cownikom dydaktycznym liczne korzysci oraz wywiera istotny wptyw zaréwno na
uczenie sig, jak i na nauczanie matematyki.

CAS uwalniaja studentéw i pracownikéw dydaktycznych od zmudnych i cza-
sochlonnych obliczen numerycznych lub symbolicznych (majacych czesto jedynie
pomocniczy charakter) i pozwalaja si¢ skoncentrowaé¢ na meritum rozwazanych
probleméw. Daja studentom mozliwos¢ szybkiego sprawdzenie swoich umiejgtno-
sci, np. poprawnosci obliczen wykonanych uprzednio bez CAS (obliczanie rzedu
czy wyznacznika macierzy, odwracanie macierzy, obliczanie granic funkcji, po-
chodnych, calek itp.). Umozliwiaja tworzenie wysokiej jakosci dwuwymiarowe;j i
tréjwymiarowej grafiki (np. wykresow funkcji, ktérych przebieg nalezy zbadac,
czy trajektorii rownan r6zniczkowych), niekiedy bardzo trudnej lub niemozliwej do
otrzymania bez CAS. Moga réwniez utatwiaé dowodzenie twierdzen oraz rozwia-
zywanie zadan o charakterze teoretycznym. Bardziej zaawansowanym uzytkowni-
kom umozliwiaja pisanie wlasnych procedur i udostepnianie ich innym via Mathe-
matica Information Center lub za pomocg webMathematica. Mozliwosci CAS w
zakresie edycji tekstow i prezentacji multimedialnej moga by¢ pomocne przy przy-
gotowaniu prac seminaryjnych lub dyplomowych, referatéw i prezentacji. Jest

3 Zob. np. M.J. Wester (1999).

4 Obszerng informacje na temat programu Mathematica i innych produktéw Wolfram Research
Inc., a takze wiele publikacji poswigconych temu programowi i jego zastosowaniom mozna znalez¢ w
Internecie na stronach www.wolfram.com oraz www.mathematica.pl.


http://www.wolfram.com
http://www.mathematica.pl
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bardzo prawdopodobne, ze cze$¢ studentéw, poznawszy CAS w trakcie zajgé
z matematyki, moze stosowaé to oprogramowanie na innych zajeciach oraz
w przyszlej pracy zawodowej. Umiejgtnos¢ postugiwania si¢ zaawansowanym
oprogramowaniem, jakim sa CAS, jest rowniez atutem docenianym przez przy-
sztych pracodawcéw.

Pracownikom naukowo-dydaktycznym CAS umozliwiaja migdzy innymi prze-
liczanie (bez niepotrzebnej straty czasu) przykladéw i zadan, np. przed kolokwium,
¢wiczeniami lub wyktadem, czy tez przygotowywanie wilasnych, ,,pasujacych”
przykladéw. Sa nieoceniona pomoca w przygotowywaniu materiatéw dydaktycz-
nych dla studentéw (w wersji pisemnej lub elektronicznej — np. w celu wykorzy-
stania w pracowni komputerowej). Dzigki CAS mozliwe jest (wymagajace oczywi-
scie sporego nakladu pracy) przygotowanie multimedialnych, interaktywnych wy-
kladéw i prezentacji, zawierajacych grafik¢ i animacje (matematyki uczymy sig,
m.in. patrzac!). Prezentowane przyktady i grafik¢ mozna oczywiscie w dowolny
spos6b modyfikowaé i zmienia¢, nawet w trakcie trwania wykliadu, czy semina-
rium — w trakcie dyskusji ze stuchaczami.

Na stronach internetowych producentow CAS mozna znalezé wiele dobrze
opracowanych i darmowych materialéw, ktére pomagaja dydaktykom stosowaé
CAS w trakcie prowadzonych zajg¢¢. Powstaje rowniez coraz wigcej ksiazek zawie-
rajacych wyklady ,,wspomagane” CAS (w jezyku polskim godnymi polecenia sa
m.in. J. Ombach (1999) i A. Palczewski (1999).

Nie ulega watpliwosci, ze studenci, aby w petni wykorzysta¢ mozliwosci, jakie
oferujg CAS, powinni najpierw opanowa¢ odpowiednie fragmenty teorii (np. anali-
zy matematycznej czy algebry) i nauczy¢ si¢ rozwiazywac zadania bez CAS. Opa-
nowanie obstugi CAS (przynajmniej w podstawowym zakresie) zajmuje coraz
mniej czasu i jest coraz fatwiejsze. Istnieje bowiem tendencja do maksymalnego jej
upraszczania, m.in. przez stosowanie palet z symbolami oraz dodawanie do pro-
gram6éw bardzo rozbudowanych i zawierajacych wiele gotowych przykladéw sys-
teméw pomocy.

Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze czes¢ studentéw nie bedzie widziala potrzeby
uczenia si¢ np. regul rézniczkowania, metod catkowania czy obliczania wyznacz-
nikéw, skoro moga otrzymac¢ wyniki, ,.klikajac” w klawiatur¢. Niektérzy moga
réwniez bezkrytycznie podchodzi¢ do otrzymanych za pomoca programéw rezultatéw,
nie zauwazajac nonsenséw, ktére moga by¢ np. spowodowane biednym wprowadze-
niem danych czy nieodpowiednio dobranym zakresem zmiennosci zmiennych.

3. Uwagi koncowe

Powyzsze rozwazania maja oczywiscie sens tylko wtedy, gdy pracownicy
i studenci posiadaja wspomniane wyzej oprogramowanie lub tez maja do niego
swobodny dostgp. W Polsce wysokie ceny tych programéw sa ciagle jeszcze naj-
wigksza przeszkoda na drodze do ich zastosowania w procesie dydaktycznym na
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wyzszych uczelniach. Pewnym ,$wiatetkiem w tunelu” moga by¢ wprowadzone
niedawno przez producentéw wersje semestralne i roczne tych programéw, dostep-
ne dla studentéw za cen¢ podrgcznika akademickiego, oraz perspektywa (do$¢
mglista na razie) unijnych grantéw przeznaczonych na cele dydaktyczne. Mniejsze
koszty licencji na 10-20 stanowisk umozliwityby — na wybranych kierunkach czy
specjalnosciach — prowadzenie zaj¢¢ z matematyki (algebry, analizy, réwnan réz-
niczkowych, ekonomii matematycznej itp.) wspomaganych komputerowo, tak jak
to si¢ juz robi m.in. na zajeciach ze statystyki, ekonometrii, prognoz i symulacji
czy z badan operacyjnych.

Autor jest zdania, ze umiej¢tnos¢ postugiwania si¢ CAS powinno by¢ dla stu-
dentéw uczelni technicznych i ekonomicznych czyms$ tak naturalnym jak stosowa-
nie edytora tekstu czy arkusza kalkulacyjnego. Aby tak si¢ moglo stac, oprocz
wspomnianych juz funduszy potrzebne jest réwniez pozytywne nastawienie pra-
cownikéw naukowo-dydaktycznych i gotowo$¢ podjgcia si¢ przez nich dodatko-
wych obowiazkéw.
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COMPUTER ALGEBRA SYSTEMS IN TEACHING MATHEMATICS
AND RELATED SUBJECTS

Summary

Computer Algebra Systems (CAS) are type of software package that is used in manipulation of
mathematical formulae. The main purpose of this article is to provide arguments justifying thesis that
the role of CAS as a tool supporting didactic process should increase. In author’s opinion the ability
to use CAS should become as common among students, as ability to use word processors, spread-
sheets and Internet. The article contains information about some well known CAS and their capabili-
ties. It also describes benefits students and lecturers can achieve using this kind of software. The
article ends up with some remarks on accessibility of CAS and perspectives of their use in teaching
mathematics and related subjects at polish universities.
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