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1. Wstep

Celem artykutu jest analiza oszacowan parametréw funkcji powiazan Farliego-
-Gumbela-Morgensterna (FGM) dla danych, ktére wczesniej poddano filtracji za
pomoca modelu dynamicznej warunkowej korelacji (DCC — dynamic conditional
correlation) Engle’a [3]. Oszacowanie takie moze by¢ podstawa do wyciagnigcia
wnioskéw o naturze zaleznosci migdzy analizowanymi szeregami. Ze wzgledu na
czasochlonnosé i ztozonos¢ obliczen ograniczono si¢ jedynie do wybranych spéiek
z polskiej gieldy, kilku indekséw i kilku walut. Z tego samego powodu w
obliczeniach wykorzystano jedynie portfele sktadajace si¢ z trzech elementow.

Jedna z cech funkcji powigzan, ktéra niektérzy autorzy uznaja za szczeg6lnie
przydatna w modelowaniu zaleznosci migdzy finansowymi szeregami czasowymi,
jest ich nieliniowos¢ [S]. Estymatory wspélczynnikéw funkcji powiazan mozna
traktowac jako swego rodzaju nieliniowe rozwinigcie wspélczynnika korelacji
liniowej. W artykule weryfikuje si¢ dla wybranych szeregéw hipoteze¢ badawcza,
ktéra mozna sformutowaé w nastgpujacy sposéb: zaleznos¢ wystepujaca w finan-
sowych szeregach czasowych ma charakter nieliniowy. Jej potwierdzeniem bedzie
statystyczna istotnos¢ wspétczynnikéw funkcji powigzan po wyeliminowaniu kore-
lacji liniowej. Aby zweryfikowaé t¢ hipotezg, autorzy wykorzystali model dyna-
micznej korelacji DCC-GARCH Engle’a i funkcj¢ powigzan FGM. Analiza skiada-
fa si¢ z dwéch etapdw. W pierwszym dla kazdego z tréjelementowych portfeli (od-
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powiednio akcji, indekséw lub walut) estymowano model DCC. W drugim etapie
dla reszt modelu DCC estymowano wspélczynniki funkcji powiazan FGM. Istotne
rézne od zera wspéiczynniki tej funkcji moga potwierdza¢ hipotez¢ badawcza,
poniewaz wskazuja one na istnienie w resztach zaleznosci, ktére nie udato sig wy-
modelowa¢ za pomoca DCC.

Praca sklada si¢ z trzech gléwnych czgsci. W pierwszej oméwiono zastosowany
do modelowania korelacji model DCC Engle’a oraz przedstawiono funkcje
powiazan (copula), jako przyklad podajac wielowymiarowa funkcje FGM. Druga
czgs¢ zawiera omdwienie metodologii wybranej do badan empirycznych oraz
danych wykorzystanych w badaniach. W ostatniej czesci przedstawiono wyniki
badan wraz z ich interpretacja.

2. Modelowanie zaleznos$ci

Punktem wyjscia do dalszych rozwazan beda pojecia warunkowych wartosci
oczekiwanych (p,), warunkowej macierzy wariancji-kowariancji (H,)
wyznaczanych na podstawie informacji dostgpnej w chwili ¢+ — 1 oraz pojecie
postaci warunkowego rozktadu standaryzowanych reszt modelu [2; 6; 10]).

Aby zilustrowa¢ DCC, przedstawmy k-wymiarowy wektor r, obserwacji w

momencie ¢ w réwnaniu warunkowej wartosci oczekiwanej jako zredukowany
model wektorowej autoregresji (VAR):

A(L)r, =¢,, gdzie £, ~N(0,H,), (1)
gdzie: A(L) jest macierza wielomianowa operatora opdznienia /, g, to wektor reszt
modelu VAR z warunkowg macierza wariancji-kowariancji

hll h12 h1k
le{h,'j}’= hll h’22 eee h2k ,i,j=172,--.,k.
by ho o By,
Zapiszmy warunkowa macierz wariancji-kowariancji w postaci:
H,=DRD, 2)

gdzie: D, = diag {\/E } jest diagonalna macierza zmiennych w czasie odchylen
standardowych  jednowymiarowych  proceséow GARCH  poszczegdlnych
sktadnikéw portfela, R, = {p,.j }1 i,j=1,2, .., k to macierz korelacji zawierajaca

warunkowe wspéiczynniki korelacji pomigdzy skladnikami portfela. Elementy
macierzy D, mozna opisac za pomoca jednowymiarowych modeli GARCH (p, g) w
nastepujacy sposob:
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F, [
hy =0+ o€+ Bohi_, 3)
p=1 gq=1

gdzie: h;, = {h,.,. }, , czyli uproszczony zapis elementéw diagonalnych macierzy D,.
Model DCC(rm, n) Engle’a [2002] opisuje strukture macierzy R, w nastepujacy sposdb

R=Q7'QQ", “)
gdzie:
M N _ M N
I S WY X5 N ICHN) » L WS
m=| n=1 m=\ n=1
Eit

& =T — elementy wektora standaryzowanych reszt, Q, = {q,.j }, — macierz
i

wariancji-kowariancji standaryzowanych reszt, ktérej bezwarunkowa (niezalezna
od czasu) macierz wariancji-kowariancji Q otrzymywana jest w pierwszym kroku
estymacji. Q, to diagonalna macierz zawierajagca pierwiastki kwadratowe
elementéw lezacych na przekatnej macierzy Q;:

Ja, O 0

0 0 .. g

Model DCC-GARCH mozma estymowaC za pomoca metody najwigksze]
wiarygodnosci, w ktérej logarytm funkcji wiarygodnosci mozna opisa¢ nastgpujacym

. T
eorem: L= —%Z{Zlog(2ﬂ)+2log|D,|+log|R,|+§,’R,"§, } (7
=1

Dla naszych rozwazan znaczenie ma to, ze proces estymacji mozna przeprowadzi¢
dwuetapowo [3]. W pierwszym etapie macierz R, jest zast¢powana przez k-wymiarowa
macierz jednostkowga, co redukuje rownanie (7) do sumy logarytméw funkcji wiarygod-
noéci jednowymiarowych modeli GARCH. W drugim etapie estymuje si¢ parametry
modelu DCC w réwnaniu (5), wykorzystujac pelny logarytm funkcji wiarygodnosci (7)
przy warunku wykorzystania parametréw jednowymiarowych modeli GARCH otrzy-
manych w pierwszym etapie.

Innym sposobem modelowania zaleznosci jest zastosowanie funkcji powigzan.
Definicja funkcji powiazan wyglada nastgpujaco [5]): k-wymiarowa funkcje
C: [0, 1]* — [0, 1] nazywamy copula, jesli spetnia nastgpujace warunki:

a) C(uy, uy, ..., wy) jest funkcja k-rosngca,

b) C(ul, Usy ooy U]y 0, WUigly ooe u,,) = 0,

o) C(, .., Lu,l,.., =u.
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Znaczenie funkcji powigzan w analizie zaleznosci wielowymiarowych wynika z
twierdzenia Sklara:

Niech H bedzie dystrybuantg laczna rozkladu wielowymiarowego, ktérego
rozklady brzegowe oznaczmy odpowiednio przez F;. Wtedy istnieje funkcja
powiazan C taka, ze

H(xy, x3, ... X)) = C(Fy (X)), Fo(xp), ..., Fi(xp)). (8)

Jesli F; sa ciagle, to C jest jednoznacznie okreslona. Ponadto, jesli F; sa
dystrybuantami, to funkcja H okreslona réwnaniem (8) jest dystrybuanta aczna
rozktadu wielowymiarowego.

Dowéd dwuwymiarowego przypadku tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy
Sklara z 1959 r. Schweizer i Sklar w pracy z 1974 r. przedstawili nieco prostsza
posta¢. Dowody na przypadek dwu- i wielowymiarowy mozna znalez¢ réwniez w
pracy Nelsena [5]. O tym, jak sobie radzi¢ w przypadku, kiedy dystrybuanty F; nie
sa ciagle, traktuje m.in. praca Joego [4].

Jesli oznaczymy u; = F{x;), to z twierdzenia Sklara wyptywa nastgpujacy wniosek:

Cluy, Uy, ..., w) = H(Fl_l (), F'(uy), . F'(u )) ®

Z twierdzenia tego wynika, ze funkcja powiazan mozemy przybliza¢ nieznany
wielowymiarowy rozklad 1laczny. Oczywiscie problemem jest znalezienie
odpowiednio dobrze dopasowanej funkcji.

O ile w przypadku dwuwymiarowym w literaturze wystepuje bardzo wiele
funkcji powiazan (por. np. spis zamieszczony w pracy [5]), o tyle w przypadku,
gdy mamy do czynienia z wigcej niz dwoma wymiarami, takich funkcji jest
znacznie mniej. Bardzo popularna w analizie dwuwymiarowej rodzina funkcji
archimedesowskich [5], choé¢ mozliwa do uogélnienia na przypadek
wielowymiarowy, jest rzadko stosowana, poniewaz stosujac ja, nalezy zalozy¢, ze
powiazanie kazdej z par zmiennych jest takie samo, co, oczywiscie, z reguly
odbiega od rzeczywistosci [S].

Takiej wady nie posiada funkcja powiazan Farliego-Gumbela-Morgensterna,
ktéra w przypadku wielowymiarowym mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

C(ul, Uyy oons uk)=ulu2...ukP(ul, Uy ooes uk), 10)
gdzie P to wielomian o nast¢pujacej postaci:
k
P(u, ty, oy ) =14 > 6, (1—u,)(1-u, ){1-u,). D)
i=2 1< <...j; <k

Przyktadowo dla przypadku, gdy k = 3, wielomian P funkcji powigzan FGM ma
nast¢pujaca postaé:

P, ) =1+ 6, (1— 10 ) (1=t ) + 65 (1= 14 ) (115 ) + 6 (1~ 0, ) (1 - ;)

(1= (1= 1 )(1-10).
Wykorzystujac wielomian P, bardzo fatwo réwniez mozna przedstawi¢ funkcje
gestosci funkcji powigzan FGM:

+
(12)
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c(uy, uy, ooy )= P(2u,, 2u,, ..., 2u,), (13)
Dla tréjwymiarowej FGM wz6r ten przybiera postac:
c(uy,uy,u) =146, (1— 2, )(1— 2u,) + 65 (1— 2u, ) (1— 2u, ) +
+6,5 (1— 20, )(1— 21y )+ 6,5, (1= 2u, ) (1= 2u, ) (1 — 2u5).
Estymacja parametréw takiej funkcji przebiega w dwéch etapach [1; 5]:
1. W pierwszym etapie estymuje si¢ parametry poszczegélnych rozkiadéw
brzegowych. Te parametry stuza nastepnie do wyznaczenia wartosci dystrybu-
ant dla obserwacji z kazdego rozkladu brzegowego. W badaniach empirycznych
w niniejszym artykule jako rozklady brzegowe wykorzystano jednowymiarowe

rozkfady normalne o parametrach estymowanych osobno dla poszczegélnych
sktadnikéw.

(14)

uir = q) (xir ) 4
gdzie: u;, — warto$é dystrybuanty szeregu i w momencie ¢,
x; — wartos¢ obserwacji i w momencie ¢,
& - dystrybuanta rozkladu normalnego o parametrach estymowanych dla
szeregu i.
2. Wyznaczone w ten sposéb wartosci dystrybuant wykorzystuje si¢ nastgpnie w
estymacji metoda najwigkszej wiarygodnosci parametréw funkcji powigzan.

3. Dane i algorytm badan empirycznych

Dane podzielono na trzy grupy: akcje notowane na GPW w Warszawie, indeksy
(jeden polski, pozostale zagraniczne) i waluty. Do grupy akcji wybrano (losowo)
12 nastepujacych spétek BZWBK, Debica, Forte, Jelfa, Kety, Mostostal Export,
Optimus, PGF, Provimrol, Softbank, Swarzgdz i Wistula. Z kolei w sktad indeks6w
wchodzity: WIG, CAC40 (Paryz), DAX (Frankfurt), FT-SE100 (Londyn), DJIA,
NASDAQ, SP500 (USA). Waluty obejmowatly notowania w zlotych nastepujacych
waloréw: frank szwajcarski (CHF), euro (EUR), funt brytyjski (GBP), jen (JPY) i
dolar (USD). Ostatnim dniem, z ktérego pochodza analizowane dane, jest w
przypadku akcji 2 lutego 2006 r., a w przypadku indekséw i walut — 3 marca 2006
r. Dane w kazdej grupie postuzyly do utworzenia wszystkich mozliwych
kombinacji skladajacych si¢ z trzech elementéw z danej grupy. Dla akcji takich
tréjek (portfeli) byto 220, dla indekséw — 35, a dla walut — jedynie 10.

Wszystkie prezentowane pracy wyniki badan empirycznych uzyskano na
podstawie procedur napisanych w srodowisku MATLAB 6.0.

Algorytm zastosowany w badaniach empirycznych sktadat si¢ z kilku etapéw:

1. Dla kazdej tréjki szeregéw czasowych estymowano model VAR (1) z

opéznieniem réwnym 1.
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2. Dia reszty modelu VAR otrzymanego w poprzednim etapie estymowano model
DCC(1, 1) GARCH .

3. Dla standaryzowanych reszt modelu DCC otrzymanego w poprzednim etapie esty-
mowano parametry funkcji powiazan FGM. W estymacji metoda najwigkszej wiary-
godnosci wykorzystano funkcj¢ gestosci opisang wzorem (12).

4. Wyniki i ich interpretacja

Po estymacji parametréw funkcji powigzan (trzeci etap algorytmu
przedstawionego w poprzednim punkcie) otrzymano wyniki, ktére w formie
zbiorczej przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Liczba istotnych parametréw funkcji FGM w poszczegélnych grupach

Grupa Akcje Indeksy Waluty
Parametry (liczba portfeli 220) (liczba portfeli 35) (liczba portfeli 10)
6, 22 10,00% 2 5.71% 0 0,0%
6 16 7.27% 1 2,86% 2 20,0%
63 23 10,45% 0 0,00% 0 0,0%
62 13 591% 5 14,29% 1 10,0%

Zrédto: obliczenia whasne.

Jesli zatozymy, ze DCC GARCH prawidtowo modeluje korelacj¢ pomigdzy
sktadnikami portfela oraz ze korelacja ta oddaje w petni zwiazki pomiedzy tymi
sktadnikami, to mozemy oczekiwa¢, ze estymowane parametry funkcji FGM beda
nieistotnie rézne od zera, zwlaszcza pierwsze trzy parametry. Czwarty parametr
oddaje niejako zwiazek taczny pomiedzy wszystkimi trzema skladnikami, czego
DCC nie modeluje. Niektérzy autorzy okreslajg czwarty parametr mianem
statystyki trzypunktowej, a pierwsze trzy statystykami dwupunktowymi (podobnie
jak wspélczynniki korelacji liniowe;j) [1].

Analizujac wyniki w tab. 1, mozna uzna¢, ze DCC na tyle dobrze modeluje
zwigzki pomig¢dzy zmiennymi, ze jedynie w ok. 10% przypadkéw wartosci
parametrow funkcji powiagzan FGM zdaje si¢ wskazywaé, ze pomigdzy szeregami
istnieja zwiazki, ktérych DCC nie wymodelowat.

Ciekawe jest to, ze ostatni parametr nie byl czesciej istotny niz pozostate,
przynajmniej w przypadku akcji i walut. W przypadku indekséw ten parametr
okazywal si¢ najczgsciej istotny, nalezy jednak tez zauwazyc, ze dla tej grupy
parametry FGM najrzadziej byly istotnie rézne od zera, czyli w przypadku tej
grupy model DCC niejako ,,spisywat si¢”” najlepie;j.

W tabeli 2 przedstawiono estymatory parametréw funkcji FGM wybranych port-
feli akcji. Sa to portfele, dla ktérych 3 parametry okazaly si¢ istotne (2 przypadki)
oraz 2 wybrane portfele, dla ktérych 2 parametry byty istotne (13 przypadkéw).
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Tabela 2. Estymatory parametréw funkcji FGM i ich istotnos¢

Spétki Provimrol Softbank Optimus Optimus
Optimus Optimus Dgbica Jelfa
Degbica Forte BZWBK Dgbica
Parametry Wartos¢ | Stat.+ | Warto$¢ | Stat. z | Warto$¢ | Stat.r | Wartosé | Stat. ¢
6, 0,1947 | 2,8081 | 0,2075 | 2,1503 | -0,0409 | -0,6478 [ 0,0528 | 0,7954
G 0,1135| 1,6961 | 0,0245] 0,2934 | 0,2284 | 3,2597 | 0,1646 | 2,3324
6, 0,2302 | 3,1700 | 03648 | 4,4121{ 0,1900 | 2,7269 | 0,0443 | 0,6159
81 -0,3706 | -3,0121 | 03815 | 2,5570 [ -0,1359 | -1,1481 | -0,2922 | -2,3501

Zrédlo: obliczenia wiasne.

To, z¢ w tab. 2 w kazdym przypadku jednym ze skladnikéw jest spétka
Optimus, nie jest przypadkiem. Okazuje sig, ze spétka ta wykazuje silne
powiazania, mierzone wartoscia parametréw funkcji FGM z wigkszoscia
pozostatych spélek, po usunigciu korelacji liniowej za pomoca modelu DCC.
Oczywiscie taki wynik moze wynikaé z ograniczonej proby poddanej badaniom.

5. Zakonczenie

Wyniki badan wskazuja, ze analiza zwiazkéw za pomocg funkcji powiazan,
ktére moga modelowa¢ inne rodzaje zaleznosci niz korelacja liniowa, wydaje si¢
potrzebna jedynie w ok. 10% przypadkéw, jednakze zdaniem autoréw liczba ta jest
na tyle duza, ze usprawiedliwia dalsze badania.

Oczywiscie wyniki uzyskane jedynie na wybranych danych nie sg
rozstrzygajace. Réwniez zastosowanie tylko jednego wielowymiarowego modelu
GARCH oraz jednej funkcji powiazan sprawia, ze przedstawione wyniki sa raczej
pogladowe. Autorzy mieli na celu wykazanie istnienia tego typu zagadnien, a nie
ich ostateczne rozstrzygnigcie.

Dalsze kierunki badan to przede wszystkim zastosowanie z jednej strony innych
modeli korelacji liniowej (inne wielowymiarowe modele GARCH) oraz
zastosowanie innych niz funkcja powiazan FGM, metod analizy zaleznosci
nieliniowych. Chodzi tu przede wszystkim o mierniki zaleznosci w ogonach oraz
statystyki wielopunktowe oddajace réwnoczesne zaleznosci miedzy wiecej niz
dwiema zmiennymi [1].
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USING A DCC-GARCH MODEL AND A FGM COPULA IN THE
ANALYSIS OF THE DEPENDENCY BETWEEN RETURNS OF
STOCKS, WORLD STOCK MARKETS INDEXES AND EXCHANGE
RATES. EMPIRICAL EXAMPLE

Summary

Main goal of this paper is an analysis of the estimation of parameters of Farlie-
-Gumbel-Morgenstern copula (FGM) for data filtered with dynamic conditional
correlation (DCC) of Engle [3]. Such an estimation can help establishing a nature
of dependency between time series.

The paper consist of three main parts. The first part presents DCC model used
for modeling a linear correlation. Also copula functions are presented here with
example — multidimensional FGM copula. Data and methodology are described in
second part, results — in third.
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