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1. Wstep

Wycena programu emerytalnego polega na obliczeniu wysokosci zgromadzo-
nego kapitalu oraz rezerwy matematycznej na dany moment. Na podstawie uzy-
skanych wynikéw ustala si¢ wysokos¢ sktadki obowiazujaca do momentu kolejne;j
wyceny. W niniejszym artykule wycena PE zostala przeprowadzona w przypadku
statej sktadki przez caly okres ubezpieczenia oraz w przypadku korekty wysokosci
skladki przy kazdej wycenie PE. Rozpatrzono trzy sposoby amortyzacji deficytu
lub nadwyzki finansowej. Autorka pokazala, w jaki spos6b wyznacza¢ poziom
skiadek tak, aby w momencie zakonczenia dziatalnosci PE dla danej kohorty uzy-
ska¢ réwnowage aktuarialng. W kazdym momencie stazu ubezpieczeniowego po-
réwnano wysokos¢ zgromadzonego kapitalu z rezerwa matematyczna, potrzebna
na pokrycie §wiadczen. Zaproponowano trzy metody amortyzacji deficytu (nad-
wyzki finansowej): minimalizacj¢ nadwyzki finansowej, minimalizacje wartosci
bezwzglgdnej deficytu finansowego oraz amortyzacj¢ renta zyciowa okresowa.

2. Wycena PE w przypadku stalej skladki
Ogromny wptyw na wyniki symulacji ma prawdopodobienstwo $mierci obli-
czone z wykorzystaniem danych o smiertelnosci m¢zczyzn w Polsce w 2004 r. [3].

Prawdopodobienstwo przejécia na emeryturg, rent¢ oraz wycofania si¢ z uczestnic-
twa w PE obliczono ze wzoru [5]:
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na podstawie danych z prac [1; 3].

W symulacjach przyje¢to nastgpujace zalozenia:

— stopa inflacji wynosi 0% (mozna przyjac, ze obliczane wielkosci sa aktualne
obecnie),

— stopa procentowa wynosi 4% i jest réwna stopie dyskontowej,

— stala liczba uczestnikéw w PE to 10 000 oséb (liczebnos¢ nowej kohorty jest
réwna liczbie 0séb odchodzacych z PE w minionym roku),

— wiek poczatkowy uczestnikéw PE to 30 lat (uzaleznione od dost¢pnych da-
nych),

— poczatkowe wynagrodzenie wynosi 1000 zt miesi¢cznie (12 000 zl rocznie),

— funkcja indeksujaca ptace zostata ustalona na poziomie 1,03 rocznie',

— funkcja indeksujaca §wiadczenie jest stata i wynosi 1,02 rocznie,

— obliczenia wysokosci wyptaty jednorazowej dokonano za pomoca renty zycio-
wej iixﬂ , gdzie:

k = min(101 — x,35). (2)

Renta ta jest liczona przy prawdopodobienstwie dozycia przez uczestnika w
wieku x wieku x + k. Ustalono granicg na poziomie 35 lat, poniewaz w przeciw-
nym wypadku, np. w przypadku osoby odchodzacej z PE w wieku 40 lat, otrzy-
mywanoby bardzo wysokie §wiadczenie i pobieranie tego $wiadczenia byloby bar-
dziej korzystne niz aktywnos¢ zawodowa.

Wyceng aktuarialna przeprowadza si¢, wykorzystujac m.in. znajomos¢ liczby ak-
tywnych uczestnikéw w dowolnej chwili ¢ (przyjeto czas dyskretny). Liczebnosci
poszczegdlnych kohort w czasie wyznacza si¢ na podstawie wzoréw zawartych w
[5]. Rysunek 1 ilustruje obliczenia w przypadku czterech przyczyn odejscia z PE
(rezygnacja z uczestnictwa, smier¢, inwalidztwo i osiagnig¢cie wieku emerytalnego).

Liczba aktywnych uczestnikéw w kazdej chwili ¢ jest stosunkowo stabilna. Jest
to argument przemawiajacy za wypracowaniem odpowiedniego modelu dla pro-
gramu emerytalnego ze zdefiniowanym s$wiadczeniem. Oznacza takze, ze jeshi
udaloby si¢ ustali¢ charakteryzujacg si¢ mala zmiennoscia wysokosc sktadki, przy
ktérej PE bylby zbilansowany i stabilny, to bylby to wynik wykorzystywany pé6z-
niej przez lata.

! Przewidywany srednioroczny wzrost plac w sferze budzetowej na rok 2005 wynosi 3% [7]. Do
obliczania wysokosci przyszlej emerytury stosuje si¢ réwniez realny wzrost ptac w wysokosci 3%
rocznie [6). Natomiast w USA wzrost ptac przyjmuje si¢ na poziomie 6% rocznie [1].
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Rys. 1. Liczebnos¢ kohort w zaleznosci od wieku programu i stazu ubezpieczeniowego
Zrédto: obliczenia wiasne.

Nalezy takze ustali¢ wysoko$¢ swiadczenia, jakie w chwili r dostanie ubezpie-
czony, odchodzac z PE z okreslonej przyczyny. Poczatkowa wysokosé¢ swiadczenia
w zaleznosci od stazu pracy zostala obliczona w [4]. Wysokos¢ $wiadczenia w
postaci wyplaty jednorazowej mozna uzalezni¢ od przyczyny odejscia z PE. Przy-
jeto nastegpujace zatozenia:

—  B’(x,t)=$wiadczenie emerytalne w wieku x w chwili ¢,
- B'(x,))=75%B'(x,1),

- B"(x,t) =60 %B’ (x,1),

- B'(x,)=T75%B'(x,1).

Wartosci te sa zgodne z danymi ZUS [8], gdyz przecietna renta inwalidzka wy-
nosi 75% emerytury, a renta rodzinna za$ — od 85-95%. Jednak, aby $mier¢ nie
byla dla rodziny ubezpieczonego bardziej ,atrakcyjna” niz jego przejscie na rentg,
ustalono renty rodzinna i inwalidzka na jednakowym poziomie. W przypadku re-
zygnacji ubezpieczonego z uczestnictwa w PE wyplata powinna przybra¢ postac
transferu kapitalu do nowego PE.

W przypadku analizowania wybranej kohorty w celu zachowania réwnowagi
aktuarialnej nalezy poréwnywa¢ wysokos¢ zgromadzonego kapitatu w chwili ¢ z
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wysokoscig rezerwy matematycznej na ten moment dla okreslonej grupy ubezpie-
czonych. Rezerwe matematyczna liczono metoda prospektywna jako réznice war-
tosci aktuarialnej przyszlych swiadczen i wartosci aktuarialnej przysztych skiadek,
podobnie do [2].

Rysunek 2 ilustruje uzyskane wyniki dla wysokosci zgromadzonego kapitatu i
rezerwy matematycznej na przetomie 40 lat stazu ubezpieczeniowego.
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Rys. 2. Warto$¢ zgromadzonego kapitatu i wysoko$¢ rezerwy dla wybranej kohorty w przypadku
sktadki wysokosci 14% i 18% wynagrodzenia
Zrédto: obliczenia wtasne.

W przypadku analizowania kohorty stata skladka w wysokosci 18% wynagro-
dzenia powoduje nadwyzke kapitalowa przez caly okres ubezpieczenia — kapitat
przewyzsza wysokos¢ koniecznej rezerwy. Sugerowatoby to obnizenie wysokosci
sktadek. Z kolei dla skiadki w wysokosci 14% wynagrodzenia rezerwa przewyzsza
kapitat i powoduje deficyt finansowy przez caty okres ubezpieczenia’. Nalezy tak-
7e Zwréci¢ uwage, ze na rys. 2 wartosci kapitatu i rezerwy sa rzedu 10°, dlatego
deficyt lub nadwyzka wydaja si¢ niewielkie. W rzeczywistosci sa one rzedu 10,
zatem amortyzacja ich jest konieczna.

Analizowany program w przypadku statej skiadki jest bardzo wrazliwy na jej
wysokosé. Ustalajac sktadke procentowa z dokladnoscig do trzech miejsc po prze-
cinku, stwierdzono, ze przy skladce 15,883% kapital pokrywa si¢ z rezerwa. Po-
dobnie jest przy sktadce 15,884%. Jednak w pierwszym przypadku sktadka generu-
je deficyt finansowy, podczas gdy sktadka o 0,001% wyzsza — nadwyzke finanso-

wa (rys. 3).

% Zakiada si¢ ponadto, ze zalozenia przyjete do wyceny programu, np. wartosci prawdopodobien-
stwa przejscia, realizowane sa w przyszltosci.
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Rys. 3. Wysoko$¢ deficytu (nadwyzki finansowej) dla wybranej kohorty przy skladce 15,884% i 15,883%
Zrédto: obliczenia wiasne.

Obliczajac wartosci netto, program emerytalny o zdefiniowanym swiadczeniu mozna
odpowiednio zbilansowaé. Problem pojawia si¢ w przypadku wartosci brutto, gdyz wow-
czas nalezy okresli¢ np. takie wielkosci, jak narzut na sktadke lub koszty administracyjne.

3. Metody amortyzacji deficytu — przykiad

Minimalizacja nadwyzki finansowej

W celu amortyzacji deficytu (nadwyzki finansowej) zaproponowano trzy spo-
soby postgpowania w przypadku zaistnienia réznic migdzy wartoscia kapitalu a
wysokoscia rezerwy. Zostaly one opisane w kolejnych podpunktach. Jako pierwsza
zastosowano minimalizacj¢ nadwyzki finansowej. Jest to dzialanie o tyle bezpiecz-
ne, ze ubezpieczyciel nie podejmuje ryzyka uzyskania deficytu. Poniewaz przy
ustalonej statej wysokosci skladki program emerytalny jest stabilny (deficyt lub
nadwyzka finansowa ,,pogigbiaja si¢””), postanowiono wprowadzi¢ szes¢ zaktdcen
w wysokosci skladki, spowodowanych np. blednymi obliczeniami (btad oprogra-
mowania, btad aktuariusza itp.). Ustalono nastgpujace zdarzenia:
— t=23 - skladka o 10 zt/osobe za niska,
— t=7 - skladka o 20 zl/osobg¢ za niska,
— t=11 - skladka o 20 zl/osobg za wysoka,
— t=19 —skladka o 1 zl/osobe za wysoka,
— t=127 —sktadka o 2 zt/osobe za niska,
— t=33 — skiadka o 20 z¥/osobe za wysoka.

Ponizej zamieszczono przykladowe obliczenia.

t=0.

Przyjmujac skladke réwna, 7z,-(0) = 15,885%, uzyskano K'(0)= 19062 000,00 zt

i rezerwe matematyczng V'(0) =19 049 552,39 zi. Zatem wystapita nadwyzka w
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wysokosci U'(0)=12447,61 zi. Sugerowaloby to obnizenie wysokosci skiadki na
72(0)=15,884% . Jednak wéwczas wystapitby deficyt finansowy U?(0) = —833,06
zl, a poniewaz metoda przyjmuje najnizsza nadwyzke, wigc pozostaje sktadka z pierw-
szego wariantu’.

t =3 - pierwsze zakldcenie.

Z obliczen wynika, ze powinna zosta¢ przyjeta sktadka w wysokosci
ﬂ'c(3)=15,884% , powodujaca nadwyzke réwna U'(3)=412,76 zi. Jednak
skiadka zostata ustalona na poziomie 15,808%. Wobec tego deficyt w chwili 1 =3
wyniést U(3) =—888442,01 zi. Deficyt ten powoduje w roku ¢ =4 podwyzsze-

nie skladki do wysokosci 7. (4)=15890% i wystapieniec nadwyzki

U'(4)=11199,03 zi, ktéra w kolejnych latach powinna zosta¢ zamortyzowana.

Minimalizacja wartosci bezwzglednej deficytu lub nadwyzki finansowej

W przypadku minimalizacji nadwyzki finansowej w wielu momentach wyceny
uzyskuje si¢ wysoka nadwyzke, podczas gdy obnizenie sktadki o 0,001% powo-
dowatloby niewielki deficyt, teoretycznie latwiejszy do zamortyzowania. Dlatego
druga proponowana metoda jest minimalizacja wartosci bezwzglednej deficytu
(nadwyzki finansowej). Jesli w roku ¢ deficyt bedzie nizszy od nadwyzki co do
wartosci bezwzglednej, to ustalana jest wysokosc skladki powodujaca deficyt. Po-
nizej zamieszczono przykladowe obliczenia.

t=0.

Przyjmujac sktadke réwna 7,.(0) =15,885%, uzyskano nadwyzke¢ w wysoko-
éci U'(0)=12447,61 zi. Z kolei przy skladce 72(0)=15,884% otrzymano defi-

cyt finansowy UZ?(0)=—833,06 z}. W celu ustalenia wysokosci sktadki zaktad
ubezpieczeft wybiera mniejsza warto$¢ do zamortyzowania, czyli w tym przypadku
U?(0). Podejmuje w ten sposéb ryzyko posiadania niewystarczajacych srodkéw
finansowych na pokrycie naleznych $wiadczen.

t =3 — pierwsze zaklécenie.

Z obliczen wynika, ze powinna zosta¢ przyj¢ta sktadka w wysokosci
7[2(3):15,884%, powodujaca deficyt U?(3)=—937,08 zi. Jednak w wyniku
bt¢du skladka wynosita 15,808%, wobec czego deficyt finansowy wzrést do
U(@3)=—886791,84 zi. Nastepnie deficyt ten zostal pomniejszony przez podwyz-

szenie sktadki od t =4 do 77(4)=15,889% wynagrodzenia w chwili ¢.
Amertyzacja za pomoca renty zyciowej okresowej

Trzeciag metoda wyznaczania wysokosci skladki emerytalnej jest amortyzacja
nadwyzki (ewentualnie deficytu) za pomoca renty zyciowej (x, — x)-letniej ptatnej

3 Ustalona wysoko$¢ sktadki w chwili z, w obliczeniu rezerwy obowigzuje do kofica stazn ubezpieczeniowego.
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z dotu. W obliczeniach za maksymalny wiek emerytalny przyjeto 70 lat. Wartosci
renty a —, zilustrowano na rys. 4.
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Rys. 4. Renta zyciowa (70 — x)-letniej dla uczestnika w wieku x
Zrédto: obliczenia wiasne.

Ze wzgledu na duze, ale malejace wartosci prawdopodobienstwa odejscia z PE
w poczatkowych latach uczestnictwa warto$¢ tej renty rosnie, nastgpnie — ze
wzgledu na skracajacy si¢ okres jej ptatnosci — maleje. Proponowany sposéb amor-
tyzacji zalezy takze od liczby aktywnych uczestnikéw w kohorcie w kazdym ko-
lejnym roku jej stazu ubezpieczeniowego. Liczebnos¢ kohorty zostata zilustrowana
narys. 5.

12000

10000
8000 \
6000 \

4000 \\\\\-:"-h‘"‘""“‘“*-—-—-.____‘__‘
2000

0 rrrrrryvyryrrryrrirrrrrrrrrrrryryrrrrrrrrrrrioee
30 35 40 45 50 55 60 65 70
wiek uczeanilow

Rys. 5. Liczba aktywnych uczestnikéw w kohorcie w zalezno$ci od wieku
Zrédio: obliczenia wiasne
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Zauwaza si¢ gwaltowny spadek liczby aktywnych uczestnikéw w poczatko-
wych latach funkcjonowania PE. P6zniej réwniez obserwuje si¢ spadek, ale jest on
juz umiarkowany.

Metoda amortyzacji deficytu (nadwyzki finansowej) za pomoca renty zyciowej
zostanie zobrazowana przyktadowymi obliczeniami.

t=0.

Ustalono sktadke taka jak w metodzie minimalizacji nadwyzki finansowej, czyli
7-(0)=15,885% wynagrodzenia S§(0)=12000 zt w pierwszym roku, co daje
sktadk¢ w wysokosci 1 906,20 zt. Powstala nadwyzka finansowa w wysokosci
U(0)=12447,61 zi. Nadwyzke te nalezy zamortyzowaé w nastgpujacy sposéb:

U@

Itha —

i, —x|

A (t+1D)= 3)
Zatem w pierwszym roku mamy:

U  12447,61
(0)a 7,05-10000

Oznacza to, ze skladki zaplanowane na nastgpne lata zostana pomniejszone o
wartos¢ 0,18 zt. Wobec tego sktadka na poczatku drugiego roku wyniesie:
7(1)=15,885%-12000-1,03 — 0,18 =1963,21 zl,

gdzie 1,03' — przyjeta funkcja skalujaca wynagrodzenie (we wzorze powyzej t =1).

t =3 — pierwsze zaklécenie.

Skiadka na poczatku czwartego roku miata wynosic 2 082,79 zt. Jednak na sku-
tek bledu zostala wplacona sktadka w wysokosci 2 072,79 zt za kazdego uczestnika
PE. Spowodowalo to wystapienie deficytu w wysokosci -639 117,02 zt. W zwiazku
z tym na poczatku piatego roku zostanie wptacona sktadka w wysokosci:

—639117,02

7. (4)=15,885%-12000-1,03* — 0,18 - ——————==12156,23 1z,
10,53-5541

gdzie: Ar.(2)=Ar-(3)=0. Kazda skladka ustalona na rok >4 zostanie po-
wigkszona o kwote 10,95 zi.

Az (1) =

=0,18 zi

30:40|

4. Metody amortyzacji deficytu — poréwnanie
W celu poréwnania opisanych metod zebrano uzyskane wyniki dotyczace wy-

sokosci deficytu i nadwyzki finansowej w kazdym momencie stazu ubezpiecze-
niowego i zamieszczono je na rys. 6.
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Rys. 6. Wysokos¢ deficytu (nadwyzki finansowej) — poréwnanie metod
Zrédlo: obliczenia wiasne.

W przypadku zaproponowanych metod deficyt (nadwyzka finansowa) ksztattuje si¢
podobnie w czasie trwania stazu ubezpieczeniowego. Jednak metoda amortyzacji za
pomoca renty zyciowej generuje najnizsze wartosci roznicy migdzy kapitatem i rezerwa
matematyczna, szczegblnie w przypadku r =3, 7,11 (najbardziej znaczacych zakiéeen).
Oznacza to, ze ta metoda otrzymuje si¢ najlepsze wyniki. Z kolei metoda minimum war-
tosci bezwzglednej deficytu wykazuje najwigksze skoki w punktach zakiéeen.
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Rys. 7. Wysokos¢ sktadek — poréwnanie metod
Zrédto: obliczenia wiasne.
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W razie zmiennosci procentowej sktadki metody daja zblizone wyniki. W przy-
padku wystapienia nadwyzki finansowej wigkszy skok skladki odnotowano w me-
todzie amortyzacji renta, natomiast wigksze spadki w przypadku deficytu finanso-
wego mialy dwie pierwsze metody.

5. Zakonczenie

Na podstawie przeanalizowanych metod wyceny programu emerytalnego ze
zdefiniowanym swiadczeniem stwierdzono, ze w obliczajac wartos¢ netto (bez
uwzglednienia narzutéw na skladke, kosztéw administracyjnych itp.), mozna uzy-
ska¢ réwnowage aktuarialng w programie emerytalnym o zdefiniowanym swiad-
czeniu. Wobec tego mozliwe jest zgromadzenie kapitatu wystarczajacego na po-
krycie wyplaty nabytych §wiadczen. Nalezy jednak podkresli¢, ze juz w przypadku
ustalania skladki netto konieczne jest wykorzystanie jak najdokiadniejszej bazy
informacji demograficznych, gospodarczych i spolecznych dla danego kraju.
Wskazana jest réwniez natychmiastowa reakcja w razie wystapienia deficytu lub
nadwyzki finansowe;j.
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SELECTED METHODS OF VALUATING DEFINED BENEFIT
PENSION PLANS - MODELING THE CONTRIBUTION AND
DEFICIT AMORTIZATION

Summary

The valuation of pension plans depends on the calculation of the aggregated
capital amount and the mathematical provision at a given moment. On the basis of
the obtained results, the contribution amount is established and this amount is ap-
plied until the next valuation. The pension plan valuation was conducted on the
basis of the constant contribution amount for the whole participation period as well
as of the contribution amount correction at every valuation moment. Three methods
of deficit amortization and financial surplus were discussed. The author presented
the way in which the contribution amount is to be established in order to attain the
actuarial balance for the pension plan participation at the final moment. The
amount of the aggregated capital was compared with the mathematical provision
necessary to cover the benefits at every moment of insurance security. Three meth-
ods of deficit amortization (financial surplus) were suggested.
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