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PROBLEMY W MODELOWANIU
PRZY UZYCIU ROZKLADOW a-STABILNYCH

1. Wstep

Klasa rozktadéw a-stabilnych obejmuje rozktady o réznej skosnosci, skupieniu,
potozeniu i, co bardzo wazne, réznej grubosci ogonéw. Dzieki temu rozklady a-
-stabilne znajduja szerokie zastosowania w opisie danych, w ktérych wartosci
znacznie odbiegajace od wiekszosci obserwacji wystgpuja stosunkowo czg¢sto.
Przede wszystkim wigc rozklady a-stabilne moga postuzy¢ do modelowania szere-
g6éw finansowych czy ubezpieczeniowych.

Za modelowaniem przy uzyciu tego typu rozkladéw przemawiaja takze inne ar-
gumenty. Po pierwsze, suma a-stabilnych zmiennych losowych z tym samym in-
deksem stabilnosci ma rozktad a-stabilny. Mozna wigc dokonywaé agregacji kilku
szeregéw, co pozwala np. na przechodzenie od analizy pojedynczych waloréw do
analizy portfeli czy tez od analizy spétek do analizy sektoréw itd. Po drugie, ogdl-
ne twierdzenia graniczne, dotyczace odpowiednio centrowanych i skalowanych
zmiennych losowych, wskazuja, ze rozklady a-stabilne jako rozklady graniczne
moga aproksymowac inne rozktady.

Wymienione powody moga sta¢ si¢ nazbyt zachegcajace i latwo w tej sytuacji
ulec wrazeniu, ze a-stabilnos¢ szeregéw empirycznych jest zjawiskiem powszech-
nym. W zwiazku z tym niniejsze opracowanie ma na celu pokazanie, Zze do mode-
lowania za pomoca tego typu rozkladéw trzeba podchodzi¢ z pewng doza ostroz-
nosci. Zwrécono zatem uwage na problemy i putapki dotyczace szeroko rozumia-
nych modelowania i estymacji, ktére szczegdlnie silnie ujawniaja si¢ w przypadku
rozktadéw gruboogonowych.

Po pierwsze, oméwiono zagadnienie tzw. wartosci odstajacych i zwiazana z tym
kwesti¢ niejednorodnosci procesu stochastycznego, generujacego badany szereg

491



czasowy (por. [1]). W tym kontekscie dla rozktadéw a-stabilnych odréznienie nie-
jednorodnej préby statystycznej z wartosciami odstajacymi od préby jednorodnej z
wartosciami ekstremalnymi jest wrgcz niemozliwe. Ponadto uznanie ktéregokol-
wiek z przypadkéw za wlasciwy, ze wzgledu na duza wrazliwos¢ estymatorow,
moze poskutkowac obcigZeniem oszacowan parametrow.

Po drugie, pokazano problem niespelnienia zalozen modelowych przyjmowa-
nych w estymacji. Zwrécono tu uwage na komplikacje dotyczace niemoznosci
wnioskowania co do charakteru procesu generujacego dane.

2. Rozklady a-stabilne i ich estymacja

Przyjmuje si¢, ze zmienna losowa X, ma rozklad a-stabilny z parametrem &,
gdy jej funkcja charakterystyczna dana jest wzorem:

8,() = Eexp(itX,) = exp[i,ut—|0't|a(1+iﬂoa)(a,t)'sgnt)}.

Jednowymiarowe sktadowe parametru 8 = (a,f,u,0) € (0,2)x(—l,l>x 0 x
x(0,400) to: a — indeks stabilnosci, f — miara skosno$ci, ¢ — parametr potozenia,
O — miara rozproszenia. Z kolei a(a,t) = tan(max/2) dla a=1 i
a(a,t) = (2/m)n|d dla @ =1.

Rozkiad a-stabilny dany jest w sposéb jawny poprzez gestosc tylko w czterech przy-
padkach: 1) o =2 - rozklad normalny, 2) o =1, f = u =0 - rozklad Cauchy’ego, 3)
a=1%, f=1, u=0 -rozklad Gaussowski odwrotny, 4) a =0 — rozktad jednopunk-

towy. Poza tymi przypadkami gestosci nie da si¢ wyrazi¢ wzorem analitycznym i wila-
snie to sprawia, ze estymacja parametru & jest niebagatelnym zadaniem.

W literaturze znalez¢ mozna wiele uje¢ zagadnienia estymacji. Wsroéd wazniej-
szych rodzajéw metod estymacji wymieni¢ nalezy (por. [3]):
(i) numeryczne metody najwigkszej wiarogodnosci',
(i) metody kwantyli prébkowych (m.in. metoda McCullocha),
(iii) metody dopasowania prébkowej funkcji charakterystycznej do teoretyczne;j,
(iv) metody regresji dla prébkowej funkcji charakterystycznej (m.in. metoda Ko-

utrouvelisa).

Do ostatniej grupy nalezy metoda wykorzystana w dalszym ciagu opracowania.
Jest ona bezposrednia modyfikacja metody Koutrouvelisa, a opiera si¢ na nastgpu-
jacych przeksztatceniach funkcji charakterystyczne;j:

Wo(t) = In(—Re(n(g,(1))) = alno+aln|f,
&) = Im(n(g,(1) = pt+|ot” B-aXen1) -sgnt.

! Numerycznie uzyskuje si¢ ggstosé z funkcji charakterystycznej.
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Zastosowanie tej metody sprowadza si¢ kolejno do: 1) wyznaczenia analogicz-
nych przeksztatcen ¥7,, 5.9 empirycznej funkcji charakterystycznej ¢3€ i przyjecia
ich za estymatory funkcji y, i &, ; 2) wyznaczenia liniowej regresji 7,(t) wzgle-
dem Inz i wyliczenia na tej podstawie & i &; 3) wyznaczenia £ i B z nielinio-
wej regresji -fa(t) wzgledem ¢ z ustalonymi, uprzednio przyjetymi & i 6. Meto-
da pozwala ponadto estymowac parametr samopodobienstwa H (tzw. wykladnik
Hursta) w sytuacji, gdy analizowany szereg empiryczny jest realizacja a-stabilnego
procesu H-samopodobnego (por. [2]). Estymacji tej dokonuje si¢ nastg¢pujaco.

Najpierw ustala si¢ kilka liczb naturalnych (najwygodniej poteg 2, czyli liczb ze
zbioru: {2*: k €{0,...,K}}), ktére stanowia skale agregacji i dla kazdego k dokonuje
si¢ sumowania danych po 2" obserwacji. Nastepnie dla kazdego k estymuje si¢ ¢, i
0, - Wtedy, jesli szereg empiryczny jest a-stabilny i H-samopodobny, to wszystkie ¢,
sq sobie réwne, o, za$ sa zwiazane relacja: o, = (2HH -0, , W ktérej znajduje si¢

estymator H (dzigki regresji: log, 0, = H -k +log, o, zmiennej k).

3. Wplyw pojedynczych rekordéw na estymatory

Pierwsza z omawianych kwestii dotyczy zasadnosci wnioskowania statystycz-
nego na podstawie posiadanych danych empirycznych. Problem ten jest niezmier-
nie istotny, poniewaz w przypadku danych ekonomicznych dysponujemy najczg-
$ciej tylko i wylacznie pojedyncza probka obserwacji analizowanego zjawiska. Nie
ma mowy o mozliwosci powtérnego przeprowadzenia ,.eksperymentu”, tak jak si¢
to dzieje np. w naukach przyrodniczych. Ponadto szeregi empiryczne czg¢sto sa
dos¢ krétkie. Z kolei w sytuacjach, gdy dtugos¢ szeregu jest znaczna i przekracza
np. 1000 rekordéw, moga wystapi¢ uzasadnione przestanki, ze szereg nie jest jed-
nolity w tym sensie, Ze nie mozna go uznac en bloc za realizacje jednego procesu
stochastycznego.

Aby wskaza¢ na niebagatelny wplyw wyzej nakreslonych zagrozen na jakosé
estymacji rozkladéw a-stabilnych, dokonajmy prostej analizy wrazliwosci estyma-
torow indekséw stabilnosci i rozproszenia dla symulowanych szeregéw dlugosci
1000. Do symulacji wykorzystana jest nast¢pujaca procedura (por. [3; 5]).

Na wstepie generowane sg dwie niezalezne zmienne Z i Y odpowiednio o roz-

kladzie jednostajnym na przedziale (—%,5) oraz wykladniczym o wartosci ocze-
kiwanej 1°. Niech okresiona bedzie takze stata d = Stan(ze/2). Na tej podsta-

wie dla @ =1 definiuje sie:

INp. Z=a(U-%2), Y=-InV, gdzie U i V maja rozktad jednostajny na przedziale (0, 1).
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sinaZ +dcosaZ . (-aye
X = —d+ CosZ) T (cos(1 - @)Z +dsin(l —a)Z ) ,

adla a=1:
X = [1+3ﬂz]tanz—ﬁ1n 2YcosZ |
/4 n+287Z

Woéwczas dla a=1 zmienna X +u, a dla a=1 zmienna oX +u+
+Z folno ma rozklad a-stabilny z parametrem 6 = (&, 5, u,0) .

Za pomocg opisanej procedury w srodowisku SAS 9.1 wygenerowano 40 serii
po 1000 realizacji zmiennych o parametrach: =18, =10, u=0; f=1.
Zgodnie ze zmodyfikowana metoda Koutrouvelisa dokonano estymacji parame-
tréw ¢« i ¢ dla wygenerowanych szeregéw. Srednie 40 estymatoréw parametru
i 40 estymatoréw parametru ¢ podano w tab. 1, w ktérej dodatkowo umieszczone
sa prébkowe odchylenia standardowe i probkowe wspétczynniki zmiennosci tych
srednich.

Tabela 1. Estymatory parametréw symulowanych rozktadéw

a o
Srednia 1,79845 10,0385
IOdchylenie standardowe 0,04774 0,32647
[Wspétczynnik zmiennosci 0,02655 0,03252

Zrédto: opracowanie whasne.

Wartosci w tabeli wskazuja, ze juz przy niewielkiej liczbie powtdérzen (réwnej
40) uzyskuje si¢ bardzo dobre oszacowania parametréw, co zreszta nie powinno
dziwi¢, poniewaz estymatory Koutrouvelisa, obok estymatoréw McCullocha,
uznawane s3 w literaturze za najlepsze (por. [3]). Niemniej analiza danych rzeczy-
wistych, jak juz nadmieniono, nie moze odwotywaé do wielokrotnego powtarzania
eksperymentu. W celu pokazania putapki, polegajacej na mozliwosci wyciagnigcia
btednych wnioskéw na podstawie pojedynczej préby oraz poczynionych zatozen
co do jej jednorodnosci lub niejednorodnosci, dokonano prezentacji bardzo proste-
go przykladu. Mianowicie, opisang procedur¢ generowania kontynuowano do mo-
mentu uzyskania pierwszego szeregu, w ktérym pojawil si¢ cho¢ jeden rekord
przekraczajacy umowna warto$¢ 4000. Do dalszych rozwazan wykorzystano wia-
$nie ten szereg, a jego modyfikacja powstala poprzez zastapienie rekordu ekstre-
malnego $rednig arytmetyczna wartosci sasiednich, przy czym szereg niezmodyfi-
kowany reprezentuje przypadek zalozenia jednorodnos$ci, a zmodyfikowany — nie-
jednorodnosci préby statystycznej.

Ksztaltowanie si¢ obu szeregéw prezentuja rys 1 i 2. Na rysunku 1 dominujaca
wartos¢ ekstremalna jest tak duza, ze wrecz uniemozliwia dostrzezenie pozostatych
wartosci. Mozna je jednak zaobserwowa¢ na rys. 2.
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Rys. 1. Wygenerowana trajektoria z dominujaca wartoscia ekstremalna
Zrédio: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wygenerowana trajektoria z usunigta wartoscia ekstremalng
Zrédto: opracowanie wilasne.

Zaréwno dla wybranego szeregu z pojedyncza wartoscia ekstremalna, jak i dla jego
modyfikacji dokonano estymacji parametréw o i 0. W pierwszym przypadku uzyska-
no @=1,66491i 6 =9,7874, w drugim zas: @ =1,9066 i 6 = 2,2612. Sa to wartosci
znacznie réznigce si¢ parami migdzy sobg, a takze odbiegajace od uzyskanych wczesniej
s$rednich wartosci estymatoréw odpowiednich parametréw. Wida¢ wigc, ze zaréwno
pojawienie si¢ tylko jednej silnie dominujacej wartosci, jak i jej brak powoduje diame-
tralne zmiany w wartosciach estymatoréw. Co wiecej, analiza pojedynczych trajektorii
prowadzi do odmiennych wnioskéw niz réwnoczesna analiza wielu trajektorii.

4. Badania empiryczne

W celu pokazania drugiej putapki zwiazanej z modelowaniem przy uzyciu rozkladéw
a-stabilnych zaprezentowane zostana przykladowe badania, dotyczace wolumenéw ob-
rotu akcjami kilku wybranych bankéw notowanych na GPW w Warszawie.

Przestanki przemawiajace za wyborem wolumenéw obrotu, jako by¢ moze
zmiennych o rozkladach a-stabilnych, sa nastgpujace: 1) wolumen obrotu przyjmu-
je tylko wartosci nieujemne, co wskazuje na catkowita skosnos¢ rozkladu, 2) wo-
lumen obrotu przyjmuje czg¢sto bardzo zréznicowane wartosci, a wartosci ekstre-
malne nie sa rzadkoscia, co z kolei sugeruje wystgpowanie grubych ogonéw’.

Analizowane dane dotycza lat 2002-2006 i obejmuja po 1024 rekordy* dla kaz-
dego z bankéw. Ostatnim dniem obserwacji jest 31 stycznia 2006 r., daty zas po-

} Dodatkowo za wolumenem obrotéw przemawia podobienstwo tych szeregéw do szeregéw roz-
wazanych w [2] dotyczacych ilosci przesylanych danych w sieciach komputerowych.
4 Wartos¢ 1024 wybrana jest dla wygody, gdyz jako potgga 2 dzieli si¢ przez 16.
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czatkowe sa rézne ze wzgledu na to, ze w niektére dni nie wszystkie banki byly
notowane. Ksztaltowanie si¢ danych przedstawiaja wykresy na rys. 3-9:
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Rys. 3. Wolumen obrotu, BPHPBK
Zrédio: opracowanie wiasne.

Rys. 4. Wolumen obrotu, BRE
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 5. Wolumen obrotu, BZWBK
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 6. Wolumen obrotu, INGBSK
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 7. Wolumen obrotu, KREDYTB
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 8. Wolumen obrotu, MILLENNIUM
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 9. Wolumen obrotu, PEKAO

Zrédto: opracowanie wiasne.

Takze wzrokowa analiza zaprezentowanych wykreséw sugeruje mozliwos¢ wy-
korzystania rozkladéw a-stabilnych. By stwierdzi¢, czy tak rzeczywiscie jest, dla
kazdego z szeregéw empirycznych dokonujemy kolejno: 1) estymacji parametréw
a i 0, 2) estymacji wykladnika Hursta H , 3) proby oszacowania z i .

Zastosowanie zmodyfikowanej metody Koutrouvelisa i uprzednio opisanej re-
gresji, stuzacej estymacji wyktadnika H dla skal agregacji wynoszacych 1, 2, 4, 8,
16, prowadzi do nastepujacych estymatoréw &, &, H, umieszczonych w tab. 2.

Tabela 2. Estymatory parametréw rozktadéw empirycznych

a é H odch. & zm. & rozstgp &

BPHPBK 1,99298 11656,3 0,706812 0,00383 0,001923 0,00847
BRE 1,98719 20890,4 0,72036 0,00545 0,002744 0,0133

BZWBK 1,97787 34804,6 0,672363 0,00332 0,001679 0,00777
INGBSK 1,90855 5504,78 0,596582 0,01045 0,005477 0,02496
KREDYTB 1,9848 58904, 1 0,719619 0,00248 0,001251 0,00637
MILLENNIUM |1,96643 376570 0,726159 0,00233 0,001184 0,00622
PEKAO 1,98611 784799 0,699316 0,00386 0,001946 0,00898

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Otrzymane wyniki s3 bardzo zachecajace, bowiem nie dosc, ze we wszystkich
regresjach pomocniczych wspétczynniki determinacji sa wigksze niz 0,99, to jesz-
cze bez wzgledu na skale agregacji uzyskiwane dla kazdego z bankéw wartosci &

3 Co wigcej, statystycznie istotne sa parametry. Jednak w przypadku tego typu regresji watpliwa jest
normalno$¢ sktadnikéw losowych a przez to i sensowno$¢ wnioskowania o istotnosci parametréw.
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réznig si¢ migdzy soba w nieznacznym stopniu® (prébkowe odchylenia standardo-
we, wspétczynniki zmiennosci oraz rozstgpy pomiedzy najwieksza i najmniejsza
wartoscia & umieszczono w trzech ostatnich kolumnach tab. 2). Zauwazmy takze,
ze najnizsza warto$¢ & (réwng ok. 1,91) uzyskano dla INGBSK i jest to w pelni
zgodne z tym, iz na wykresie wolumenu obrotu tego banku pojawiaja si¢ najsilniej
dominujace wartosci ekstremalne.

Mozna by zatem sadzi¢, iz rozpatrywane wolumeny obrotéw maja rozktady a-
-stabilne oraz ze szeregi te charakteryzuja si¢ dlugoterminowgq zaleznoscia, jako ze

w kazdym przypadku: H >1/é . Jednak préba oszacowania parametréw g i S,

dokonana poprzez wyznaczenie empirycznej funkcji fg = Im( ln(¢?e)) , podwaza
te przypuszczenia. Dzieje si¢ tak dlatego, ze w przypadku kazdego z szeregdéw
empirycznych funkcja -;eg w ogodle nie przypomina swoim przebiegiem funkcji
postaci t — at + bt‘, z wyjatkiem bardzo malego przedziatu <0,£) 7. lecz nawet w

tym przedziale dopasowanie funkcji postaci ¢ — at + bt do kazdego z szeregow
jest dosc stabe, a co gorsza — uzyskane w ten sposdb estymatory B sa wigksze od
1 (najmniejszy réwny ponad 2).

W tej sytuacji nalezaloby odrzuci¢ hipotez¢, iz badane szeregi sa a-stabilne.
Jednak wcale nie jest to az tak oczywiste, jak wskazuja na to nieudane préby esty-
macji parametréw 4 i f. A to dlatego, ze opisane w literaturze metody estymacji

(w tym wykorzystana modyfikacja metody Koutrouvelisa) wymagaja zalozenia
niezaleznosci zmiennych w badanym szeregu®. Z kolei niezalezno$é stoi w
sprzeczno$ci z wykryta dlugoterminowg zaleznoscia. Zatem w przypadku bada-
nych wolumendéw obrotu brak jest rozstrzygnigcia co do ich a-stabilnosci.

5. Whnioski

Przeprowadzone badania pokazuja, po pierwsze, ze w przypadku rozkladéw a-
-stabilnych uznanie préby statystycznej z wartosciami odbiegajacymi od wigkszo-
sci obserwacji za jednorodng badz niejednorodna nie do$¢, ze jest samo w sobie
wysoce klopotliwe, to jeszcze w konsekwencji moze zawazy¢ na obcigzonosci
estymatoréw. Fakt ten znalazl odbicie w badaniach symulacyjnych, ktére wykryly
duza wrazliwos¢ estymatoréw parametréw rozktadu a-stabilnego na pojedyncze
nawet wartosci ekstremalne. Mozna zatem wnioskowaé, ze metoda Koutrouvelisa
nie jest metoda odporna.

® Fakt ten mozna uzna¢ za swego rodzaju test a-stabilnosci.
7 & jest zalezne od rozpatrywanego szeregu.
8 Na uchylenie zatozenia niezaleznosci wrazliwe sa whasnie estymatory parametréw u i 8.
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Po drugie, uwidoczniono niedoskonato$¢ dostgpnych metod estymacji rozkladéw a-
stabilnych. Modelowym, a réwnoczesnie mato realistycznym zalozeniem jest niezalez-
nos¢ zmiennych. W tym kontekscie przeprowadzone przykladowe badania empiryczne
wskazuja na problem zwiazany z mozliwoscia wystapienia braku jakichkolwiek przesta-
nek przemawiajacych na korzysc lub niekorzys¢ uzycia rozkladéw a-stabilnych.

Wymienione w opracowaniu problemy i putapki nie maja na celu ani zniechecenia,
ani odwodzenia od wykorzystywania rozkladéw a-stabilnych, lecz jedynie uwidocznie-
nie, iz do tego rodzaju modelowania nalezy podchodzi¢ ostroznie, a przy tym koniecznie
opierac si¢ na doglgbnej analizie danych empirycznych i znajdowaé pozastatystyczno-
estymacyjne przestanki, przemawiajace za uzyciem rozkladéw a-stabilnych.
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PROBLEMS WITH MODELLING
WITH USE OF a-STABLE DISTRIBUTIONS

Summary

The paper treats of some dangers and obstacles that may emerge when model-
ling data with use of a-stable distributions. These problems are illustrated by a
simple simulation example and by an analysis of properly chosen empirical data
alike. The carried research shows strong sensitivity of a-stable distribution parame-
ter estimates. It is also shown that empirical data analysis may lead to unsolvable
questions unfortunately.

The goal of the paper is not to discourage for using a-stable distributions but to
emphasize that a-stable modelling is under the necessity of special caution, careful
data analysis and of giving non-statistic arguments that could additionally validate
usage of a-stable distributions.
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