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1. Wstep

Celem pracy jest préba odpowiedzi na pytanie, jak duze jest ryzyko inwestycji
pieniedzy w opcje na akcje. Miarg tego ryzyka bedzie funkcja okreslajaca prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze opcja kupna zostanie zrealizowana.

Giéwnym problemem przy tego typu zagadnieniach jest prawidiowe oszacowa-
nie przysziej ceny instrumentu bazowego. Sledzac wysoko$¢ stép zwrotu z instru-
mentu bazowego mozna prognozowac ich rozktad, lecz nigdy nie bedziemy miec
pewnosci, ze ich zachowanie nie zmieni si¢ w czasie, szczeg6lnie, gdy termin wy-
gasnigcia opcji jest odlegly. W zwiazku z tym interesujace jest to, czy mozna zna-
lez¢ jakie$ elementy wspdine dla dowolnego rozkladu cen instrumentu bazowego,
ktére sprawia, ze bedzie mozna okreslic prawdopodobienstwo realizacji opcji w
kazdym przypadku.

2. Prawdopodobienistwo realizacji opcji dla dowolnego rozkladu cen

Zalézmy, ze kupujemy europejska opcje kupna akcji, ktérej cena rynkowa w
dniu zakupu opcji wynosi S. Niech S, oznacza ceng akcji w chwili ¢, a S, — ceng
wykonania opcji. Dokonajmy analizy sposobu ksztaltowania si¢ prawdopodobien-
stwa zdarzenia A, Ze opcja zostanie zrealizowana w chwili ¢ tzn. ze: S, >SS, .
Woéwczas P(A)=P(S, >S,).

Poniewaz cena akcji zmienia si¢ w czasie ¢, to mamy:

P(r)=P(S,>S,). (1
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Cena akcji S, jest zmienng losowa. Zal6zmy, ze jest to ciagla zmienna losowa.

Mozemy wigc zapisac:
P(t)=1-P(S,<S,), )
co po przeksztalceniach daje:
P(t)=1-F(S,), 3)
gdzie F jest dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej S, .

Dokonajmy teraz pewnego ograniczenia. Zatézmy, ze stopa zwrotu z akcji jest
ograniczona z géry wartoscia r,, a z dofu wartoscia r,, gdzie r; i r, s rocznymi
stopami zwrotu liczonymi przy zastosowaniu kapitalizacji ciaglej [2, s. 41-42}].
Niech ceny rynkowe instrumentu bazowego maja rozklad o dystrybuancie
y=F (x) Rozwazmy przypadek, w ktérym r, <O<r. Niech 7, oznacza termin
wygasnigcia opcji. Przy przyjetych zatozeniach cena akcji dla czasu ¢ € <O,tk) mo-
ze przyjmowac wartosci z obszaru ograniczonego krzywymi (rys. 1):

y=Se" 4)
oraz
y=_58e", &)
gdzie: r — czas uptywajacy od momentu zakupu opcji wyrazony w latach,
r, — maksymalna roczna stopa zwrotu,

r, — minimalna roczna stopa zwrotu.
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Rys. 1. Obszar mozliwych cen rynkowych akcji o cenie rynkowej S w dniu zakupu opcji i o czasie
wygasnigcia opcji rownymr, dla r, <0< r i S< S < Se™
Zrédto: opracowanie wiasne.
Przy zalozeniu, ze czas wykonania opcji jest nieskonczenie dtugi, czyli #, dazy
do nieskonczonosci, oraz w zaleznosci od wzajemnego potozenia krzywych (4) i
(5) wzgledem prostej danej réwnaniem y =S, , nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.
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1. Jezeli S<S, <Se™ to prawdopodobiefistwo zdarzenia B, ze opcja zostanie
zrealizowana w czasie £, mozemy obliczy¢ nastgpujaco:
CB
P(B)= - (6
Jezeli 1, dazy do nieskonczonosci, to prawdopodobienstwo zdarzenia, ze opcja
zostanie zrealizowana, mozna przedstawi¢ jako funkcje P zmiennej ¢ w sposéb
nastgpujacy:

0 dla r€(0.1,)
P(r)=1 F(Se")-F(S,) da 1€ (00) (7
F(Se™)— F(se™) v
gdzie:
In—
= ®)
I

2. Jezeli Se"™* <§,<S§ to prosta o réwnaniu y =S, przecina jedynie krzywa o
réwnaniu y = Se” . Funkcja P przyjbiera wéwczas postac:
1 dla 1 €(0,1,)

ﬁ(l‘): F(Se"')_F(Sw) dla [e(t oo), (9)
F(Se")—F(Se™) a
gdzie:
In—*
= (10)
r,

Gdy wybieramy stopy procentowe niczym nie ograniczone, czyli r dazy do
+o0 oraz r, dazy do —oo, to ¢, dazy do 0. Wéwczas funkcja prawdopodobien-
stwa realizacji opcji kupna przybiera posta¢:

P(t)=1-F(s,). (11)

W tym przypadku postac funkcji realizacji opcji pokrywa si¢ ze wzorem (3).

3. Prawdopodobienstwo warunkowe realizacji opcji

Ograniczenie, jakim jest zatozenie, ze r €(r,,r), jest warunkiem natozonym na
stope zwrotu. Mozna sformutowac nast¢pujace twierdzenie:

526



Twierdzenie

Niech A oznacza zdarzenie, ze opcja zostanie zrealizowana w chwili ¢, a B niech

bedzie zdarzeniem, ze cena instrumentu bazowego S, G(Se”',Se"’), przy czym

r, <0< r. Wéwczas prawdziwa jest zaleznos¢:
P(A\B)=P(z).

Dowdéd:

(12)

P(ANB) P(S,>S,ASe™ <S, <Se)

P(B)

P(A\B)=

1
=1 0

P(S, <S, <Se")
| P(Se™ <, <Se")
Nalezy rozwazyc trzy przypadki:

P(Se™ <, < Se")

dla
dla
dla

S, <Se”
S, >Se"
Se"' < S, < Se™

1. Jezeli S, > S, to nieréwnos¢ S, < Se™ jest falszywa dla >0 i r, <0.

Mamy zatem:
0

P(A\B)={ P(S, <S, <S¢")
P(Se™ <8, <Se")

da S, >Se”

In—=
gdzie t, =

-

dla Se* <S, <Se*

0
F(Se")-F(s,)
Flse)—F(se) 1 TH

dlar€(0,1) 13

2. Jezeli §,<S, to nieréwno$¢ S, > Se™ jest falszywa dla +>0 i r >0.

Mamy zatem:
1

P(A\B)= P(S <8 <Se*

P(Se” <5, <Se")
S

In—2

S, <Se*

w

)dla

gdzie t, =

da S <S, <Se¥

1
F(se*)-F(S

w

F(Se")—F(se)

) dlate(O,tl),(M)

1
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3. Jezeli S, =S, to:
P(S,<S, <Se")

w— "1
P(Se™ <, < Se")
to szczegdlny przypadek wzoréw (13) i (14).
Poréwnujac wzory (13) i (14) ze wzorami (7) i (9), otrzymujemy:
P(A\B)=P(r).
W przypadku granicznym, kiedy czas realizacji opcji ros$nie nieograniczenie,
otrzymujemy:

P(A\B)= dla >0, gdyz w tym przypadku ¢, =0. Jest
1

lim P(¢) = lim F(Se")-F(S.)
=20 == F(Se")— F(Se™)
gdyz z wlasnosci dystrybuanty mamy:
lim F(Se)=1 dla 1, >0,

=00

lim F(Se™ )= F (0)=P(S, <0)=0 dla r, <O0.

t—oc
Wynika z tego, ze aby zwigkszy¢ prawdopodobienstwo realizacji opcji, nalezy
zwigkszy¢ warto$¢ wyrazenia 1— F(S, ). Bedzie tak, jezeli wyrazenie F(S,) bg-

=1-F(S,),

dzie przyjmowalo wartosci bliskie zeru, czyli S, powinno by¢ jak najmniejsze
(bliskie zeru). )

Podobnie, jezeli §, bedziemy wybiera¢ bliskie S, to ¢ bedzie dazylto do zera,
a co za tym — idzie funkcja prawdopodobienstwa realizacji opcji w sytuacji zaréw-
no (13), jak i (14) bedzie dazyta do funkcji P* okreslonej nastgpujaco:

) F(Se™)-F(S)
Pr(r)= F(Se™)—F(Se™)

(15)

Funkcja P* okreslona wzorem (15) jest granica ciagu funkcyjnego (ﬁ(t)) . Ma

ona nast¢pujace wlasnosci:
lim P’ (r)=1-F(S)

11— 00
oraz
h

lim P* (t) =

=0 n—r
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4. Prawdopodobienstwo realizacji opcji na przykladzie wybranych
rozkladow cen

Jezeli przyjmiemy, ze ceny akcji podlegaja btadzeniu losowemu i maja rozkiad
logarytmiczno-normalny, to logarytmiczna stopa zwrotu ma rozktad normalny
[ 1, s.290-291]. Rodzing¢ tych funkcji (wzory (7) i (9)) w tym przypadku [3,
s. 264-266) przedstawia rys. 2. Funkcja P* okreslona wzorem (15) przybiera wow-
czas postac:

o InSe™ — u _d)[lnS—,u]
o o
*(t): InSe™ InSe™ ’ (16)
cp["e_'u_cp[ne_'u]
(o2 (o}

gdzie: @ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

1,2 —‘
P
1 4
0,8
0,6 -
rodzina krzywych
0,4 1 —rzywa P*
02 1
0 T T 1
0 1 2 3 4

Rys. 2. Rodzina krzywych (13(1)) ikrzywa P’ dla rozktadu logarytmiczno-normalnego
Zrédto: opracowanie whasne.
Rodzine¢ funkcji (ﬁ(t)) (wzory (7) i (9)) przy zatozeniu, Ze rozklad cen instru-
mentu bazowego dla r, <O0<r jest jednostajny [4, s. 31-34], przedstawiono na
rys. 3. Funkcja P* przybiera wéwczas posta¢:

0 _
P*(t)= e 1

nt o

el — e

a7
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Rys. 3. Rodzina krzywych (f’(t)) ikrzywa P° dla rozkladu jednostajnego

Zrédto: opracowanie wiasne,

Funkcja P* jest zaznaczona na rys. 3 gruba linia.

5. Podsumowanie

Analizujac funkcj¢ prawdopodobienstwa realizacji opcji dla dowolnego rozkla-
du cen, gdy r, <0<r, mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

1. Jezeli S <SS, < Se™ to prawdopodobienstwo realizacji opcji wraz z wydtu-
zeniem terminu realizacji opcji dazy do wartosci 1—F (Sw). Dla rozkiadu loga-

rytmiczno-normalnego funkcja prawdopodobienstwa realizacji opcji osiaga mak-
simum. W przypadku rozkladu jednostajnego funkcja ta jest rosnaca.

2. Jezeli Se™ <§,<S, to prawdopodobienstwo realizacji opcji réwniez dazy
do wartosci 1— F(S,,) wraz z wydiuzeniem terminu realizacji opcji. Przy czym dla

rozkladu logarytmiczno-normalnego funkcja prawdopodobienistwa realizacji opcji
jest malejaca, a dla rozkladu jednostajnego osiaga minimum.

3. Funkcja graniczna P* w chwili =0 przyjmuje wartos¢ ,a WIaZ Z

h—n

wydluzeniem terminu realizacji opcji dazy do wartosci 1— F(S).
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CONDITIONAL PROBABILITY OF EXERCISE OF EUROPEAN
CALL OPTION

Summary

The purpose of the paper is to find out how high is a risk of investing the money
in the stock options. The measurement of such a risk is function, that determines
probability of exercising of call option. This function is the conditional probability
determined for any price distribution of the underlying instrument. Family of these
functions has a limit. Some properties of this limit are independent from this distri-
bution. In the paper it’s been presented examples of families of functions for uni-
form and log-normal distribution.
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