PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE)] WE WROCLAWIU
Nr 1133 2006
Inwestycje finansowe i ubezpieczenia
— tendencje $wiatowe a polski rynek

Anna Szymanska

Uniwersytet £.6dzki

ZASTOSOWANIE METODY ZEROWE] UZYTECZNOSCI
DO SZACOWANIA SKEADEK W UBEZPIECZENIACH
KOMUNIKACYJNYCH OC

1. Wstep

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC klasyfikacja ubezpieczonych do klas
taryfowych odbywa si¢ na podstawie czynnikéw a priori (obserwowalnych czyn-
nikéw ryzyka, takich jak np. rodzaj i rok produkcji samochodu, pojemnos¢ silnika,
wiek i1 pleé kierowcy) oraz czynnikéw a posteriori (historia szkodowosci kierow-
cy). Dlatego skladki w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC sa wyznaczane w
dwéch etapach. Pierwszy to obliczenie skladki podstawowej na podstawie czynni-
kéw a priori, drugi etap to taryfikacja a posteriori (por. [3; 4]).

W pracy skoncentrowano si¢ na drugim etapie nazywanym systemem bonus-
-malus.

Systemem bonus-malus bedziemy nazywaé¢ metody wyznaczania indywidual-
nych skladek, uwzgledniajace liczb¢ szkéd spowodowanych przez kierowcg w
przesztosci. W kazdym systemie bonus-malus musza by¢ ustalone klasa startowa,
do ktérej trafiaja ubezpieczeni bez historii szkodowosci, wektor stawek sktadki
podstawowej oraz zasady przejs¢ mi¢dzy klasami.

Roczna skladka netto jest wyznaczana jako iloczyn sktadki podstawowej obo-
wiazujacej w klasie taryfowej (taryfikacja a priori) oraz wspétczynnika, bedacego
szacowana procentowa stawka sktadki.

W pracy nie uwzglednia si¢ dodatkowych zwyzek i znizek, charakterystycznych
dla poszczegdlnych ubezpieczycieli.

W ubezpieczeniach majatkowych skladke brutto oblicza si¢ jako sumeg trzech
sktadnikéw: sktadki netto, dodatku bezpieczenstwa i kosztéw dzialalnosci ubezpie-
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czeniowej. Pomijamy trzeci z tych skladnikéw. Zatem skladka brutto bedziemy
nazywac skladke netto powigkszona o dodatek bezpieczenstwa.

W pracy oméwiono metod¢ zerowej uzytecznosci szacowania sktadek.

W ubezpieczeniach komunikacyjnych zaklada sig, ze liczba szkéd K w jedno-
rodnym portfelu jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona postaci:

A At
F )
gdzie A nazywamy parametrem intensywnosci szkéd.
Jezeli portfel jest niejednorodny, to parametr intensywnosci szkéd A jest zmien-
na losowa o rozktadzie gamma z parametrami i 3, o funkcji ggstosci postaci:

P(K=k)=e k=0,1,2,.), (n

a —-pA qa-I1
Fy =LA 450,850,450, )
I'a)
'y a . 2 a , . 2
przy czym A=EA= E i D'A= _,5—2 . Wéwczas liczba szkéd w portfelu ma
rozktad ujemny dwumianowy postaci:
k+oa-—1 * ¢
p.=P(K=k)= * [i LI k=o,.. 3)
k 1+8) \1+8
Estymatory parametréw i [, wyznaczone metoda momentéw przybieraja postac:
ko k’
B= 4)

= i a= =
S —k S —k

W ubezpieczeniowym systemie bonus-malus wyznacza si¢ skladke a priori, a
nast¢pnie uwzglednia si¢ indywidualny parametr ryzyka nazywany stawka sktadki
(por. [4]). W pracy do wyznaczania indywidualnych parametréw ryzyka zastoso-
wano metod¢ wykorzystujaca estymatory bayesowskie.

2. Metoda zerowej uzytecznosci

Niech K; bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe szkéd w roku j dla danej
polisy; (ki ka,....k;) — wektorem obserwacji liczby szkdd przez ¢ lat dla danej poli-
sy; F(4) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej A; 4, (k;,k,,....k,) bedzie niezna-
nym parametrem szkodowosci w roku #+1 dla polisy opisanej wektorem obserwacji
(ky, ka,... k).

Nieznany parametr A ,,(k,,k,,....k,) mozna oszacowaé za pomocg estymatora
bayesowskiego na podstawie wektora obserwacji (ky, k,...,k,). Estymator bayesow-
ski parametru A jest warunkowa wartoscia oczekiwang rozkladu a posteriori i
przybiera postac:
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Aylyseesk) = By Aol 1= [ AdF (Akse. k), (5)
0

gdzie El[Alkl""’kr] jest warunkowa wartoscia oczekiwana rozktadu a posteriori
parametru A , F (/?,| k,,...,k,) jest dystrybuanta warunkowa zmiennej losowej A przy

zaobserwowanych wartosciach (ky, ks,. . ..k).
Zatézmy, ze rozklad liczby szkéd w portfelu jest ujemny dwumianowy. Para-
metr intensywnosci szkéd A ma rozklad a priori gamma z parametrami i 3.
Zgodnie z twierdzeniem Bayesa dystrybuanta warunkowa zmiennej A wynosi

lke—ll ﬂae_m'la_ldl

! IN'a)
P(k...k |A)dF (2) [1(k;)
dF (ANk,,..k)= - =—2=t — -
P(k,,..k |A)dF(4) ﬁ— ArelethRg
[Tk e ®
J=1

/1k+a_l€_(’+p)ldl B Bélﬁfle‘ﬁl
:T/Ik+a—le—(l+/j)ldl F(d)
0

o%g

dAa.

Zatem rozktad a posteriori parametru A jest rozkladem gamma z parametrami
A=a+k orazff=f+t.
Estymator bayesowski parametru A przybiera postaé
& a+k
ﬂ'; (k ’,,,,kr)z—Az . (7)
+1\™M ﬁ ﬂ + ¢
Parametry ori f# wyznaczamy ze wzoru (4).
W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC indywidualna sktadka netto w okresie
t+1 wynosi:

P, (k,...k)=(EX)-(EA)-b,, (k,....k,), ®
gdzie P_ (k,,...,k,)— indywidualna skiadka netto w okresie t+1, (EX)— wartos¢
oczekiwana pojedynczej szkody, (EA)— oczekiwana liczba szkéd, b,,,(k,,....k,)—

stawka szacowanej skladki.
Przyjmijmy, ze (EX) = | oraz (EA)=%. Woéwczas réwnanie (8) przybiera
postac:

I’,+1(k1,...,k,)=%-b,+l(k,,...,k,). 9)

534



Dlatego kierowca, ktéry po ¢ latach zglosit k szk6d, powinien ptaci¢ stawkg sza-
cowane;j sktadki réwna

P, (k,...k)
b;+1(kl,...,k’):__+_l;—

-100%. (10)

B

Do szacowania indywidualnej sktadki netto zastosujemy zasad¢ zerowej uzy-
tecznosci.

Zasada zerowej uzytecznosci opiera si¢ na zalozeniu, ze oczekiwana uzytecz-
nos¢ zarobku ubezpieczyciela, gdy ryzyko X zostanie ubezpieczone za ceng P,
réwna si¢ uzytecznosci poczatkowej rezerwy w ubezpieczyciela, czyli

u(w— P)=Eu(w—-X). an
Niech funkcja u(w) bedzie wyktadnicza funkcja uzytecznosci postaci
u(w)=l(1—e_“’), (12)
c

gdzie ¢ > 0 jest parametrem okreslajagcym awersje¢ do ryzyka towarzystwa ubezpie-
czeniowego. Jezeli funkcja uzytecznosci przybiera postaé okreslona wzorem (12),
to sktadka netto P wynosi

(1 _ e—c(w-X) )],

l(1 —e ") = E[l

C c
%(1 _e—cw—r)) =%E(1 _e—c(w—-x)),
—e <P — E(_e—c(w—X))’
— (—e)=—e""E(—e™), (13)
ecP: Eed( ,
e"=M,(c),

P=llnMx(c),
C

gdzie M, (c) jest funkcja tworzaca momenty zmiennej losowej X. Dla wyktadni-

czej funkcji uzytecznosci funkcja tworzaca momenty nie zalezy od poczatkowych
rezerw w ubezpieczyciela.

W przypadku rozktadu ujemnego dwumianowego funkcja tworzaca momenty
zmiennej losowej X wynosi

S afark=n) g V() (=)
M@= e [ k ][1+ﬂ] [1+ﬂ] ‘[” 5 ] o

Uwzgledniajac wzory (13) i (14), indywidualna skladke netto mozna wyznaczyé
Z€ wWzZoru
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p=Z
C

dla f>e —1. (15)

ln[l—et—l]
B

Uwzgledniajac, 22 & =a +k oraz S = +1, szacowana wedtug zasady uzy-
tecznosci indywiduaina skladka netto wynosi
Inj1—£ =
t+

_oa+k
c

Poniewaz celem badania jest oszacowanie, ile procent sktadki podstawowej
powinien ptaci¢ kierowca, ktéry po ¢ latach zglosit k szkéd, na podstawie réwnan
(10) i (16) stawka szacowanej skitadki w systemie bonus-malus wynosi

Boa+k ln[l—ec_l]
t+p

b ki) =
3. Zastosowania

P (ky,...k,) . (16)

-100%. amn

C

Przedstawiong metode zastosowano do wyznaczania szacowanej stawki skltadki
na podstawie danych dotyczacych historii szkodowosci pochodzacych z 16dzkiego
towarzystwa ubezpieczeniowego.

Badanie przeprowadzono na podstawie danych z tédzkiego towarzystwa ubez-
pieczeniowego dla ubezpieczen komunikacyjnych OC za rok 2000. Z catego port-
fela liczacego 31 734 polis wylosowano w sposéb niezalezny 15 867. Wylosowane
polisy pogrupowano wedlug wieku kierowcy i oznaczono I — kierowcy w wieku
nie wyzszym niz 25 lat, II — kierowcy w wieku powyzej 25 lat. Dane przedstawia
tab. 1.

Tabela 1. Struktura liczby szkéd wedtug grup portfela ubezpieczen komunikacyjnych

Grupa I I

Liczba szkéd

0 2907 10221
1 592 1843
2 66 210
3 5 18
4 0 5
Suma 3570 12292

Zrédto: badania wiasne.

Na podstawie danych z tab. 1 oszacowano parametr rozkladu Poissona przyjmu-
jac, ze
A=k, (18)
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gdzie k jest wartoécia sredniej z préby. Parametry rozktadu ujemnego dwumia-
nowego 0szacowano, stosujac wzor (4).

Tabela 2. Parametry rozktadu liczby roszczen

: - . Wariancja Parametry rozkladu gamma
Grupa portfela| Srednia liczba szkéd liczby szkéd po 5
I 0,207 0,209 16,95 81,88
11 0,19 0,2 3,61 19

Zrédlo: obliczenia wiasne.

W celu oceny jednorodnosci grup portfela z tab. 1 za pomoca testu chi-kwadrat
(por. [1, 2]) zbadano zgodnos¢ rozktadu liczby roszczen z rozkladem Poissona oraz
z rozkladem ujemnym dwumianowym. Wyniki przedstawia tab. 3.

Tabela 3. Wartosci statystyki 3% ( 2'5 =5,99)

Grupa portfela Rozktad Poissona | Rozktad ujemny dwumianowy
1 0,5049 11,34
II 27,349 0,07

Zrédto: obliczenia whasne.

Mozna zatem przyjac, ze rozktad liczby szkdd w grupie I jest jednorodny, na-
tomiast w grupie II — niejednorodny.

Tabela 4. Zwyzki i znizki stosowane w badanym towarzystwie ubezpieczeniowym

Liczba szkdd k|

Nr roku ¢ 0 1 2 3 4 i wigcej

0 100

1 90 150 200 200 200
2 80 125 150 200 200
3 70 100 125 200 200
4 60 90 125 200 200
5 50 80 100 150 150
6 50 60 80 100 100
7 40 50 70 90 90

Zrédto: obliczenia wiasne.

Dla grupy II portfela ubezpieczen z tab. 1 oszacowano stawki szacowanej skladki
w systemie bonus-malus za pomoca wzoru (17). Wyniki zawieraja tab. 51 6.
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Tabela 5. Stawka szacowanej skladki wedlug zasady zerowej uzytecznosci ¢ = 0,4 (E) oraz znizki
i zwyzki stosowane przez towarzystwo ubezpieczeniowe (TU)

k 0 1 2 3 i wigcej

t E TU E TU E TU E TU
0 100 100
1 95 90 121 150 148 200 174 200
2 90 80 115 125 141 150 166 200
3 86 70 110 100 134 125 158 200
4 82 60 105 90 128 125 151 200
5 79 50 101 80 123 100 145 150
6 76 50 97 60 118 80 139 100
7 73 40 93 50 113 70 133 90

Zrédlo: obliczenia whasne.

Tabela 6. Stawka szacowanej sktadki wedlug zasady zerowej uzytecznosci ¢ = 1,65 (E) oraz znizki
i zwyzki stosowane przez towarzystwo ubezpieczeniowe (TU)

k 0 1 2 3 i wigcej
! E TU E TU E TU E TU

0 100 100

1 94 90 121 150 147 200 173 200
2 89 80 114 125 139 150 164 200
3 85 70 108 100 132 125 155 200
4 81 60 103 90 125 125 148 200
5 77 50 98 80 120 100 141 150
6 74 50 94 60 114 80 135 100
7 71 40 90 50 110 70 129 90

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Tabela 7. Suma bezwzgl¢dnych wartosci btedéw w zaleznosci od parametru ¢

c=04

c=1,65

807

777

Zrédlo: obliczenia whasne.

Tabela 8. Réznica migdzy zwyzkami i znizkami stosowanymi w badanym towarzystwie
ubezpieczeniowym (TU) i stawkami szacowanych sktadek (E)

k 0 1 2 3 i wigcej
t c=04 [c=1,65| c=04 | c=165| c=04 | c=165] c=04 | c=1,65

0 0 0

1 -5 -4 29 29 52 53 26 27
2 -10 -9 10 11 9 11 34 36
3 -16 -15 -10 8 -9 -7 42 45
4 -22 -21 -15 -13 -3 0 49 52
5 -29 -27 -21 -18 -23 -20 5 9
6 -26 -24 -17 -34 -38 -34 -39 -35
7 -43 -31 -43 -40 -43 -40 -43 -39

Zrédio: obliczenia wlasne.
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4. Whnioski

Szacowane stawki sktadki podstawowej réznia si¢ znacznie w niektérych klasach od
wspdtczynnikéw danego towarzystwa ubezpieczeniowego. To oznacza, ze system nie
ocenia kierowcOw w sposéb prawidlowy, w stosunku do stawek szacowanych teoretycz-
nie. Znak dodatni réznic w tab. 8 oznacza podwyzszong skladke ubezpieczeniows, na-
tomiast znak ujemny — zanizong skladke¢ ubezpieczeniowa. Zdecydowanie najmniejsze
réznice wystepuja przy szacowaniu skfadki metoda zerowej uzytecznosci z parametrem ¢
= 2,45, czyli ok. 250-procentowym wspdlczynniku bezpieczenstwa stosowanym przez
ubezpieczyciela. Wynika stad, ze badane towarzystwo ubezpieczeniowe zaklada z géry
bardzo duzy wspétczynnik bezpieczenstwa.

Metody wykorzystujace estymatory bayesowskie do konstrukcji systeméw bo-
nus-malus sa krytykowane, poniewaz w miar¢ wzrostu k i f coraz bardziej przesza-
cowuja skladki. Niemniej jednak stawki szacowanych skladek zaleza od parame-
tréw rozkladu liczby szk6d w portfelu. Parametry te zmieniaja si¢ w czasie, a
wspotczynniki bonus-malus stosowane w towarzystwach ubezpieczeniowych nie
ulegaja zmianie przez wiele lat.
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APPLICATION OF ZERO-UTILITY METHOD TO ESTIMATE
PREMIUMS IN CIVIL RESPONSIBILITY CAR INSURANCE

Summary

The basis of insurance activity is the correct estimation of insurance premiums.
The premiums should be estimated in such away that the insuring company would
not incur losses and the insured would not pay too much or too little.

The overall premium is the net premium enlarged by the security loading and
insurance activity costs. In the paper the zero-utility method is presented. It was
also investigated if estimating premiums by means of the method selected allows to
build optimal bonus-malus system. The investigation was carried out on real data
from a Lodz insurance company.
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