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1. Wstep

W procesie zarzadzania ryzykiem walutowym do szacowania zmiennosci kurséw
walutowych coraz czesciej wykorzystywane sa zaawansowane narzedzia w postaci mo-
deli stochastycznych. Zaleta tych modeli jest to, iz odwzorowuja prawidlowosci wyste-
pujace w empirycznych szeregach czasowych, a mianowicie: efekt ,,grubych ogonéw” i
leptokurtyczno$¢ rozkladéw stép zwrotu, skosnos¢ rozktadéw, grupowanie wariancji,
staba autokorelacj¢ stop zwrotu i silng autokorelacj¢ kwadratéw stép zwrotu (por. [13,
s. 115-124; 5, s. 5-19]. Wybrany model powinien jak najlepiej opisywa¢ wymienione
wyzej wlasnosci, gdyz prawidtowa ocena przyszlej zmiennosci umozliwia zaréwno osia-
gnigcie wyzszych dochodéw z inwestycji w dana walute, jak i skuteczniejsze zabezpie-
czenie si¢ podmiotéw gospodarczych przed ryzykiem kursowym'. Przeglad metod pro-
gnozowania zmiennosci instrumentow finansowych zawieraja m.in. prace [10; 12, s. 478-539].

Celem niniejszej pracy jest sporzadzenie prognoz zmiennosci kurséw wymiany
zlotego na podstawie przetacznikowych modeli Markowa oraz ocena zdolnosci
prognostycznych skonstruowanych modeli.

2. Heteroskedastyczny przelgcznikowy model Markowa

Modele przetlacznikowe naleza do klasy narzedzi odpowiednich do opisu dyna-
miki proceséw, ktérych charakterystyki podlegaja skokowym zmianom w czasie,

! Prowadzone dotychczas badania nad zmiennoscia kurséw wymiany zlotego w gléwnej mierze dotyczyly
wykorzystania modeli klasy GARCH. Por6wnanie réznych technik prognozowania zmiennosci dla kursu
USD/PLN, opartych réwniez na modelach GARCH, zawiera m.in. praca {11, s. 493-494].
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w zwiazku z czym przy ich modelowaniu zachodzi potrzeba uwzgl¢dnienia odpo-
wiednich skokowych zmian parametréw. W modelach przetacznikowych przyjmu-
je sie, ze zaréwno mechanizm sterujacy zmianami w obrg¢bie poszczegdlnych rezi-
moéw, jak i mechanizm zmiany rezimu jest losowy. W licznych zastosowaniach
modeli przetacznikowych procesem sterujacym zmianami rezimu jest jednorodny
fancuch Markowa. Ta kategoria modeli przetacznikowych jest w literaturze okre-
$lana mianem przetacznikowych modeli Markowa (Markov switching model) (por.
[6; 14]).

Rozwazania dotycza heteroskedastycznej specyfikacji modelu, tzn. poziom
zmiennosci procesu podlega losowym przelaczeniom do réznych reziméw (sta-
néw) (por. [4, s. 689-713]):

r=ps +E,&~NQO, 0.0, )
gdzie:
- nieobserwowalna zmienna s,, bedaca jednorodnym tafncuchem Markowa o N

stanach i macierzy prawdopodobienstw przejscia P = [ P,-,-] v okresla rezim, w

Nx
jakim znajduje si¢ zmienna r, w chwili #;
- zbiér &, zawiera wszystkie dostepne informacje dotyczace obserwowalnego
procesu r,do chwili t wiacznie.
Innymi stowy, proces stochastyczny generujacy badane zjawisko jest mieszani-
na kilku rozktadéw normalnych o réznych srednich i wariancjach:
r|®, ~N(,us’,0':’2). @)

Macierz prawdopodobienstw przejscia dla tancucha Markowa ma nastgpujace
wlasnosci macierzy stochastycznej [6]:

Py Pu - Pm
N
p=|P2 P PMlp S0 0z Y p,=1,dlaijE(L2,.,N). ()
j=1
Pw P - Pw

Nalezy zauwazyc¢, iz prawdopodobienstwo przejscia (stanowiace elementy ma-
cierzy P) ze stanu i w chwili -1 do stanu j w chwili ¢ spetnia wtasno$é¢ Markowa
[9, s. 4]: '

py=P(s,=jls_ =D=P(s,=jl5,_,=i,5_, =i 558 = k) “
dla dowolnego r oraz dowolnego ciagu iy, ..., i, nalezacego do przestrzeni stanéw
tancucha Markowa.

Macierz P wykorzystywana jest do okreslenia zaleznosci pomigedzy rozktadami

bezwarunkowymi nieobserwowalnej zmiennej rezimowej s, w kolejnych okresach
(por. [4, s. 689-713]):

N
P(s,,, = j|®;:0)=) p, P(s,=i|®_;;0) dlaj=1,2,..,N. (5)
i=1
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Nastepnie definiuje si¢ warunkowa funkcje gestosci dla zmiennej obserwowal-
nej r;

l _(r, _ﬂj )2 .

exp{ }dlaj=1,2,...N, 6)
J2ro, P 20;
gdzie wektor @ =(u,, u,, 0'12,0'22 , P11, P22) Zawiera parametry modelu przelaczniko-
wego postaci (1), ktére nalezy oszacowaé’.

Dodatkowym produktem otrzymywanym w procesie estymacji sa prawdopodo-
bienstwa filtrowane (filter probability) oraz prawdopodobienstwa wygladzone
(smoothed probability) (por. [9, s. 230, 249]:

=j,®,_;0) P(s,= j|D,_;6
PGs, = jl1.®, ;i0)= L= 1RO PG =196 g
Y f(rls, =i®@,_,;0)-P(s,=i|®,_;6)
i=l
na podstawie ktérych mozna wskazaé z okreSlonym przez powyzszy szacunek
prawdopodobienstwem, iz obserwacja w chwili ¢ zostala wygenerowana w nieob-
serwowalnym rezimie j°.

flrls, =j®,_;0)=

3. Metoda prognozowania zmiennosci dla przelgcznikowych modeli
Markowa

Prognozowanie zmiennosci (volatility forecast) zwiazane jest z odpowiednim
przetworzeniem informacji o zmiennosci historycznej, ktéra wyznacza si¢ na po-
stawie logarytmicznych stép zwrotu dla przeszlych obserwacji zmiennej objasnia-
nej. Prognozy zmiennos$ci sa zatem utozsamiane z konstruowanymi w okresie ¢
prognozami wariancji zmian zmiennej objasnianej na przestrzeni h-okresowego
horyzontu czasowego [11, s. 486].

Przetacznikowe modele Markowa zaliczane sa do tej kategorii modeli progno-
stycznych, dla ktérych zmienno$¢ warunkowa w kolejnych podokresach jest

2 Oceny wektora parametréw # mozna uzyskaé¢ m.in. metoda najwigkszej wiarygodnosci. Jednym
ze sposobéw maksymalizacji skonstruowanej dla potrzeb przetacznikowego modelu Markowa funkcji
wiarygodnosci jest zastosowanie odpowiedniej wersji algorytmu Expectations Maximization, zapro-
ponowanego pierwotnie przez Dempstera, Lairda, Rubina (1977). Zastosowanie algorytmu EM do
klasy modeli przetacznikowych wymaga wyprowadzenia zalezno$ci pomi¢dzy oszacowanymi na
podstawie dost¢pnych informacji prawdopodobienstwami filtrowanymi, ze obserwacja y, zostata
wygenerowana prze rezim j (7), a warunkami narzuconymi na parametry poprzez uktad réwnan wy-
nikag'qcy z potrzeby maksymalizacji funkcji wiarygodnosci (por. [8, s. 39-70]).

Zasadnicza réznica mi¢dzy nimi polega na tym, iz szacowanie prawdopodobienstw filtrowanych
przeprowadzane jest na podstawie zbioru dost¢pnych informacji do chwili ¢, t < T, podczas gdy praw-
dopodobienistwa wygladzone wyznaczane s3 na podstawie calego badanego szeregu czasowego.
Rézna jest tez ich rola w procesie prognozowania zmiennosci kurséw walutowych: na podstawie
prawdopodobiefistw filtrowanych wyznaczane sa prognozy typu in-sample, natomiast dla prawdopo-
dobienstw wygtadzonych — prognozy typu out-of-sample.
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zmienna i zalezy od przesziych informacji. Prognozy zmiennosci uzyskane z prze-
facznikowych modeli Markowa sg funkcja prawdopodobienstw zmiany rezimu.
Dla dwustanowego modelu postaci (1) prognoza wariancji dla pojedynczej obser-
wacji w chwili T na j dni do przodu, warunkowa wzgledem zbioru obserwacji @r,
wyznaczana jest w nastgpujacy sposéb (por. [2, s. 891-911; 3, s. 239-276])):

Vryj EV&I[I‘TH- |¢T]=ET[r1‘2+j]—ET[rT+,']2 = ®)
=Dirryg (0] +)+ (1~ Pirrsj X0, +15) —(Prrijth +(A=Prr, i, i

gdzie prawdopodobiefistwo p;;;,; jest pierwszym elementem wektora zawieraja-
cego prawdopodobienstwa wygtadzone wyznaczone dla okresu T4j:

Pu Py j_ P(s; =1|®;;6)
Py Pyp| [Py = 2|@,6)

Woéweczas h-okresowa prognoz¢ wariancji mozna zapisac jako (por. [2, s. 891-
-911; 3, s. 239-276]):

pr.j=P - p = . )

h
o= v, (10)
j=1

Trafnos¢ prognoz wyznaczonych na podstawie przedstawionych powyzej mo-
deli stochastycznych okresla si¢ za pomoca btgdéw ex post. Prognozy wariancji
warunkowej poréwnuje si¢ ze zrealizowana zmiennoscia zmiennej prognozowanej
w calym okresie prognozy. Najczesciej uzywang miara zrealizowanej zmiennosci
na przestrzeni h okreséw jest (por. [9, s. 242]):

t+h
V=, (=% (1)
T=t+1

Szczegolnie obserwowalng jednookresowa zmienno$¢ mozna szacowaé jako

kwadrat stép zwrotéw lub warto$é bezwzgledna zwrotéw*.

4, Przyklad empiryczny

Badania empiryczne zostaly przeprowadzone na podstawie srednich dziennych
notowan NBP kurséw nastgpujacych walut: USD/PLN, CHF/PLN, GBP/PLN,
JPY/PLN w okresie 02.01.1998-28.02.2005 oraz EUR/PLN, CZK/PLN, HUF/PLN
w okresie 01.01.1999-28.02.2005. Rozwazana prébg statystyczng podzielono na
dwa podokresy: prébg¢ uczaca obejmujacg okres do 31.12.2003 oraz prébe¢ spraw-

* Przeprowadzone dla danych o wysokiej czgstotliwosci (intraday) badania wskazuja, iz nieobcia-
Zony estymator zmiennosci zrealizowanej, jakim jest kwadrat stopy zwrotu, jest zanieczyszczony
szumem, co wplywa na zanizenie oceny trafnosci sporzadzonych prognoz zmiennosci. Z tego powodu
Zaproponowano nowa miar¢ zwana zintegrowana zmiennos$cia (integrated volatility), konstruowana
jako suma kwadratéw st6p zwrotu wyznaczonych dla danych o czgstotliwosci wyzszej niz dzienna
(por. [1, s. 885-905]).
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dzajaca obejmujaca okres od 01.01.2004-28.02.2005. Na podstawie préby uczacej
dokonano estymacji parametrow przetacznikowych modeli Markowa dla stép
zwrotu rozwazanych kurséw walutowych oraz przeprowadzono statystyczna i me-
rytoryczna weryfikacj¢ otrzymanych wynikéw (por. [7, s. 127-157; 14]). Oszaco-
wane modele postuzyly do konstrukcji prognoz wariancji 1-dniowej, 10-dniowe;j i
21-dniowej w prébie sprawdzajacej (8)-(10). Nastepnie, na podstawie rzeczywi-
stych logarytmicznych stép zwrotu rozwazanych kurséw wymiany zlotego w okre-
sie 01.01.2004-28.02.2005 oszacowano zrealizowana zmiennos¢ zgodnie ze wzo-
rem (11) dla 10-dniowego i 21-dniowego horyzontu prognozy. Do poréwnania
jakosci skonstruowanych prognoz zmiennosci zastosowano nastgpujace kryteria
bledéw ex post (por. [12, s. 478-539; 1, s. 885-905]:
- kryterium pierwiastka bl¢du sredniokwadratowego (RMSE),
- kryterium heteroskedastycznego absolutnego btedu sredniego (HMAE),
- kryterium logarytmicznej funkcji straty (logarithmic loss function — LL),
- kryterium wspétczynnika determinacji dla réwnania regresji zrealizowanych
wariancji wzgledem prognoz wariancji.
Zestawienie wynikéw przeprowadzonych obliczen podano w tab. 1-3.

Tabela 1. Oceny doktadnosci 1-dniowych prognoz zmiennosci kurséw walutowych

Weryfikacja 1-dniowych prognoz wariancji warunkowej
Kurs walulowy |~ RMSE | _ ME MAE LL HMAE R’
USD/PLN 0,876065 | -0,30531 | 0,661687 | 1,257396 | 63,84722 0,141258
EUR/PLN 0,377346 | 0,038812 | 0,217277 | 1,037167 | 110,038284 | 0,059965
GBP/PLN 0,420468 | 0,115816 | 0,267899 | 0,841738 | 233,966136 | 0,088873
JPY/PLN 0,756643 | 0,189737 | 0,427077 | 0,678267 | 139,028339 [ 0,116586
CHF/PLN 0,401902 | -0,02649 | 0,267978 | 1,302949 | 129,903325 [ 0,057889
CZK/PLN 0,356267 | 0,063423 | 0,217335 | 0,555253 | 5,70006321 | 0,14444
HUF/PLN 0,361465 | 0,064041 | 0,213236 | 0,804412 1 52,5651957 | 0,11654

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 2. Oceny doktadnosci 10-dniowych prognoz zmiennosci kurséw walutowych

Weryfikacja 10-dniowych prognoz wariancji warunkowej
Kurs walutowy g MSE ME MAE LL HMAE R
USD/PLN 5,352079 | -3,63785 4,06824 | 0,522767 | 1,063095| 0,322178
EUR/PLN 1,652936 | -1,32984 1,381675 | 0,585803  1,892708 | 0,170197
GBP/PLN 1,228338 | -0,25809 1,037499 | 0,176356 [ 0,461346 | 0,360482
JPY/PLN 3,363382 | 0,462484 | 2,492226 | 0,135626 [ 0,793368 | 0,292056
CHF/PLN 3,694905 | -3,41677 3,416771 | 0,928858 | 1,430116 | 0,015664
CZK/PLN 1,371896 | -0,79997 1,12297 0413523 | 1,171294 | 0,263746
HUF/PLN 1,853595 | -0,86807 1,427401 | 0,489301 | 1,252909 | 0,02721

Zrédto: obliczenia wiasne.
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Tabela 3. Oceny doktadnosci 21-dniowych prognoz zmiennosci kurséw walutowych

Weryfikacja 21-dniowych prognoz wariancji warunkowej
Kurs walulowy  I'RMSE__ [ ME MAE LL HMAE R
USD/PLN 8,868893 | -6,44769 | 7,82684 | 0,430152 | 0,747046 0,17641
EUR/PLN 5,066831 | -4,71441 4,741773 | 0,76356 1,313686 0,070777
GBP/PLN 2,627681 | -1,78004 | 2,174916 | 0,295948 | 0,462657 0,028355
JPY/PLN 6,026187 | 0,087853 | 4,444913 | 0,157902 | 0,616024 0,06814
CHF/PLN 5,915403 | -3,02829 | 4,728755| 0,308433 | 0,581119 0,003926
CZK/PLN 4,260405 | -3,69494 | 3,829783 | 0,609202 | 1,058813 0,031757
HUF/PLN 2,765919 | -1,95427 | 2,440636 | 0,412594 | 0,734572 0,014532

Zrédto: obliczenia whasne.

Uzyskane wyniki pokazuja, iz ocena zdolnosci prognostycznych modelu zalezy
w duzym stopniu od przyjetego kryterium oraz horyzontu prognozy. Biorac pod
uwage kryterium btgdu sredniego, mozna wnioskowa¢, iz wraz z wydtuzaniem si¢
horyzontu prognozy wigkszo$¢ modeli przeszacowuje prognozy. Najdokiadniejsze
prognozy 1-dniowej wariancji wedtug kryteriéw RMSE i MAE konstruowane sa na
podstawie modeli kurséw HUF/PLN i CZK/PLN, natomiast najmniej doktadne dla
kursu USD/PLN. Wydluzanie horyzontu prognozy wplywa na zwigkszenie do-
ktadnosci prognoz zmiennosci kursu GBP/PLN. Wedlug kryterium HMAE, najlep-
sze zdolnosci prognostyczne mozna przypisa¢ modelom kurséw CZK/PLN (w 1-
-dniowym horyzoncie) oraz GBP/PLN (w 10-dniowym i 21-dniowym horyzoncie),
a najgorsze modelom kurséw GBP/PLN (1-dniowy horyzont) oraz EUR/PLN (10-
-dniowy i 21-dniowy horyzont). Z kolei na podstawie kryterium logarytmicznej
funkcji straty za najlepszy model prognostyczny mozna uzna¢ model dla kursu
CZK/PLN - w 1-dniowym horyzoncie prognozy, natomiast w dtuzszym horyzon-
cie — model dla kursu JPY/PLN’. Najmniej doktadne prognozy wedtug tego kryte-
rium sa budowane na bazie modeli dla kursu CHF/PLN (w 1-dniowym i 10-
-dniowym horyzoncie) oraz dla kursu EUR/PLN (w 21-dniowym horyzoncie).
Najwyzsze szacunki wspSlczynnika determinacji R* dla funkcji regresji realizacji
wariancji wzglgdem prognoz wariancji otrzymano dla kurséw CZK/PLN,
GBP/PLN oraz USD/PLN, natomiast najnizsze w przypadku kursu CHF/PLN®,

3 Nalezy jednak pamietaé, iz prognozy konstruowane na podstawie tych modeli s3 dokladne w
przypadku niskiej zmiennosci kursowej. Kryterium LL jest mniej wrazliwe na pojawianie si¢ obser-
wacji nietypowych niz inne miary, z tego tez powodu eliminuje czgsciowo wplyw ekstremalnie du-
zych wartosci na oceng trafnosci prognoz.

® Nalezy podkresli¢, iz niskie szacunki wspéGtczynnika determinacji dla wszystkich rozwazanych
modeli i kazdego horyzontu prognozy, jak réwniez wysokie szacunki btedéw HMAE dla 1-dniowego
horyzontu prognozy, nie $wiadcza o stabej jako$ci prognoz, ale sa charakterystyczne dla prognoz
zmiennosci. Dodatkowo, na warto$¢ powyzszych szacunkéw ma wplyw przyj¢ta ocena zmiennosci
empirycznie zrealizowanej (por. [1, s. 885-905]).
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5. Podsumowanie

Na podstawie oszacowanych przelacznikowych modeli Markowa skonstruowano
prognozy zmiennosci kursowej w 1-dniowym, 10-dniowym i 21-dniowym horyzon-
cie prognozy. Wyznaczone prognozy sa funkcja prawdopodobienstw zmiany rezimu.
Wedlug wigkszosci miar oceny trafnosci prognoz najlepsze wlasnosci prognostyczne
maja modele kurséw CZK/PLN (1-dniowy horyzont prognozy) oraz GBP/PLN (10-
-dniowy i 21-dniowy horyzont prognozy). Por6wnujac wartosci wszystkich wyzna-
czonych miar oceniajacych trafnos¢ prognoz zmiennosci kurséw walutowych, nalezy
zauwazyé, iz ocena zdolnosci prognostycznych modelu zalezy w duzym stopniu od
przyjetego kryterium poréwnawczego oraz horyzontu prognozy.

Ponadto, prognozy zmiennosci kurséw walutowych otrzymane na podstawie
modelu majacego najlepsze wlasnosci prognostyczne moga by¢ wykorzystywane w
procesie pomiaru ryzyka walutowego towarzyszacego inwestycji w instrument
finansowy denominowany w walucie obcej, w procesie sterowania ryzykiem walu-
towym — przy podejmowaniu decyzji dotyczacych wyboru odpowiedniej dla dane-
go podmiotu strategii zabezpieczajacej i przy ustalaniu cen opcji walutowych, dla
ktérych szacunki zmiennosci maja zasadnicze znaczenie.
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FORECASTING EXCHANGE RATE VOLATILITY ON THE BASIS
OF MARKOYV SWITCHING MODELS

Summary

The exchange rate volatility determines investment decisions of market partici-
pants. The main purpose of this paper is an application of Markov switching mod-
els to forecasting the exchange rate volatility in the Polish currency market.

Switching models describe dynamics of processes that are subject to discrete
changes with time and it is assumed that the regime change mechanism is random.
In Markov switching models, the stochastic process that controls the regime
changes is a homogeneous Markov chain.

The volatility forecasts are the forecasts of the variance of the exchange rate
change over a h-day horizon (h = 1, h = 10, h = 21). The important implication of
using Markov switching models for volatility forecasting is that the conditional
variance is a function of smoothed regime probabilities. Some statistical criteria are
used to investigate the forecasting performance of Markov switching models.
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