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ALGORYTM GENEROWANIA MACIERZY DANYCH
NA PODSTAWIE MACIERZY ODLEGLOSCI

W artykule przedstawiony jest algorytm, ktéry pozwala na generowanie wspot-
rzednych punktow tylko na podstawie odleglosci metrycznej tych punktow. W sta-
tystycznej analizie wielowymiarowej algorytm ten moze sluzy¢ do generowania
(symulacji) macierzy danych na podstawie znanej macierzy odleglosci D[n x n],
w przypadku gdy odlegtosci zostaly utworzone za pomoca metryki euklidesowe;j.

W algorytmie zadana macierza jest macierz odlegtosci D[» x »], natomiast ma-
cierza konstruowang jest macierz W'[n x m), gdzie m<n. Macierz W'[n x m] ma
taka wiasciwo$¢, ze utworzona na jej podstawie macierz odleglosci D'[n x n] be-
dzie taka sama jak zadana macierz odleglosci D[» x n]. Ponadto wygenerowane
wartosci cech (wartosci wspdirzednych punktéw) w macierzy W' beda niezalezne
(nieskorelowane).

Podczas konstruowania (symulacji) macierzy danych na podstawie macierzy
odlegtosci zaktada sie, ze oryginalna macierz danych X[n x k] bgdaca podstawa
konstruowania macierzy odlegtosci D[#n x n] zostala utajniona. Obie macierze da-
nych, tzn. utajniona (rzeczywista) macierz X[n x k] oraz skonstruowana macierz
W'[n x m] beda si¢ réznity, beda miaty rézne wartosci oraz moga mieé roézne roz-
miary (rézna liczbg kolumn), ale utworzone na ich podstawie macierze odleglosci
beda takie same.

Algorytm moze mie¢ zastosowanie wtedy, gdy ze wzgledu na ochrong danych
nie moga by¢ udostgpnione rzeczywiste wartosci X[nx k] albo gdy do obliczen be-
dzie udostepniona tylko macierz odlegtosci D{nxn] utworzona metryka cuklide-

sowa, a bedzie potrzebna macierz ze wspotrzednymi punktow (np. w metodzie
srodkow cigzkosci).

Podczas konstruowania algorytmu generowania macierzy danych na podstawie
macierzy odleglosci autorka korzystata z metody glownych wspdtrzgdnych, ktéra
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jest opisana w ksiazce K. Jajugi [1]. Jednak ponizszy algorytm nie zawiera kopii
prezentowanej w ksiazce metody gtéwnych wspotrzgdnych, ale jest odmienna pro-
cedura zaproponowang przez autorke.

1. Opis algorytmu

1. Na podstawie macierzy odleglosci D[nxn] o elementach d,-,j wyznacza si¢

macierz C o elementach ¢; ;, gdzie:

_ g2
¢.j=di s ()
a nastgpnie normuje si¢ te macierz i otrzymuje macierz C' o elementachc] It
gdzie:
IS Ry
. - = — —
c[.j = cl'.j _CI" —C.j, glee c", =;Zci,j , c,j =ZZC,-J, (2)
j=1 i=
(c., E_j- — srednie arytmetyczne elementéw wierszy oraz kolumn macierzy C).

2. Na podstawie macierzy C' wyznacza si¢ macierz kowariancji Cov(C"). Dla
macierzy kowariancji Cov(C') wyznacza si¢ wartosci wlasne Ay, ..., 4, i wektory

wlasne w;.

3. Elementy wektoréw witasnych W przedstawia si¢ w postaci macierzy

Wi{n x m] — jedna kolumna macierzy prezentuje wartosci jednego wektora wlasne-
go. W macierzy W([n x m] eliminuje si¢ takie kolumny /, gdzie A, = 0. Po elimina-
cjit kolumn macierz bedzie miata rozmiary W[n x m], gdzie m<n.

4. Szukane elementy macierzy W'[n x m] wyznacza si¢ na podstawie macierzy
W|[n x m]wedtug wzoru:

w

;.j:M)i.f'4\//1j’(jzl’z""’m)' €)

5. Na podstawie macierzy W'[nxm] konstruuje si¢ macierz odlegtosci
D'[n x n] i sprawdza, czy jest ona taka sama jak macierz D. Na og6t wartosci skon-
struowanej macierzy odlegtosci D' beda sie réznity od oryginalnej macierzy odle-
glosci D o pewna stata a. W takim przypadku nalezy wszystkie elementy macierzy
W'[n x m] skorygowaé (pomnozy¢) o stala a. Wartosé parametru a otrzymuje sie¢
przez podzielenie dwdoch dowolnych elementéw w macierzach odleglosci, czyli:

L )
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Algorytm zaprezentowano dalej na przykladach. Pokazano tez, ze elementy
macierzy W'[n x k] przedstawiaja wartosci macierzy giéwnych sktadowych U
utworzonych na podstawie macierzy danych X (zob. przykiad 1). Stad utworzone
cechy w macierzy W' sa niezalezne.

2. Przyklady generowania macierzy danych
na podstawie macierzy odleglosci

W punkcie tym przedstawiono cztery przyklady generowania macierzy danych
na podstawie macierzy odleglosci:

— w przykladzie 1 przedstawiono kolejno etapy algorytmu od punktu | do
punktu 4,

— w przykiadzie 2 przedstawiono punkt 5 algorytmu, w ktérym pokazano
korekte macierzy W' o stala a,

— w przyktadzie 3 pokazano macierz odlegtosci utworzona na podstawie empi-
rycznych danych oraz symulacyjna macierz danych W' wygenerowana na pod-
stawie tylko macierzy odleglosci,

— w przykladzie 4 przedstawiono macierz odleglosci utworzong na podstawie
empirycznych danych w przypadku, gdy liczba obserwacji-obiektow jest mniejsza
od liczby cech.

Przyklad 1

W przykladzie najpierw przedstawiono oryginalng macierz danych X[4 x 3],
dla ktorej obliczono macierz odleglosci metryka euklidesowa D[4 x4] oraz
macierz gltéwnych skltadowych U (na podstawie macierzy kowariancji Cov(X)).
Macierze te przedstawione sg w tabelach 1, 2 i 3.

Nastgpnie na podstawie macierzy odlegtosci D[4 x 4] za pomocg przedstawio-
nego algorytmu wyznaczono macierz symulacyjna W'[4 x 3] (tab. 4-8).

Przedstawiona w tabeli 8 macierz symulacyjna W' zawiera takie same warto-
sci jak macierz gléwnych skiadowych U wyznaczona na podstawie macierzy
danych X (por. z tab. 3).

Tabela 3. Macierz gltownych
Tabela 1. Macierz danych X Tabela 2. Macierz odleglosci D sktadowych U

Obickt/Cecha|Cecha|Cecha

U U U
y Y ¥ 7 0 %) 03 04 I 2 3

0) 1 7 4 o, 10,0000(3,7417]7,3485|9,4868} | 4.9632| 0,8587| 0.0656
0) 2 10 2 0, 13,7417]0,0000(3,7417|6,4807) | -1.6317(-0,8315|-0.1454
03 4 13 1 0y [7.3485(3.7417]0.0000(3.4641 2.0785[-1.2420| 0.1116
9 6 15 3 04 |9.4868|6,4807|3,46410.0000 45164 1,2148]-0.0318
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Tabela 5. Macierz C' o elementach

. . 2

labela 4. Macicrz C o elementach ¢ ; =d;; oraz
‘ - . . . ' cl'/=CI/_CI-_C-j
$rednic arytmetyczne elementow wierszy i kolumn g . :

. c,; -79.00| 43.00 -5.50} 14,50
0 14 54 90 39,5 —43,00 | -35.00 | —23.50 | -11.50
14 0 14 42 17.5 -5,50] -23.50 | —40.00 | —44.00
54 14 0 12 20 14,50 | —11.50 | —44,00 | -72,00
90 42 12 0 36
G 395 17.5 20 36
Tabela 6. Macicrz kowariancji Tabela 7. Macierz wektoréw wiasnych w; wartosci wilasnych
Cov(C') A, wyznaczonych dla Cov(C") (macierzy z tab. 6)
1284.56 418,06(-54131}-1161.31 Wy W) W3 Wy
418.06) 141.56{—171.81| —387.81 0,6882 0,4072 0,3326 0.5
—541.31-171.81| 231.5§ 481.56 0.2262 —0,3943 -0,7371 0.5
-1161.31{-387.81] 481.5¢ 1067.56] -0,2882 -0,5890 0.5657 0.5
—0.6262 0.5761 —0,1612 0.5
4,1 2705.4733 19,7751 0.0015 0
42, 7.212085 2.10877 0.19726

Macierz odlegtosci wyznaczo-

Tabela 8. Macierz symulacyjna W’ (por. 7 tab. 3)

na na podstawie macierzy W' jest w,-7.212 w,-2.108 w; 0197
taka sama jak wyznaczona na pod- 4,9632 0,8587 0,0656
stawie macierzy danych X. Przy- 1.6317 —0.8315 —0.1454
kladowo: odleglo$¢ obiektu o, do ~2.0785 —1.2420 0.1116

—4,5164 1,2148 -0,0318

03, czyli d(0,,03) skonstruowana
dla drugiego i trzeciego wiersza macierzy:

— danych X wynosi: J(2-4)2+(10—|3)2+(2—1)2 =14 =37417 (zob.
d(02,03) tab. 2.)

— W' wynosi: \/(1,63 1 7+2,0785)2+(—0,83 1 5+1,2420)2+(—0,1 454-0,1116)> =14

Réznice w odleglosciach metrycznych wynikaja tylko z dokladnosci pre-
zentowanych wartosci macierzy W' (liczby miejsc po przecinku). W programie
TAKSONOMIA, gdzie przedstawiony jest ten algorytm, obie macierze odleglosci
(4. macierz odlegtosci utworzona na podstawie danych X i na podstawie macierzy
W') beda takie same.

Przyklad 2

Wedlug powyzszego algorytmu otrzymuje si¢ wartosci macierzy W', dla kto-
rych macierz odlegtosci bedzie si¢ na ogdt réznita od pierwotnej macierzy odleglo-
Sci 0 pewna stala a. W takim przypadku wszystkie wygenerowane wartosci macie-
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rzy W' nalezy pomnozy¢ (skorygowac) przez stalg a. Przypadek taki przedstawio-
ny jest na przykltadzie opisanym w tab. 9-14.

Tabela 9. Poczatkowa ma- Tabela 10. Symulacyjna Tabela 11. Macierz odleglosci wyznaczo-
cierz odleglosci macierz danych W'’ na na podstawic danych z tab. 10

0,00000 | 1,8601112,31948 wi W) 0,00000 1.99882 2.49245
1.86011 | 0,00000 1 1,61245 1,35110 [ —0,33059 1,99882 0.00000 1.73269
2,31948 | 1,61245 | 0,00000 ~0,22153 0,90314 2,49245 1.73269 0,00000
—-1.12957 | —0,57255
Tabela 12. lloraz elementéw macie- Tabela 13. Korekia konstruo- Tabela 14. Macierz odleglosci
rzy odleglosci z tab. 9 oraz z tab. 11. wanej macierzy danych o sta- wyznaczona na podstawie da-
Wyznaczanie wartosci stalej a la a=0,9306 nych z tab. 13 (po korekcie)
0.00000 | 0.93060 | 0.93060 || Wi-0.9306 |w5-0.9306 |{0.00000]1.86011|2.31948
0.93060 0.00000 0,93060 1,25734 —0,30765 1,86011 ] 0,00000 | 1.61245
0.93060 0.93060 0,00000 —0,20615 0,84047 | 12,31948 [ 1.61245 | 0.00000
~-1,05119 —0.53282
Przyklad 3

Przyktad symulacji macierzy danych W' na podstawie macierzy odleglosci dla
wigkszego zbioru obiektow.

Tabela 15. Macierz odleglosci D

l % 9 %4 9% % % %
0y 0.0000 | 58,1073 | 58.1238]300,5458 | 132,7439 | 114,0740 152,7015| 218.1622
0 58.1073 | 0,0000 1,6125 | 248,6166 | 177,9467 | 160,6440 | 197.6440 | 264.6680
%) 58.1238 1,6125 0,0000 | 248,6232 | 177,9860 [ 160,6707 | 197,7145 | 264,7116
04 300.5458 | 248,6166 [248.6232| 0,0000 | 426,3936 | 409,2501 | 445,8967 | 513,0268
05 132,7439 | 177,9467 [ 177.9860 | 426,3936 | 0,0000 | 18,9868 20.3066| B86.7431
04 114,0740 | 160,6440 | 160,6707 | 409,2501 | 18,9868 | 0,0000| 38,9710 104,5779
07 152.7015 | 197,6440 | 197,7145 | 445.8967 | 20,3066 | 38,9710 0,0000| 67.1863
0g 218.1622 | 264,6680 | 264.7116 [ 513,0268 | 86,7431 | 104,5779| 67.1863| 0.0000

Tabela 16. Symulacyjna macierz danych W’ wygenerowana na pod-
stawie macierzy odleglosci D

Wy W)y Wj Wy
0 25,66964 29,22258 -1,39870 0,11492
0y 75,20089 -1,04220 1,27423 -0.01433
04 75,22473 -0,85223 2,86368 0.17394
o4 |323,63738 —10,05801 -1,59591 0,08097
o5 102,71214 —4,44945 0,82447 —0,44565
os | -85,38408 3,29503 1,33040 -0,39252
09 122,25526 -8.64325 —2,75863 -0.43267
og 189,38114 -7.47247 —0,53954 0,91533




181

Tabela 17. Rzeczywista macierz danych X, na podstawie ktérej skonstruowano macierz odleglosci D

Moc maksymalna | Maksymalny moment | Przyspieszenie Srednie zuzycie
[KM] obrolowy [Nm] 0-100 km/h [s] paliwa [l]

ALFA 156 190 222 7.3 11.4
AUDI A8 193 280 8.4 9.9
BMW 3 LIM 193 280 7 9.1
BMW 8 326 490 6.3 14

XSARA COP 90 135 13.6 7.9
LANOS SED 106 145 11,5 8.2
POLONEZ 76 121 18 8.9
SEICENTO 899 39 65 18 5,9

Przyklad 4
Przyktad generowania macierzy danych W' do macierzy odlegtosci, ktora jest
skonstruowana na podstawie macierzy danych X, gdzie liczba obiektow byla
mniejsza od liczby cech.
Tabela 19. Macierz odleglosci D skonstruowana na

Tabela 18. Rzeczywista macierz danych X podstawic rzeczywistej macierzy danych X
X, X5 X3 Xy Xs 0 9.503815 8.050095
0 10 222 73 | 114|132 D=| 9,503815 0 5228214
0y 193 | 28 8.4 99 | 1,51 8,050095 5.228214 0
0y 16 3 7 6.1 | 1.445

Tabela 20. Symulacyjna ma-  Tabela 21. Macierz odleglosci skonstruowana na pod-

cierz danych W' stawie macierzy W’
W) Wy 0 9,503815 8,050095
5.576144]-0,58485 D' = 9.503815 0 5,228214
W'= 1-3,80345 [-2,11643 8,050095 5,228214 0
—1.77269 | 2,701275

3. Zakonczenie

1. Inspiracja do napisania tego artykutu bylo ukazanie si¢ w Internecie pytania
o algorytm konstruowania (generowania) macierzy danych (macierzy wspdtrzed-
nych punktow) tylko na podstawie macierzy odlegtosci.

2. Algorytm generowania macierzy danych na podstawie macierzy odleglosci
moze by¢ przydatny w metodologii taksonomicznej.
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ALGORITHM OF GENERATING DATA MATRICES ON THE BASIS
OF DISTANCE MATRICES

Summary

The paper describes techniques of classification scoring. The basis of a score is determined by a
heterogeneity of cvery cluster and cvery isolated object in a given classification. A few coellicients
has been proposed. which determine various degrees of heterogencity of clusters and isolated objccts.
On the basis of these cocfficients, four types of classifications have been defined: very good. good.
weak but sufficient. and bad classification.

The paper also describes how to casily find ,.the best” classification for hierarchical methods.
The proposed coeflicients have been commented and compared with different coefficients. such as SC
(Silhouctte CoelTicient) and average innercluster variation.
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