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1. Wstep

Zasadniczy cel dziatalnosci przedsigbiorstwa jest wspotczesnie rozumiany jako
dazenie do maksymalizacji jego wartosci, a tym samym bogactwa jego wilascicieli.
Zarzadzanie przez warto$¢ (value-based management) postuluje poszukiwanie ta-
kich metod prowadzenia dziatalnosci gospodarczej, ktére umozliwia systematyczne
powigkszanie wartosci przedsi¢biorstwa. Aby tego dokona¢, nalezy m.in. we
wiasciwy sposob wybieraé projekty inwestycyjne, tzn. przyjmowac do realizacji te,
ktore zapewnig generowanie wartosci dodanej. Najwazniejsza role odgrywaja
w tym zakresie koncepcje oparte na zdyskontowanych przeplywach pienieznych,
a w szczegodlnosci kryterium wartosci biezacej netto NPV (Net Present Value).
Dzigki dostrzeganiu osadzonych w projektach inwestycyjnych mozliwosci ich
modyfikacji ostatnio coraz czg¢sciej stosuje si¢ analize opcji realnych. W zwiazku
z tym wigkszego znaczenia nabiera modelowanie przysztych zmian cen aktywow,
ktore sa jednym z czynnikéw wplywajacych na warto$¢ tych opcji, a jednoczesnie
na efektywnos$é projektow.

Celem artykutu jest przedstawienie znaczenia modelowania zmian cen akty-
wow z perspektywy podejmowania decyzji inwestycyjnych w przedsiebiorstwie,
gtéwnie w warunkach stosowania opcji realnych. W tym kontekscie oméwiono
wykorzystywany do opisu zmian cen geometryczny ruch Browna i na tym gruncie
wskazano, ze znacznie wigksza przydatnoscia nacechowane sa stochastyczne pro-
cesy uwzgledniajace powrdt ceny aktywow do dlugoterminowego poziomu prze-
cigtnego, w szczegdlnosci proces Ornsteina—Uhlenbecka.
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2. Ceny aktywow a podejmowanie decyzji inwestycyjnych

Podejmowanie decyzji inwestycyjnych w przedsigbiorstwach wigze sie z sza-
cowaniem cen sprzedazy produktéow ich dziatalnosci. Przychody ze sprzedazy sa
bowiem najwazniejszym elementem prognozowania strumieni wolnych przeply-
wow Srodkow pienigznych. Problem ten nabiera szczegolnego znaczenia w sekto-
rach, ktore zajmuja si¢ produkcja energii elektrycznej lub wydobywaniem surow-
cow i z#6z mineralnych, takich jak: ropa naftowa, gaz czy miedz. Zmiennos¢ cen
wymienionych surowcéw przybiera niejednokrotnie znaczne rozmiary. Na przy-
ktad zmiennos¢ cen ropy naftowej i gazu ziemnego ksztaltuje si¢ na poziomie
2-6%, natomiast energii elektrycznej dochodzi nawet do 50% w skali dziennej [14].

Koniecznos¢ modelowania cen tego rodzaju aktywdw jest zatem bezdyskusyj-
na. Wynika ona ponadto ze stosowania coraz bardziej skomplikowanych metod
oceny efektywnosci inwestycyjnych. Okazuje sig, Ze techniki oparte na wyltacznie
zdyskontowanych przeptywach pieni¢znych DCF (Discounted Cash Flow tech-
niques) wychodza z zalozenia, ze przyjecie do realizacji projektu inwestycyjnego z
dodatnia wartosécia biezaca netto NPV powigkszy wartos¢ przedsigbiorstwa o t¢
wlasnie wyrazona kwotowo wielko$¢. Takie podejscie jest uzasadnione i popraw-
ne, jednakze nie zawsze wystarczajace ze wzgledu na to, ze wspolczesne przedsig-
biorstwa sa zmuszone do funkcjonowania w niezwykle turbulentnym otoczeniu.
Ztozone procesy gospodarcze, ktore w nim zachodza, prowadzg do ciaglych zmian
czynnikow wplywajacych na uczestnikow rynku, a tym samym na oplacalnosé
rozwazanych projektow.

Powszechnie stosowane kryterium NPV jest obecnie postrzegane jako statycz-
ne, poniewaz NPV jest kalkulowane na dany moment i nie przewiduje sytuacji,
ktore moga zaistnie¢ w praktyce gospodarczej w przysztosci. Ponadto w oblicze-
niach z géry zaklada si¢ znajomos¢ wszystkich parametrow majacych wptyw na
optacalnosé inwestycji. W rezultacie kryterium NPV nie bierze pod uwagg mozli-
wosci reagowania na nowe okolicznosci, takie jak [5, s. 89]:

e niespodziewane zalamanie rynku, ktdre prowadzi do zmniejszenia rozmiarow
dziatalnosci,

e ceny inne niz oczekiwane, co moze mie¢ znaczny wptyw na opfacalnos¢ pro-
jektu,

¢ wyjatkowo pomyslng koniunkture, ktora pozwala rozszerzy¢ dziatalnose.

Reakcja na takie zdarzenia nie jest wpisana w logike¢ narzedzi DCF. Innymi
stowy, NPV po prostu nie uwzglegdnia wartosci, ktéra moze wynika¢ z decyzji
zarzadu o potencjalnym rozszerzeniu lub wycofaniu projektu, opoZnieniu w czasie
czy chwilowym wstrzymaniu jego realizacji. Sam fakt, ze NPV danego projektu
jest ujemne, nie moze stanowi¢ podstawy do stwierdzenia, ze prawa do tego pro-
jektu sa bezwartosciowe.
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Wartos¢ biezaca netto miesci si¢ w ramach pasywnego zarzadzania, gdzie re-
zultat koficowy jest znany z gory, a menedzerowie nie sa w stanie odnalez¢ ukrytej
w projektach inwestycyjnych wartosci. Metodologia DCF zaktada po prostu scena-
riusz najbardziej prawdopodobny [11]. L. Platt, szef Hewlett-Packard, twierdzi, ze
,obecnie kazdy, kto mowi, ze ma pigcio- lub dziesiecioletni plan, jest prawdopo-
dobnie szalony. Teraz jest era planowania scenariuszy” [4].

Uwzglednienie zarzutéw przedstawionych pod adresem NPV wymaga w ra-
mach procedur budzetowania kapitalowego takiego podejscia, ktore wykorzystuje
opcje realne. Techniki wykorzystujace warto$¢ biezaca netto nadal sa niezwykle
potrzebne oraz warto$ciowe i nie nalezy w zadnym wypadku umniejszaé ich zna-
czenia. Jednak opcje realne pozwalaja na glebsza analiz¢ problemu zwiazanego
z ocena efektywnosci projektow inwestycyjnych i niejako rozszerzaja znane do-
tychczas metody dzigki dostrzeganiu osadzonych w projektach inwestycyjnych
réznych mozliwosci ich modyfikacji'. Podzial opcji realnych ze wzgledu na duze
mozliwosci ich konstruowania nie jest zadaniem tatwym. Mozna jednak wyréznié
kilka podstawowych rodzajow, do ktérych zalicza si¢ opcje: opoznienia (option fo
delay), rozwoju (option to expand) i wyjscia (option to abandon)?. Jednym z cie-
kawszych rodzajoéw opcji jest opcja elastycznosci (flexibility option), ktéra moze
mie¢ bardzo szeroka interpretacje. Najogdlniej mozna powiedzieé, ze pozwala na
dostosowywanie procesu produkcyjnego do warunkéw panujacych na rynku i ko-
rzystanie ze sprzyjajacych okolicznosci, uwarunkowanych gléwnie zmianami cen
$rodkow produkcji. Mozna ja rowniez postrzega¢ jako prawo do uruchamiania lub
zamykania fabryki w zalezno$ci od popytu i cen.

Mozliwos¢ ponownego uruchomienia dziatalnosci w sytuacji, gdy przedsig-
wzigcie jest nieczynne, jest rOwnowazna amerykanskiej opcji kupna. Natomiast
zamknigcie dziatalnos$ci w obliczu niesprzyjajacych warunkéw jest réwnoznaczne
opcji sprzedazy. Przedsigwzigcie, ktore mozna dynamicznie uruchamia¢ i zamykac
(lub przedsigwzigcie, ktoére mozna przenies¢ z jednego miejsca na drugie), ma
wyzsza wartos¢ od przedsigwzigcia pozbawionego tej elastycznosci [3, s. 445].

! Opcj¢ realng mozna zdefiniowaé. wykorzystujac analogi¢ do opcji finansowej. Opcja realna
oznacza zalem prawo je¢j posiadacza do kupna lub sprzedazy szeroko rozumianych aktywoéw bazo-
wych (instrumentu podstawowego, ktorym jest najczgsciej projckt inwestycyjny) w okreslonych roz-
miarach, po ustalonej cenic i w zadanym czasie. Opcj¢ t¢ wykonuje si¢ wtedy, gdy jest to korzystne
z punktu widzenia przedsigbiorstwa.

Najogélniej mozna powiedzic¢, ze opcja realna to prawo modyfikowania projektu inwestycyjne-
go w przedsigbiorstwie [2. s. 269]. Umozliwia kreowanic wartosci przedsigbiorstwa, poniewaz jesli
wszystko idzie pomysinic. o projekt moze byé rozszerzony, jezeli zas syluacja okaze si¢ niesprzyja-
jaca. to mozna zaniechaé jego wykonanic. Projckty, ktore moga by¢ latwo mody{ikowane w ten spo-
sob. sg o wiele bardzicj wartosciowe niz te, ktore nie dostarczaja takiej elastycznosci. Dlatego im bar-
dziej przyszlos¢ jest nicpewna, tym bardziej w cenie jest ta elastycznos¢.

2 Rézne podzialy i charakterystyki poszczegélnych rodzajow opcji realnych sa przedstawionc
m.in. w nastgpujacych publikacjach: [3, s. 442-445; 5, s. 89-105; 11; 12, s. 2-3].
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Uscislajac — opcja kupna (call) w tej sytuacji to prawo (ale nie obowiazek) do uru-
chomienia (wykonania opcji) np. fabryki.

W celu wyjasnienia istoty tego rodzaju opcji oraz znaczenia modelowania
zmian cen aktywow wykorzystajmy przykiad elektrowni, w ktérej na wejsciu pro-
cesu produkcyjnego jest gaz, a na wyjsciu — energia elektryczna. Przedsigbior-
stwem, ktdre szeroko wykorzystywalo tego rodzaju instrumenty, byt Enron, po-
czatkowo w latach osiemdziesiatych w sposdb tradycyjny zajmujacy si¢ produkc)a
energii. Deregulacja na rynku amerykanskim doprowadzita do wielkiej konkuren-
cji, a tym samym do ogromnej zmiennosci cen. Od tej pory menedzerowie Enronu
zaczgli mysle¢ o roznych formach zarzadzania ryzykiem i radzenia sobie z fluktua-
cjami cen energii elektrycznej.

W czerwcu 1999 r. Enron przygotowywat si¢ do otwarcia trzech elektrowni
napgdzanych gazem, ktore mialy generowac prad po koszcie krancowym o 50-70%
wyzszym niz najlepsze przedsigbiorstwa w branzy. Wbrew pozorom szefowie
Enronu postgpowali racjonalnie, budujac elektrownie o wyzszych kosztach wytwa-
rzania, mogli bowiem pozostawi¢ je nie wykorzystane, a uruchamia¢ tylko wtedy,
gdy ceny pradu gwaltownie rosty. W czerwcu 1998 r. cena jednostki pradu
(1 MWh) na srodkowym zachodzie Standw Zjednoczonych wzrosta z 40 USD do
bezprecedensowej wielkosci 7000 USD. Przy tak znaczacej zmiennosci cen Enron
mogt teoretycznie zarabiaé ogromne pieniadze nawet, gdyby uruchamial swoje
elektrownie tylko na jeden tydzien w roku [4]. Tylko w ciagu trzech dni — od 22 do
24 czerwca — ceny wzrosty ze 180 USD/MWh do 550 USD/MWh. Wiele firm bro-
kerskich poniosto z tego powodu niepowetowane straty (m.in. First Energy Trading
and Power Marketing), jednak znalazly si¢ oczywiscie firmy, ktore zarobity na
krachu. Nalezaty do nich AEP, Utilicorp, Washington Water & Power, Avista
Energy oraz Enron [14].

Rozwazmy zatem, w jaki sposéb mozna skorzystaé na tak ogromnych fluktua-
cjach cen energii elektrycznej. W tym celu warto przeanalizowaé opcj¢ urucho-
mienia elektrowni odpowiadajaca w sensie ekonomicznym opcji kupna (call). Jesli
zarzad ma operacyjng mozliwos$¢ nieuruchamiania elektrowni, gdy ceny pradu sa
za niskie, to dochod przez nig generowany ma dolny limit rowny zeru, a w prakty-
ce jest to ujemna wielkos¢ rowna kosztom utrzymywania fabryki w gotowosci.
Jednoczesnie gorny potencjal dochodowy jest nieograniczony, gdyz im wyzsza ce-
na pradu, tym wyzsze przeptywy pieni¢zne. Mozna powiedzie¢, ze w tym przypad-
ku opcja jest wystawiona na roznicg migdzy cena energii elektrycznej a ceng gazu
(spark spread). Jest to daleko idace uproszczenie, gdyz w praktyce jednostka gazu
na wejsciu nie odpowiada jednostce energii elektrycznej na wyjsciu i nalezatoby
uwzgledni¢ pewien wspotczynnik, zgodnie z ktorym mozna przeliczyé, ile jedno-
stek gazu nalezy zuzy¢, aby wyprodukowaé¢ | MWh energii. Cena wykonania tej
opcji jest rbwna zeru, co oznacza, Ze ceny energii elektrycznej oraz gazu sa sobie
réwne, i jest to wartos¢ progowa, ktora ma decydujace znaczenie w procesie decy-
zyjnym zwiazanym z wykonaniem opcji (uruchomieniem elektrowni). Innymi sto-
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wy, jesli cena pradu jest wyzsza od ceny gazu, to optaca si¢ uruchamiaé elektrow-
ni¢, w przeciwnym zas razie bedzie to decyzja nierozsadna.

Aby podkresli¢ znaczenie modelowania zmian cen aktywdw, na rys. | przed-
stawiono przyklad ksztattowania si¢ ceny energii elektrycznej w okreslonym prze-
dziale czasu oraz wplyw jej zmian na decyzje dotyczace uruchamiania i wylaczania
elektrowni. W Stanach Zjednoczonych wystepuja dwa zasadnicze okresy, w kto-
rych mozna osiagnaé duze zyski ze sprzedazy pradu, gdyz popyt na energi¢ elek-
tryczna jest wtedy ogromny i tym samym jego ceny czasami znacznie przekraczaja
przecigtne rozmiary. Chodzi tu o zimowy sezon grzewczy i miesiace letnie, w kto-
rych wystepuje wzmozone korzystanie z klimatyzacji zainstalowanej w domach
mieszkalnych i biurach. Jesli w jednym z tych okresow cena energii elektrycznej ze
wzgledu na wysoki popyt osigga ponadprzeci¢tne wartosci i przekracza ceng gazu,
to opcja ,,jest w cenie” (ITM — in the money) | mozna ja wykonac, czyli uruchomié
elektrowni¢. W przeciwnym razie opcja ,,nie jest w cenie” (OTM — out of the
money) i nie nalezy jej wykonywac, a tym samym uruchamiaé fabryki, gdyz bedzie
to powodowac straty.

A E— cena energii
clektrycznej

OT™M IT™ OT™ IT™™ OT™M
>4+« >4 —> <

>
—— — czas
zimowy szczyt letni szczyt korzystania
grzewczy z klimatyzacji

Rys. 1. Przebieg w czasie ceny cnergii elektrycznej i jego wplyw na uruchomienie elektrowni

Zrodlo: [9).

W polskich warunkach dobrym przyktadem aktywow, ktorych ceny maja duzy
wplyw na rentowno$¢ dzialalnosci przedsigbiorstwa i optacalno$¢ rozwazanych
inwestycji, jest miedz. Przedsigbiorstwo KGHM Polska Miedz SA zajmuje siodme
miejsce na swiecie pod wzgledem produkcji miedzi. Nie ulega watpliwosci, ze dla
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tego koncernu zmiany ceny podstawowego obok srebra produktu maja ogromne
znaczenie. Wykres zmian cen miedzi w latach 1999-2004 na gieldzie London
Metal Exchange ukazano na rys. 2. Wyrazne fluktuacje cen miedzi w szczegdlno-
$ci w okresie 2001-2002 wskazuja na potrzebe uwzglednienia modelowania ich cen
w procesie podejmowania powaznych decyzji inwestycyjnych dotyczacych np.
eksploatacji nowych z16z.
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Rys. 2. Wykres cen spot miedzi na gieldzie LME w latach 1999-2004

Zrodlo: opracowanic wiasne na podstawie [16].

Warto zauwazy¢, ze w wielu sytuacjach mozna znalez¢ inne sposoby osiagania
dodatkowych korzysci ze zmiennosci cen aktywdw i w odpowiedni sposob eksplo-
atowac opcje realne osadzone w dziatalnosci przedsigbiorstwa. W przypadku oma-
wianej wczesniej opcji elastycznosci (np. w elektrowni) mozna to osiagna¢ dzigki
doswiadczeniu wynikajacemu z ciaglej ekspozycji na zmienne ceny energii na ryn-
ku. Korzystajac z tego doswiadczenia, inzynierowie finansowi Enronu konstruowa-
li nowe instrumenty finansowe. Wiele przedsigbiorstw, ktore nie zajmowaly sig
produkcja energii elektrycznej, mialo ochotg na osiaganie atrakcyjnych korzysci
wynikajacych ze zmiennosci cen pradu. Enron oferowal im sprzedaz portfela zto-
zonego z opcji kupna wystawionych w uproszczeniu na réznicg migdzy cena pradu
a ceng gazu. Terminy wygasniecia tych opcji zapadaty sukcesywnie, np. w okresie
letniego wzmozonego zapotrzebowania na energi¢. Enron zarabial na sprzedazy
tych opcji, podmiot kupujacy natomiast otrzymywal wyptate gotowki wtedy, gdy
wartos¢ instrumentu podstawowego przekroczyta okreslong z gory w umowie ceng
wykonania. Kazdy zatem moégt staé si¢ posiadaczem ,,wirtualnej elektrowni” i by¢
wystawiony na wahania cen na rynku. Umowy tego typu byly dlatego okreslane
jako Virtual Power Station Deals.
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3. Stochastyczna analiza zmian cen aktywow

Ceny aktywow zmieniajg si¢ w czasie i podlegaja niepewnosci, a w zwiazku
z tym do ich opisu wykorzystuje si¢ procesy stochastyczne. Jesli chodzi o modelo-
wanie zmian cen na potrzeby wyceny opcji realnych, to najbardziej rozpowszech-
nionym procesem stochastycznym jest geometryczny ruch Browna (geometric
Brownian motion), okreslony w nastgpujacy sposob (por. np. [8, s. 385; 12, s. 88;
13,s. 167]):

dP = aPdt + oPdz, nH

gdzie P oznacza ceng¢ aktywdow (np. miedzi, energii elektrycznej), a — stopg wzro-
stu (dryft), o— zmiennos¢ cen aktywow (odchylenie standardowe), z — proces Wie-
nera, przy czym rozniczka dz = sv/dt oraz zmienna losowa e~ N(0, 1).

Zwykly proces Wienera jest niewystarczajacy do opisu zmian cen, poniewaz
zmiennos¢ cen aktywow ksztaltuje sie w praktyce na roznym poziomie oraz war-
tos¢ oczekiwana zmian cen aktywdw powinna by¢ nieujemna. W przypadku geo-
metrycznego ruchu Browna warto$¢ oczekiwana E(dP)= aPdt, natomiast odchyle-
nie standardowe o(dP) = oPdr. Roéwnanie (1) pierwsze mozna rowniez zapisaé
W nastgpujacej postaci:

% = ot + odz. Q)

Wyrazenie po lewej stronie rownania reprezentuje wzglgdna zmiang ceny
aktywow (zmiennej stochastycznej), pierwszy skiadnik sumy po prawej stronie
réwnania wyraza oczekiwania wobec przysziego ksztattowania si¢ cen, drugi za$
opisuje niepewnos¢ i zwiazane z nia ryzyko odnos$nie do poziomu przyszlych cen.

W przypadku opcji realnych mozna catkowita stopg zwrotu (R) zapisa¢ jako
sume dryftu a, ktory przez analogi¢ do cen akcji moze by¢ interpretowany jako
stopa zysku kapitalowego, oraz stopy ¢, ktora jest zwiazana z przeplywami $rod-
kow pienigznych (analogia do dywidend). Wowczas réwnanie opisujace geome-
tryczny ruch Browna przedstawia si¢ nastgpujaco:

dP = (R - @) Pdt + oPdz . 3)

W warunkach wyceny w $wiecie wolnym od ryzyka, stopg R mozna zastapié
stopg zwrotu wolng od ryzyka rp;-. W modelu wyceny opartym na geometrycznym
ruchu Browna oczekuje si¢, ze stopa wzrostu lub spadku cen bedzie taka sama
niezaleznie od przyszlego poziomu tych cen. Oznacza to, ze wzrost ceny np.
miedzi bgdzie podobny przy wyjsciowym poziomie 1000 USD/t oraz przy cenie
3000 USD/t [7]. Innymi slowy, geometryczny ruch Browna zaktada, ze przeszie
ksztaltowanie si¢ cen aktywow az do momentu osiagnigcia obecnego poziomu jest
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nieistotne z punktu widzenia przewidywania przysztych ruchow cen. Na przyktad,
biorac pod uwage opcj¢ uruchamiania lub wylaczania fabryki (kopalni), mozna
argumentowac, ze kiedy cena danych surowcdw jest wyzsza niz pewna cena dtugo-
terminowa lub cena rownowagi, wowczas producenci charakteryzujacy si¢ wyz-
szymi kosztami wytwarzania niz przecietne beda chcieli uruchomi¢ produkcje
(wejs¢ do tego sektora), co spowoduje wzrost podazy, a w nastgpstwie presj¢ na
obnizenie cen. Z drugiej strony, gdy ceny surowcow na rynku sa relatywnie niskie,
niektorzy z producentéw zaprzestaja dziatalnosci (wychodza z sektora), co przy-
czynia si¢ do zmniejszenia podazy i w rezultacie do pojawienia si¢ presji na zwigk-
szenie cen. Zatem, mimo ze ceny moga by¢ tymczasowo nizsze lub wyzsze od
przecigtnego poziomu rownowagi, maja w dlugim okresie tendencje do powracania
do niego.

W zwiazku z tym w przypadku surowcow naturalnych bardziej odpowiednimi
modelami ksztaltowania si¢ ruchow cen sa procesy opisujace zmiany cen powraca-
jacych do okreslonej wartosci przecigtnej (nmean reverting processes). Procesy te
moga by¢ postrzegane jako modyfikacje bladzenia losowego (random walk),
w ktorych zmiany cen sa od siebie niezalezne. Matematyczna idee procesu
uwzgledniajacego powracanie do wartosci przecigtnej ilustruje rys. 3.

Po-P - nP-Pp) + oe,
oczekiwana skladnik powrotu skladnik
zmiana ceny do wartosci przecigtnej losowy

gdzie:
P - dlugoterminowy przecigtny poziom réwnowagi,
F, — cena spot aktywow w okresie ¢,

1 — parametr okreslajacy szybkos¢ powrotu do poziomu réwnowagi

Rys. 3. Idea powracania cen do wartoS$ci przecigtnej

Zrodlo: opracowanie wlasne na podstawie [1].

Analiza rownania przedstawionego na rys. 3 pozwala zauwazyé, ze wartosc
sktadnika powracania do wartosci przecigtnej jest uzalezniona od odlegtosci mig-
dzy cena biezaca i przecigtnym dlugoterminowym poziomem réwnowagi. Jesli ce-
na spot jest nizsza od ceny przecigtnej, wowczas skladnik powrotu jest dodatni, co
wywiera dodatni wplyw na zmiang ceny. W przeciwnym wypadku efekt jest od-
wrotny. W miarg uplywu czasu cena zaczyna oscylowaé wokol dlugoterminowe;j
wartosci przecigtnej z szybkoscia zdeterminowang parametrem 7.

Najprostszym rodzajem procesu, ktéry uwzglednia powracanie cen do wspo-
mnianego poziomu przecigtnego, jest proces Ornsteina—Uhlenbecka, opisany w na-
stgpujacy sposob (por. np. [7; 10]):
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dP = (P - P)dt + oz, 4)

gdzie P oznacza diugoterminowy, przecigtny poziom ceny, 77 — parametr okre$la-
jacy szybkos¢ powrotu do poziomu rownowagi (mean reversion rate).

Rozwiazaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego (4) jest zmienna o
rozkladzie normalnym nastgpujacej postaci (zob. [6]):

T
P(1) = PO +(1=e7" )P+ ce™ [ dz(r). (5)
0

Wartos¢ oczekiwana i wariancja sg okreslone wzorami:

E[P(T)]= P(0)e™™ + P(1-¢""), (6)
2
Var[ P(T)]= (1 —e‘”T)-‘ZT—”. (7

Aby mozna bylo obliczy¢ wartos¢ ceny aktywow w zadanym okresie ¢, nalezy
wyprowadzi¢ dyskretno-czasowa (discrete-time) postac tego procesu. W tym celu
nalezy zastosowac stacjonarny autoregresyjny proces pierwszego rzedu AR(1),
dzigki czemu otrzymuje sig:

AT | AT (l _e_lmr)

P,=P,_|e ’7 +P(l—e n )+O’ T&'. (8)
Warto zauwazy¢, ze we wzorze (8) wartos¢ ceny aktywéw w okre$lonym mo-
mencie jest suma wartosci oczekiwanej oraz czynnika losowego. Réwnanie to ma
bardzo duze znaczenie praktyczne, gdyz za jego pomoca mozna fatwo modelowac
zmiany cen aktywéw za pomoca prostych aplikacji, takich jak Microsoft Excel.
W tym szacuje si¢ funkcj¢ regresji zmian cen w danym okresie od wartosci bez-
wzglednych poziomu tych cen w okresie poprzednim {1]. Dzigki temu mozna uzy-
skac¢ nachylenie (slope) i wyraz wolny tej funkcji oraz oceng¢ odchylenia standar-
dowego sktadnika losowego (s,). Wartos¢ przeciwna oszacowanego nachylenia
wykresu funkcji regresji oznacza parametr powracania cen do wartosci przecigtnej
(m), z kolei dtugoterminowa wartos¢ przecigtna (P) oblicza sig jako iloraz wyrazu
wolnego i wyznaczonego parametru 75, natomiast zmienno$¢ otrzymuje si¢ przez

podzielenie oceny s, przez warto$¢ przecigtng P.

4. Zakonczenie

W procesie podejmowania decyzji inwestycyjnych modelowanie zmian cen
aktywdéw ma duze znaczenie, poniewaz to wiasnie ceny decyduja w znacznym
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stopniu o efektywnosci projektow inwestycyjnych. Problem ten jest szczegdlnie
istotny w przypadku analiz wykorzystujacych podejscie opcji realnych. W rzeczy-
wistosci gospodarczej bowiem okazuje si¢, ze ceny surowcdw maja tendencje do
powracania do pewnego przecigtnego poziomu rownowagi. W takiej sytuacji mo-
delowanie zmian cen wylacznie za pomoca np. geometrycznego ruchu Browna nie
jest wystarczajace. Warto wowczas rozwazy¢ mozliwosci zastosowania proceséw
stochastycznych, ktore uwzgledniaja powracanie cen do takiej dlugookresowe;j
wartosci. Do najbardziej rozpowszechnionych proceséw tego typu zalicza sig¢ pro-
ces Ornsteina—Uhlenbecka.
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STOCHASTIC MODELLING OF COMMODITY PRICE CHANGES IN
UNDERTAKING INVESTMENT DECISIONS

Summary

The paper describes the importance of stochastic modelling of commodity process in undcrtaking
investment decisions. In the first part of the article the main emphasis is put on real options which
may be understood as the options to modify different projects. The real options analysis reflects the
value ol strategic options that are ofien embedded in corporate real investments.

The limitations of geometric Brownian motion, if applied 1o commodity prices, arc shown
mainly because price changes arc not independent of one another. So the paper indicates that there is
a need (o incorporate mean reversion processes while modelling commodity prices, especially energy
and copper prices. As an example the simplest and most commonly used mean reverting process —
Ornstein—Uhlenbeck process — is analyzed.

Dr Bartlomiej Nita jest pracownikiem Katedry Rachunku Kosztow i Rachunkowosci Zarzad-
czej w Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu.
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