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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy jest zagadnienie liniowe;j filtracji innowacyjnej, parametryzacji
ortogonalnej i modelowania stochastycznego (cyfrowej syntezy) jednorodnych i niejednorod-
nych dwuwymiarowych (2D) pél losowych drugiego rzgdu, rozumiane jako uogélnienie prob-
lemu liniowej filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego jednowymiarowych (1D)
sygnatéw losowych drugiego rzedu.

Sygnatem losowym (jedno- lub wielowymiarowym) drugiego rzedu nazywamy sygnat, ktory
jest catkowicie scharakteryzowany za pomoca facznych rozktadéw prawdopodobienstwa rzedow
pierwszego i drugiego. Sygnaly losowe nazywa si¢ stochastycznie réwnowaznymi w szerszym
sensie drugiego rzedu, jesli ich funkcje kowariancyjne (lub spektralne) drugiego rzedu sa iden-
tyczne, przy réznych (w ogélnosci) statystykach rzedu wyzszego niz 2.

Teoria liniowe;j filtracji innowacyjnej okre§la metody przeprowadzania sygnatu 1D o zadanych
statystykach drugiego rzedu tj. widmowej gestoSci mocy lub — réwnowaznie funkcji kowa-
riancji — w sygnal bialego szumu.

Teoria liniowej filtracji modelujacej pozwala rozwiaza¢ problem odwrotny, okreslajac metody
ksztaltowania statystyk drugiego rzedu sygnatu 1D z bialego szumu. W ten sposéb filtr mo-
delujacy generuje klas¢ rownowaznoSci sygnatéw o zadanych statystykach drugiego rzedu. W
tym sensie sygnaly modelowane sa sygnafami drugiego rzedu.

Teoria liniowej estymacji Sredniokwadratowej, obejmujaca wspomniane powyzej teorie filtracji
innowacyjnej i modelujacej, prowadzi do optymalnej w sensie Sredniokwadratowym aproksy-
macji sygnaléw 1D drugiego rzedu. Innymi stowy, filtr liniowy jest optymalnym filtrem dla
sygnatu losowego, ktérego wiasnoSci probabilistyczne sa w petni okreSlone przez statystyki
drugiego rzedu.

Zagadnienie liniowej estymacji Sredniokwadratowej zostalo dobrze poznane w aspekcie
przetwarzania sygnaléw losowych jednowymiarowych. Opracowano szereg algorytméw
przetwarzania sygnaléw w oparciu o metode¢ liniowej prognozy Sredniokwadratowej [18, 25,
27, 37]. Zaproponowano szereg struktur filtréw wybielajacych i modelujacych, majacych
swe realizacje programowe i sprzetowe [1, 18, 28, 19, 56]. Algorytmy te wykorzystuje
si¢ w wielu dziedzinach nauki i techniki; sa stosowane miedzy innymi w neurofizyce, geo-
fizyce, telekomunikacji. Zastosowanie technik transmisji sygnalow cyfrowych z kompresja
iloSci przesytanej informacji, opartych na metodach ortogonalnej parametryzacji i modelowania
stochastycznego (metoda LPC), w telekomunikacji jest szczeg6lnie istotne, gléwnie ze wzgledu
na ich powszechno$¢, a co za tym idzie — wymierne korzysci finansowe (np. cyfrowa telefonia
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komérkowa).

Sukces liniowej prognozy Sredniokwadratowej w przetwarzaniu sygnatéw jednowymiarowych
zachecil wielu badaczy do uogdlnienia tej teorii na przypadek sygnatéw losowych wielo-
wymiarowych (giéwnie dwuwymiarowych). Pola losowe pojawiaja si¢ jako matematyczny
model obrazu w szeroko pojetym przetwarzaniu obrazow, a takze w przetwarzaniu sygnalow
radarowych, sonarowych czy geofizycznych. Zatem -— wszgdzie tam, gdzie obserwowane i
zbierane dane maja charakter dwuwymiarowy.

1.2 Przeglad literatury

W 1910 roku Frechet [15] zaproponowal, aby zmienne losowe traktowa jako elementy
przestrzeni metrycznej. Idee proponowane przez Frecheta wykorzystal w swej pracy Wold
[60]. Pozwolito to na geometryczna interpretacje zagadnienia estymacji Sredniokwadratowej
jako projekcji na podprzestrzen. Jednak dopiero w poczatkach lat sze$¢dziesiatych zaczeto
korzysta¢ z wynikéw zawartych w tych pracach.

W 1942 roku Wiener sformutowatl i rozwigzal problem prognozy Sredniokwadtratowej dla
sygnatow ciaglych [59], podajac efektywna metoda rozwiazania zagadnienia liniowej esty-
macji Sredniokwadratowej za pomoca faktoryzacji widmowej. W pie¢ lat pézniej Levin-
son rozpropagowal idee Wienera proponujac rozwiazanie zagadnienia liniowej estymacji
Sredniokwadratowej dla sygnaléw o czasie dyskretnym [33]. Praca ta miata bardzo istotny
wplyw na dalszy rozwdj teorii liniowej estymacji Sredniokwadratowej. Rozwiazanie zapro-
ponowane przez Levinsona nalezy dzi§ do “klasyki” algorytméw cyfrowego przetwarzania
sygnalow.

Idea tego rozwiazania polega na rekurencyjnym rozwiazywaniu tzw. réwnan normalnych
Toeplitza, wynikajacych z zagadnienia Sredniokwadratowego, za pomoca kombinacji liniowych
kolejnych rozwiazan pomocniczych w przéd i w tyt. Na podstawie macierzy kowariancyjne]
przetwarzanego sygnatu, algorytm Levinsona umozliwia wyznaczenie wspoiczynnik6w op-
tymalnego estymatora Sredniokwadratowego. Ze wzgledu na fakt, ze macierz kowarian-
cyjna sygnatéw stacjonarnych ma wiasno$¢ Toeplitza, metoda Levinsona postuzyla jako pod-
stawa tzw. szybkiego algorytmu faktoryzacji Choleskiego i odwracania macierzy Toeplitza
[1, 8,12, 16, 21, 23, 37).

Algorytm Levinsona, poczatkowo znany w wersji dla sygnaléw stacjonarnych jednowymia-
rowych, zostal uogélniony zar6wno na przypadek sygnaléw niestacjonarnych jak i na przypadek
wielowymiarowy, znajdujac wielorakie zastosowania techniczne (np. w geofizyce [52]).
Uogolnienie na przypadek sygnatu niestacjonarnego, stalo si¢ podstawa rozwiazania zagad-
nienia filtru liniowego o zmiennych parametrach wykorzystujacego faktoryzacje Choleskiego
macierzy kowariancyjnej Hermite’a sygnatu niestacjonarnego [8]. Pojecie "odlegtosci” danego
sygnatu od sygnatu stacjonarnego (pojecie a-stacjonarnos$ci) wprowadzit Kailath [22]. Z kolei
Dewilde i Deprettere [9] rozwazali aproksymacje macierzy dodatnio okreSlonych macierzami
rzadkimi (pasmowymi). Problem rozwazany przez nich nalezy do klasy probleméw interpola-
cyjnych takich jak problem Schura czy Nevanlinny-Picka, ktéry w r6zny sposob rozwiazato z
powodzeniem wielu autorow [49, 50]. Wyniki otrzymane przez Dewilde’a 1 Deprettere mozna
przenie$SC¢ na grunt teorii sygnaiéw, umozliwiajac tworzenie struktur filtréw o réznym stopniu
zlozonosci.

Z praktycznego punktu widzenia duze znaczenie mialo opracowanie algorytméw parametryza-
cji Schura [22, 32], ktére dzigki mozliwosci zréwnoleglenia wykonywania pewnych operaciji,
maja szybkie implementacje w architekturach umozliwiajacych przetwarzanie réwnolegie. Al-
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gorytm Schura [54] wyznacza tzw. wspéiczynniki Schura, ktére sa w istocie parametrami filtru
Levinsona (zwanymi czgsto wspolczynnikami odbicia).

Metoda geometryczna rozwiazania problemu liniowej estymacji Sredniokwadratowej, oparta o
projekcje ortogonalna, prowadzi do realizacji liniowego cyfrowego filtru drabinkowego (ang.
lattice filter) o strukturze ortogonalnej [3, 5, 22, 27], ktéry jest rtwnowazny filtrowi Levinsona.
Estymacja parametréw filtru drabinkowego jest mozliwa na podstawie macierzy kowariancyjne;j
sygnalu lub tez na podstawie bezposrednio obserwowanych prébek sygnatu (tj. bez znajomosci
a priori macierzy kowariancyjnej). W tym drugim przypadku rozwigzanie w bigzacej chwili ¢
wyznacza si¢ na podstawie rozwiazania dla chwili ¢ — 1. Takie podejScie prowadzi do cyfrowych
filtréw adaptacyjnych umozliwiajacych przetwarzanie sygnaléw w czasie rzeczywistym [7, 8,
22,271

Struktura ortogonalna filtru zapewnia dobre wiasnoS$ci, poniewaz filtry ortogonalne cechuje
bezstratno$¢ (samorzutna stabilno$¢ numeryczna) oraz mala wrazliwos$¢ na bledy zaokraglen,
przez co filtry te sa szczegdlnie atrakcyjne takze z praktycznego punktu widzenia. Poza tym
struktury filtréw wykorzystujace rotacje hiperboliczne i kolowe [9] maja zgrabne implementacje
z uzyciem procesoréw typu CORDIC [19].

Ze wzgledu na powodzenie liniowej teorii estymacji Sredniokwadratowej sygnaléw jednowymia-
rowych i wielo§¢ probleméw dwuwymiarowych, naturalnym procesem bylo podejmowanie
licznych préb uogdlnienie tej teorii na przypadek dwuwymiarowy. Dokladnie 20 lat temu
prace dotyczaca filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego dwuwymiarowych pél
losowych przedstawil Marzetta [38], ktéry uogdlnit na przypadek 2D kilka podstawowych
wynikéw znanych dla przypadku 1D. W szczegdlnoSci, zaproponowal on metode modelowania
dwuwymiarowych pél losowych wykorzystujaca wspélczynniki odbicia. Metode te stosowano
mig¢dzy innymi do kodowania obrazéw [51] 1 do projektowania dwuwymiarowych filtréw
rekursywnych[46]. Idea Marzetty polegala na “rozwinigciu” danych, ktére mialy charakter
dwuwymiarowy, w ciag jednowymiarowy a nast¢pnie stosowanie znanych rozwiazan. Podejscie
Marzetty miato kilka istotnych zalet. Po pierwsze, pojedyncza sekcja filtru Marzetty speinia
warunek minimalnofazowosci, co w konsekwencji oznacza, ze filtr zlozony z kaskady po-
jedynczych sekcji jest stabilnie odwracalny. Po drugie, filtr Marzetty odtwarzal poprawnie
statystyki drugiego rzedu (correlation-matching property). Niestety, podejScie Marzetty byto
w zasadzie sprowadzeniem przypadku 2D do 1D. Poza tym filtr Marzetty wymagat stosowania
diugich sekwencji opéznien.

Inaczej do zagadnienia wybielania i modelowania podeszli Parker i Kayran [45]. Zaproponowali
oni filtr, ktéry nie wymagal rozwinigcia danych w ciag jednowymiarowy. W kazdym kroku
wyznacza sie tam jednocze$nie cztery pola bledéw. Kombinacje liniowe tych bledéw uzywane
sa do wyznaczania parametréw filtréw. Rozwigzanie to bylo w naturalny sposéb dwuwymia-
rowe, jednak filtr nie mial wiasnosci ortogonalnych. Nie mozna wigc bylo zagwarantowac, ze
otrzymywane rozwiazania (estymatory) sa optymalne [4].

Kailath i Lev-Ari [29] uogdlnili algorytm Levinsona i Schura na przypadek dwuwymiarowych
p6l losowych niejednorodnych. W szczegdlnoSci, rozwazajac model sygnatu zawartego w
pierwszej ¢wiartce plaszczyzny, zaproponowali liniowe uporzadkowanie prébek sygnatu i za-
stosowanie tzw. struktury kratowej trojkqtnej (ang. triangular lattice structure [29]) lub — jak
jest czasem nazywana — struktury o petnej ztozonosci (ang. full-complexity structure).
Zaproponowano réwniez tzw. struktury o zredukowanej ztozonosci (ang. reduced-complexity
structure), ktére dla sygnaiéw stacjonarnych umozliwiaja zmniejszenie liczby elementéw filtru.
Konstrukcja dwuwymiarowego drabinkowego filtru prognozujacego, ktéry z jednej strony bytby
filtrem ortogonalnym, a z drugiej umozliwial rekurencyjne podwyzszanie rzedu zajmowli sie
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takze Lenk i Parker [30, 31], ktérzy zaproponowali filtr stuzacy do modelowania stacjonarnych
p6l losowych w oparciu o teori¢ tensoréw. Przedyskutowali oni strukture kratowa tréjkatna jak
réwniez struktur¢ o zmniejszonej ztozonoSci.

W 1996 roku Kayran [24] zaproponowal — w oparciu o metod¢ Burga — oryginalny model
dwuwymiarowego filtru ortogonalnego, ktéry jednak w swej istocie jest rozwinigciem pola 2D
w ciag jednowymiarowy. Przedstawiony model jest o tyle interesujacy, ze w poréwnaniu ze
znanymi rozwigzaniami (np. Marzetty) wymaga on mniejszej liczby opéZnien. Autor prezen-
tuje model o peinej ztozono$ci jak réwniez struktury uproszczone przy zalozeniu stacjonarnoSci
przetwarzanego pola. Struktury Kayrana zbudowane s z klasycznych predyktoréw z dwoma
wspolczynnikami na sekcje. Takie podejScie nie wymaga wprawdzie wstgpnego normowania
pola, jednak — w poréwnaniu z sekcja filtru reprezentowana w postaci rotora hiperbolicznego —
dwukrotnie wigksza liczba wspéiczynnikéw odbicia jest potrzebna do okreslenia pojedyncze;j
sekcji filtru. Z uwagi na ewentualne zastosowania do kompresji pél 2D (np. obrazéw rzeczy-
wistych lub tekstur) jest to wada.



Rozdziat 2

Cel 1 ukiad pracy

O ile uogdlnienie teorii jednowymiarowych sygnatow losowych na przypadek pél losowych
okazalo si¢ zadaniem stosunkowo prostym, o tyle uogdlnienie teorii liniowej prog-
nozy Sredniokwadratowej na przypadek dwuwymiarowy okazalo si¢ znacznie trudniejsze.
Rozwiazano wiele zagadnien dotyczacych filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego
sygnatéw dwuwymiarowych [6, 24, 26, 30, 38, 44, 45]. Jednak, jak wynika z dokonanego
przegladu literatury,nie rozwiazano, jak dotad, catkowicie problemu ortogonalnej parametryza-
cji i modelowania stochastycznego pol losowych 2D za pomoca filtrow o strukturze “true 2D,
chociaz w ciagu ostatnich dwudziestu lat poSwigcono temu zagadnieniu sporo miejsca w litera-
turze |24, 26, 35, 38, 45, 46].

Powyzszy fakt sktonil autora tej pracy do podjecia proby rozwiazania tego wazkiego zaréwno
teoretycznie, jak i z punktu widzenia zastosowar, problemu.

Z drugiej strony efektywnoSc¢ algorytméw kompresji sygnaiéw 1D w oparciu o metody liniowe;
filtracji ortogonalnej (LFO) skfania, w kontekScie coraz szerzej rozumianej telekomunikacji, do
poszukiwania uogélnien tych algorytmoéw i ich adaptacji do zastosowan w teorii kodowania 1
kompresji obrazow.

2.1 Teza pracy

Teze pracy formulujemy nastgpujaco:

Mozliwe jest uogélnienie przy uzyciu metody geometrycznej, teorii i algorytméw liniowe;
filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego jednowymiarowych sygnatéw losowych
na przypadek dwuwymiarowych p6l losowych drugiego rzedu, prowadzace do struktur typu
“true 2D” dla ortogonalnych filtréw innowacyjnych i modelujacych 2D, a — w konsekwencji —
zaproponowanie efektywnych rekurencyjnych algorytméw ortogonalnej parametryzacji i mo-
delowania stochastycznego szeregdw czasowych 2D.

2.2 Cel pracy

Celem tej pracy jest opracowanie uogélnienia teorii i algorytméw filtracji ortogonalnej i mo-
delowania stochastycznego sygnaléw jednowymiarowych na przypadek dwuwymiarowych pél
losowych drugiego rzedu. W szczegdlnosci celem tej pracy jest:
e opracowanie struktur typu “true 2D” filtrow parametryzujacych i modelujacych dwuwy-
miarowe jednorodne (stacjonarne) 1 niejednorodne pola losowe 2D,
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e wykorzystanie cech strukturalnych czteroindeksowych macierzy kowariancji pdl
losowych 2D (toeplitzowsko$§¢ macierzy kowariancji) do optymalizacji tych struktur pod
wzglgdem efektywnoSci parametryzacji 1 modelowania pol stacjonarnych w szerszym
sensie,

e wskazanie (w postaci wynikéw symulacji) na duza skuteczno$¢ parametryzacji ortogo-
nalnej, rozumianej w sensie szybkiej zbieznoSci parametréw (wspoétczynnikéw Schura)
do wzglednie matych wartoSci,

e zaproponowanie wykorzystania opracowanych algorytméw do kompresji tekstur oraz
obrazéw rzeczywistych.

Celem podrzednym jest wskazanie kierunkow dalszych badan, ktérych wyniki moga byc
uzyteczne dla rozwoju innych algorytmow przetwarzania sygnaiow wielowymiarowych i/lub
przetwarzania wielokanatowego, a w szczegdlnoSci — w metodzie MDLPC transmisji sygnatéw
2D z kompresja iloSci transmitowanej informaciji.

2.3 Ukfad pracy

Praca sklada si¢ z szeSciu rozdzialéw i dodatku.

W rozdziale pierwszym przedstawiono wprowadzenie do zagadnienia liniowej filtracji innowa-
cyjnej i modelowania stochastycznego dwuwymiarowych p6l losowych jak réwniez podano
krétki przeglad literatury przedmiotu.

W rozdziale drugim (niniejszym) sformutowano tezg pracy oraz cele pracy.

Rozdziat trzeci poSwigcono przegladowi najwazniejszych (z punktu widzenia problemu sta-
wianego w tej pracy) wynikow liniowej prognozy Sredniokwadratowej sygnaléw jednowymia-
rowych.

W rozdziale czwartym przedstawiono geometryczne uogélnienie teorii ortogonalnej parame-
tryzacji procesow 1-D na przypadek niejednorodnych 1 jednorodnych pél losowych 2D,
prowadzace do uogélnienia struktur ortogonalnych filtréw innowacyjnych i modelujacych 2D.
Zaproponowane struktury umozliwiaja filtracj¢ innowacyjna (wybielanie) dwuwymiarowego
pola losowego o zadanych statystykach drugiego rzedu i modelowanie statystyk drugiego rzedu
dwuwymiarowego bialego pola losowego 2D.

Rozdziat piaty obejmuje prezentacje opracowanych algorytméw parametryzacji i modelowania
stochastyczneg szeregéw czasowych 2D oraz symulacje komputerowe potwierdzajace wyniki
teoretyczne otrzymane w rozdziale czwartym.

W rozdziale sz6stym zaproponowano ideg¢ kompresji obrazow oparta o teori¢ przedstawiona w
rozdziale czwartym.

Rozdzial siodmy podsumowuje otrzymane wyniki.

W dodatku A podano — istotne dla tresci pracy — definicje i pojecia dotyczace teorii liniowe;j
prognozy Sredniokwadratowej, proceséw stochastycznych i dwuwymiarowych p6l losowych.



Rozdziat 3

Ortogonalna parametryzacja i
modelowanie stochastyczne
jednowymiarowych sygnatow losowych
drugiego rzedu

Jak wynika z przegladu literatury w rozdziale 1, w ostatnich kilkunastu latach zapro-
ponowano szereg rozwiazan problemu ortogonalnej parametryzacji i modelowania stochasty-
cznego sygnaléw losowych 1D. W niniejszym rozdziale oméwimy podstawowe algorytmy
filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego niestacjonarnych sygnaléw losowych
jednowymiarowych drugiego rzedu, wybrane pod katem ich uogdlnienia na przypadek po6l
losowych 2D. Wczesniej jednak rozwazymy problem prognozy sygnatu, jako ze geometryczne
rozwigzanie tego problemu prowadzi — poprzez problem wybielania sygnatu — do realizacji
ortogonalnych optymalnych (Sredniokwadratowo) filtréw innowacyjnych i modelujqcych 1D.
Wyniki przedstawione w tym rozdziale postuza jako podstawa do uogélnienia na przypadek 2D,
co stanowi przedmiot rozdiatéw 4-7 i obejmuje zasadnicze wyniki uzyskane w pracy.

3.1 Liniowa prognoza Sredniokwadratowa sygnalow 2-go
rzedu

3.1.1 Problem prognozy i jego metody rozwigzania

W podrozdziale tym poruszymy problem jednokrokowej liniowej prognozy Sredniokwadratowe;j
sygnaléw jednowymiarowych stacjonarnych i niestacjonarnych drugiego rzedu. Rozwazania te
traktujemy jako punkt wyjscia do sformulowania warunkéw (patrz rozdziat 4), jakie powinno
spetnia¢ uogdlnienie omawianego tutaj problemu prognozy na przypadek p6l losowych, w
szczegdlnosci dwuwymiarowych.

Niech y oznacza niestacjonarny rzeczywisty proces stochastyczny o czasie dyskretnym. Oz-
naczmy przez ¢ ustalony punkt na osi czasu i zalézmy, Ze proces y jest obserwowany na
skoriczonym odcinku czasu

{t—n,t—n+1,.,t—1} (3.1}

stanowiacym n-krokowa przeszlto$¢ wzgledem chwili ¢. Proces ten jest reprezentowany za

9
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pomoca zbioru rzeczywistych zmiennych losowych

{y(t =n)y(t —n+1),..,y(t—1)} (32)

stanowiacych zbidr obserwowanych wartosci procesu y.

Problem (jednokrokowej) prognozy (rys.3.1) mozna sformufowac nastgpujaco:

Znajac warto$ci (3.2) procesu y w chwilach (3.1) nalezy wyznaczy¢ wartoS$¢ procesu y w chwili
t, tj. zmiennga losowa y(t).

y(t—mn) - y(t—1e) - y(t—Z)y(fri) 1’
| | | -

|

t

| 1 T I

t—n - t—z - t=2 t-1

Rys. 3.1: Problem jednokrokowej prognozy procesu y.

Problem prognozy mozna rozwigza¢ w dwojaki sposob — algebraicznie lub geometrycznie.
Obydwa podejscia prowadza do tzw. normalnego uktadu réwnan [18]. W niniejszej pracy
bedziemy korzysta¢ z podejScia geometrycznego ze wzgledu na jego uniwersalnoS¢, natomiast
podejscie algebraiczne mozna znaleZ¢ np. w pracach [18, 36].
Traktujac zmienne losowe jako elementy przestrzeni metrycznej, zagadnienie liniowej estymacji
Sredniokwadratowej bedziemy mogli interpretowac jako zagadnienie projekcji na podprzestrzeni.
Przestrzen zmiennych losowych bedziemy rozumieli w sensie definicji (Def. A.1) zamieszczonej
w dodatku A.
Geometrycznie problem prognozy jest réwnowazny zagadnieniu aproksymacji.  Wspo-
mnieliSmy wczesniej, ze problem prognozy procesu y w pewnej ustalonej chwili czasu ¢
sprowadza si¢ do wyznaczenia estymatora i, (¢) na podstawie n wartosci przesztych wzgledem
chwili .
Ze wzgledu na to, ze w dalszych rozwazaniach bedziemy czesto odnosic si¢ do przeszioSci
procesu y, wprowadzimy uproszczona notacje, w mysl ktérej zamiast pisaC y(¢ — ¢) bedziemy
pisac v, tj.
yi = y(t —i) (3.3)

Niech

{¥oi Yo 5 Uss o Uty Yk (3.4)
bedzie zbiorem n + 1 liniowo niezaleznych zmiennych losowych ! oraz niech

So = span{yo,y1,-**, Yn}, (3.5)
gdzie span{*} oznacza domknigta przestrzefi rozpieta na elementach {+}, bedzie (n + 1)-
wymiarowa przestrzenia rozpieta na elementach zbioru (3.4).

Przez

&

Sjc ‘Sp(’:n’{yk:yk+|1”'s Uf} k < ‘L k IO,"','R (36)

bedziemy rozumieli (I — £ + 1)-wymiarowa podprzestrzefi osrodkowej przestrzeni Hilberta
Ly = L{U, R, pu} (patrz dodatek A). Korzystajac z liniowej niezaleznosci elementéw zbioru
(3.4) mozemy wyrazenie (3.6) przepisaC w postaci

St = span{yx, Sty }s (3.7)

! Definicje liniowej niezaleznosci zmiennych losowych jak réwniez inne definicje i pomocnicze twierdzenia
zamieszczono w dodatku A.
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gdzie

Star = span{yest,-- ui) (3.8)
jest podprzestrzenia rozpigta na (I — k)-krokowej przeszio$ci zmiennej yy.
Element aproksymujacy zmienna yy i nalezacy do podprzestrzeni S}, ; bedziemy oznacza¢ jako
Ur,- Rzad estymatora wyznaczamy woéwczas w prosty sposob jako réznice (I — k).
Niech P(.S) oznacza operator projekcji ortogonalnej na podprzestrzeri S. Wektor §j € S

§=P(S)y €S, (3.9)

nazwiemy rzutem ortogonalnym (projekcja ortogonalng) wektora y na podprzestrzen S.
Rzutujac ortogonalnie y, na S, ; otrzymujemy estymator §.;, ktéry aproksymuje y; z bledem

exy 2 P(SL 6 St )k = P((Stp1) vk = (I = P(Sip1))yk = vk — g L Shyy. (3.10)

gdzie P(SL & SLy)yr = P((St41)*)yx 0znacza projekcje ortogonalna elementu y; na ortogo-
nalne uzupelnienie S, (do S}), co schematycznie pokazano na rys.3.2. Blad (3.10) okreslamy
jako btqd w przod (w przyszioS¢).

Przyjmujac jako kryterium aproksymacji minimum normy ? (A.3)

lertll= (ees ex)® = E{ex, )7, (3.11)

gdzie (-, -) jest iloczynem skalarnym elementéw w przestrzeni I/, zdefiniowanym jak w (A.2)
to g jest najlepszym Sredniokwadratowym estymatorem y, wtedy i tylko wtedy, gdy

ki = P(Siy1)yr € Sipr- (3.12)
Twierdzenie o najlepszej aproksymacji [57] gwarantuje, ze element g, ; jest jedyny za$ € jest

minimalny w sensie normy (3.11).

ol
€]

Uk,
‘5k+1

Rys. 3.2: Wyznaczanie optymalnego estymatora g, zmiennej losowej yy.

Ortogonalnos$¢ ¢;; wzgledem S 41 Oznacza w szczeg6lnosci ortogonalno$¢ ¢, wzgledem
kazdego wektora bazowego rozpinajacego Si,,. Z zaleznoSci (3.10) wynika uktad réwnan
liniowych:

(extyy:s) =0 dla e=k+1,--- L (3.13)

2Norma ta zalezy tylko od 1; i kombinacji liniowej jej przesztoci, w zwiazku z czym optimum prognozy
osiagalne jest tylko dla modeli AR.
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stanowiacych warunki optymalnosci estymatora 7. ;. Z drugiej strony, skoro zbiér {y; }:=% 4l
rozpina Sj,, i §k; € Sjy, to §ix, musi by¢ kombinacja liniowa elementéw bazowych {y; }:=} .1,

tj.

1=l

Jea = D ouyi, (3.14)
i=k+1

gdzie «; sq wspotczynnikami kombinacji liniowej (reprezentacja elementu y; w podprzestrzeni

S;H_l).
Stad i z faktu, ze ¢, ; = yp — §x,; wynika, iz uktad réwnan (3.13) mozemy przepisaC w postaci:

=l

1=k+1
Podnoszac do kwadratu obie strony rownosci (A.3) przy [ = e otrzymamy
(€x s xt) =l exsl* - (3.16)

Wykorzystujac (3.10) przepiszemy lewa strong powyzszej réwnosci w postaci

g=l

(ekasery) = (€rty(Yb — Tug)) = (enpsyi) — (€xis Y @y5)- (3.17)
J=k+1

: 50 i i ; ! g=l s ) =04
Poniewaz €x; L Sy 1,8 3y @Y € Spp» 1O (th’Zj:k-i-l a‘.,y‘.,) = 0 i stad

3=l
(e ekt) = (ertyk) = (e — D iy, ) = (3.18)
j=k+1
i=l
= (youdu— 3 (i yk) =llenll® -
J=k+1

Powotujac si¢ na (A.10) mozemy iloczyny skalarne wystepujace w (3.18) utozsamiaC z
warto$ciami funkcji kowariancji procesu y

cij = (¥i,y5)u = E{yiy;}- (3.19)

Wéweczas, uktad réwnan (3.13) facznie z (3.18) mozna — biorac pod uwage (3.19) — przedstawic
w postaci macierzy jako

Bhk:  OhAp WY W aj Il x|
Ck-q:l,k Ckl k+1 o Ck-lHJ flk’+| _ U , (3'20)
Clk Clk+l  *t° €l a 0
gdziear, =1, oraz a;= —a; dla 1=k +1,---,1.

Uktad (3.20) nazywamy uktadem normalnym rownan lub uktadem réownan Youle’ a-Walkera, a
macierz
[ ckk  Chher  ccr Cry

Chtlk  Ch4lh+l "7 Chyll

Ch =

Clk Cl k+1 A ¢ N
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nazywamy macierza Grama elementdw vy, yei1,-- -, Y.
Biorac pod uwage wszystkie obserwowane zmienne losowe, tj. zbidr (3.4) i podstawiajac k = 0
oraz [ = n — 1 otrzymamy uktad réwnan

00  Co1 €Ol ao || €0.n1||?
C1,0 C1,1 s Cl,n—1 . aj _ 0 ’ (321)
G-tk Sh-a1 v CE-Ta=l [ (.)
gdzie ap = —1 oraz a; = —«; dla i =1,--- ,n — 1. Rozwazmy teraz podprzestrzen
SHL = span{SL. 1, v}y (3.22)

gdzie S, jest okreslona jak w (3.8).

Dotychczas poszukiwaliSmy estymatora zmiennej y, w podprzestrzeni S}, i oznaczaliSmy
go jako 7. Blad tego oszacowania oznaczyliSmy przez e, i nazwaliSmy bledem w przod.
Zauwazmy, ze podprzestrzeri S, jest rozpieta na elementach {y;}:=},,, ktére z jednej strony
stanowia (! — k)-krokowa przeszloS¢ vy, a z drugiej — (I — k)-krokowa przyszto$¢ zmiennej
Yi+1. Mozemy wiec prognozowac (w tyl) zmienna y;4,. Wéwczas

e ‘Q v -

Trtti+1 = P(Sp)yer € Siyy (3.23)
bedzie estymatorem y;4; w podprzestrzeni S} ;. Blad oszacowania zmiennej y;; definiujemy
jako

.& T 2 T T
Uks1i41 = Y41 — Jrare1 = P((Spp) Dy L Sk, (3.24)

i okreslamy jako biad w tyf. Podobnie jak estymator prognozy w przod, estymator ¥4 41
mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw bazowych podprzestrzeni S},

- 1={
= ! Utliel = D, Biviy (3.25)

1=k+1

gdzie 3; sa wspétczynnikami kombinacji liniowej. Z faktu, ze vgy1 41 L Siy, (3.24) oraz z
tego, 2€ Yr41.i41 € Si+1 1 jest kombinacja liniowa (3.25) wnosimy, ze

(2}k+]‘;+1,y3‘) =0 dla:=k+1,---,1, (326)
lub réwnowaznie
3=l
(yl'+] = Z: JBJU_‘.H ?}1) = Ua dla : =k + 1‘: Bt 13' (327)
j=k+1

Podnoszac do kwadratu obie strony réwnosci (A.3) przy f = vg41,41 Otrzymamy
(Vka 1415 Visnia1) = Vrgran [I° - (3.28)
Wykorzystujac (3.24) przepiszemy lewa strong powyzszej réwnosci w postaci

(Vkt 1,041, Vkt1i41) = (Vkgrists (Yi41 — Prpr,041)) = (329

§=l
= (Vk1041, Y141) — (Uk+l,t+la Z ﬁjyj)-

J=k+1
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. . +] I - 1| =l -
Poniewaz vyy141 L Sppy,a X0 pq1 Bi¥5 € Siqrs 1O (vkﬂ‘m, >kt ,Bjyj) =01 stad

a=l
(Vkt 141, Okt 141) = (Vkt1041, Y1) = ((y:+1 - > Bivi), yf+t) = (3.30)

G=k+1
j=l

(et yie1) — O Bilwi,yirr) =] verras |* -
P

Poniewaz, jak juz wcze$niej wspomnieliSmy, iloczyny skalarne wystepujace w (3.30) mozna
utozsamia¢ z wartoSciami funkcji kowariancji procesu y, to uktad réwnan (3.26) lacznie z (3.30)
mozemy przepisaé w ponizszej postaci

Chtlk+1  Ch4l,k4+2 " Ck4l,i41 bk-t-i 1 0
Ch42,k+1 Ch42,k42 **° Ck42,l41 bi42 0
. . ; A = 5 5 (3:31)
vaw b o3
Clyl k] Cltl k42 Cli1 141 +1 | vkt ||
gdzie by = 1, oraz b; = —p; dla 1 = k+1,---,1. Powyzszy uklad réwnan jest réwniez

uktadem normalnym réwnan, a macierz kowariancyjna

Ck41,k+1 Ck41 k42 " Chk41,141

o Ch42,k+1  Chk42.k+2 " Ck42041
(/k+1,f+1 = . 4

Cl4l,k+1  Cl4l k42 " Cl4l041

jest macierza Grama elementow yyi1, Yis2, -5 Yit+1-
Rozszerzajac ciag obserwacji na zbior (3.4) i podstawiajac k =01/ = n — 1 otrzymamy

i1 C2 -+ Cin by 0
21 Q2 *°° Cn b 0

: ; n 5 = : ; (332]
Cnil Cn2 " Can bn J H Uln HZ

gdzie b, =1, oraz b;=—f; dla 1t =1,--- ,n—1.

o A = 3 2 T A F
Jesli proces y jest rzeczywisty, to zauwazmy, ze z definicji elementu ¢;; = E{y;y,} macierzy
kowariancji wynika symetria macierzy Grama wystepujacej w (3.20) oraz (3.31). Dla proceséw
zespolonych macierz (' jest symetryczna po hermitowsku tj. ¢; = cj,, gdzie * oznacza
transpozycje hermitowska.

W przypadku, gdy rozwazamy sygnaly stacjonarne w szerszym sensie (def.A.6) mozemy —
zgodnie z (A.11) — napisac

cii = E{yiy;} = E{¥i-o¥i-o}'= E{yi-jpo} = ciej = &, gdzie k=1i— j(3.33)

co oznacza, ze wowczas macierz Grama wystepujaca w (3.20) i (3.31) staje si¢ macierza
Toeplitza. Z tej wlasnoSci sygnaléw stacjonarnych skorzystamy przy omawianiu struktur opty-
malnych filtréw ortogonalnych o parametrach statych.

Estymatory {i; oraz 41,41 sa elementami podprzestrzeni S, +1- Podobnie, estymatory i ;_
oraz i1 naleza do podprzestrzeni .S'i.jrll. Fakt, ze ;1 oraz ¢4 leza w jednej podprzestrzeni
daje podstawe do sformutowania nastgpujacego twierdzenia, ktore pozwala na rekurencyjne
podwyzszanie rzedu filtru prognozujacego (a w konsekwencji podwyzzszenie rzedu estymatora
prognozy).
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-1 i
Sy Sk+1
'\
Yk Y
€k,I-1 Vk41,l
5 ] -
Yk,1-1 Yk+1,

=1
*Sk+1

Rys. 3.3: Wyznaczanie optymalnego estymatora rzedu [ — k prognozy zmiennej losowe;j yy.

Twierdzenie 3.1 O podwyzszaniu rzedu estymatora prognozy.

Niech y). bedzie prognozowanq zmiennq losowq oraz niech ey i vi41, bedq btedami prognozy
wprzod i w tyt (rys.3.3). Niech ey _1 I 141, bedq unormowanymi wersjami odpowiednio €;. ;

oraz viy1, 4.
A - _
eki—1 = €k i1 || €xi-1]| A S§c+11
.& — W —
Thtl,] = Vk+1, ||’”k+1‘f“ ]J— ‘5i+]|-

Wéwczas prawdziwe sq nastepujqce zaleznosci rekurencyjne:
€k, €k -1
1 =0(pka) |
Tk Th41,l

Ay 3 yed 1 pry
0 =(1—py,)"2 :
(Pk,f} ( pL,l) [ Pkl 1 ]

gdzie

jest macierza J-ortogonalnq tj. speiniajaca zaleznos¢

0(pra) 0" (prg) = J

natomiast J jest macierzq sygnaturowq

all 0
el o]

Wspétczynnik py. jest zdefiniowany zaleznosciq

A

pri = —(eri=1,Tk+10) = —E{eri—ires1n} s |peg|< 1.

Dowaod:
Biorac pod uwage (3.10) 1 (3.12) blad ¢, ; mozemy wyraziC w postaci

exy = P(S; © SL+1)yk = - P(Siﬂ))yk

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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oraz korzystajac odpowiednio z (3.23) i (3.24) blad v, ; wyrazimy jako

vke = P(S, 6 Sy = (I = P(Si™))w (3.42)
Poniewaz vi41, € S); 1 jednoczesnie vy L Si,jrll, to mamy nastgpujace dekompozycje

Ske1 = Sigh @ span{viii,} (3.43)

oraz ze wzgledu na to, ze €1 € .5';:__] i réwnoczesnie € L 5’,{_}_11 mamy
S = S5 @ span{exi-1}. (3.44)
Poniewaz po prawych stronach powyzszych dwéch réwnan wystegpuja sumy ortogonalne, to
P(Sty) = P(S5h) + P(span{visr}) (3.45)

oraz |
P(SL‘I] = P(,S'j;rl,) + P(span{epi_1}). (3.46)

Wstawiajac prawa strong¢ (3.45) do (3.41) dostajemy

et = (I = P(Sppn))ye = (3.47)
= (I = P(Si31))yx — P(span{vrs1,})ys
= € i-1 — P(span{vis1,})yx.

Podobnie, wstawiajac prawa strone (3.46) do (3.42) mamy

vt = (I—P(Sy))u= (3.48)
= (I = P(Si3h)yi — P(span{ex-1})ui
= vry1g — P(span{eri-1})yi-
Przypomnijmy [57], ze projekcja ortogonalna a, elementu a na podprzestrzen span{b} wyraza
si¢ nastepujaco:

— P(e s (a,b),  (ba), _(a,b)
a, = P(span{b})a = . b)b = 0.0 bi= 0k b. (3.49)

gdzie (a, b) —oznacza iloczyn skalarny elementéw a i b.
W mys$l powyzszej definicji projekcja y,. na span{viy,} jest wyrazona jako

Vk+1,
P(span{vis1,})ye = (Vk41,0,Yk) - Toer i P +1 ;”2, (3.50)
Tk,

a projekcja y; na span{e; 1} jako

€k,i-1

P(span{eri-1})yi = (€xi-1,41) - 7——- (3.51)
|| €x,i-1]]
Korzystajac z (3.10) oraz (3.26) mozemy iloczyn skalarny w (3.50) przepisa¢ w postaci
(V41,5 Yk) = (Vkgr 1y Jri—1 + €xi-1) = (3.52)

= (Vkg1.0s Tri=1) + (Vk1,0, €ki—1) =

= (Ui Bi-):
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Podobnie, korzystajac z (3.24) oraz (3.13) przepiszemy iloczyn skalarny w (3.51) w postaci

(eki=1,91) = (€ri=1,Tr+1,0 + Vks1,0) = (3.53)
= (€ki-t,Yrt11) + (€kiz1, Veg11) =
= (Chi-1:Yk4i )

Wstawiajac prawe strony (3.52) i (3.53) odpowiednio do (3.50) i (3.51), a te z kolei do (3.47) i
(3.48) otrzymamy

Vk+1
€kl = €1 — (Vkg1 )ty €kyi-1) * —-ﬁﬂ—g (3.54)
| vkl
oraz e
Ukt = Ukt — (€ki-1,Vkt1) " 73 (3.55)
|| €1 ]
Z (3.34)1 (3.35) mamy
€xi-1 =|| €xi-1] €x-1 (3.56)
oraz
Uk, i-1 :“ Uk 11 || Thi-=1. (357]
Stad, normujac (3.54) i (3.55), otrzymamy
€k l— 1 1
ekl = L= . — (V1,05 €k =) TRl J T = (3.58)
el Ilewall | vkl
€L i_ €
= e ]”fik,f 1 Nerims | S (Thet1,05 €hyl—1 )Th41,0
[ €]l || €, |l
i, odpowiednio,
Vg i 1 _
Tkl = i (€k1-15 Vks1,0)ERI-1 T— = (3.59)
okl vkl || €xi—1 |l
v Vi
= H £ ” Tk41, H H'”” s TRk 1 ) B
ol | vkl
Po uporzadkowaniu otrzymamy
{3 ey
€kl = lenitl [er,-1 — (€k—1, Tha1,)Tk41,1] (3.60)
Il €xu |l
oraz i “
v
Tkl = v s h [Pkt1,0 — (€ki=1, Th1 f)f'kf-—l] : (3.61)
Uk W
Wstawiajac do (3.60) i (3.61) wspéiczynnik py; (3.40) otrzymamy
Nl er=1ll
€kl = el [eki=1 + prTk+1,] (3.62)
ki
oraz i I
U
Tkl = FAEd [Pis1 + pri€ri1] (3.63)
| vl
Pozostaje nam pokazanie, ze
lei=tll _ Nlvrerall g
. = (I - Pu) % (3.64)

|| €] | vk, ||
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Rys. 3.4: OrtogonalnoS¢ biedow prognozy.

W tym celu postuzymy si¢ rys.3.4.
Niech e _y 1 rr41 beda wektorami wystepujacymi po prawej stronie réwnan (3.62) i (3.63)
oraz niech

&= Plrpgi)eri—t @ ro= P(epi-1)rrs11: (3.65)
Woéwczas z definicji rzutu ortogonalnego mamy
L AN i FAN
€k l—1 = Ckl-1 — €Er Oraz  rp | = Thyld — Te- (366)

gdzie e;-,_, L e, ari,_, L r.. Biorac pod uwage (3.49) i (3.40), przepiszemy (3.65) w postaci
k-1 k-1 P
i
€, = (ffk,f—lg'-"k+l,!)m = TPk AT k+1,1 (3-67)
jako, ze zgodnie z (3.35), || k41, ||= 1. Podobnie
EL. |-
Te = (ﬂk,l—l>7'k+l.l)4”|| e:j i|| = —Pk1€k,i-1, (3.68)
poniewaz, zgodnie z (3.34), || ex -1 ||= 1.
Poniewaz ej,_, = €k -1 — €, Oraz r,tf_] = Tkl — T'e, to Zauwazmy, ze zgodnie z (3.62) i (3.63)
mamy

ek, = s ”(J-;J{,:—l (3.69)
| €xl
oraz i i
Ukl (]
rey = e 3.70
k.l || Ukl || k=1 ( )
Poniewaz z (3.58) i (3.59) wiemy, ze || ex,||=]|| rx.:||= 1, to
1 1
lewizill= (lexa=t I = lle- %) = (1 — pi)? (3.71)
1 podobnie
L 2 2\1 2 41
I Pia—1 1= Ul rka=a 17 = ll7e )2 = (1 — pi,)2. (3.72)
Ostatecznie, wstawiajac (3.71) i (3.72) odpowiednio do (3.69) i (3.70) otrzymamy
| €ki=tll _ [[vasrll g
- = — = (1 —pt,)"2. (373
Tewal okl k) )

Dowdd .J-ortogonalnosci macierzy ) pokazemy przez sprawdzenie. Wstawiajac (3.37) do (3.38)
otrzymamy

i _ 2 =1 1 pry 1 0 1 peg |
0(pr) 10" (prt) = (1= piy) [M 1 ] [0 ~1 ] |:,0k,£ 1 [ B9
0 1 0

:(1_92)—1[1_pif ]:[ ]:J’
U I R e I LI
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3.1.2 Ortogonalna reprezentacja estymatora prognozy

W poprzednim rozdziale pokazaliSmy, ze estymator g ; prognozy (w przéd) zmiennej y; wyraza
si¢ kombinacja liniowa (3.14) oraz, ze y;; € Sfi+l-
Pokazemy teraz, ze

o zbi6r bledéw prognozy w tyf {ry11,;}i=} ., stanowi baz¢ ortonormalna w podprzestrzeni
5
- +],

e estymator prognozy i ; mozna wyrazi¢ jako kombinacje¢ liniowa bledéw prognozy w tyf
tj. w postaci

{

ﬁk.f: Z YiTk+1,i- (3-?5)
1i=k+1

Rozwazmy prognoze w tyf zmiennej ;1 W podprzestrzeni S}, +1- Wowczas, zgodnie z (3.24)

Yir1 = Yra1141 + Vg1 141 (3.76)
przy czym
i1 € St (3.77)
Uit1,141 € Skyi (3.78)
oraz
Ukt € ST 1 vk L Siyy (3.79)

Obnizajac — dla ustalonego k —rzad estymatora o 1, tj. zamieniajac / na [ — 1, otrzymamy

Y(-1)41 = Y1 = Yr+1,0 + Ukt (3.80)
i odpowiednio
Y1 € Sky1s (3.81)
Jk+14 € Siqy (3.82)
oraz
Vk+1,1 € Agi:+l i Vk+1,1 1 SL—{-I (3.83)

Skoro — zgodnie z (3.79) — vit1,441 L Shyy @ V1 € Shyy, to oczywiscie
Vg41,141 1 Vk41.1- (384)

Réwnoczesnie, vrpi 01 € Sph). Stad St mozemy wyrazi¢ w postaci nastepujacej sumy

ortogonalne;j

S} = SLy, @ span{oks i} 3.85)

Podobnie, korzystajac z (3.83) mozemy S'i +1 wyrazi€ jako
Sii1 = Sio) ® span{vik1,}- (3.86)
Po podstawieniu (3.86) do (3.85) otrzymamy

Sity = Siy ® span{vii} @ span{vigi i }. (3.87)
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Iterujac t¢ procedurg, otrzymamy ostatecznie dekompozycje S}:ﬂ’rll w postaci

W+l k4l izl
Siy1 = Sk+1 Dizk42 span{viyii}, (3.88)

: k41
gleC 5k+1 = S;Dt’ln{vk+1.k+1} = Sp(l?.*,{yk+].k+| }.
Poniewaz unormowanie wektora nie zmienia jego kierunku, czyli nie ma wplywu na ortogo-
nalno$¢ wektoréw, to (3.88) mozemy przepisac jako

St = @ik span{res ) (3.89)

gdzie riq1i = Vkt1, || k1,5 ||_1 irke =y || Yk ||_1-
Oczywiscie z (3.89) wynika, ze

Sie1 = ®iTipispan{risr}. (3.90)
Skoro zachodzi (3.90) i z (3.12) §; € Si,. to istnieje kombinacja liniowa
I
Jei= D YTkl (3.91)

1=k+1

Poniewaz zbi6r {ry.41,}:=}| jest baza ortonormalng (ON) tj.

(Phtlis Th41,§) = { (1] 3115 ;;j’ (3.92)
10 :
P(Sky1) = P(®lcps1Tisri) = '%—1 P (ri41,) (3.93)
1w zwiazku z tym
Jri = P(Sp1)¥k = P(®icpp1Thi1 i)Yk = z;:l P(Trs1,i) Y- (3.94)
i=k+

Wykorzystujac (3.49) oraz fakt, ze V(;.i—k41,...03 || 7r41.:||= 1 przeksztatcimy (3.94) do postaci

!
Py = Z (Phatlis Yk )TR1,i = (3.95)

i=k+1

= Y (et Peiei+ erisa )=
i=k+1
:

= Y. [(resrg dri-1) + (reda0 e8i-1)] resns
i=k+1
Zauwazmy, zedlai = k4 1,--+,1 §rio1 € Siyy @ k1, € (Shyq)t W zwiazku z czym
T R O Ty TN —" | (3.96)
Stad ostatecznie otrzymamy

!
Jii=— 3 Pliriaid (3.97)
i=k+1
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gdzie py ; jest wspétczynnikiem Schura okreSlonym przez (3.40).
Zauwazmy réwniez, ze skoro

!

€kt = Yk T Z PliThk+1,iy (3.98)
1=k+1
to
)
leal> = llye+ Y praresrill’= (3.99)
1=k+1
I !
= |yt Do prithilir Ykt D PriThily | =
i=(k+1) i=k+1
! !
= (Y k) +2 | yx, Z PkiTk+1,i | T Z ,Oi‘i-:
1=k+1 t=k+1
i i !
= ly@IP+2 [ era— D prirkeris D Primkri | + Y Pri=
i=k+1 i=k+1 i=k+1
= |yell* +2 [ ety Do prarerri| =2 D0 pra| + D ki =
t=k+1 1=k+1 i=k+1
! !
= el +2 (s, D pririesri] — D Pras
i=hk+1 i=k+1
przy czym

{
(Ek,h > Pk,i'-"k-}—l.i) =0,

1=k+1

poniewaz e, L Sk | = Bi_y,ispan{rii1i}.
Stad

l
lekalP=llyell* = 3= A (3.100)

i=k+1

a w przypadku gdy || e ||*— 0 przy (n = [ — k) — oo otrzymujemy réwnoS¢ Parsevala
2 I g
lysll*= D_ pi- (3.101)
1=k+1
Stad wnosimy, ze:
e prawa strona (3.97) jest suma czeSciowa szeregu Fouriera zmiennej losowej yy,

e wspolczynniki Schura okreSlone przez (3.40) stanowia reprezentacj¢ ortogonalng prog-
nozowanej zmiennej losowej y, w podprzestrzeni S} _ ,,

e wspoélczynniki Schura mozna, ze wzgledu na (3.97) i (3.101), interpretowac jako
wspolczynniki Fouriera w ortogonalnym rozwinig¢ciu estymatora prognozy wzgledem
bazy ON opartej na obserwacjach sygnatu y.
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Pokazemy jeszcze, ze zbior bledéw prognozy w przdd stanowi réwniez bazg ON. Przypomnijmy,
ze biad prognozy w przdd ¢, ; zmiennej losowej y;. definiowaliSmy (3.10) jako

€1 = Yr — Yk (3.102)

i zgodnie z (3.10) blad ten jest ortogonalny do S}, . Btad prognozy rzedu [ — (k + 1) zmiennej
Yr+1 Wynosi odpowiednio

k1,0 = Yh+1 — Jh1,l (3.103)
przy czym e, L Sp,. Stad,
Sy = spanfer} & 5',{. +1 (3.104)
oraz
Sty = span{ers1,1} B Siya- (3.105)

Ostatecznie otrzymamy dekompozycje w postaci
St = @i=; span{e;,}, (3.106)

gdzie ¢;; = y;, przy czym ze wzgledu na fakt, ze unormowanie wektora nie zmienia jego
kierunku, mozemy powyzsza dekompozycje zapisaC jako

Sy = ®iZispaniei}, (3.107)

gdzie €| = €] ” €l ”_l.
Zalezno$¢ (3.107) oznacza, ze ciag bledow prognozy w przéd jest ciagiem nieskorelowanych
zmiennych losowych.

3.2 Ortogonalna parametryzacja sygnatow 2-go rz¢du

W paragrafie 3.1.1 sformufowaliSmy 1 oméwiliSmy problem optymalnej prognozy Srednio-
kwadratowej. Podali§my réwniez podstawowe twierdzenie okreslajace sposéb podwyzszania
rzedu estymatora prognozy. Przedmiotem rozwazan niniejszego i kilku kolejnych podroz-
dzialéw bedzie cyfrowa realizacja algorytmu, ktérego ide¢ 1 wiasnoSci opisano w poprzed-
nich podrozdzialach. Przedstawimy realizacje filtréw innowacyjnych (wybielajacych, parame-
tryzujacych) w dwdéch podstawowych konfiguracjach a takze oméwimy proces filtracji innowa-
cyjnej (wybielania, parametryzacji).

3.2.1 Filtry innowacyjne o parametrach zmiennych w czasie

Struktura cyfrowych filtréw innowacyjnych wynika bezposrednio z rekurencyjnych rozwiazan
algorytmow liniowej prognozy Sredniokwadratowej. Podstawa realizacji tych struktur jest
réwnanie (3.36) wyrazajace sposob rekurencyjnego podwyzszaniu rzedu biedu estymacji prog-
nozowanej zmiennej losowe;j.

Wezmy pod uwage rownanie (3.36) 1 zal6zmy, ze w chwili £ dysponujemy rozwiazaniem rzedu

(Il —1) — k. Wéwczas
l el l = 0(p,) l ik } (3.108)
Tkl k41,1
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gdzie
SO L IO s a1
_pkd _ | 2 | Boep o2 1 Pkl

przy czym 0%!) spelnia zalezno$¢
ok Jokx = g, (3.110)
a wspolczynnik pj; — podobnie jak w (3.40) — okre§lamy jako

Pt = — (€ki-1,Tk41,) - (3.111)

Réwnanie (3.108) realizuje pojedyncza sekcje filtru innowacyjnego, ktérej schemat pokazano
narys.3.5b. Jesli przyjmiemy, ze (rzeczywisty) wspoiczynnik Schura pj; jest tangensem hiper-
bolicznym pewnego kata 1, ; tj. px; = tanh 1, to pojedyncza sekcja filtru przjmuje postac

cosh g sinhyy

sinh ¢ ; cosh vy, (3.112)

0(prp) =
i tym samym realizuje rotacj¢ hiperboliczna o kat v, ; wektora sygnaléw ey ;_ oraz rj4q .
Element opisany macierza (3.112) bedziemy nazywac rotorem hiperbolicznym 1 schematycznie
przedstawia¢ tak jak na rys.3.5a.

Tkl
Ek,i-1 €k,
L SN | R
€k l_ €
ypesl ey |—=H . = PICD!
Tk+1,0 Tk
P
Tha1,

Rys. 3.5: a) Rotor hiperboliczny, b) réwnowazna mu sekcja filtru prognozujacego.

Narys.3.6 pokazano schemat podwyzszania rzedu biedéw estymacji w przéd i w tyl wynikajacy
z twierdzenia 3.1 i oparty o uzycie rotora hiperbolicznego.
Rozwazmy biad estymatora rzedu (I — k). Wowczas zgodnie z (3.108) 1 (3.109) mamy

ext = 011" ex i1 + 015 rip1y. (3.113)
Dla estymatora rzedu [ — (k + 1) otrzymamy réwnanie
ekt = 041" Deriz + 013" T2, (3.114)
i konsekwentnie, dla ([ — k) =1
erppr = 00 e 1 0GF e (3.115)
gdzie zgodnie z (3.10) i (3.13) oraz odpowiednio (3.24) i (3.25)
Ce =g =y; - dla §=Fkyoenyly (3.116)
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Tk

[coooje

k-1 €kl
@ OO0OO—+RH|—@OOOO

Tkl

ONONEI

Rys. 3.6: Podwyzszanie rzedu biedéw estymacji ey ;1 do ey (w przéd) i ry41, do ri; (w tyf)
w przypadku 1D.

przy czymy; = y; ||yi||™".
Stad, korzystajac z (3.114) oraz (3.115), mozemy (3.113) przepisa¢ w postaci

-1 {
exi = H 05 Ner+ Y TT 085765 rerric1 + 05 resny. (3.117)

i=k+1 i=k+1 j=1+1

Podobne przeksztatcenia mozna wykonac dla btedu ry . Istotnie, z (3.108) mamy

rig = 05 Deriot + 05 e (3.118)

Podstawiajac e _; otrzymane z (3.117) przez podstawienie [ — k — [ — k — 1 mamy

-2 -1
H 9 i 1) {k I}ﬁk,k + Z H O(k ) gg‘)o(’\ ”? k+1,i-1 + (31 19)

i=k+1 t=k+1 j=i+1

k-1 k.l ke )
+ O Do+ 05

Filtr rzedu (I — k) realizujacy (3.117) i (3.118) pokazano narys.3.7,

Tk k+1 Tk,k42 Tk, Tk,
k € I €L L Ek k42 (AT | €L s EL.I— €k |
y kb lop ol EREHL o olCRkR2 | CkiZL ] | Gy SRIZL] k,
Tk41,k+1 Tkl k+2 Thk41,5 Thk+1,1

Rys. 3.7: Fragment filtru parametryzujacego (innowacyjnego) rzedu (I — k).

za$ narys.3.8 pokazano dla przykiadu fragment struktury filtru trzeciego rzedu, tj. filtruzrys.3.7
diak =lii=3.

Zauwazmy, ze do wyznaczenia bledéw {ry;}'=} ., potrzebna jest miedzy innymi znajomos¢
bled6w {ris1,} ors1- Z kolei, aby wyznaczy€ zbidr {rii1:}i_y o potrzebujemy {ri 2 }i_s,.
W rozdziale 3.1.2 pokazaliSmy , ze na mocy (3.90) zbiér {ri;1;}i_,,, stanowi baze¢ ON.
Poniewaz dekompozycja (3.90) nie zalezy od wyboru k, to zbiér {r;;}!_, jest takze zbiorem
ON. Z rys. 3.7 widac¢, ze zbidr ten jest generowany przy wyznaczaniu biedu ey ;.



3.2. ORTOGONALNA PARAMETRYZACJA SYGNALOW 2-GO RZEDU 25

To,1 02 ro3
t t t
[ €
L SO0 ) poy [2OL po2 =02 po3 |03
T4 T2 T2

Rys. 3.8: Filtr parametryzujacy (innowacyjny) trzeciego rzedu.

Rekurencyjne wyznaczanie odpowiednich zbioréw bledéw w tyl, tj. zbioréw {r“}j:i‘zj
prowadzi do struktury pokazanej na rys.3.9. Strukture taka bedziemy okreSla¢ mianem filtru
innowacyjnego lub parametryzujqcego rzedu (1 — k).

Przykladowa strukture filtru trzeciego rzedu pokazano na rys.3.10. Filtr tego typu (o strukturze
trokatnej) bedziemy nazywac filtrem innowacyjnym o zmiennych parametrach; zmiennych
dlatego, ze w kazdej chwili czasu wyznaczamy nowy zbidr parametréw filtru. W tym sensie
rozwazane struktury reprezentuja filtry o odpowiedzi impulsowej zmiennej w czasie. Szerzej
powiemy o tym przy omawianiu filtracji innowacyjnej w podrozdziale 3.2.3.

Na poczatku tego podrozdziatu zatozyliSmy, ze dysponujemy rozwiazaniem rzedu (I — k — 1).

Oznacza to, ze znamy wszystkie wspoéiczynniki p; ;dlac =k +1,--- l1j=24+1,--- L
Tkk Tk, k+1 Tk k+2 Tk,
L A A

Yk €k Jpk k1 Pk k+2 - Ckl=l o piy €k,
Thk41,k+1 Tk+1,

yk—l—] ek+],|{€+f Ak41.k 2 - Pk+1,t’ ek+l=f

Pht2,k+2

yi=1 €i-Li=-1 p; 1 €i—1,l

TLl
¥i €l

Rys. 3.9: Filtr parametryzujacy (innowacyjny) rzedu (I — k) dla niestacjonarnych sygnatéw
jednowymiarowych.

Pokazemy teraz, ze wyznaczenie bledu e;; wymaga — jak to wynika z rys.3.9 — zlozenia
(I — k)(I — k + 1)/2 pojedynczych rotacji okreSionych przez (3.37).

Twierdzenie 3.2 Niech bedzie dane rozwiqzanie rzedu | — (k + 1), tj. niech bedq dane bledy
prognozy w przod i w tyt w chwilach 1,1 —1,--- k41

E®H) £ collegqn i, exvzs - s 1] (3.120)
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0,0 o1 o2 T3
Yo ¢ €00 . po P02 po3 €03
i 13
)’1 €1.1 Pl,?. Pl,?- €13
22
Y2 €22 P23 €23
3
¥3 €33

Rys. 3.10: Przykladowy filtr parametryzujacy (innowacyjny) trzeciego rzedu dla nie-
stacjonarnych sygnalow jednowymiarowych.

1) A
R = collrppn bty That ed2s +  Phal (3.121)

” ’ A
oraz wartosc ey p = Yp = Tk k-
Wowczas rozwiqzanie rzedu (1 — k) okreslone przez

E®) = colley,, E*tM] (3.122)

R®D = col[ry ., R*+1] (3.123)

wyraza si¢ poprzez rozwiqzanie rzedu (I — k — 1) nastepujgcq zaleznosciq

p(kD) o E(;@_’ﬁ’”
[ Rk } = @& - (3.124)
R+LD)
gdzie
l
okl = TT 0% (3.125)

i=k+1

jest J-ortogonalng macierzq wymiaru2(l —k+1) x2(I—k+1),a,0%Vdlai = k+1,---,1
jest macierzq powstatq przez zanurzenie macierzy 0% w macierzy jednostkowej wymiaru
p = 2(l — k + 1) opisujacej (k,2)-ty rotor w wierszu k okreslonq przez (3.38). Innymi stowy,
macierz ©F jest iloczynem (I — k) elementarnych macierzy J-ortogonalnych odpowiednio
zanurzonych w macierzy jednostkowej I;_; w sensie definicji zanurzenia (A.8). Dzigki temu
mozemy rozwiqzanie rzedu (1 — k) wyrazi¢ w funkcji rozwiqzania rzedu (1 — k — 1) nastepujqco:

k) — @HiEk+L) (3.126)

przy czym macierz ®\k+14 okresla rozwiqzanie nizszego rzedu (tj. rzedu (1 — k — 1)).
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Dowdd: Przepiszmy (3.124) w rozwinigtej postaci

€kl i 11 €kk
Ch+1,1 Ck+1,0
€k42,0 €kt2,0
s = (kI = (K, n
€43, 951 ) @(12 ) €k43,1
e e
1l - it (3:127)
Tk k ik \
Tk k1 Th41,k+1
. = (k,l = (kI .
Tkk+2 o5 o Th+1,k+2
Tk k+3 Tht1,k43
| Tkl . 4L Teyry

Chcemy pokazaé, ze macierz ©(%) mozna zdekomponowa¢ na iloczyn (I — k) macierzy poje-
dynczych rotacji okreslonych przez (3.38). W tym celu zauwazmy, ze do wyznaczenia bledéw
ex, oraz ry; potrzebna jest — zgodnie z réwnaniem (3.37) — znajomos¢ ey ;_; oraz ryyy ;. Wy-
znaczenie e ;_; wymaga znajomosci ey, itd. Pierwsza wartoScia jaka mozemy wyznaczy¢
bezposrednio jest e 11, poniewaz znamy zaréwno ey ; jak i rp4141. Pozostale wielkosci
znajdujace si¢ w prawej macierzy w (3.127) przepiszemy bez zmian. Otrzymamy wowczas

- e [ ok k+1) (k,k+1) 1 r =
€k k41 9%1 012 Ek.k
Chk+1,0 1 €k+1,1
€r42.1 I Ck+2.1
€k43,1 1 k43,1
el _ I €l
PRk 1 Tk k

Kk kk+1
Tk k+1 G£1 ) f}éz ) Tk+1,k+1
Tk+1,k+2 i Tk+1,k+2
Tk+1,k+3 i Tht1,k43
[ Th410 i I LTkt
(3.128)

gdzie wielkoSci 95;‘ K1) dla i,7 € {1,2} okreslaja pojedynczy rotor hiperboliczny wystepujacy
w strukturze filtru na pozycji (k, £ + 1). Puste miejsca w powyzszej macierzy oznaczajg zera.

Majac wyznaczone wartosci ey .41 0Oraz rj 41 mozemy, korzystajac z wyniku otrzymanego w
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(3.128), w podobny sposéb wyznaczy€ ey, 42 01az ry. p42. Otrzymamy

- (k,k+2) {k k+2) 1r .
ex k2 [0} 0 ekt
Chitl,l €k+1,0
€k42,0 €k+2,1
€43, el
€l €Ll
Tk, k Tk k
Tk k41 Tk k41
. k,k+2 k,k+2 :

Tk, k+2 9&1 ) 9&2 +) Tkt1,k+2
Tht1,k+3 1 Tt k43
L Tk+1,1 i I | L7krg
(3.129)
o (I — k) krokach otrzymamy
ro. (k1) kD7 p -
€kl [ 0} 012 €k,1—1
€k41,1 1 CE41,1
Ch42,l €k+2,1
€l43,1 €k+3,1
i g (3.130)
Tk.k Tk k
Tk k+1 Th,k+1
Phkd2 Tk k42
Tk k+3 1 Tk k43
: k,l k,l

L Tkt 9( ) o5 | L Tetr

Macierze wystepujace w (3.128) (3.129) (3.130) sa J-ortogonalne zgodnie z wlasnoScia A.8.
W zwiazku z tym — na mocy (A.14) - ich iloczyn jest réwniez macierza .J-ortogonalna.
Podobnie, rozwiazanie rzedu (I — & — 1) (o ktérym zatozyliSmy na poczatku, ze jest znane)
mozna wyznaczy¢ w funkcji rozwiazania rzedu ([ — k& — 2) itd. Lacznie otrzymamy w wyniku
iloczyn (I — k — 1)(I — k)/2 macierzy reprezentujacych pojedyncze rotacje; iloczyn ten jest
oczywiscie macierza .J-ortogonalna. m]
Jak wida¢, dotaczajac do tego schematu ortogonalizacji kolejna zmienna losowa (w tym wypadku
yr—1), Wystarczy domnozy¢ odpowiednig liczbg faktoréw, reprezentujacych pojedyncze rotacje,
do juz istniejacej macierzy opisujacej filtr, aby dostac rozwiazanie wyzszego rzedu.

3.2.2 Filtry innowacyjne o parametrach stafych w czasie

W tym punkcie pokazemy mozliwoS$¢ uproszczenia struktury zrys.3.9, jeSli sygnal przetwarzany
jest unormowanym i scentrowanym procesem stacjonarnym w szerszym sensie (A.11), dla
ktérego zgodnie z (A.11)

= (Y0, Ym)- (3.131)

Cijy = Cj—i = Cm
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Zauwazmy, ze wspo6lczynnik Schura zdefiniowany w (3.38) mozemy interpretowac jako kowa-
riancje wzajemna (iloczyn skalarny w ) odpowiednich bledéw w przdd i w tyt

pii = —(eii-1,Tip;) = —EB{eij-1ri41,5})- (3.132)
Niech j — 1 = 1. Woéwczas z (3.132) mamy
pij = —(€iiTit1ip1), dla j—i=1, (3.133)

a uwzgledniajac (3.116)
pi; = —(¥i,Yi+1), dla j—i=1, (3.134)

gdzie y; = y; || i ||~" jest unormowana wersja y;. ZalozyliSmy jednak, ze proces y jest
stacjonarny, co w szczegdlnosSci oznacza, ze

Viek i-i(¥ii ¥iad) =i Yael ) = Ghpi=§ =85, (3:135)

Stad, (3.134) mozemy przepisac jako

stacy. . .
pij =—(Yi,Yit1) = —(Ye,Yk41) = pjmi=p1 dla j—i=1, (3.136)
co oznacza, ze wszystkie wspéiczynniki Schura p;;, takie ze ;7 — : = 1 (tj. lezace na pierwszej
diagonali) sa sobie réwne i wynosza p; = —c¢;/co, a poniewaz zatozyliSmy, ze proces jest
unormowany, tj.ze (yx, yx) = co = 1, astad py = —cy.

Rozumujac podobnie dla pozostatych diagonal dojdziemy do wniosku, ze wspoétczynniki Schura
dla sygnatu drugiego rzedu tworza gérnotréjkatna macierz Toeplitza, co sugeruje mozliwos¢
uproszczenia struktury z rys.3.9. Istotnie, ze stacjonarnoSci procesu y wynika, ze

stacy.

pij = —(€ij-1,mir1,5) = —(€kjo1,Tk+15) = Prj = pj- (3.137)
Réwnos¢ powyzszych dwéch iloczynéw skalarnych implikuje stacjonarnoS¢ procesu 7. ;_; tj.
Nrxica P=lrijoi |, dla i=k+1,---,L (3.138)

WiasnoS¢ ta jest prawdziwa dla kazdego j = k£ + 1,-- -, [. Wynika stad, ze strukture z rys.3.10
mozna uprosci¢ do postaci kaskadowej pokazanej na rys.3.11. Bloki 'z’ oznaczaja — przez
analogi¢ z wlasnoscia transformaty Z ciagu opéznionego o 1 - bloki opéZnien. Innymi stowy,
zmienna losowa 74 ; jest "buforowana’ wersja zmiennej losowej r;. ;_1, ktéra mozemy wyzna-
czy¢ wprost z zaleznoSci (3.36) (3.37) oraz (3.38).
Jesli pojedyncza sekcje filtru pokazana na rys.3.5a wyposazymy’ w blok opdZniajacy, to
wielkoSci wyjSciowe jednej sekcji staja sie wielkoSciami wejSciowymi sekcji nastepne;.
Wéweczas j-ta sekcje mozemy opisa¢ macierzg

g(kd)(z) £ glhi) [ [1] 0 ] (3.139)
przy czym 0% (z) jest nadal macierza .J-ortogonalna. Jesli (3.139) opisuje pojedyncza sekcie,
to kaskade o dtugosci [ — k opisuje macierz ©%Y)( ) spetniajaca zalezno$¢

€kl | _ plkD) g \oglkI=1_y .. (kok+1) €k,k — Ok (, Yk
ot | = oot @] o] ewai [ ] G

Tkl Tk.k

Macierz ©%Y)( ) stanowi globalna .J-ortogonalna realizacje filtru innowacyjnego rzedu [ — k.
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Tk k+2 Tk,k43
[ | |
Yk €L €k k1 €k k42 €k k+3
kk p1 k,k+ 0 ket P | Ck,k+
T
I |
.| E‘%
Tk k Tk k+1 Tk k+2

Rys. 3.11: Przyktadowy filtr innowacyjny trzeciego rzedu dla stacjonarnego sygnatu jed-
nowymiarowego.

3.2.3 Filtracja innowacyjna — wybielanie

W poprzednich dwéch punktach oméwiliSmy struktury ortogonalnych filtréw innowacyjnych
(parametryzujacych). W niniejszej pracy uzywamy zamiennie okreSlen parametryzujqcy i
innowacyjny, poniewaz z jednej strony opisywane filtry parametryzuja proces tworzac zbi6r
wspéiczynnikéw Schura, a z drugiej strony tworza nowy proces (ciag biedéw prognozy w przéd)
zwany procesem innowacyjnym (rys.3.12). Wraz ze wzrostem rzedu filtru charakterystyka
widma amplitudowego procesu innowacyjnego rozszerza si¢, dlatego filtry te cz¢sto okresla si¢
mianem filtréw wybielajqcych.

PrzedstawiliSmy sposéb, w jaki filtry te przetwarzaja fragment procesu losowego o diugosci
réwnej diugos$ci filtru. W punkcie 3.1.2 pokazaliSmy, ze w takim przypadku ciag bledow
prognozy w przdd jest ciagiem zmiennych losowych ortonormalnych, tj. takich, ze E{e;e;} =
di—j, przy czym u,j = 0,1,---,n, gdzie n jest dlugoScig filtru. Innymi stowy, zmienne te
tworzg proces bialego szumu. W tym punkcie rozwazymy przypadek, w ktérym diugos¢
obserwowanego (i skorelowanego) fragmentu procesu stochastycznego jest wigksza od dtugosci
filtru.

1 N
yo's ey Un €0, 4En
b R N - £ L BN f . S Ml |~
n—N
) S b) n
a 1=N,j=l
{ﬂs;‘}izo,JziH :

Rys. 3.12: Filtracja innowacyjna: a) filtr innowacyjny rzedu N, b) zbiér wspéiczynnikoéw
Schura (fragment macierzy wspoétczynnikoéw Schura) otrzymanych w procesie parametryzacji
procesu stochastycznego o dlugosci (n + 1) filtremrzedu N < n.

Filtr innowacyjny wyznacza jednoznaczna reprezentacj¢ procesu parametryzowanego w postaci
zbioru wspéltczynnikéw Schura i procesu innowacyjnego. Co wigcej, reprezentacja ta jest
wzajemnie jednoznaczna, tzn. znajomoS$¢ procesu innowacyjnego i zbioru wspéiczynnikow
Schura wystarcza (i jest konieczna) — co pokazemy w nastepnych punktach —do zamodelowania
procesu parametryzowanego. ZnajomosS¢ procesu innowacyjnego nie jest konieczna, jesli proces
parametryzowany chcemy zamodelowac z dokiadnoScia do statystyk drugiego rzedu.

Problem, ktéry chcemy tu rozwazy¢ na gruncie teorii sygnatéw, Dewilde [9] ujal ogélniej,
formutujac tzw. ’staircase extension problem’.

Niech P bedzie dodatnio okreSlona macierza wymiaru (n + 1) x (n + 1), a S niech bedzie tzw.
zbiorem schodkowym indekséw tak jak to pokazano narys.3.13.
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Rys. 3.13: Schodkowy zbiér indekséw S U S i jego dopelnienie S. U S’.

Problem:

Znalez¢ dodatnio okreslonq macierz P, takq, ze P, = P na zbiorze S U S* a P! ma wartosci
zerowe na zbiorze S, U S7.

Jest to problem interpolacyjny, w ktérym poszukuje si¢ macierzy dodatniookreslonej, a ponad
to posiadajacej te same warto$ci na okreSlonym zbiorze indeksow.

Fakt, ze macierz P, jest dodatnio okreSlona ma dla nas znaczenie o tyle, ze jeSli P jest macierza
kowariancji (bo kazda macierz kowariancji jest macierza dodatnio okreSlona), to P, jest rtéwniez
macierza kowariancji. Co wigcej, obydwie macierze maja te same wartoSci na zbiorze schod-
kowym, a (w ogdlnosci) rézne poza tym zbiorem.

Powyzszy problem interpolacyjny mozemy przetozy¢ na jezyk teorii sygnaléw nastepujaco:
Majqc dany proces losowy y, ktorego macierz kowariancji wynosi C,, znajdz proces u taki, ze
C. = C, na zbiorze S U S* a C]! zeruje si¢ na zbiorze S. U S:.

Jest to problem modelowania sygnaléw stochastycznych, ktory dla dwéch przypadkéw wybiela-
nia zamieszczonych ponizej skomentujemy szerzej w par. 3.3.3.

Przypadek 1:

Zat6zmy, ze czas skorelowania niestacjonarnego procesu Y o czasie obserwacji (n + 1) wynosi
M, co oznacza zerowanie si¢ wszystkich diagonal macierzy kowariancjio indeksach M +1, M +
2,...,n. Macierz wspéiczynnikéw Schura dla takiego procesu jest (w ogélnym przypadku)
macierzg petng tj. wszystkie diagonale sa niezerowe. Mozna pokazac (co czynimy ponizej), ze
filtr innowacyjny rzedu N generuje N pierwszych diagonal macierzy wspétczynnikéw Schura.
W ogélnym przypadku filtr rzedu N < n generuje proces, ktéry nie jest bialy. Natomiast w
przypadku N > n otrzymany proces innowacyjny jest zawsze procesem szumu bialego.

Przypadek 2:

Zat6zmy, ze niestacjonarny proces Y o czasie trwania (n + 1) jest skorelowany w taki sposéb,
ze w procesie parametryzacji otrzymujemy macierz wspolczynnikéw Schura, ktérej wszystkie
diagonale o indeksach M+1, M+2, ..., n sa zerowe. Wowczas kazdy filtr innowacyjny rzedu N,
gdzie M < N < n calkowicie dekoreluje parametryzowany proces tj. proces innowacyjny jest
bialy.

W obu przypadkach filtracja (parametryzacja) procesu o diugosci (n + 1) przy uzyciu filtru
rzedu N < n (rys.3.14a) jest tozsama z parametryzacja przy uzyciu filtru o diugosci n na
zbiorze schodkowym o szerokoSci schodka rownej NV (rys.3.14b).

Dla ustalenia uwagi rozwazmy filtr 3-go rzedu z rys.3.10 i zalérmy, ze dlugoS$¢ parametry-
zowanego sygnafu n > 3, np. tak jak na rys.3.12a) dla N = 3. Woweczas filtr z rys.3.10
mozemy uzupelni o bloki op6zZniajace tak jak to pokazano narys.3.15, gdzie D jest operatorem
opdznienia rozumianym w tym sensie, ze jeSli y; oznacza zmienng losowa w chwili (¢ — k), to
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N N n

a) b)

Rys. 3.14: Wyznaczanie wsp6iczynnikéw Schura: a) przy uzyciu filtru rzedu N < n, b) przy
uzyciu filtru innowacyjnego rzedu n na zbiorze schodkowym o szerokosci V.

D{yx} = yrs1 oznacza zmienng losowa w chwili (¢ — (k + 1)).

_ (k k k
Yk P([),l] :O([JE) P((J‘:«*] €k
D]
k
Yk+1 1 i o o1
2]
Ykt2 s
2]
Yit3

Rys. 3.15: Filtr 3-go rzedu przetwarzajacy sygnat y w chwili k.

W kazdej chwili czasu nalezy wyznaczy¢ nowy zbiér wspétczynnikéw Schura (stad gérny indeks
w opisie wspotczynnikéw Schura), przy czym zauwazmy, ze chociaz z rysunku wynika, iz dla
filtru rzedu 3 w kazdej chwili nalezy wyznaczy¢ 6 parametréw, to w istocie nalezy wyznaczy¢
tylko 3 parametry (rzad filtru wynosi 3), poniewaz

k k=1 . _
o) =pk) dla 1=1,--.,N—j

Innymi stowy, w kazdej chwili czasu, nalezy wyznaczy¢ tylko wspéiczynniki Schura w pierw-
szym wierszu filtru (wspéiczynniki, ktérych pierwszy dolny indeks wynosi 0); pozostale
wspolczynniki sa juz znane, poniewaz zostaly wyznaczone w poprzednich chwilach czasu.
Wszystkie (w ogdlnosci rozne) wspélczynniki wyznaczone w procesie parametryzacji utworza
(w tym wypadku) trzy kolejne diagonale macierzy wspotczynnikow Schura. Zauwazmy, ze jeSh
sygnat jest stacjonarny, to wszystkie wspoiczynniki nalezace do danej diagonali sa sobie rowne
i — w konsekwencji — filtr 3-go rzedu wymaga wyznaczenia tylko trzech wspéiczynnikéw, co
pokazaliSmy w poprzednim paragrafie.

Rozwazymy jeszcze pewna kwesti¢ zwiazang z podwyzszaniem rzedu filtru. Filtrrzedu N = 3
ortogonalizuje 4 kolejne zmienne 1, Yr+2, Yk+3, Yr+4 (duzy kwadrat zaznaczony przerywana
linig na rys.3.16a).

-----
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e podwyzszenie rzedu filtru poprzez dodanie jednego wiersza rotoréw, przy naborze nowej
zmiennej losowej yy; jest to przypadek 'time-update’ i order-update’ (rys.3.16a),

e podwyzszenie rzgdu filtru poprzez dodanie jednej kolumny rotoréw i przez to
podwyzszenie wymiaru przestrzeni estymacji zmiennej yx4+; 0 nowy element bazy —
zmienna losowa y;4s5; z punktu widzenia estymacji zmiennej losowej y;.41 jest to przy-
padek ’order-update’ (rys.3.16b),

e filtracja przy stalym rzedzie filtru; jest to przypadek ’time-update’, poniewaz rzad fil-
tru nie ulega zmianie. W wyniku filtracji otrzymujemy zbiér wspélczynnikow Schura
okreSlonych na zbiorze schodkowym o szerokosci schodka .

Na rys.3.16 pokazano obydwa sposoby podwyzszania rzedu filtru dla N = 3.

Yk Yk+1
Yk+1 | Yk+2
Yk+42 Yk+3

Yi43 Yie+a

Yk+d L J\ Yk4s

rozwigzanie nizszego rzedu

@® —nowe elementy

Rys. 3.16: Dwa sposoby podwyzszania rzedu filtru: a) dodanie wiersza rotoréw, b) dodanie
kolumny rotoréw.

3.3 Modelowanie stochastyczne sygnatow 2-go rzedu

W niniejszym podrozdziale przedstawimy ideg modelowania statystyk drugiego rzedu sygnatu i
zajmiemy sig¢ realizacja filtru modelujacego, ktory jest odwrotny do filtru innowacyjnego w tym
sensie, ze jesli na wejscie filtru modelujacego podamy sygnat szumu biatego, to na jego wyjsciu
otrzymamy sygnal, ktérego statystyki drugiego rzedu sa identyczne ze statystykami drugiego
rzedu sygnatu parametryzowanego.

3.3.1 Filtry modelujace o parametrach zmiennych w czasie

Zajmiemy si¢ teraz problemem odwracalnosci filtru innowacyjnego o parametrach zmiennych
w czasie. Pokazemy, ze dysponujac zbiorem wspétczynnikow Schura (otrzymanym w procesie
parametryzacji) oraz ciagiem blgdéw prognozy (w przéd) mozna odzyskac ciag zmiennych
losowych poddanych parametryzacji. W tym celu rozwazmy strukturg z rys.3.9 globalnie, tak
jak to pokazano narys.3.17. przy czym

Ewe_ :CO”E’.;{‘;C,6k+1‘k+1.-'-1€.f‘;] (3141}
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s

Rys. 3.17: Filtr innowacyjny dla niestacjonarnego sygnalu jednowymiarowego w postaci
globalne;.

Ruye = col[rips Test ps s -+ 5 71,] (3.142)

oraz
Eyy = collek i, exy11y -y €] (3.143)
Ruy = col[ripe, kg1, 5 Thyl] (3.144)

a O jest macierza kwadratowa wymiaru (2 - (I — k + 1)) x 2- (I — k + 1)) okreslajaca relacje
we-wy 1 jest wyznaczana w procesie parametryzacji.

Przy tak przyjetych oznaczeniach wielkoSci wyjSciowe mozemy wyrazi¢ w funkcji wielkoSci
wejSciowych w postaci

Ewy e Ewe o G)] 1 O]E Ewe
[ Rwy ] B e[ Rwe ] N [ 621 622 Rwe (3145)
przy czym, zgodnie z (3.141) oraz (3.142) R,. = E,.. W procesie odwrotnym interesuje nas
wyznaczenie wielkoSci £, majac dane £, tj. poszukujemy takiej macierzy Z, ktéra spetnia

réwnanie _I g _'
E,. E [y Z2 [ E
we | x| Bwv | - | |} o |, 3.146

[Rwy] lffw | =12 2] { Rwe} 2:140)

Elementy macierzy £ wyznaczymy w funkcji elementéw macierzy ©. Z (3.145) mamy
Eyy = O11Eye + Oz Ry (3.147)

skad
Eye = (©11) ' Eyy — (011)7'O12Rue (3.148)

Z drugiej strony z (3.146) E,,. wyraza si¢ jako
Eoe = Zn1 By + Zio Ry (3.149)
Przyréwnujac (3.148) do (3.149) otrzymamy
T =(0)! oraz Zp=—(01)'On. (3.150)
Rozwazmy teraz drugi wiersz réwnania (3.145). Mamy

Rwy — 621 Ews— + OZZRwe: (3151)
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natomiast w (3.146) R,,, wyraza si¢ jako
Rwy = z‘QiEwy + ZZZH‘LUE' (3152}
Wstawiajac prawa strong (3.148) do (3.151) otrzymamy

R,y = Oy ((911)_11’3«1@ = (@11)_19123m) +OnR,. = (3.153)
= @21(@11)_11_"2”&, - 921(911)_1912R1;m + 922H1ue =
= 021(01) ' Euy + (02 — 021(011)7'O12) Rue.

a stad przez przyrownanie (3.153) do (3.152) otrzymamy
1 =02(01)7" oraz Iy =0 —05(0)7'0, (3.154)

Ostatecznie, macierz X filtru odwrotnego (modelujacego) wyraza si¢ poprzez elementy macierzy
® w nastgpujacy sposéb

2o X | _ (©11)! —(011)7'0;
2 Xn 021(011)"" O —04(0;)7'0;

Jak wida¢, warunkiem istnienia filtru odwrotnego jest odwracalnoS¢ macierzy O, ktéra jest
odwracalna jako macierz gérnotréjkatna z niezerowymi elementami na gléwnej diagonali. Sta-
bilno$¢ filtru odwrotnego jest gwarantowana zawsze, jesli wspotczynniki Schura (wspétczynniki
odbicia) sa co do modutu mniejsze od jednosci [24]. ZaleznoS¢ (3.155) jest prawdziwa dla
struktury dowolnego rzedu. Zaldézmy, ze rzad filtru wynosi 1. Waéwczas, uwzgledniajac
posta¢ macierzy  pojedynczego rotora hiperbolicznego okreSiona przez (3.37), mozemy (3.155)
przepisa¢ w postaci

(3.155)

1y _ )3511) 2&12) |l on o2 | [ (9511}:}_} —[9511})_19%} _
o= 0 i) | = =7 o)1 ol — el em) el | =
%y Xy g1 o2 ©,/(01)” Oy —0y/(01)7 05 |
(6n)~" —(01)7" 02 ] (1-p):  —p
o = ; 3.156
[ 021 (011)~" 0 — 021(001) " 012 | p (1= p?)2 ( )

gdzie p jest wspdlczynnikiem Schura okreSlonym przez (3.40). Jesli podstawimy p = sin o,
to (1) realizuje rotacje kotowa o kat . Dlatego sekcje okreslong przez ¥ tak jak w (3.156)
bedziemy nazywac rotorem kotowym [9] opisanym réwnaniem

() _ [ cosa —Ssina l ‘ (3.157)

sinov CoS o

Macierz X jest macierza ortogonaing co implikuje bezstratnosS¢ pojedynczej sekcji filtru. Za-
uwazmy, ze element X(!) jest okreSlony wylacznie przez wspétczynnik Schura p. Narys.3.18a
pokazano przykiadowy rotor kofowy, a na rys.3.18b réwnowazng mu sekcje filtru odwrotnego.
Patrzac na strukture z rys.3.10 jest oczywiste, w Swietle powyzszych rozwazan, ze strukture
odwrotna tego samego rzedu realizuje si¢ przez odwrocenie biegu wszystkich biedéw w przod, tj.
przez zamiang wszystkich rotoréw hiperbolicznych na rotory kotowe, co pokazano na rys.3.19.

Wiasnosé 1 Jesli © jest macierzq J-ortogonalna, to X jest macierzq ortogonalng, tj.
je§li ©JO* =], to XX =1 (3.158)

gdzie * oznacza transpozycje hermitowskq macierzy, tj. A* = AT.
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Rys. 3.18: a) Rotor kolowy, b) rownowazna mu sekcja filtru odwrotnego.

T0,0 To,1

Yo i €0,0 (0,1)

11

y2

ys3

Rys. 3.19: Przyktadowy filtr modelujacy trzeciego rzedu o wspéiczynnikach zmiennych w
czasie.

Dowod:
Dowdd przeprowadza si¢ przez sprawdzenie. Z zatozenia macierz © jest J-ortogonalna, tj.
6[1 @12 I 0 ’ltl 85] o I 0
.
@1191‘1 — @]2@?2 @11951 - 912@32 B | 0 (3 160)
@21@1‘1 — @22@{2 @21951 - @22@52 10 =I ’

Otrzymujemy nastepujacy ukiad rownan:

01,07, - 020, = 1 (3.161)
0,03, —01,03, = 0 (3.162)
@21@{1 — @22@12 = 0 (3.163)
0,05, -0,0;;, = 1 (3.164)
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Macierz X jest ortogonalna jesli
=1 (3.165)

Po podstawieniu (3.155) do (3.165) otrzymamy

I

Ciny ~010 ©n)" (©2107)" I 0

02107 05— 0,010 | [ —(610n)" (0n —010670) ] 0 I
(3.166)

Jesli rownanie (3.166) zachodzi, to X jest ortogonalna.

Wymnazajac obie macierze stojace po lewej stronie rownania (3.166) i oznaczajac wynikowa

macierz przez
o { An Ap l

Ay Ax
otrzymamy
Ay = 07(67') +6101.05,(07 )" (3.167)
A = O (6;)'0; — 610,05 + 0701204,(87' )65, (3.168)
Ay = 04,07 (07]) — 0201,(07) + 0,,01'0,,07,(07,)" (3.169)
Apy = 0,07(07)6; + (0 — 0,0;'0:2)0;5, + (3.170)

— (O — 0,10;'01,)05,(01' )63, =
= 0,07 (07)*6;, + 0,03, — 0,,07'0,03, +
— 0207,(07)70;, + 021070,0},(07)"63,

Rozwazmy element A ;. Zauwazmy, ze 7' (O7))* = 07(07,)~! = (0,,07,)~! i pomnézmy
(3.161) najpierw lewostronnie przez O7;' a nastepnie prawostronnie przez Chag
Otrzymamy:

I-07/0n05(07)" = 61 (65)” (3.171)

' I= 07 (65)" + 7 0n0}(OF)" = Au. (3.172)
Element A ;; mozna przeksztalci¢ do postaci
A = [07(07))" + 07 01207,(67}')7]63; — 0701205, (3.173)
Czlon w nawiasie kwadratowym jest rowny elementowi A;; = L. Stad
A =035, — 06,05, (3.174)
Mnozac (3.162) lewostronnie przez O7;' otrzymamy
0;, = 07,'0,,03,. (3.175)
A stad, podstawiajac prawa strong powyzszego réwnania do ©3; w (3.174) dostaniemy
Ap=0 (3.176)
Element A, przeksztaicamy do nastgpujacej postaci:

Az = 0,[07 (O)" + 01 01207,(01' )] — ©207,(01 ) (3.177)
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Wyraz w nawiasie kwadratowym jest réwny A, = I. Zastepujac ten wyraz przez I otrzymamy
Ay = 0y — 005,(07)". (3.178)
Mnozac réwnanie (3.163) prawostronnie przez (©7,')* otrzymamy
0y = 0,07,(07)". (3.179)
Podstawiajac prawa strone powyzszego rownania do ©;; w (3.178) dostaniemy w wyniku
Az =0. (3.180)
Element Aj,. Rozwazmy drugi i trzeci czton wyrazu A, oraz réwnania (3.167-3.170). Mamy
0,03, — 0,,0;'0,0;, = 0,05, — 0,,00,,0;, = 0,05, — 0,05, =1.  (3.181)
Nastepnie przeksztalcimy czwarty czton:
922@?2(91_11)*9;1 = Oy )lkl(el—ll)*egl = 0,103, (3.182)
Nastepnie pierwszy i piaty czlon
02107 (07}')" + 07 0120;,(67')7]03, = ©21[A1]0;; = 02,05;. (3.183)

Biorac pod uwage powyzsze 3 réwnania otrzymamy zaleznoS¢ na Ay, w postaci:

Ap =070 +1-0,0; =1 (3.184)
Ostatecznie
S|l O (3.185)
S {0 1 T
O

Mozna tez skorzystac z faktu, ze pojedynczy rotor koiowy realizuje przeksztaicenie ortogonalne
i podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.2 zauwazy¢, ze macierz X realizujaca filtr modelujacy
jestiloczynem odpowiednich macierzy realizujacych pojedyncze rotacje. Jako iloczyn macierzy
ortogonalnych jest ona ortogonalna.

Filtr modelujacy mieszany

Pokazemy teraz, ze struktura filtru modelujacego pokazana w poragrafie 3.3.1 (rys.3.19)
odpowiednio uzupelniona o bloki opdznien (rys.3.20b) jest réwnowazna strukturze filtru
parametryzujacego tego samego rzedu (w ogélnoSci o parametrach zmiennych w czasie) z
‘odwrécong’ gorna ‘nitka’ tak jak na rys.3.20a). W pracy [40] zamieszczono szczegblowy
dowdd poprawnosci struktury z rys.3.20a jako filtru modelujacego. W paragrafie 3.3.1 po-
daliSmy dow6d poprawnosci struktury z rys.3.20b) (bez blokéw opdznieri). Dlatego tutaj
podamy tylko szkic dowodu réwnowaznosci obu struktur, bazujacy na zatozeniu o réwnosci baz
ortonormalnych w tyf generowanych przez filtr parametryzujacy i modelujacy.

Obie struktury sa rownowazne, jesli bazy R, 1 R} sa sobie rowne dla kazdego k. W pierwszym
przypadku (filtr z rys.3.20a) mamy

E Yy
&)=Ly
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Rys. 3.20: Dwie struktury filtréw modelujacych: a) z wykorzystaniem obu typéw rotoréw, b) z
wykorzystaniem tylko rotoréw kotowych.

gdzie Y = col[yis1, Yrs2, yr+3]. Stad
R, = (0O + 022)Y

W drugim przypadku (rys.3.20b) wielkoSci wejSciowe i wyjSciowe zwiazane sa rOwnaniem

5]V

Wyznaczajac z powyzszego rownania R, otrzymamy
Ry = (Zo2 + ZnZy! — 21 Zf )Y
Wykorzystujac rownos$¢ (3.155), po prostych przeksztalceniach, dostaniemy
Ry, = (0 +06n)Y =R,

O
Dodajmy jeszcze, ze w zasadzie macierz O (a takze X) powinna byC opatrzona indeksem czasu
jako, ze w kazdej chwili czasu mamy do czynienia z innym zbiorem wsp6iczynnikéw Schura.
Jedynie w przypadku sygnalow stacjonarnych indeks czasu mozna pominac.

3.3.2 Filtry modelujace o parametrach stalych w czasie

W podrozdziale 3.2.2 pokazaliSmy realizacje kaskadowa filtru innowacyjnego, ktora jest up-
roszczeniem struktury filtru z rys.3.9 1 wynika z zalozenia o stacjonarnoSci przetwarzanego
sygnalu. W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy natomiast strukture filtru odwrotnego
(modelujacego) do filtru z rys.3.9. Zauwazmy w tym miejscu, ze te same wspotczynniki
Schura opisuja filtr parametryzujacy (innowacyjny) i odwrotny do niego filtr modelujacy.
Stad, uproszczenie filtru modelujacego z rys.3.19, przy zalozeniu stacjonarno$ci sygnatu
przetwarzanego, ma ten sam charakter co uproszczenie filtru innowacyjnego. Zrys.3.11 wynika
wprost, ze zastgpujac rotory hiperboliczne rotorami kofowymi otrzymamy strukture jak na
rys3.21.
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Rys. 3.21: Filtr modelujacy trzeciego rzedu o parametrach statych w czasie.

Pojedyncza sekcje takiego filtru (wraz z blokiem op6zniajacym) opisuje macierz

-
VA

o(z)® £ gl [{1) 0} (3.186)
przy czym podobnie jak (/) jest ona macierza ortogonalna, wiazaca ze soba wielko$ci wejsciowe
1 wyjSciowe j-tej sekcji w nastgpujacy sposob:

[ €k,j—1 } o (T{Z)U} [ €k, ] (3.187)

Tk,j Tk,j-1

WielkoSci wyjSciowe jednej sekcji sa tu — podobnie jak w przypadku filtru innowacyjnego —
wielkoSciami wejSciowymi nastgpnej sekcji, dlatego fatwo pokazad, ze i w tym przypadku (co
zreszta wprost wynika z rys.3.21) mozna sekcje zestawi¢ w kaskade.

3.3.3 Modelowanie stochastyczne

I[dea modelowania stochastycznego polega na wykorzystaniu wspéiczynnikéw Schura do
wygenerowania z bialego szumu sygnatu o statystykach 2-go rzedu identycznych jak statystyki
2-go rzgdu sygnatu oryginainego.

W procesie modelowania podajemy na wejScie filtru modelujacego szum biaty, ktéry mode-
lujemy wspélczynnikami Schura. Wspélczynniki te niosa informacje o statystykach 2-go rzedu
(widmowej gestoSci mocy) pewnego procesu stochastycznego. W szczegdlnoSci, mozna je
otrzyma¢ w drodze parametryzacji Schura.

Jesli w fazie parametryzacji otrzymaliSmy szum bialy (parametryzacja catkowita), to otrzymane
wspoiczynniki Schura pozwola zamodelowac sygnal, ktérego macierz kowariancji jest identy-
czna z macierza kowariancji sygnatu parametryzowanego. Jesli jednak proces innowacyjny nie
byt biaty (parametryzacja czgSciowa), to podajac w fazie modelowania szum bialy na wejscie
filtru modelujacego otrzymamy sygnal, ktorego macierz kowariancji zgadza si¢ z macierza
kowariancji sygnaiu parametryzowanego na pierwszych N diagonalach, przy czym N jest tu
dtugoscia filtru.

PowiedzieliSmy, ze filtr innowacyjny wyznacza jednoznaczna reprezentacje danego procesu
stochastycznego w postaci zbioru wspoiczynnikow Schura 1 procesu innowacyjnego, przy czym
proces ten jest procesem bialego szumu (ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowych) w
dwéch przypadkach. W pierwszym, gdy dokonujemy parametryzacji catkowitej tj. wtedy, gdy
do sparametryzowania procesu o czasie trwania (n + 1) uzywamy filtrurzedu n. W drugim, gdy
dokonujemy parametryzacji czgSciowe] procesu skorelowanego w taki sposob, ze otrzymany
w procesie parametryzacji wspoiczynniki Schura tworzg zbiér schodkowy. Zauwazmy, ze w
pierwszym z opisanych w par.3.2.3 przypadkéw, macierz kowariancji ma niezerowe wartosci
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na pewnym zbiorze schodkowym (M pierwszych diagonal). W odréznieniu od niej macierz
wspoélczynnikéw Schura jest macierza gérnotréjkatna. JeSli w procesie modelowania uzyjemy
wszystkich wspétczynnikéw, to otrzymamy proces, ktérego macierz kowariancji jest identyczna
z macierza kowariancji procesu parametryzowanego. JeSli skorzystamy z M pierwszych dia-
gonal, to macierz kowariancji procesu zamodelowanego 1 macierz kowariancji procesu parame-
tryzowanego maja te same wartoSci na M pierwszych diagonalach. ZamodelowaliSmy wigc
wszystkie niezerowe diagonale. Jednak macierz kowariancji procesu zamodelowanego, w
odréznieniu od macierzy procesu oryginalnego, ma rowniez niezerowe warto$ci na pozostatych
diagonalach.

W drugim z opisanych przypadkéw macierz kowariancji nie posiada zerowych diagonal, nato-
miast macierz wspétczynnikéw Schura ma zerowe diagonale o indeksach wigkszych niz M. W
takim przypadku do zamodelowania calej macierzy kowariancji (wszystkich diagonal) wystar-
czy uzy¢ do modelowania tylko M diagonal macierzy wspoiczynnikéw Schura. Jest to jednak
przypadek doS¢ szczegdlny.

Pojecia filtracji innowacyjnej i modelowania stochastycznego dotycza w zasadzie zgodnoSci
statystyk drugiego rzedu procesu parametryzowanego i zamodelowanego. Jesli jednak pro-
ces innowacyjny otrzymany w fazie parametryzacji podamy na wejscie filtru modelujacego, to
otrzymany na wyjsciu filtru proces jest identyczny w sensie trajektorii z procesem parametry-
zowanym.

A% E Y,U E.W

> e - -——————————

. _.R ; | RV

a) b)
Rys. 3.22: Globalne realizacje filtréw: a) innowacyjnego, b) modelujacego.

Filtr innowacyjny (rys.3.22a) speinia réwnanie

E| |[©On On Y :

HEERSIN st
natomniast filtr modelujacy (rys.3.22b) spelnia rownanie

-1 213

Innymi stowy, jesli na wejscie filtru modelujacego podamy proces innowacyjny, to na wyjsciu
filtru otrzymamy proces parametryzowany.

Jesli, natomiast, na wejscie filtru modelujacego, okreSlonego wspéiczynnikami Schura pro-
cesu parametryzowanego Y podamy dowolny (unormowany) proces bialy W, to w wyniku
otrzymamy dwa procesy U i V spelniajace rownanie

U| | Zn Zp w
¥)-[z 2][3]

Wowczas macierz kowariancji C, procesu U wynosi

C,=E{UU"} = (I-Zpp) 'ZnE{WW*}Z;,(I-Zp2)" (3.191)
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Poniewaz proces W jest bialy, to E{WW~} =L Stad
C.=E{UU} =(1-Z) "2 Z;,(I-Zi2)~" (3.192)

Zauwazmy, ze jesli O + O, diagonalizuje C, (pelna ortogonalizacja), to proces E jest bialy.
Woéweczas z rownan filtru modelujacego mamy

C,=E{YY "} =(I-Zp) ' E{EE"}Z;,(I-Z2)"" (3.193)
gdzie £{EE"} = I z zalozenia. Stad
C,=E{YY'}=(1-22)'ZuZ(I-Z2)* =C, (3.194)

W przypadku, gdy ©;, + ©;2 nie diagonalizuje C, (parametryzacja czgSciowa), otrzymujemy
C;‘ = C;’, co — zgodnie z twierdzeniem zamieszczonym w [10] — oznacza, ze C, = C, na

zbiorze schodkowym, ktorego szerokoS¢ jest rowna iloSci wykonanych krokéw parametryzacji.

3.4 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiliSmy podstawowe — z punktu widzenia treSci zawartej w nastepnych
rozdziatach —twierdzenia i zaleznosSci dotyczace filtracji innowacyjnej i modelowania stochasty-
cznego sygnaléw losowych jednowymiarowych (proceséw stochastycznych). PrzedstawiliSmy
idee wybielania (parametryzacji) 1 modelowania stochastycznego sygnaléw drugiego rzedu.
PokazaliSmy realizacje filtru innowacyjnego 1 modelujacego dla sygnaléw niestacjonarnych
(filtr o parametrach zmiennych w czasie) jak rowniez wskazaliSmy metode uproszczenia struk-
tury filtru dla sygnatéw stacjonarnych. Uproszczenie to rozumiemy tu w sensie redukcji liczby
elementéw filtru potrzebnych do wybielenia sygnaiu. W przypadku sygnaléw stacjonarnych
liczba ta drastycznie maleje.

Pokazali§my, ze parametryzacja na zbiorze schodkowym o szerokoSci M jest rownowazna
parametryzacji z uzyciem filtru rzedu M. Konsekwentnie, wykazaliSmy, ze w wyniku mode-
lowania bialego szumu przy uzyciu filtru modelujacego rzedu M otrzymujemy sygnal, ktérego
statystyki drugiego rzedu sa identyczne ze statystykami drugiego rzedu sygnatu okreslajacego
filtr modelujacy, tylko na zbiorze schodkowym o szerokoSci M[9].

Przytoczone tu wyniki stanowia punkt wyjscia do uogdélnien na przypadek pél losowych 2D,
prowadzacych do struktur typu ’true 2D 1 stanowiacych przedmiot kolejnych rozdzialéw pracy.



Rozdzial 4

Ortogonalna parametryzacja i
modelowanie stochastyczne
dwuwymiarowych pol losowych drugiego
rzedu

W poprzednim rozdziale omoéwiliSmy problem prognozy sygnatéw jednowymiarowych
stacjonarnych i niestacjonarnych. PokazaliSmy réwniez struktury filtréw innowacyjnych i
modelujacych, ktére wynikaja z twierdzenia 3.1. W niniejszym rozdziale prezentujemy naj-
wazniejsze rezultaty rozprawy. Wykorzystujac wyniki przedstawione w poprzednim rozdziale,
zaproponujemy uogélnienie teorii liniowej filtracji innowacyjnej i modelujacej sygnalow
losowych na przypadek pél losowych, prowadzace do struktur typu ’true-2D”. Na wstgpie
przytoczymy zasadnicze — z punktu widzenia dalszych rozwazan — pojecia dotyczace p6l
losowych (2D).

4.1 Polalosowe 2D

Modelem matematycznym sygnatu 1D jest jednowymiarowy proces stochastyczny. Modelem
matematycznym sygnalu losowego 2D (w szczegdlnoSci obrazu) jest pole losowe 2D (cza-
sami nazywane tez obrazem losowym). WartoSci pikseli obrazu interpretujemy jako wartosci
zmiennych losowych o okreSlonym rozkiadzie.

O ile dziedzina sygnalu losowego 1D jest czas (dyskretny lub ciagly), o tyle w przypadku
2D zamiast mowic o czasie, bedziemy méwic o zmiennych przestrzennych, ktére w naturalny
sposob odnosza si¢ do obrazéw. W dalszych czeSciach pracy bedziemy rozumie¢ pole losowe
w sensie definicji A.10.

Bedziemy rozwazaC pola losowe, ktérych dziedzina jest dyskretna, tj. pola, dla ktérych
parametr t = (;,12) € N x N = N2, gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych. Innymi
stowy zaktadamy, ze dziedzina jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym, a zwykle bedziemy
si¢ ogranicza¢ do zbioru skorficzonego. Zalozenie to bierze si¢ stad, Ze proponowane przez
nas uogdlnienie dotyczy p6l losowych o argumencie dyskretnym Y : N2 x ¢/ — R, obser-
wowanych na pewnym skonczonym przedziale wartoSci zmiennej t i reprezentowanych przez
zbi6r zmiennych losowych 2D {y(t; — m,t, —n)},dlam =0,1,--- , M, n =0,1,---, N oraz
t1,t, =0,1,- -, gdzie (¢1,12) jest dowolnym punktem pola.

43
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Poniewaz w dalszym ciagu bedziemy rozwazac przesztoS$¢ pola 2D wzgledem dowolnego, cho¢
ustalonego punktu obserwacji (¢, t2), przyjmiemy dla uproszczenia ¢y = t; = 0.
Dlatego tez dla uproszczenia dalszych zapisow wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

y(tl —m, )’,2 - ?1) g Ymon- (41)

Z punktu widzenia liniowej parametryzacji 1 prognozy, rozpatrywanymi przez nas w pracy
charakterystykami probabilistycznymi p6l losowych drugiego rzedu beda funkcja kowariancji
pola losowego 2D oraz funkcja jego widmowej gestoSci mocy. W dalszych rozwazaniach
bedziemy rozumieli funkcje kowariancji pola losowego 2D w sensie definicji A.12, za$ funkcje
widmowej gestoSci mocy w sensie definicji A.13.

Inne, wykorzystywane w pracy pojecia dotyczace pol losowych 2D, takie jak jednorodnoS$¢ w
szerszym sensie, izotropowoS¢, czy statystyki pol losowych zamieszczono w dodatku A.2.

O ile w przypadku 1D pojecie przeszioSci sygnatu losowego (o czasie dyskretnym) jest jedno-
znacznie okreSlone, o tyle w przypadku 2D mozna na kilka sposobéw definiowac przeszioS¢
pola [20]. Wyborem modelu przeszioSci zajmiemy si¢ w nastgpnym podrozdziale.

4.2 Problem prognozy pol losowych 2D

Idea prognozy w przypadku 2D stanowi uogélnienie przypadku 1D. Na podstawie "przesztych’
wartoSci sygnatu (wzgledem ustalonego punktu obserwacji) wyznaczamy estymator prognozy
warto$ci pola w punkcie obserwacii.

W przypadku 1D przeszio$¢ sygnatu jest okreSlona jednoznacznie. W przypadku 2D tak nie
jest, dlatego problem prognozy wiaze si¢ tu z wyborem okreSlonego modelu przesztoSci. W
literaturze proponuje si¢ szereg takich modeli [ 14, 20, 34], pokazanych schematycznie narys.4.1.
My przyjmiemy model z rys.4.1a okreSlony (ponizsza) definicja 4.1.
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Rys. 4.1: Modele prognozy pola losowego 2D: a) przyczynowy, b) pétprzyczynowy, ¢) nieprzy-
CZYnowy.

Definicja 4.1 Przesztos¢ rzedu (k — 1,1 — j) pola losowego wzgledem punktu o wspotrzednych
(4, 7 ) bedziemy rozumieli jako zbior wartosci (zmiennych losowych) {y,.. } dla (m,n) € I, gdzie
I'={{ni,n) :f__!f,’ij (1, 7). Jest to tzw. przyczynowy model przesztosci.

Niech y bedzie polem losowym 2D o dziedzinie dyskretnej. JeSli przez (i, j) oznaczymy punkt
obserwacji i zalozymy, ze pole losowe jest reprezentowane przez zbiér zmiennych losowych

{ymn} dla (m,n) € I ={(m,n)}nZi5\ (iy5), (4.2)
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to problem jednokrokowej prognozy ”w przéd” tego pola sformutujemy nastepujaco:
Znajac wartoSci (4.2) rozwazanego fragmentu pola losowego nalezy wyznaczy¢ estymator
wartoSci pola w punkcie o wspoétrzednych (z, ).

Niech

S[f’;] = span{ymn} dla mnel = {(mn)}:zjﬁ:: \ (2,7). (4.3)
okreSla przestrzen przeszioSci zmiennej losowej y; ; oraz niech

Q[k 1= span{ym} dla m,n €I = {(m,n) :225,?:; \ (k,1). (4.4)

okreSla przestrzefi przyszloSci zmiennej losowej y;; Estymator zmiennej losowej y; ; zdefin-
lowany jako

skl 8 p .
Gy = P(Sgp)vid € Si (4.5)
minimalizuje w sensie normy bfad ”w przéd” rzedu (k — 1,1 — j) (rys.4.2a)
P((Sgs) vi L Sy (4.6)
ktéry po unormowaniu bedziemy oznaczac jako
kd _ kg k-
i =€ el b (4.7)
Analogicznie wprowadzimy pojecie estymatora i blgdu prognozy w tyl” (rys.4.2b):
7ot £ p(sHlyy,, e sk (4.8)
oraz A
kf ID((Q['R'{) ) _L gki]‘l (49)
ktéry po unormowaniu bedziemy oznaczaé jako
k! kd L kol -
ri = vij llvij |l ' (4.10)

k,l
i,

vk,f
yé,j

Rys. 4.2: Estymator i blad prognozy wartoSci pola 2D: a) w przéd, b) w tyl.

Dalsze rozwazania dotycza konstrukcji bledéw globalnych prognozy w przéd i w tyt oraz
metody rekurencyjnego podwyzszania rzedu tych bledéw. W konsekwencji, rozwazania te
stanowig podstawe konstrukeji filtru parametryzujacego 2D.

W przypadku 1D, gdzie dziedzina sygnatu jest okreSlona zmienna jednowymiarowa (zwykle
jest to zmienna okreSlajaca czas), okreSlenia takie jak bfgd w przod czy bigd w tyl maja
proste odniesienia do przeszioSci i przyszioSci sygnatu i sa jednoznaczne. W przypadku 2D
utworzymy rodzing btedow w przod oraz rodzing btedow w tyt, ktére bedziemy interpretowac
jako uogélnienie bledéw w przéd 1 w tyf pokazanych na rys.3.6.
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Rodzing obserwatoréw prognozy w przéd bedziemy definiowac jako

) A _
Y«EJ; = [geptsasta Yastis = o Wigs Uil (4.11)

a rodzing obserwatoréw prognozy w tyt jako

Y% S Wi Vet Gieiigos s o s i) (4.12)
Zaproponujemy biedy lokalne i globalne prognozy w przod 1 w tyl. Przez blad lokalny w przéd
(w tyl) rozumiemy biad estymacji w sposéb analogiczny jak w przypadku 1D, nalezacy do
pewnej rodziny btedow w przdéd (w tyl), ktéra bedziemy okreslac jako btad globalny prognozy
w przod (w tyt).
Skoncentrujemy teraz uwage na proponowanym w pracy schemacie indeksowania obu typoéw
btedéw. Dla unormowanych btedéw lokalnych, odpowiednio w przéd i w tyl, okreSlonych przez
(4.7) 1 (4.10), przyjmiemy nast¢pujaca notacje:

(rzad globalny), (rzad lokalny) _(rzad globalny), (rzad lokalny)
epolu'zenic ’ polozenie

gdzie dolny indeks potozenie okreSlony jest dwoma wspolrzednymi potozenia biedu w rozpa-
trywanym obszarze pola losowego. Przez rzad globalny bedziemy rozumiec liczbg p okreSlona

jako
p =\/dim(S5)

gdzie S jest wspdlna podprzestrzenia estymacji dla wszystkich bledéw lokalnych bedacych
elementami danego biedu globalnego. Wowczas, rzad globalny p jest taki sam dla wszyst-
kich bledéw lokalnych tworzacych dany biad giobalny rzedu (globalnego) p. Rzad lokalny
natomiast okre§la rzad btedu lokalnego wewnatrz rodziny, do ktérej (ten blad) nalezy. W ten
sposéb catkowity rzad bledu lokalnego wyraza sie jako suma rzedu lokalnego i kwadratu rzedu
globalnego.
Niech _ .

S? = span{ymn} dla m,n el = {(m,n) m=jing (4.13)

m=t,n=t
Wowczas, dla kazdego z elementéw rodziny obserwatoréw w przéd definiujemy bledy prognozy
w postaci

ff:aﬂ P((S71)" )y L "f+1 (4.14)

e P((Sir + span{y;i}) )yi; L span{ S}, + yji} (4.15)

P2

€1, P((Siyy + span{y;i} + span{yi;}) ")y, L span{Si, + v +yi;}  (4.16)

e e

e

e

PT= P((Sta + span{yi} + spanfyis} + -+ span{yii} + span{yi i }) )y

1 ‘s'pan{Sf;rl Fyii +yi; o F Y + Yiin ) (4.17)

€

gdzie znak + oznacza sume prosta podprzestrzeni, a p jest rzedem globalnym okre§lonym
powyzej 1 w tym wypadku wynosi p = j — ¢. Analogicznie, bigdy prognozy dla elementéw
rodziny obserwatorow prognozy w tyt definiujemy w postaci

0 A 4 -1 -1
ol = P((SI ) )y LS (4.18)

1,3
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e

vf,‘il P((.S'f_l s span{yi_j})l)yj__g ikt Sp(m{S'f_i + vi;} (4.19)
' f'_zl,e P((SI™" 4 span{yi;} + span{y;i ) )yinr; L span{Si~" + vij + i} (4.20)

()

1>

>

‘2 vj—1 ¢ 1 1 1 H 3 i
PP = P((SIT 4 span{yi;} + span{y;i} + - - + span{y;_1;} + span{y; ;-1 }) ")y,
1 Sme{Sf_} +yis F Yyt F Yo Yl (4.21)

Zdefiniowane powyzej bledy prognozy tworza po unormowaniu rodziny bledéw w przdd i w tyt
zwane dalej bledami globalnymi w przdéd i w tyt.

Proponowang w niniejszej pracy koncepcje biedu globalnego w przéd i w tyl zilustrowano na
rys.4.3. Na rysunku tym pokazano réwniez wspdlng podprzestrzen estymacji, do ktérej oba
bledy globalne sa ortogonalne. Dodajmy, ze btedy lokalne nalezace do danej rodziny stanowiace;j
btad globalny (w przéd lub w tyl) sa — ze wzgledu na sposéb konstrukcji btedu globalnego
pokazanej schematycznie na rys.4.4 — parami ortonormaine tj. E{E;;E},} = I, oraz
E{R;R};} = Iyp41.

Ej L8
(blad globalny w przdd)

rj—]

R;; L5}
(btad globalny w tyt)

Rys. 4.3: Pojecia lokalnych i globalnych bledéw prognozy w przéd i w tyl; kota zaczernione
oznaczajace bledy lokalne grupowane sa w odpowiednie bledy globalne.

Przez globalny btad prognozy w przod E; ; rzedu (globalnego) p = j — ¢ (rys.4.3) bedziemy
wiec rozumie¢ rodzing lokalnych unormowanych biedéw prognozy w przéd w postaci wektora

E;; = r:o![ef"fp._ eP2rrt op2p2 .. e e?f) (4.22)

041 Ml o y Y Y
gdzie ¢ = ¢ || €|~ oznacza unormowany biad e. Podobnie, globalny btad prognozy w tyt R; ;

rzedu (globalnego) p = j — 1 (rys.4.3) bedziemy rozumie¢ jako rodzine lokalnych bledéw w tyt
w postaci wektora

A Wpi2p plp—1 p2p-2 »lop0
Rij = col[ry ", rislt s 750y s T Teg ) (4.23)
gdzie r = v || v ||7! oznacza unormowany bfad v. Przypomnijmy, ze elementy powyzszych

wektoréw sg zmiennymi losowymi.

W powyzszych definicjach, rzad lokalny jest funkcja rzedu globalnego, poniewaz przy
podwyzszaniu wymiaru przestrzeni estymacji, powigkszamy tez liczbe biedéw lokalnych
tworzacych btad globalny, co wynika z konstrukcji bfedu globalnego podanej schematycznie na
rys.4.4. Jak wynika z tego rysunku, w kazdym kroku powiekszamy rozmiar biedu globalnego
poprzez doortogonalizowanie dwéch elementéw do istniejacej juz rodziny bledéw lokalnych
stanowiacych btad globalny (dodawane elementy musza by¢ juz ortogonalne wzgledem siebie).
W ten sposob wszystkie biedy lokalne nalezace do danej rodziny tworza (po unormowaniu)
zbi6r ON.

Analogicznie, jak w przypadku 1D, interesuje nas problem rekurencyjnego podwyzszania rzedu
prognozy lub réwnowaznie — problem wyznaczania biedéw wyzszych rzedéw na podstawie
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Rys. 4.4: Blad globalny powstajacy w procesie parametryzacji: a) blad w przdd, b) blad w tyl.

b)

btedéw nizszych rzedéw. Algorytm rekurencyjnego podwyzszania rzedu bledu prognozy tak w
przéd jak i w tyl opiszemy szczegélowo w punkcie 4.5. W tym miejscu przedstawiamy tylko
idee rekurencyjnego podwyzszania rzedu globalnego bledu prognozy przedstawiona na rys.4.5.

a) b)
Rys. 4.5: Geometryczna interpretacja idei rekurencyjnego podwyzszania rzedu globalnych
bledéw prognozy: a) w przéd, b) w tyl. E(?) R{?) — biedy globalne nizszego rzedu, e+,
r(P*1) _ nieunormowane bledy wyzszego rzedu.

W sytuacji jak na rys.4.5a) mamy dane biedy giobaine E?) i R®) rzedu p (nizszego rzedu),
ktére sa ortogonalne do wspélnej podprzestrzeni estymaciji S?) = span{A}, przy czym przez
S(») oznaczamy tu przestrzen, ktérej wymiar wynosi p*. Projekcja ortogonalna btedu E(®) na or-
togonalne uzupelinienie podprzestrzeni span{A } ¢ span{R ")} daje w wyniku nieunormowany
btad globalny w przéd e(P+!) (wyzszego rzedu). W ten sposéb btad e(Pt!) jest ortogonalny
zaréwno do podprzestrzeni span{A } jak i do podprzestrzeni span{R(?)}. Podobne, btad r(**1)
z rys.4.5b) jest bledem wyzszego rzedu wzgledem biedu R'7).

Na rys.4.6 pokazano schematycznie sposdb podwyzszania rzedu globalnego biedu prognozy w
przdd i w tyl. Blok realizujacy ta operacj¢ oméwimy szczegélowo w punktach 4.4 1 4.5.

Przez SP) oznaczono podprzestrzen, ktorej wymiar wynosi p. W wyniku podwyzszenia rzedu
globalnych biedéw w przéd E; ; oraz w tyl Ry ;41 1zedu p = j — 2 otrzymamy bledy globalne
w przéd i w tyt rzedu (p + 1), tj.

A ¢ p+12(p+1) _p+12(p+1)-1 _p+12(p+1)-2 P11 p+1,0
Ei 1 = {e 1 €1t 1 Citl » 7T Chigp ‘3:‘+p+l.:'} (4.24)
oraz
_ A ¢ p+l2(p+]) p+l 2(p+1)=1  p+12(p+1)-2 p+1,1 p+1 0
Rijn = {rififer i 1 Tj.g+1 Syt T j—pr € pia1 ) (4.25)
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S(P+1)

l1(p+l)
E[p) t E(p+l)

- | D ->D+] | e— ;
g A g+

S(P) | S g

Rys. 4.6: Podwyzszanie globalnego rzedu bledéw prognozy w przéd i w tyl.

P
R

Algorytm podwyzszania rzgdu globalnego mozna zrealizowa¢ na wiele sposobéw. W punkcie
4.4 zaproponujemy dwa szczegdlne rozwiazania tego zagadnienia i wskazemy na istnienie calej
rodziny rozwigzan. Do problemu parametryzacji ortogonalnej powrécimy w podrozdziale 4.5.
W celu zaproponowania rozwiazania przedstawionych powyzej idei, wyjaSnimy teraz kilka
pojec, z ktérych bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci pracy.

Niech g = col[g1, 92, - -, gm) bedzie wektorem kolumnowym zmiennych losowych gy, g2, - - -,
gm. Przez g* bedziemy rozumie¢ wektor wierszowy elementow sprzezonych do elementow
nalezacych do g tj.

= D Y sk >
g =row(g], g5, " 9] (4.26)
Przez E{g} bedziemy rozumie¢ wektor wartoSci oczekiwanych elementoéw nalezacych do g tj.
A
E{g} = CO"‘I[E{QI }1 E{QZ}n T, E{g'xn}] (42?\]

Przez F{gg*} bedziemy rozumie¢ macierz wartosci oczekiwanych iloczynéw zmiennych
losowych nalezacych do g tj. macierz Grama

| E{gigi} E{aig} -+ E{qag.} |
E{ggi} E{oe} -+ E{eg,.}
E{gg’} = E : ; (4.28)
E{gmgi} E{gm@3} --* E{gmgn}

Niech G bedzie wektorem unormowanych zmiennych losowych nalezacych do g, tj. niech
G = col[Gh,Go, -+, Gy, (4.29)

gdzie G; =||g;||~" g:dlai =1,---,m,anorma|| | jestrozumiana w sensie definicji okreslonej
zaleznoScia A.3 . Zauwazmy, ze jeSli g jest wektorem elementéw ortogonalnych w tym sensie,
ze E{gg"} jest macierza diagonalna to mozemy napisac

G<llgl g (4.30)
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gdzie
lof 0 - 0
wisl 0 gl --- 0O
Igll=(E{gg"})* =| . g, (4.31)
0 0 | gml

jest macierza diagonalna, przy czym przez E{gg'}lﬁ rozumiemy tu macierz D taka, ze D? =
E{gg"} . |

Wiasno$¢ ortonormalizujaca macierzy E{gg*} 2: JeSli g nie jest wektorem elementéw or-
togonalnych wzgledem siebie, to G = E{gg*} g jest wektorem element6w ortonormalnych
wzgledem siebie, poniewaz

E{GG"} =E{||lg|| " gg" llg] "} = Ci *CoCy ™" = Im, (4.32)

gdzie C, = E{gg"} a L, jest macierza jednostkowg wymiaru 7.
Niech h = col[hy, ha, - - -, h,| bedzie wektorem kolumnowym zmiennych losowych hy, k2, - - -,
h,,. Macierz

v £ B{gh*} (4.33)

bedziemy interpretowac jako macierz korelacji wzajemnych zmiennych losowych nalezacych
do g i zmiennych losowych nalezacych do h.

4.3 Uogolniona projekcja ortogonalna

Uogodlnienie (4.22) i (4.23) pojecia bledu estymacji odpowiednio w przéd i w tyl skfania do
uogodlnienia pojecia projekcji ortogonalne;.
Niech g i h beda bazami ortonormalnymi odpowiednio w przestrzeniach ™ 1 4™ tj. niech

g = (:()E[gth vty e s a{fm]

h = col[hy; bay» - Bggre s bl

beda wektorami zmiennych losowych stanowiacych bazy ortonormalne przestrzeni, odpowie-
dnio span{g} i span{h} tj. takich, ze £{gg*} = L., E{hh"} = I, a E{gh™} = Vv,uxn,
gdzie v, ., jest macierza korelacji wzajemnych zmiennych losowych nalezacych do g i h, tj.
vij; = E{g:h}}.
Ujmujac rzecz geometrycznie, mamy tu do czynienia z dwiema bazami ortonormalnymi, ktére
nie sa ortogonalne wzgledem siebie.
Niech h, = P(span{g})h oznacza projekcje ortogonaina h na podprzestrzei span {g} rozpieta
na elementach z g 1 odpowiednio niech g, = P(span{h})g oznacza projekcje ortogonalna g
na podprzestrzefi span{h} rozpigta na elementach z h. Poniewaz g jest bazg ortogonalna, to
mozemy napisac

h, = (@}, span{g:})h = T}, P(span{g:})h. (4.34)

A

Poniewaz h, = [hg 1, - yhg ), to

hy; = Ty P(span{gi})h; j=1,---,n (4.35)



4.3. UOGOLNIONA PROJEKCJA ORTOGONALNA 51

Podobnie dla projekcji g na span{h} otrzymamy
gni = Zi_ P(span{h;})gi i=1,---,m (4.36)

Korzystajac z tego, ze projekcje elementu h na span{g} mozemy wyrazi¢ — uogélniajac na
przypadek wektorowy pojecie iloczynu skalarnego — jako

h, = P(span{g})h =||g||* (h,g)g =|/g| " (h,g)g | g|~'= (h,G)G (4.37)

gdzie (h,g) 2 E{hg*},a G =| g||~' -g jest unormowana — w sensie normy (4.31) — wersja
wektora g, mozemy zaleznoSC (4.34) wyrazi¢ w postaci

~

h, = P(span{g})h = E{hg"}E{gg"} 'g= (4.38)
n) * * —71; x — 5
= FEl{hg"}F{gg"} E{gg"} g =
E{hG"}G,

gdzie G = E{gg"} g
Symetrycznie, rzut g na span{h} wyraza si¢ jako

gy = P(span{h})g = E{gh*}E{hh*}'h = (4.39)
= BE{gh*}E{hh*} 2 E{hh"} 7h =
= E{gH H,

gdzie H = E{hh*}~zh.
Podobny przypadek rozwazono w pracy [28]. Zdefiniujmy teraz uogélniony btad estymaciji
wektora h w span{g} jako wektor a bledéw projekcji elementéw h; nalezacych do h na
(span{g})* w postaci

aZ P(span{g}*)h =h —h, (4.40)

a wektor bledéw b projekcji elementéw g¢; nalezacych do g na (span{h})* w postaci
b2 P(span{h}-)g =g — g (4.41)

Zauwazmy, ze V;a; L span{g}, poniewaz kazdy element ﬁg,j jest projekcja ortogonalna A; na
span{g}. Podobnie, V;b; L span{h}, poniewaz kazdy element gy, ; jest projekcja ortogonalna
g; na span{h}. Z drugiej strony, jesli h i g sa bazami, to ai b sa réwniez bazami. Istotnie, dla
kazdego y = 0,1,---,n element EM jest kombinacja liniowa elementéw bazy g i dlatego nie
moze by¢ kombinacja liniowa elementéw bazy h. W zwiazku z tym a = h — h,, stanowi baze.
Analogicznie, dla kazdego : = 0,1,---,m element g, ; jest kombinacja liniowa elementéw
bazy h i nie jest kombinacja liniowa elementéw bazy g. Dlatego b = g — g, jest baza. Z faktu,
ze g i h sa ortonormalne tj. spelniaja warunki £{gg*} = I,.,, E{hh*} = I, nie wynika, ze
a i b spetniaja podobne warunki. Przeciwnie, a i b nie sa ani unormowane ani ortogonalne tj.
F{aa*} # I, 1 E{bb"} # I,,. Nie sa réwniez (w ogélnym przypadku) ortogonalne wzgledem
siebie tj. zwykle E{ab*} # 0,,x.

Podstawiajac (4.38) do (4.40), a (4.39) do(4.41) otrzymamy

a=h — E{hG"}G = E{hh*}:(H - E{HG"}G) (4.42)
b=g— E{gH"}H = F{gg"}:(G — E{GH"}H) (4.43)
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Poniewaz wielko§¢ E{GH"} mozemy interpretowa¢ jako macierz korelacji wzajemnych ele-
mentéw nalezacych do G i do H, to powyzsze dwa réwnania przepiszemy w postaci

a= E{hh*}:(H - V*G) (4.44)

b = E{gg"}3(G — VH) (4.45)

gdzie V = E{GH"} jest macierza korelacji wzajemnych zmiennych losowych nalezacych do
G ido H, przy czym G i H sa ortonormalne tj. £{GG"} =1, a E{HH"} = I,.
Z powyzszych dwéch réwnan bedziemy korzysta¢ czgsto w dalszej czeSci pracy.

4.4 Hiperboliczna ortogonalizacja Grama-Schmidta dwoch
ortonormalnych baz przestrzeni zmiennych losowych

Zauwazmy, ze réwnania (4.44) i (4.45) sa w istocie uogélniona (wektorowa) wersja roéwnan
(3.54) 1 (3.55) okreSlajacych bledy estymacji wyzszego rzedu w funkcji bledéw nizszego rzedu
i przez to prowadzacych do rekurencyjnego algorytmu podwyzszania rzedu bledu. Pokazemy
teraz w jaki spos6b rownania uogélnionych bledéw prognozy prowadza do réwnan globalnego
rotora hiperbolicznego (GRH). _ _
Podstawiajac w réwnaniu (4.44) a = F{aa”}ZA a w réwnaniu (4.45) b = E{bb"}7B otrzy-
mamy

A = E{aa"}"1E{hh"}:(H - V*G) (4.46)

B = E{bb*}"2E{gg"}}(G — VH) (4.47)

Podstawiajac W, = E{bb*}_;b'{gg'}]i oraz W, = E{aa*} :E{hh"}? i zapisujac
powyzsze réwnania w postaci macierzowej otrzymamy:

[EF'? ng_sz _IVHE] (4.48)

Korzystajac z rownania (4.45) przeksztaicimy £{bb"} do postaci
E{bb"} = E{E{gg"}}(G — VH)(G" - H"G") E{gg"}*"} (4.49)
Poniewaz g jest ON, to £{gg*} = I,,, a stad
E{bb*} = E{GG"} - VE{HG"} — E{GH"}V"+ VE{HH "} V"~ (4.50)

Ortonormalno$¢ g implikuje E{GG"} = I,,, a ortonormalno$¢ h implikuje E{HH"} = L,.
Biorac pod uwage, ze £{GH"} = V otrzymamy

E{bb"}=1,-VV*-VV*"+VV =], - VV* (4.51)
Po podobnych przeksztalceniach otrzymamy

E{aa’} =1, - V"V (4.52)



4.4. HIPERBOLICZNA ORTOGONALIZACJA GRAMA-SCHMIDTA... 53

Uwzgledniajac réwnosci F{gg*} = I, oraz F{hh*} = I, i wstawiajac (4.51) do wyrazenia
okreslajacego W, a (4.52) do wyrazenia okreSlajacego W, przepiszemy réwnanie (4.48) w
postaci

B] [(I,-VV")-: 0 L, ~¥W[é 4.5

A= 0 L-vVv)yi|| -V L || = (#59)
Zdefiniujemy teraz uogélniony wspétczynnik odbicia ' w postaci macierzy

K==V (4.54)

gdzie V = F{GH"} jest macierza unormowanych korelacji wzajemnych elementéw (zmien-

nych losowych) nalezacych do G i do H. Ostatecznie, podstawiajac K = —V w réwnaniu

(4.53)
B] [ (I.-KK")> 0 I, K|[G
R[0T akwn ][R R][R] e

Faktoryzacja macierzy .J-unitarnej analogicznie, jak w powyzszym réwnaniu, jest znana pod
nazwa transformacji Halmosa [9).
Macierz P

=i _ -1
(I. —KK*)~1 (I.-KK?*) K} (4.56)

P = _1 el
(I, - K*K)2K* (I, — K*K) 2
realizuje operacje globalnej rotacji hiperbolicznej. Zauwazmy, ze dla m = n = 1 otrzymujemy
wprost rownanie (3.36) wyrazajace pojedyncza (lokalna) rotacj¢ hiperboliczna.

Podstawowe whasnoSci rotora globalnego realizowanego w postaci transformacji Halmosa

Sformutujemy teraz twierdzenie dotyczace kilku podstawowych wiasnosci rotora giobalnego
zrealizowanego w postaci transformacji Halmosa.

Twierdzenie 4.1 O wiasnoSciach globalnego rotora hiperbolicznego
Niech G wymiaru dim(G) = m i Hwymiaru dim(H) = n bedq dwoma ortonormalnymi bazami
w przestrzeni zmiennych losowych, tj. spetniajqcymi warunki

E{GG*} =1, a E{HH'}=1I, (4.57)

i stanowiqcymi wektory wejsciowe globalnego rotora hiperbolicznego wymiaru (m x n),
opisanego J-unitarng macierzq

(I, —KK*)"2 (I, — KK*):K

O = 4,
(I, — K*K)73K* (I, — K°K)~2 (haa)
gdzie K jest pewnq Scisle kontraktywnq macierzq wymiaru (m x n) tj. KK* < I,
Niech B i A beda wektorami wyjSciowymi tego rotora tak jak to pokazano na rys4.7.
Wowczas spetnione sq nastepujqce wiasnosci
E{BB*} =1, oraz FE{AA"}=1, (4.59)

jak rowniez
E{BH*} = 0mxn oraz E{AG*} = ﬂn)(m (460J
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A

G B

H

Rys. 4.7: Globalny rotor hiperboliczny.

Dowod:

Réwnania macierzowe rotora globalnego mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

HEH

gdzie © jest wyrazona w postaci (4.58).
Dla .J-unitarnej macierzy ©, tj. spetniajacej warunek ©JO* = J, mamy

0,07, — 0207, =1, (4.62)
0103, — 92,03, = 0,,, (4.63)
0,07, — 02103, =1, (4.64)

Korzystajac z réwnania (4.61) wypiszemy zaleznoSci dla lewych stron réwnan (4.59), (4.60).
Mamy kolejno:

E{BB"} = E{(061G+06,H)(0,,G +0,H)"} = (4.65)
= E{(0uG + 0,:H)(G™0], + H"O},)} =
— 911E{GG*}@?1 —{—OuE{GH"}@i‘z—%
+ O,E{HG"}O], + 0, L{HH"}O],

E{AA"} = E{(®nG +OpH)(©,G +OuH)"} = (4.66)
= E{(02G + 60xH)(G"6;, + H'0)} =
= OuE{GG")6; + 0, E{GH"}0O}, +
+ OnE{HG")6; + OnE{HH"}E:,

oraz

E{BH"} = E{0,,G+0,H}H = (4.67)
= 0, E{GH"} +©O,E{HH"}

"Wspo6lczynnik ten mozna interpretowac jako uogolniony parametr Schura. Szersza interpretacje podamy w
dowodzie twierdzenia 4.2.
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E{AG"} = E{0,G +0,H}G" = (4.68)
= 0,E{GG"} +O,E{HG"}

Podstawiajac w powyzszych czterech réwnaniach K = —E{GH"} i korzystajac z (4.57)
otrzymamy odpowiednio

E{BB"} = ©,,0;, — ©,,KO;, — 0,K"0}, + 0,0}, (4.69)
E{AA"} = 0,0}, — 0, KO}, — 0, K03, + 0,05, (4.70)
oraz
E{BH"} = -0,;K + Oy, (4.71)
E{AG"} = Oy — K" (4.72)

Podstawiajac w powyzszych rownaniach wyrazenia dla odpowiednich elementéw macierzy ©,
okreSlonych przez (4.58), otrzymamy warunki (4.59) i (4.60), co koriczy dowdd.

O
Opisany tu przypadek ortogonalizacji globalnej dwu baz ortonormalnych nie jest jedyny. Mozna
réwniez ortogonalizowa¢ rekurencyjnie poszczegdlne elementy obu baz (biedy estymacji pro-
jekcji ortogonalnych poszczegdlnych zmiennych losowych), co prowadzi do ortogonalizacji
globalnej w postaci macierzy odpowiednio polaczonych rotoréw hiperbolicznych.

Rys. 4.8: Rotor globalny: a) w catoSci, b) podzielony na dwa mniejsze rotory.

Aby to pokazac, rozwazmy globalny rotor hiperboliczny (rys.4.8a) wymiaru m X n, przy czym
niech m = 2p an = 2q, gdzie p i ¢ sa dowolnymi liczbami naturalnymi. Zgodnie z (4.61) i
(4.58) réwnania tego rotora wygladaja nastgpujaco

B| .IG —
[AJ_GLH (4.73)
gdzie

(I. —KK*)™: (I, — KK*)"iK |
@ = '8 K — 1 1
) [ (I, - K*K)2K* (I, - K*K)™2
a K = —E{GH"}. Dokonujac podzialu bazy G = [G;G;], gdzie G; N G2 = 0, tak jak to
pokazano na rys.4.8b) otrzymamy dwa réwnania opisujace poszczegélne rotory

B/ G
lAl]:@‘[R] (4.75)

(4.74)
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oraz

B, . G
[R}_@_H} (4.76)
ktére tacznie przybieraja postaé
i B] 1 rG
’ } ® 8}2?31 612*@%2 G; 0, 06y G
pod 1l Lo . O TR - - ) e l@, , } — | @m

A

gdzie B’ = col[B|B)|. Zauwazmy, ze w réwnaniu (4.58) opisujacym rotor globalny z rys.4.8a,
macierz ©; = (I, — KK"‘)‘% jest macierza symetryczna. Natomiast w réwnaniu (4.77)
macierz O}, nie jest symetryczna; w szczeg6lnoSci B, nie zalezy od G,. Oznacza to, ze
B # B'. Istotnie, poniewaz G i H sa liniowo niezalezne, to B i B’ bedace kombinacjami
liniowymi G i H sa okreSlone jednoznacznie i réwne wtedy i tylko wtedy, gdy O, = O}, a
0y, = O},. Pokazemy jednak, ze B’ spelnia te same wiasnosci co B, tj. £{B'B”*} =1, oraz
E{B'H*} = 0,34

Pokazemy najpierw, ze

me _ | E{BIBr} E{Bi{By} | _
E{B'B"} = E{B,B}"} E{B)Bj =T (4.78)

Zgodnie z rownaniem (4.77)

E{B{By'} = E{(0},G+0},0,G;+6},0,,H)- (4.79)
(0},G1 + 0},03,G2 + 0,05,H)"} =

E{©],G1G{6};} + E{©],G1G;030;3} +

E{6],GIH 0303} + E{0},05,G,G]O}}} +

E{0},05,G,G;030};} + £{0},03,G,H 0503} +
E{0,05,HG}O\}} + E{6},0,HG;0510;;} + E{6,05,HH 03503}

+ + +

Zauwazmy, ze ze wzgledu na ortonormalno$¢ G mamy E{GGj} = 1,, E{G1G;} = 0,4,.
Biorac to pod uwage, przepiszemy powyzsze rownanie w postaci
E{BiBT} = ©],0]] - 0;,K|"0}0); +6,036}{0;; + (4.80)
G 2w » G* e
— 0,0} K;”65;6}; - 0,,05L,K,"0;; +
— 0,,05,K,7703;0}; + 01,605,050
gdzie _
K{? = K,(0%)™" = —E{GH"} (4.81)

K{“ =K, = —E{GH"}. (4.82)
Zapis '~*’ oznacza operacj¢ wyznaczania macierzy odwrotnej i transpozycji hermitowskie;j.
Przeksztalcajac powyzsze rownanie do prostszej postaci i podstawiajac odpowiednie wyrazenia
z rOwnania (4.74), dostaniemy
E{B|B} = 0,,6)]-0,0;; = (4.83)
= (I, -K;K})™"' = (I, - KiK}) 'K/ K] =
= (.IP - KIKTJ_]‘(IP - KiKj) = I,
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Wykonujac podobne przeksztalcenia dla B; otrzymamy £{B}B}"} = I,,. Z kolei
E{B;B;’} = E{(0},G1 + 61,63,G2 + 0},0,H)(67,G, + 6,H)"} (4.84)
Po kilku przeksztalceniach otrzymamy
E{BiB;} = ©p,[03 —(03)™ - 6; K207 = (4.85)
= 0L - K3K2) ™% — (L — K3KQ)*" — (I — K3K2) " *K; K]0 =

= Oh[(IL. - K3K2) 3 (I - K;Ka) — (I, — K3K2)7']0F; =
= Op[(L - K3K2)? — (L, — K;3K2)7"]0%; = 0,4,

Pozostaje nam pokazanie, ze B| | Hi B) | H. Ta ostatnia wiasno$¢ jest oczywista, poniewaz
wynika bezposrednio z wlasnosci rotora globalnego przedstawionych wczesniej. Sprawdzimy,
ze B} L H:

E{B/H*} = E{6},G|+0},0} G, +06},05,HH"} = (4.86)
= 0,,(05 - 65Kz — (0%)™) =
= 0L ((IL. - K3K2) ™ — (I, - K3K2) " K3K, — (I, — K;Kz)*) =
= 6 ((I. - K;K2)" — (I, — K3K2) — (L. — K3K2)?*) = 0,

Pokazali§my, ze podzial rotora globalnego na dwa mniejsze rotory zachowuje wiasnoS¢ orto-

gonalnoSci odpowiednich wektoréw w taki sposéb, ze B’ £ col[B}, B} jest baza ortonormalng
ti. E{B'B”} = I, oraz B’jest ortogonalne do H, tj. EF{B'H*} = 0,,4,. PokazaliSmy
tutaj tylko podziat ze wzgledu na baze G, ale jest jasne, ze podziatu takiego mozna rowniez
dokona¢ ze wzgledu na bazg H. Prawie kazdy podzial generuje inne rozwiazanie (wyjatek
stanowia tu podzialy rotora, ktérego jeden z wymiaréw wynosi 1). Kazde rozwiazanie ma inng
reprezentacj¢ w postaci zbioru uogélnionych wspoéiczynnikéw Schura (4.54) o réznych roz-
miarach i warto$ciach. Konsekwentnie, kazde rozwiazanie generuje inne wektory wyjsciowe.
Kolejne podzialy prowadza, w koricu, do rotora globalnego wymiaru m x n w postaci macierzy
odpowiednio potaczonych rotoréw wymiaru 1 x 1, tak jak to pokazano na rys.4.9.

Pokazemy teraz sposdb ortogonalizacji globalnej, opartej na lokalnych rotacjach. Dla ulatwienia
postuzymy si¢ rys.4.9.

Rozpatrzmy jako pierwsza pare (G, H;).

Btad estymacji warto$ci (7,,, oznaczymy jako

b1 = G — P(span{H,})G,, (4.87)

a btad estymacji H; jako
a1 = Hy — P(span{G,,})H; (4.88)

pamigtajac, ze wielkoSci oznaczone mala litera oznaczaja nieunormowane wielkoSci oznaczone
duza litera. Powyzsze réwnania po kilku prostych przeksztalceniach prowadza do réwnar rotora
opisanych réwnaniem macierzowym (3.36). W tym wypadku

B?’RI (1 .0 [) E O 1 pn;l G-m, -
o g \_1 4.89
[ Aml :] l 0 {l - p:n] )“E } pml 1 Hl ( )

gdzie p,,1 = —E{G,.H{}.
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mn—B,,

H, H; H,

Rys. 4.9: Realizacjarotora globalnego w postaci macierzy ’lokalnych’ rotoréw hiperbolicznych.

Para ((7,,, Hy) generuje par¢ ( 5,1, A,,1). Nastepnie mamy dwie mozliwoSci; para (G, —1, A1)
generuje par¢ (B,,—11,An—11) lub para (5,1, H) generuje pare (B2, An2). Z algoryt-
micznego punktu widzenia wygodnie jest si¢ zdecydowa¢ na przetwarzanie “wierszowe’ lub
"kolumnowe’, jakkolwiek nie jest to warunek konieczny. W efekcie otrzymamy dwie orto-
normalne bazy A i B.

Na rys.4.10 przedstawiono w sposob schematyczny kolejne kroki podwyzszania rzedu global-
nych bledéw estymacji w przéd i w tyt dla p = 1. Zaczernione kota (dwie rodziny trzyelemen-
towe) na rys.4.10a oznaczaja rodziny bledéw w przéd i w tyl, ktére sa ortogonalne do pewne;j
podprzestrzeni (oznaczonej schematycznie niezaczernionym kwadratem). Elementy nalezace
do danej rodziny stanowia baz¢ ortonormalna, natomiast w ogélnym przypadku rodziny nie
sa ortogonalne wzgledem siebie. Male zaczernione kwadraty na rys.4.10b oznaczaja rotory
hiperboliczne, natomiast duze zaczernione kwadraty oznaczaja elementy sukcesywnie doorto-
gonalizowywane do podprzestrzeni oznaczonej schematycznie kwadratem niezaczernionym. W
efekcie otrzymujemy podwyzszenie rzedu (podwyzszenie wymiaru przestrzeni estymacyjnej)
dla obu rodzin w taki sposob, ze spetnione sa warunki (4.59) i (4.60).

Ostatecznie, oba typy rotoréw globalnych realizuja ta sama operacje; sa wiec funkcjonalnie
identyczne. Prowadza jednak do dwu réznych rozwiazan; réznych w tym sensie, ze generuja
inne bazy A i B oraz inna jest reprezentacja wewngtrzna rotoréw, tj. rézne sa postaci macierzy
opisujacych obarotory. Na przyktad macierz ©;; w przypadku rotora globalnego zrealizowanego
przy uzyciu transformacji Halmosa jest symetryczna, a w przypadku rotora ztozonego z rotoréw
lokalnych jest to macierz gérnotrdjkatna. Jednak obie macierze gwarantuja spetnienie warunkéw
(4.59) i (4.60). Ponizsze wyniki symulacji potwierdzaja rozwazania teoretyczne.

Dla przyktadu generujemy dwie bazy ortonormaine G i H o wymiarach odpowiednio
dim(G) = 41 dim(H) = 6. Poniewaz kazda zmienng losowa reprezentujemy tu w postaci
(odpowiednio dlugiego) wektora liczb pseudolosowych, to modelem bazy moze by¢ macierz,
ktorej np. wiersze odpowiadaja zmiennym losowym. Wowczas kazda kolumna reprezentuje
jedna realizacj¢ pewnego procesu losowego.

Symulujemy dwa algorytmy ortogonalizacji: w pierwszym z nich uzywamy globalnego rotora
o wymiarach 4 x 6 zrealizowanego w postaci transformacji Halmosa, ktérego reprezentacja w
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a)

Rys. 4.10: Podwyzszanie rzedu globalnych bigdéw w przéd i w tyl w postaci macierzy
pojedynczych rotoréw hiperbolicznych.

postaci macierzy uogélnionego wspéiczynnika Schura wyglada nastepujaco:

0i: 1673 01056 =051136 =0 0L51 = 01555 0 L701
-0.0497 —-0..0169 3 s -0.0276 =0.0099 040335
0.1241 =0.0613 0.2339 -0.0412 0.0750 0...0077
-0.3384 0.0450 0.0477 -0.2855 -0.3957 -0.2074

Bledy wyjsciowe w przéd i w tyl oznaczymy odpowiednio jako B i A. W drugim przypadku
uzywamy rotora globalnego w postaci macierzy odpowiednio polaczonych rotoréw (rys.4.9).
W wyniku otrzymamy ponizsza macierz wsp6iczynnikéw Schura,

0.1796 =0 A2, -0.1174 0.0078 -0.1429 0.1830
=0 0533 Q0157 0.1224 00375 -0.0254 0.0243
0.1319 -0.0641 0.2343 =0..0331 0.0996 0.0263
-0.3384 0.0479 0.0507 -0.3041 -0.4425 -0.2586

ktéra stanowi reprezentacje tego rotora. Bledy wyjSciowe oznaczymy odpowiednio przez B’ i
A’. Réznica obu powyzszych macierzy wynosi

-0.0123 0.0064 0.0039 -0.0229 =0:0125 =0...0129
0.0036 -0.0012 -0.0032 0.0099 0.0155 0.0092

-0.0078 0.0028 -0.0004 -0.0081 -0.0246 -0.0186
0 -0.0028 -0.0030 0.0186 0.0468 U 0512
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W obu przypadkach wektory wyjSciowe stanowia zbiory ON. Réznice wektoréw A i A’
(reprezentacja zmiennej losowej jest tu wektor liczb) pokazano na rys.4.11a), natomiast na
rys.4.11b) pokazano réznicg wektoréw B i B'.

Jak widac, reprezentacje te sa rézne, chociaz zaréwno A jak i A’ sg ortonormalne tj. zaréwno
AA*jak i A’A"™ wynosi

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Wektory wyjsciowe w przdd B i B’ réwniez sa ON. Pokazane przyklady reprezentuja przypadki
skrajne, "pomigdzy” ktérymi istnieje wiele innych rozwiazan.

a)

Rys. 4.11: Réznice w reprezentacji wektoréw wyjSciowych globalnego rotora hiperbolicznego
o wymiarach 4 x 6, zrealizowanego na dwa rézne sposoby: a) réznice reprezentacji wektorow
A 1 A’, b) réznice reprezentacji wektorow B 1 B’. Kazda zmienna losowa jest tu symulowana
w postaci wektora liczb pseudolosowych o diugosci 50.

Ze wzgledu na zachodzace warunki ortogonalno$ci odpowiednich baz, mozemy bazy B i A
traktowac jako btedy wyzszego rzedu, jesli bazy G 1 H utozsamimy z btgdami nizszego rzedu.

4.5 Rekurencyjne wyznaczanie bledow prognozy 2D

Oméwimy teraz proponowany algorytm parametryzacji (ortogonalizacji) pola 2D. Na rys.4.12
wyjasniamy graficznie interpretacj¢ niektorych wielkos$ci uzywanych w dalszych rozwazaniach.

Przez Yf-;,-” 2 colly;;, y;;] bedziemy rozumie¢ dwuelementowa rodzing elementow naroznych,
przy czym wyjasnijmy, ze elementy te sa narozne tylko w jednym, konkretnym kroku algorytmu
ortogonalizacji. Potem staja si¢ elementami odpowiednich bigdéw globalnych w przéd oraz
w tyl. Przez Yf{:)_l (Y‘(-i)l‘j) bedziemy rozumieC rodzing elementéw pola, dla ktérej w danym
kroku procedury ortogonalizacji znamy odpowiednia rodzing bledow w przéd E,; ;_; (w tyl
Riy1 ).
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Eia.?‘—l'} Yz; 11 Ei,j—] Yij

vj—1
5a'-!-l

[ [

Yii R Y1+1 Rij1,;

Rys. 4.12: Obszary pola zajmowane przez odpowiednie rodziny bledéw i wielkosci progno-
zowane.

Zat6zmy, ze wykonaliSmy pewna liczbe krokow procedury parametryzujacej (ortogonalizujace;)
pewien fragment pola losowego 2D. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze Y = { Yorn Fonmt. "= jest
rozwazanym fragmentem pola losowego Y i zal6zmy, ze do ortogonalizacji calego fragmentu
pola pozostal nam do wykonania ostatni krok, ktérego wykonanie schematycznie pokazano na
rys.4.13.

Innymi stowy dysponujemy biedami E; ;_;, R;y; ;, przestrzenia 5';-:[], do ktérej obie rodziny
sa ortogonalne, oraz dwoma elementami naroznymi* U/;; i U/;; pola, tworzacymi rodzine

U;; 2 (oi[{;U,Uﬁ] ktéra jest tworzona w wyniku ortogonalizacji rodziny Y{ " do pod-

przestrzeni S7. +1
Kolejne etapy ortogonalizacji w rozwazanym kroku przedstawiaja si¢ nastgpujaco (rys.4.13):

1. Unormowane elementy U;; i U;; ortogonalizujemy ze soba w przéd i w tyl. W wyniku

otrzymamy wektory F; ;_ oraz B, ;.

2. Ortogonalizujemy elementy wektora B, ; w tyl zelementami wektora E; ;_;, otrzymujac
w wyniku B, ; i E; ;_, gdzie dwie kropki nad E oznaczajg ortogonalnoS¢ tego elementu
do dwéch elementéw naroznych.

3. Ortogonalizujemy elementy wektora F; ;_; w przdd z elementami wektora R4, ;, otrzy-
mujac w wyniku F; ;i Rijq ;.

4. Ortogonalizujemy ze soba wektory E; ;_; i R;;1;, W wyniku otrzymamy wektory E; ; i

JYE

Ostatecznie tworzymy wektory E; ; oraz R; ; w nastgpujacy sposoéb:
E:; = col[E;;,F;;], i Ri;=col[B;;,R;;] (4.90)

P1erw<_‘.zym krokiem, jaki musimy wykonac, jest ortogonalizacja rodziny Y("} do podprzestrzeni

91 +1- Sposéb w jaki zostanie ona wykonana jest do pewnego stopnia dowolny Musi jednak
gwarantowac, ze rodziny E; ;_; 1 R,y ; beda w dalszym ciagu ortogonalne do podprzestrzeni
S +] , poniewaz jest to zalozenie przedstawionego w dalszej czesci pracy twierdzenia 4.2.

2Elementy te sa narozne tylko w danym kroku.
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Rys. 4.13: Podwyzszanie rzgdu biedéw prognozy 2D (opis w tekScie).

Przed oméwieniem tej czegsci algorytmu sformufujemy nast¢pujacy lemat:

Lemat 4.1 O ortogonalnej dekompozycji przestrzeni estymacji.

Niech R; ;,R; 41, -+, R, ; bedzie ciqgiem rodzin btedow prognozy w tyt, a E; ;,Eiyy ;,--- JE;;
niech bedzie ciqgiem rodzin btedow prognozy wprzod. Jesli dladowolnego k = i+1,-- -, j, btqd
R, ;. L S5 to podprzestrzen S? mozna zdekomponowac na sume ortogonalng podprzestrzeni
rozpigtych na rodzinach btedow w tyt w postaci

S = span{R;;} & span{R; 41} & --- § span{R;;} (4.91)

Podobnie, jesli dla dowolnego k = 1,---,7 — 1, btqd E;; L %i +1» to podprzestrzen ‘S'f mozna
zdekomponowad na sumg ortogonalng podprzestrzeni rozpigtych na rodzinach btedow w przod
w postaci

S} = span{E;;} ® span{E;;1;} & - - - ® span{E;;} (4.92)

Dowdd:
Zauwazmy, ze z jednej strony, rodzina bledow w tyl R, ; nalezy do podprzestrzeni 57 (co wynika
z konstrukcji tejze rodziny), a z drugiej strony jest ona ortogonalna do podprzestrzeni 57~ l (z



4.5. REKURENCYJNE WYZNACZANIE BLEDOW PROGNOZY 2D 63

zalozenia) tj. R;; € S7iR;; L 57 ~!. Stad podprzestrzen S! mozemy zdekomponowac jako
S? = §I7' @ span{R,,}.

Podobnie, rodzina bicdow wtytR,; ;1 € 577" a z drugiej strony Rij_1 Ll *S'f_z 1 analogicznie,
podprzestrzen S"” wyrazamy jako sume ortogonalna dwu podprzestrzeni

$i7' = 5772 @ span{R;;_1}.

Zauwazmy, ze skoro R;; L Sf_l aR;;; € $77! to oczywiscie R;; L R;;_i. Ogolnie, dla
me (0, —1—1)
br;'.r m S? m—1 ,_]_, Qpa??{RgJ n} (493)

a wéwczas podprzestrzen S? mozemy zdekomponowaé na sume ortogonalna podprzestrzeni
rozpietych na rodzinach blgdow w tyi jako
S = &= span{Rix} (4.94)

przy czym R;; = Yi; = yui || yui|| ™

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadziC dla ciagu rodzin biedow w przod. Istotnie, z
jednej strony rodzina bledéw w przéd E; ; nalezy do podprzestrzeni 57 a z drugiej strony jest
ona (na mocy zalozenia) ortogonalna do podprzestrzeni S/, tj. E;; € S/ i E;; L S/, ;. Stad
podprzestrzen S‘j mozemy zdekomponowa¢ w postaci sumy ortogonalnej

Sf = ?.+1 ® span{E;;}.

Podobnie, rodzina bledéw w przoéd Ei;1,; € 5‘;’;1 azdrugiejstrony E; 4 ; L 9f 2 1analogicznie,
podprzestrzeri 57, wyrazamy jako sume ortogonalna dwu podprzestrzeni

. - e G —
St = Sl ® span{Eiy1;}.

Poniewaz E; ; L SfH aE; ;€ Sf;l, to oczywiscie E; ; L E;y; ;. Stad przestrzen 93 mozna
wyrazi¢ w postaci sumy ortogonalnej podprzestrzeni rozpietych na rodzinach btedow w prz6éd

S = @t span{Ey;} (4.95)
przy czym E;; = Yj; = yj; || ys; 17"
O
Niech
JaN n) n
u;; = YE} = (Ss+| )Y1;J (496)

bedzie rodzina bledéw estymacji rodziny YE;” w podprzestrzeni Sf;ll.

Korzystajac z lematu 4.1 przepiszemy réwnanie (4.96) w postaci
u; =YW — P(@iz), span{Rip14}) Y (4.97)

lub réwnowaznie _
u; = Y —32 P(span{Ris e YY) (4.98)
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Oznaczmy przez YV'E;’)'(H estymator rodziny Y}f} w podprzestrzeni ®(=F ;span{Ri1,}.
Wowczas stosowna rodzing bledéw estymacji zdefiniujemy jako

u® = v — P(@k;,1span{Riy1,1}) Y (4.99)

A:—+|

lub réwnowaznie
(“ Y(n} X Pl apan{RxH;})YS) (4.100)

W bloku (z7) sumowanie odbywa si¢ do (7 — 1), stad

ud™ =¥ — FiZL | P(span{Rip1,}) Y (4.101)
Projekcje ortogonalna P(span{R.4 ;})Y};‘) mozna wyrazi¢ korzystajac z przeksztalcenia
P(span{Ris1.1}) Y(”} E{Y{’”RML, }Rit1,. Stosujac powyzsze przeksztalcenie do kazdego
skfadnika sumy w (4 101) otrzymamy

“g_” = Yz{';} Ef ai+1 {Y{MR;.H JRis1 (4.102)

Podstawiajac R = col[Riy1,41,- -, Riy1,1] oraz Y1) = E{Ye(';L)YE?*}%YE;‘) otrzymamy
ul=" = E{YPy®py® - E{Y"R*}R) (4.103)
1] 1] LY -

Poniewaz Y{“) jest rodzing elementéw (w ogélnym przypadku) nieortogonalnych, to elementy

(5- 1)

rodziny u;; '’ takze nie sa do siebie ortogonalne, chociaz sa one ortogonalne do wektora R

rozplnajacego podprzestrzen Sf;ll. Eatwo sprawdzi¢, ze jesli R jest zbiorem ON, to

E{u;R"} = E{(Y{ - E{Y"R*}R)R"} (4.104)
= E{Y'R*} - E{Y'R*}E{RR"} = Ozxgim(span{r))

. Y otrzymamy rodzine Uﬁj_” taka, ze || U“ Dk k) ||=

Po unormowaniu elementow u;
dla £ = 1,2. Goérny indeks w oplsie rodziny U;‘-j_” byl nam potrzebny tylko do pokazanld
schematu ortogonalizacji, dlatego w dalszej czgSci pracy bedziemy go opuszcza¢ rozumiejac,
ze Uy; = UY™Y,

Rekurencyjne podwyzszanie rzgdu biedu prognozy umozliwia ponizsze twierdzenie stanowiace
uog6lnienie na przypadek 2D twierdzenia 3.1.

Poniewaz w twierdzeniu tym méwimy, iz wektory unormowanych bledéw podwyzszonego
rzedu (tj. rzedu (7)) mozna wyrazi¢ poprzez wektory unormowanych bledéw nizszego rzedu
(SciSlej: rzedéw (2,7 — 1) oraz (1 + 1, 7)), to w istocie chcemy pokazac, ze powyzsze zaleznosci
rekurencyjne mozna zdekomponowac na 4 globaine rotacje hiperboliczne reprezentowane w
postaci macierzy T, D, G 1 V 1 stanowiace uogdlniony przypadek elementarnych rotacji
hiperbolicznych opisanych w tw.3.1.

Twierdzenie 4.2 O podwyzszaniu rzedu estymatora prognozy 2D.

Niech E; ;_, oraz R,+1 bedaq rodzinami btedow odpowiednio w przod i w tyt rzedu (j — 1 — 1)
wektorow Y1 G d Yl 11,; oraz niech bedzie dana dwuelementowa rodzina btedéw U; ; wektora
YE;‘] elementow naroznych y;; oraz yj;. Niech E; ;_; oraz Ry, ; bedq ortonormalne tj.

E{E;;E];, 1} =1, a  E{Ri;Ry,;} =1, (4.105)
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gdzie p = dim(span{E;;_1}) a ¢ = dim(span{R;;,;}) i niech elementy wektora U;; bedq
unormowane.
Wowczas prawdziwe sq nastepujqce zaleznosci rekurencyjne: (patrz schemat z rys. 4.13)

E;; E; ;-1
Eg‘j _ Fg}j s Ug‘j .
[R{‘j]_ B | =ev| g (4.106)
IS Riiig

przy czym O jest J-ortogonalng macierzq o wymiarach (p+ q+4 x p + q+4), a jej elementy
sq wyrazone poprzez elementy J-ortogonalnych macierzy T'), G(7) D) | VI w postaci

ij (ij iJ i vid 7 vij yrid i yii vid i (vif w7id i1 yis
11('11 T12021V|1+T_11('12V21 T12D21V12+T11('12v22 leDzz

y 0 DY, V¥ DY VY D
Qi = ” Vil v 12 4.107
Gi Gavy e o | @
AGH THDA VY + TGRS TaHD V) + TGV ThaDy,
przy czym bledy E;; i R;; spetniajq warunki
E{E;E};} =12 ¢ E{E; R} ;} = 00442)x(q) (4.108)
oraz
E{Rin;j}:Iq+2 i E{Ré,iE;J’—I}:qu+2}x{p} (4.109)
Dowod:

Opiszemy teraz kolejno 4 kroki; w kazdym z nich wykonujemy jedna rotacje¢ hiperboliczna.
W pierwszym kroku wykonujemy rotacje¢ skalarna a w trzech pozostatych rotacje globalne.
Przyjmujemy tu zasade, ze wielkoSci nieunormowane oznaczamy malg litera a unormowane
duza.

Krok 1:

W tym kroku ortogonalizujemy baze¢ U, ;. Jest to wektor elementow y;; 1 y;; ortogonalnych
do podprzestrzeni Sf;,l, ale nieortogonalnych wzgledem siebie. Poniewaz jest to przypadek
rotacji skalarnej (dwie bazy jednoelementowe), ktdrg szczegotowo opisywaliSmy w poprzednim
rozdziale, to w tym miejscu podamy tylko wynik koncowy. Ortogonalizujac baze U;; =
col|U; ;(1),U; ;(2)] otrzymujemy dwie bazy ortonormalne w przéd

Fij-1 = col[F;;_1(1), Fi;-1(2)]
1w tyl
Bit1,; = col[Biy1,;(1), Bit1,;(2)]
talde; ze F;.1(2) = Ui 3(2), Biy1 3(1) = U; (1) oraz
F;;-1(1) [ U;(1)
* =V : 4.110
[ Bi}1,(2) ] | U,(2) (4.110)

gdzie V jest macierza .J-ortogonalna pojedynczego rotora opisanego réwnaniem (3.37),
przy czym wspéiczynnik Schura, zdefiniowany jak w (3.40), w tym przypadku wynosi
p=—E{U;;(1)U;;(2)}.
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Krok 2:

W drugim kroku ortogonahzujemy ortonormalne bazy B,y ; 1 E; ;_, ktore sa ortogonalne do
podprzestrzeni S7, +}

Wykorzystujac ideg rekurencyjnego podwyzszania rz¢du pokazana na rys.4.5 i rozumiana jako
podwyzszenie wymiaru przestrzeni estymacji mozemy napisac

& ;-1 =E; ;1 — P(span{B;41,;})Ei ;-1 (4.111)
Z drugiej strony mamy
b;j = Biy1; — P(span{E;;-1})Bit1; (4.112)

Korzystajac teraz z réwnari (4.38) i (4.39) przepiszemy powyzsze dwa rownania jako

€ ;-1 = E;;-1— E{Eq;_j_1B;+1,J-}Bq;+1‘j f4.113)
bi;; = Bip1,; — E{Bis1,,E;;_ E; -1 (4.114)
Podstawiajac é; ;_; = E{é{‘j_]é;j_l}%ﬁid_l, by = E{b,-jb;‘j}%B.,-j, otrzymamy
Eijoi = B{& i8], )7 (Eijot — E{E:;1B}y1 ;}Bis1,) (4.115)
i 1
B;; = E{b;;b};} 2 (Be+1.;s — E{Biy1,,E];_, }Em‘—l) (4.116)
lub w postaci macierzowej jako
Eg'j_l - G 0 I -Cp Eg‘__j'_|
[ Bij ] o l 0 Cb ] [ —Cb I Bf+|,j (411?)

gdzie C, = E{&; ;1€ ;_, }‘%, Cy = E{bfjb;j}_%, a Cp zdefiniowane jako
CU_E{EU 1Bl ) (4.118)

interpretujemy jako macierz korelacji wzajemnych elementéw obu baz. Zauwazmy, ze z
wlasnosci (4.32) wynika, ze zardwno E” 1 Jak 1 E; ;_; sa ortonormalne tj. E{E i IE” )=
I, oraz E{E; ;1 E;,_;} = I,. Réwniez B;;, ; i B;; sa ortonormalne tj. £{B,;,;B},, .} =L
oraz E{B;;B};} = L.
Korzystajac z powyzszego faktu i z réwnania (4.115) wyznaczymy macierz C, w funkcji
wielkos$ci Eg"_,;_l i Bg+1,j.
Zgodnie z (4.115) mamy
E{B:;-1E;; 1} = E{(C.Ei;_.1 — C.CpBiy1;)(C.E;;j_1 — C.CpBij1,)"} = (4.119)
= E{C.Ei;-E};_,C;} — E{C.E:;-1B},, ;CHC:} +
- E{C,,CDBtJrl E;,_Cl} + E{C.CpBiy1;B},, ;CpCl} =
= C.E{E;;-1E;;_}C. — C.E{E;;- IBH_U}C* C+
— C.CpE{B;;1;E }C: + C.CpE{Bi;1,B }CpC:

t_;rl z+13

Biorac pod uwage ortonormalno$¢ E; ;_; i B4 ; oraz réwnanie (4.118) otrzymamy

Ip = CEC: - CECDCBC: = CECDC:'_')C; + CeCDCBC: = (4120)
C.C. - C.CpCLC?
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A stad, korzystajac z tego, ze C. jest macierza symetryczna

£, =i, = CsGL) ¢ (4.121)
Podobne przeksztalcenia dla C, daja

Oy =1~ CLCa)2 (4.122)

Jesli teraz — zgodnie z definicja (4.54) — podstawimy K p 2 —Cp, to ré6wnanie macierzowe
(4.117) wyglada nastgpujaco

[Ei,j—l ] _ [ (I, - KpKj) 2 0 ; J [ I, Kp| lE*'»f-‘ ] (4.123)
B;; 0 (L -K;Kp)~2 | [ Kp I || Bin, '

gdzie K jest (uogdlnionym) wspélczynnikiem odbicia opisujacym powyzsza rotacje globalna
i ma sens korelacji wzajemnych odpowiednich biedéw nizszego rzedu. Ortogonalnos¢ (SciSlej:
ortonormalno$¢) bledéw E; j—1 oraz B;; pokazaliSmy w poprzednim podrozdziale, gdzie
pokazaliSmy ortonormalno$¢ baz generowanych przez globalny rotor hiperboliczny. Wielkosci
E{?j’_l oraz B; ; stanowia wlasnie bazy generowane przez rotor opisany wspoiczynnikiem Kp.
Ostatecznie podstawiamy

I, — KpK3)~z 0 L Ky ,
D= K b _ ; ] l P l 4.124
0 [Iq — KEK[})_f KD Iq ( )

Krok 3:
W kroku trzecim ortogonalizujemy ortonormalne bazy F;,_; 1 R, ; ;, ktore stanowia biedy
nizszego rzedu. Wéwczas bledy wyzszego rzedu wyrazamy w postaci

fij = Fij-1 — P(span{Ry1,; PDFi -1 (4.125)

oraz
Fir1; = Riy1,; — P(span{F;;_1})Ris1; (4.126)

Powtarzajac procedur¢ z poprzedniego kroku otrzymamy w rezultacie réwnania

—
__F"J’- — (Iq - KGKG‘) » 0 : [ I‘i K¢ F%',J‘—l (4127\}
Riyj 0 (L -K:Kq) 2 | | K& L Riyij '
Ostatecznie i
G = | I —KcKg)™ 0 5 11 1 (4.128)
0 (I, - KtKg)72 | Ip
gdzie K = —E{F;;_1R},, ;} jest uogdlnionym wspéiczynnikiem Schura opisujacym rotacje

elementéw F; ;_1 i Riy1 ;.

Krok 4:
W ostatnim juz kroku, czwartym, dokonujemy ortogonalizacji baz Es g RH] otrzymanych
w krokach 2 i 3, ktére tym razem stanowig biedy nizszego rzedu

é,;j = E?;J'_l = P(-S})GTE{RE'_HJ})EE'J_I (4129)
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I = Ra‘+l‘;‘ = P(Hpan{ﬁi,j—i})R£+l.j- (4.130)

Dalszy ciag postgpowania jest analogiczny jak w krokach 2 1 3, wigc zapiszemy tylko koficowe
rozwiazanie

B, ] _[@-KiKpys 0 ARl -l PRI
R, 0 L -K:Kr)" 1 | | Ky L, Rit1, '
gdzie K7 = _E’{Eé,j_lf'{:,rl__j} jest uogdlnionym wspéiczynnikiem Schura opisujacym rotacje
elementow E"J‘_[ 1 Ri+1‘j"
Ostatecznie :
(Ip = I(TI(-}]_E 0 I, Kr
T= i 3 4.132
{ 0 (L -K7Kr)2 | [ K7 L ( !

Pokazemy teraz, ze macierze T, D, G i V tworza macierz © zgodnie z réwnaniem (4.106).

B TGy TihDy THGHh: ThD: | [ Eijo
Ei; Fi;j 0 Dy} 0 DY) O

2 = il § i ’ 4.133

l Ri; l B, Gy 0 G 0 B, ( )
Ri; 2GY TEDY TiER TLDE | L Riay

Elementy F; ;_; oraz B, ; tworzg bazy ortonormaine w przéd i w tyl jako wynik ortogonalizacji
elementu U, ; (pierwszy krok dowodu).

Fij-1 | _ [ Vu Vi | [ Uiy
{ Bii; ] a ‘L Vi V2 J [ Us,; (4.134)
Stad, wektor stojacy po prawej stronie rownania (4.133) mozemy wyrazi¢ w postaci
E; ;-1 I 0 0 0|[E;.
F,‘J_1 . 0 V;'Jl VEIJZ 0 U,"j
Bi, |~ |0 VE VI o s (4.135)
Rit1 0 0 0 I R,
taacznie, otrzymamy
E;; i
[ f{*}% ] =@ 3“’-4{ (4.136)
1,7 1.7
R
gdzie
TiG TDy Vi + TRGRV: TiRDy Vi + THGRVE TiD,
oi_| O D Vi D Vi D}
G G%V”’ G iV - 0
L T3 GY TIDEVY 4 THaRvVE TiDE +T iVE TEDE
(4.]37]

abledy E; ; i R; ; stanowia zbiory ON. Istotnie, jedna z przytoczonych w punkcie 4.4 wiasnosci
rotora globalnego stwierdza, ze btad wyjsciowy rotora stanowi zbi6r ON, jesli odpowiadajacy
mu btad wejsciowy jest zbiorem ON. Stad bfad E; ; jest zbiorem ON, jesli tylko E; 51 F, =



4.6. ORTOGONALNE ROZWINIECIE ESTYMATORA PROGNOZY 2D. 69

sg zbiorami ON oraz E; ; -1 L Fi;_1 (sytuacja analogiczna jak narys.4.8b). Poniewaz F; ;_; i
B, ; naleza do tej samej podprzestrzeni (jako wyniki rotacji), a z wlasnosci rotora globalnego
wynika, ze E,J 1 L Bit1,; (krok 2 dowodu), to oczywiscie E,_, 1 L FU 1. Stad, E; ; jest
zbiorem ON. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla btedu R, ;

O
Powyzsze twierdzenie pozwala na rekurencyjne podwyzszanie rzedu filtru 2D. W
nastgpnym paragrafie pokazemy, ze w kazdym kroku otrzymujemy rozwiazanie optymalne
Sredniokwadratowo.

4.6 Ortogonalne rozwinigcie estymatora prognozy 2D.

W podrozdziale 3.1.2 pokazaliSmy, ze zbiér bledéw w tyt {r.41,;}:=, . jest baza ON w pod-
przestrzeni S}, oraz, ze estymator §j;; zmiennej y, mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa
powyzszego zbioru. W tym rozdziale uogdlnimy ten wynik na przypadek pola losowego, tj.
pokazemy, ze zbiér {R, x };=7 bled6w estymaciji w tyt jest zbiorem ortonormalnym. Wykazemy
zatem, ze dla ustalonych 7 oraz j

V(kd:k=1d,-,jil=k,-5:l#k) Rix LRy (4.138)

przy czym ortogonalno$¢ bledow R,;; 1 R;; rozumiemy tutaj w tym sensie, ze jeSli
dim(span{R;}) = p a dim(span{R;i;}) = ¢, to E{R;;R};} = 0,4, Jednoczesnie
E{Rf.kR:,k} =I,a E{R,R};} =1,

W dowodzie lematu 4.1 pokazaliSmy, ze zbior {R,;__k}ﬁzf rozpina podprzestrzeii S? a poniewaz
— jak wynika z tego dowodu — dla kazdego k = 1,---,j zachodzi E{R;;R},} = I,, gdzie
q=2(k—1)+ 1, to zbiér {Rm}k 7 jest zbiorem ON.

Fakt, ze y,;; = R, s € Rpan{R}k » oznacza, zedo y; ; doortogonahzowauo pew1en ortonormalny
zbiér {R! t=1.1, z czego wynika, ze §;; = y;; — /7" € span{R/ Wl gdiep =5 —i
oznacza rzad globalny. Zatem §;; ma ortogonalm rcprezentaqc w rozwinieciu wzgledem
pewnego ortonormalnego zbioru bledéw w tyl.

4.7 Ortogonalna filtracja innowacyjna pol losowych 2D

W podrozdziale 3.2 oméwiliSmy zagadnienie filtracji innowacyjnej sygnaléw jednowymia-
rowych. W niniejszym podrozdziale, wykorzystujac rezultaty przedstawione w poprzednich
podrozdziatach, uogdélnimy wyniki zamieszczone w podrozdziale 3.2 na przypadek dwuwymia-
rowych pél losowych, wskazujac jednoczesSnie na fakt, ze proponowane tu struktury filtru 2D
charakteryzuja dwie bardzo istotne cechy, a mianowicie optymalno$¢ (w sensie minimum bigdu
Sredniokwadratowego prognozy) i mozliwos¢ rekurencyjnego podwyzszania rzedu filtru. Poza
tym proponowane struktury nie wymagaja liniowego porzadkowania elementéw 1 w tym sensie
sa one dwuwymiarowe (tj. “true 2D”).

Rozwazymy dwa podstawowe przypadki filtrow:

e filtr o parametrach zmiennych (w dziedzinie parametryzowanego pola),
e filtr o parametrach statych.

Filtr o zmiennych parametrach jest uzyteczny w zastosowaniach do parametryzacji sygnaiow
niejednorodnych.
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4.7.1 Filtry innowacyjne 2D o parametrach zmiennych

W niniejszym punkcie zaproponujemy .J-ortogonalna realizacj¢ filtru innowacyjnego 2D o
parametrach zmiennych. Proponowana struktura realizuje algorytm ortogonalizacji® fragmentu
pola losowego rozwazony w podrozdziale 4.5. PowiedzieliSmy wodwczas, ze jeden (glo-
balny) krok ortogonalizacji mozna zdekomponowa¢ na 5 globalnych rotacji hiperbolicznych.
Rozwazymy najpierw 4 z nich, tj. rotacje opisane macierzami V', D, G'i T'. Dla uproszczenia
zapisu przyjmiemy nastepujaca notacje: rot( A|B) oznacza wynik rotacji elementu A wzgledem
elementu B w taki sposéb, ze rot(A|B) L B. Globalny rotor hiperboliczny wykonuje dwie
rotacje jednoczesnie tak jak to pokazano narys.4.14

rot(B|A)

A — ﬁ rot(A|B)

Rys. 4.14: Globalna rotacja hiperboliczna.

Stosujac powyzszg notacje zapiszemy kolejne kroki algorytmu.
Krok 1: Majac dane rodziny btedéw w przéd U; ;(1) 1 w tyl U;;(2) (w tym wypadku sa to
rodziny jednoelementowe) wyznaczamy uogélniony wspéiczynnik Schura Ky (w tym wypadku
jest to skalar) oraz dwie rotacje: rot(U;;(1)|U;;(2))irot(U;;(1)|U;;(2)) a nastgpnie tworzymy
dwie bazy ortonormalne F; ;_; (rodzina bledéw w przéd) i B,y ; (rodzina bledéw w tyl) w taki
sposob, ze

Fij-1 = col[rot((Uy(1)[U;(2)), Uy (2)] (4.139)

oraz
B, = collU;;(1), rot(Us(1)1U5;(2))] (4.140)

Krok 2: Majac dane rodziny bledow w przod E; ;_; 1 w tyl B, ; wyznaczamy uogdlniony
wspoiczynnik Schura K oraz dwie rotacje

Eij_1 =rot(Eij_1|Bis1) (4.141)

Bi; = rot(Biy1,5|Ei;-1) (4.142)

Krok 3: Majac dane rodziny bledéw w przéd F;; i w tyl R4 ; wyznaczamy uogdlniony
wspoéiczynnik Schura K oraz dwie rotacje

F;; =vol(F;ii|Rivi ;) (4.143)

Riy1; = rot(Riyai|Fiz-1) (4.144)

3U2ywamy tu zamiennie terminOw orfogonalizacja i parametryzacja, poniewaz w proponowanym algorytmie
oba te procesy wystgpuja naprzemiennie 1 zaden z nich nie moze byC kontynuowany bez drugiego.
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Krok 4: Majac dane rodziny btedéw w przéd E, ;_; i w tyt R, ; wyznaczamy uogdlniony
wspotczynnik Schura K1 oraz dwie rotacje

E,J = poll U-]IRH_} i) (4.145)

Rij = rot(Ritj|Eij-1) (4.146)
Bledy podwyzszonego rzedu, tj rzedu (z5) wynosza odpowiednio

Ez’j = COE[E{j, Fij] (4. 147)

Rij = COE{B@,‘, Ri;j] (4’48)

Podstawiajac odpowiednie wielkosci do prawych stron powyzszych réwnan otrzymamy
zaleznosci na E;; i R;; w funkcji bledow E; ;_;, R,y ;1 U;; w postaci

E,‘j = (OE[E”,FU] = CO&I[? Of( 14— 1IRH_] IOf(F,‘}j._} |R"+]J‘)] = (4149)
= col[rot(rot(Ei;-1|Bis1;)|Riv1;), rot(Fij1|Risi ;)] =
= col[rot(rot(E;;j_1|Bit1;)|rot(Ris1;|Fij-1)), rot(F; ;o1|Rij1 ;)]

oraz

R,‘j - CO.’.’[B,;j,Rt'j] = COI[?‘O&(B;+1“?'|E£‘_.;_1),'I‘Ot(Rg+}‘j|Ei‘j_1)] = (4150)
= COI[T‘Ot B£+1 J'lEt'j 1) -r’ot(rof( §+1,j'|Fq;.j_])|E£,j_])] =
= col[rot(Bis1,;|E; j-1), rot(rot(Riy1;|Fij-1)|rot(E; j—1|Bit1;))]

Na rys.4.15 pokazano fragment struktury filtru (1 blok) realizujacy wszystkie opisane powyzej
kroki tj. jeden giobalny krok parametryzacji. Rotory globalne (fragmenty struktury obwiedzione
przerywang linia) zostaly tu zrealizowane w postaci macierzy odpowiednio pofaczonych ro-
toréw hiperbolicznych. Pokazany blok speinia jednoczesnie dwie funkcje; filtru parame-
tryzujacego 1 ﬁltru innowacyjnego (wybielajacego). Filtr parametryzujacy wyznacza zbiér
{Ky,Kg, '} uog6lnionych wspéiczynnikéw Schura (parametréw pola), natomiast filtr
innowacyjny wyznacza odpowiednie bledy w przéd i w tyl.

Analizujac schemat indeksowania w bloku (z7) widzimy, ze aby wyznaczyC rodzing E; ;_;
musimy znaé E; ;_; oraz Ry ;_1. Z kolei do wyznaczenia R ; potrzebujemy R, ; oraz
Ei11,-1. Zauwazmy, ze E;; j_; 1 R;y j_1 sa generowane przez ten sam blok rzedu (5 —z —2),
co pokazano narys.4.16.

Rzad R filtru bedziemy definiowac jako R 2 N1, gdzie N jest diugoScia boku fragmentu
(kwadratowego) przetwarzanego pola losowego. Na rys.4.17 pokazano petng strukture filtru
3-go rzedu, przy czym pominig¢to na nim elementy odpowiedzialne za generowanie rodzin Uj;.
W oméwionej powyzej st:rukturzc pomingliSmy (dla utatwienia) czg$¢ ortogonalizujaca rodzing
Y(” do podprzestrzeni S7, +, Efektem tej ortogonalizacji jest rodzina U;; (pierwszy krok
algorytmu w podrozdiale 4.5). Zauwazmy (rys.4.15), ze przcd wykonaniem kroku (77 ) rodziny
E;;_1 i Riy1; sa juz ortogonalne do podprzestrzeni 7, +] (te ortogonalizacje odbyly si¢ w

poprzednich krokach). Natomiast elementy rozdziny ij) (elementy narozne) sa elementami
nowymi’ i wedle algorytmu musza najpierw zosta¢ doortogonalizowane do podprzestrzeni

Sz+1
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Rys. 4.15: Struktura realizujaca pojedynczy krok globalny algorytmu ortogonalizacji; w
prawym dolnym rogu kazdego bloku zaznaczono wyznaczane w tym kroku uogélnione parame-
iry Schura.

Podprzestrzen S?H] jest rozpigeta na bazie ON {Iiﬂru}k_1+I jak réwniez na bazie ON

{Ek,j_l}i_;;f“l, co pokazaliSmy w podrozdziale 4.6. Z punktu widzenia rodziny YEj)
ma znaczenia, do ktorej z dwu powyzszych baz zostanie ona doortogonalizowana. Arbitralnic
przyjmiemy, ze rodzina Y( ™) jest ortogonalizowana z baza w tyl, tj. ze zbiorem {R, ;. W

Wobec powyzszego strukturc z rys.4.17 nalezy uzupeini¢ o elementy wykonujace rotacje

rot(Y {”)|{R;+1 v }i=i71) dla kazdego i oraz j okreSlajacych Y. Zauwazmy, ze w tym

wypadku nie wykonujemy drugiej rotacji tj. rot({Ris1 s}t f+11 |Yij ). Dlatego, chcac uzy¢
tych samych blokéw (tj. globalnych rotoréw hiperbolicznych) do uzupeltnienia struktury filtru,
musimy ‘wylaczyC’ jedna rotacje. Dzigki temu rotor hiperboliczny pozostaje 'przezroczysty’
na jedno z jego wejsS¢; w tym wypadku wejscie B (rys.4.14).

Na rys.4.18 pokazana kompletna strukture filtru 3-go rzedu. Prezentowana tu struktura wyko-
rzystuje do konstrukcji globalnego rotora hiperbolicznego (linia przerywana zaznaczono bloki
oznaczajace rotory globalne) pojedyncze rotory hiperboliczne, jednak nie jest to warunek
konieczny, o czym pisaliSmy w punkcie 4.4. Kwadraty zaczernione odpowiadaja rotorom hiper-
bolicznym wykonujacym dwie rotacje, natomiast kwadraty niezaczernione oznaczaja rotory
wykonujace tylko jedna rotacje (obracaja tylko biedy w przéd). Z punktu widzenia przetwarza-
nia sygnafow istotne jest, aby realizacja rotora gwarantowafa okreSlone wiasnosci, natomiast
jego “struktura wewnetrzna’ jest o tyle istotna, ze moze ona mie¢ wplyw np. na biedy zaokraglen,
liczbe mnozeri, liczbe wyznaczanych parametréw Schura, itp.
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R; -1 R;;

Eipr5-2

Eigi;

Riy25-1 Rz,
Rys. 4.16: Filtr 2D o zmiennych parametrach — fragment struktury ztozony z 4 blok6w.

W postaci macierzowej réwnania (4.149) i (4.150) wygladaja nastepujaco

B THGi) ThDy ThGh TiDs | [ Eij

Et’j F,‘_?' 0 Dtﬁ 0 DIIJZ Fg' j—1
il Peg i _ ’ ” ! 4.151
[Rm’] B.; Gip 0 Gp o 0 | B, -

Ri; T3 G TpDy ThGhn T%EDEEJ Rit1;

Elementy F; ; _ oraz B, ; tworza bazy ortogonalne w przéd i w tyt jako wynik ortogonalizacji

elementu U; ;
| P Vii Vi Y
’ = 2 4.152
{ Biii; } [ Va Vz ] [ Ui, } ( )

Stad, wektor stojacy po prawej stronie réwnania (4.151) mozemy wyrazi¢ w postaci

E; ;- I 0 0 0]7[Ei.
Fi,.i1| |0 Vy Vi 0 Us
Biviy | |0 Vi V3 0 U, (4.153)
Riy1, 0O 0 0 I Ris1
}acznie, otrzymamy
!- K- l
| |l L.
| = T 4.154)
{Rm} [IU‘,_}- J (
Ri+1,j
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Rys. 4.17: Filtr 2D o zmiennych parametrach — struktura 3-go rzedu (bez wrysowanych

element6w ortogonalizujacych rodziny y!).
gdzie
{ Tﬁ GYp THDA VI + THGRVE TRDy Vi + THGR V) ThDy
o — | DY} Vi DﬂViJz 2
‘ Gq, G V) AV 0
[ TGl THD Vi + T GV TLDHV + T \Gh V3 THDY,

(4.155)
Réwnanie (4.154) pokazuje w jaki sposob wyrazi¢ wielkoSci wyjSciowe w funkcji wielkosci
wejsciowych dla bloku (z7). Podobne réwnania mozna wypisa¢ dla kazdego bloku struktury
filtru. W efekcie mozna pokaza¢ (uogélniajac wyniki otrzymane dla struktur 1D), Ze istnieje
realizacja kaskadowa struktury z rys. 4.18, tj., ze

[EL@[Y} (4.156)
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Rys. 4.18: Filtr 2D o zmiennych parametrach — kompletna struktura 3-go rzedu.

gdzie zaréwno (O1; + Oy2) jak i (O + O) ortogonalizuja Y tworzac, odpowiednio, orto-
normalne ciagi E i R.

4.7.2 Filtry innowacyjne 2D o parametrach statych

W poprzednim punkcie zostala pokazana realizacja filtru 2D o parametrach zmiennych
(rys.4.18). Jesli zalozymy, ze dwuwymiarowe pole losowe Y jest izotropowe, to jego funkcja
autokorelacji spetnia ponizsze réwnanie (uogdlnia strukture Toeplitza macierzy 4-indeksowej)

: i flos s )
rfj = E{yz,‘r’yﬂ} - E{yi—}—:\-,j'—l-.t'iyk*i-a,H—I’i} :J E{yooyk—f.(—j} = Tg—il—7 = I'mn {4157)

Jesli funkcja autokorelacji parametryzowanego pola spetnia powyzsze rownanie, to filtr parame-
tryzujacy z rys.4.18 mozna uproSci¢ do postaci pokazanej na rys.4.19. Wtedy bowiem dla
kazdego m = n mamy

Crm = E{YijYitm,jtm )} (4.158)
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Rys. 4.19: Filtr innowacyjny 2D o parametrach statych.

a w konsekwencji wspétczynniki Schura w bloku (¢, 7 ) sa takie same jak wspéiczynniki w bloku
(¢ +m,j + m) dla dowolnych ¢, 5.

4.7.3 Woybielanie pol losowych 2D

Problem wybielania stanowi uogélnienie idei wybielania sygnaléw jednowymiarowych (pro-
cesow stochastycznych) oméwionej w podrozdziale 3.2.3 na przypadek pdl losowych dwu-
wymiarowych, jak réwniez wielowymiarowych. Przez parametryzacje zawsze rozumiemy tu
proces wyznaczania wspolczynnikéw Schura, a przez filtracje innowacyjna proces wybielania
sygnatu. Jakkolwiek w prezentowanych algorytmach procesy te odbywaja si¢ réwnolegle, to
mozliwe jest ich rozdzielenie. Mianowicie, wspotczynniki filtru (wspétczynniki Schura) mozna
— postugujac sie np. algebraicznym algorytmem Schura — wyznaczy¢ bez znajomoSci bledow
prognozy dysponujac jedynie macierza kowariancji. Odwrotny przypadek nie jest mozliwy, tj.
do wyznaczenia bledow prognozy potrzebna jest znajomosS¢ wspélczynnikéw filtru (i oczywiscie
znajomos¢ struktury filtru).

Poniewaz w przypadku dwuwymiarowym macierz kowariancji pola losowego jest czterowymia-
rowa, kryterium optymalnosci filtru bedzie dla nas stanowi¢ ortogonalno$¢ bledéw prognozy w
przéd i w tyl. Innymi stowy, jesli dany fragment pola zostal wybielony catkowicie, to zawsze
btedy prognozy w przéd (jak réwniez w tyt) powinny tworzy¢ bazy ortogonaine (ortonormalne).
W przypadku dwuwymiarowym réwniez mozemy wyr6zni¢ 3 przypadki filtracji, tak jak to
uczyniliSmy w rozdziale 3.2.3. Jednak w tym wypadku innego charakteru nabierajg takie
pojecia jak rzad filtru, czy zbiér schodkowy. Rzad filtru dwuwymiarowego zdefiniowaliSmy w
podrozdziale 4.2. Tutaj przedyskutujemy problem catkowitego 1 czeSciowego wybielania pola
2D.

Rozwazmy dwuwymiarowe unormowane 1 skorelowane pole losowe Y 1 zat6zmy, ze pole to
jest skorelowane na obszarze W, przy czym obszar skorelowania pola rozumiemy w sensie
ponizszej definicji.
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Rys. 4.20: Wybielanie pél 2D: a) catkowite wybielenie pola Y — jesli obszar parametryzacji
P jest catkowicie zawarty w obszarze zajmowanym przez filtr F, b) wybielenie czeSciowe — w
przeciwnym przypadku

Definicja 4.2 Obszar skorelowania pola
Przez obszar W skorelowania pola rozumiemy obszar pola w ksztatcie kwadratu o boku r,,,
spetniajacy warunek

E{yijyu} =0, gdy |k—z|,[l=7]>ry. (4.159)

Wyjas$nijmy, ze kwadratowy ksztalt obszaru skorelowania pola przyjmujemy tu doS¢ arbitralnie,
bowiem obszar ten moze mie¢ rézny ksztalt dla kazdego punktu pola. Jednak zalozenie o
kwadratowym obszarze skorelowania w niczym nie umniejsza ogélnosci rozwazan, a przy tym
upraszcza dalsze rozwazania. Zauwazmy, ze wyrazenie stojace po lewej stronie powyzsze]
zaleznoSci okreSla w istocie — zgodnie z definicja A.11 — czterowymiarowa funkcje korelacji
pola losowego 2D.

Na uzytek dalszych rozwazan podamy jeszcze dwie definicje.

Definicja 4.3 Minimalny obszar parametryzacji pola

Przez minimalny obszar P parametryzacji catkowitej pola rozumiemy obszar pola w ksztatcie
kwadratu o boku r,, przy czym r, jest takie, ze filtr innowacyjny rzedu N > r, catkowicie
wybiela dane pole.

Definicja 4.4 Pole biale.
Dwuwymiarowe unormowane pole losowe E nazywamy polem bialym, jesli dla kazdej pary
zmiennych losowych e;; i ey nalezqcych do tego pola

1 dla  (4,))

Jesli rzad filtru 2D jest na tyle duzy, ze w kazdym punkcie pola filtr pokrywa obszar parame-
tryzacji pola (rys.4.20a), to méwimy o wybielaniu catkowitym. W przeciwnym przypadku,
tj. wtedy, gdy filtr nie pokrywa calkowicie obszaru parametryzacji (rys.4.20b), méwimy o
wybielaniu czg§ciowym. Innymi stowy, w wyniku filtracji pola Y filtrem z rys.4.20a) otrzy-
mamy unormowane pole biale E, przy czym okreSlenie pole biate rozumiemy tu w sensie
definicji 4.4. Pole otrzymane jako wynik filtracji z rys.4.20b) nie speinia warunkéw tej definicji.
Zat6zmy, ze znamy obszar parametryzacji danego pola w kazdym jego punkcie. Wowczas
mozemy znalezé minimalny rzad filtru catkowicie wybielajacego dane pole. Oznaczmy rzad
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takiego filtru przez N,,;, 1 zauwazmy, ze skoro filtr rzedu O jest 'przezroczysty’ dla pola (nie
oddziatuje na pole w zaden sposdb), a filtr rzedu ,,;, calkowicie wybiela dane pole, to kazdy
filtr rzedu N < N,,.;, wybiela pole tylko czgSciowo.
Dla pdl o skonczonych wymiarach (bo do takich si¢ w zasadzie ograniczamy), kryterium
wybielania mozemy zdefiniowac jako wspolczynnik

(Nmin
Jay ze‘,;r,k.fen |Ca',;'k;“ }|

wy = -
/ (N),
2ijkleD |(--"ijkf |

(4.161)

gdzie D = {(7,7,k, 1)}, jest zbiorem indekséw okreslajacych punkty, w ktérych wy-
znaczamy warto$ci kowariancji, O’V jest kowariancja pola wyznaczonego przy uzyciu filtru
rzedu N,,;,, a C'"Y) jest kowariancja pola wyznaczonego przy uzyciu filtru rzedu N. Powyzszy
wspolczynnik moze by¢ uzyteczny przy ocenie skutecznosci wybielania.

WspomnieliSmy wczesniej, ze proponowane w tej pracy filtry realizuja jednocze$nie algorytm
wybielania i parametryzacji danego pola 2D. Istotnie, dla kazdego punktu pola (kazdej zmienne;j
losowej) wyznaczamy nowy zbidr parametrow filtru. Jesli pole jest izotropowe, to dla kazdego
punktu pola otrzymamy ten sam zbiér wspéiczynnikéw Schura. W przeciwnym przypadku
zbiory beda r6zni¢ si¢ od siebie, jednak —analogicznie jak w przypadku 1D —zbiory wyznaczone
dla dwdch sasiadujacych punktéw maja czgS¢ wspolna, ktéra w jednym z tych zbioréw mozna
odrzuci¢. Charakter r6znic pozostatych wspétczynnikow zalezy od tego jak silnie niestacjonarne
(nieizotropowe) jest przetwarzane pole. W przypadku 1D wynikiem procesu parametryzacji
byt schodkowy zbiér wspétczynnikéw Schura (macierz pasmowa, w ktoérej szerokoS¢ pasma
zalezy od rzedu filtru). W przypadku 2D trudno méwic o zbiorze 'schodkowym’ ze wzgledu
na to, ze macierz wspélczynnikéw Schura jest czterowymiarowa, jednak sposéb rozlozenia
tych wspotczynnikéw jest podobny. Ze wzgledu na ortogonalna struktur¢ proponowanych
filtréw mozemy oczekiwac szybkiej zbieznosci wspotczynnikéw Schura do niewielkich (a w
konsekwencji malo istotnych przy modelowaniu) wartoSci. W rozdziale 5 zaprezentujemy
wyniki symulacji wybielania przyktadowych pél losowych.

4.8 Modelowanie stochastyczne pol losowych 2D

4.8.1 Filtry modelujace 2D o parametrach zmiennych

W podrozdziale 4.7.1 zaproponowaliSmy strukturg¢ filtru innowacyjnego 2D. W niniejszym
podrozdziale pokazemy strukture filtru modelujacego 2D, ktéry jest odwrotny do filtru innowa-
cyjnego w tym sensie, ze je§li na wejscie filtru modelujacego podamy dwuwymiarowy ciag
ortonormalnych zmiennych losowych, to na jego wyjsciu otrzymamy dwuwymiarowy ciag
zmiennych losowych, ktérego statystyki drugiego rzgdu sa identyczne ze statystykami drugiego
rzedu sygnatu, ktérego parametry okreslaja filtr modelujacy.

Globalny rotor kotowy

W punkcie 4.4 wprowadziliSmy pojecie globalnego rotora hiperbolicznego (rys.4.21a)
spefniajacego rownanie macierzowe

l B ] = O(K) l G l (4.162)
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gdzie G i H sa wektorami elementéw ortonormalnych tj. spetniaja warunki £{GG*} = I,,,
E{HH"} =1,,a

O O \ (I, —KK*)"2 (I, - KK*)"2K
O(K) = - 1 * ; 4.163
(K) l 021 O | (I, - K*K):K* (IL.-— K‘K)‘lf ( )
jest macierza J-ortogonalna, przy czym K = —F{GH"} = —Cgy jest uogélnionym

wspotczynnikiem Schura, natomiast m = dim(G) i n = dim(H),sa wymiarami wektoréow
GiH.

G GRH

a) tH b) L4

Rys. 4.21: Globalny rotor: a) hiperboliczny, b) koiowy.

Przypomnijmy, ze jeSli G i H sg ortonormalne, to B i A sa réwniez ortonormalne oraz zachodza
zalezno$ci: F{GA*} = 0,,x, oraz E{HB*} = 0,,.,,, tj. A jest ortogonalne do G a B jest
ortogonalne do H.

Przepisujac réwnanie macierzowe (4.162) w postaci dwéch rownan

B=0,G+06;H (4164)
A =0,G+0,H (4.]65)

1 wyznaczajac z pierwszego z nich G, otrzymamy
G =07/'B - 67/0,;H (4.166)

Macierz ©, jest zawsze odwracalna, poniewaz jest symetryczna i ma niezerowe wartoSci na
diagonali (patrz par. 4.4), co zapewnia istnienie filtru modelujacego.
Podstawiajac G do drugiego z powyzzych réwnan otrzymamy

A = 04(07'B -0;'0,;H) + 0,H =
== 921@]_,1]3 - @2[@?&@]31‘1 4+ 0OnH = (4.167)
= 0,01/B + (03 —0,,070,)H

Powyzsze dwa rownania przyjmuja w postaci macierzowej postac

| A | = 3(K) { g] (4.168)
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przy czym elementy macierzy X wyrazaja si¢ poprzez elementy macierzy O jako

T I | e 07,01, .
L= = i ~ 4.169
[ oy Xy } | ©207 ©n— 0,00y, ( )

Podstawiajac odpowiednie wielkosci z rownania (4.163) dostajemy

I(K) & i v 1 = (4.170)
(I, - K*K)2K*(L, — KK*)2 (I, - K*K)
Przytoczymy odpowiedni lemat [13], aby pokaza¢ réwnosS¢
(I, — K"K}_JEK*(Im — KK”‘)% =K~ (4.171)
Lemat 4.2 Niech K bedzie $cisle kontraktywng macierzq wymiaru m x n, tj. KK* < I,
Wowczas ‘ ]
K*(I, — KK")72 = (I, - K’K)72K"~ (4.172)
i _ _
(L, — KK")72K = K(I,, - K’K) ™2 (4.173)
Dowdd:
Dowéd mozna znalez¢ w pracy [13], gdzie powyzszy lemat podano razem z peinym dowodem.
O

Korzystajac z rownania (4.172) otrzymujemy

ba=—

(I, - K*’K):K*(I, — KK*): = K*(I, - KK*)" (I, —- KK*): = K*  (4.174)

Ostatecznie, uwzgledniajac powyzsza rownos¢, Z(K) zdefiniujemy w postaci

= )3 - 1

Z(K) = K- (I, —- K*K)?

Macierz £(K) wykonuje operacje globalnej rotacji kotowej, stad bedziemy ja nazywac global-
nym rotorem kotowym.

Twierdzenie 4.3 O wilasnoSciach globalnego rotora kotowego.

Niech K bedzie macierzq m x n reprezentujqcq globalny wspotczynnik odbicia oraz niechWi'V,
o wymiarach odpowiednio dim(W) = m i dim(V) = n, oznaczajq dwa ortogonalne wzgledem
siebie wektory ortonormalnych zmiennych losowych , tj. spetniajqcych warunki

E{WV"} =0,y., E{WW-}=1,  E{VV'}=L,. (4.176)

Wowczas, wektory U i S okreslone rownaniem

U Iw
[ S } =E(Kf‘{ v } (4.177)
gdzie
| Zn Zi | _a| (I —KK*)% K
I(K) = [E;n % l o l K- (I, — K°K)} ] (4.178)
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spetniajq ponizsze wlasnosci:
wiasnosc 1

E{UU"} =1, E{SS*} =1,
whasnos¢ 2
E{UV"} = -K
whasnos¢ 3
E{Usm} = 01n>(711
Dowad:

Dowdd wi. 1: Przez sprawdzenie

E{UU*} = E{(E]]W+212V)(211W+Z]2V]*}:

E{ZuWWZj, + 2y WV I}, + T, VWL, 4+ 2, VV I, ) =
E{ZuWWZj } + E{Zn WV L} + E{Zo VW | + E{ZpVV7E)}
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(4.179)

(4.180)

(4.181)

(4.182)

= ILE{WW"}Z, + I E{WV*}5, + S, E{VW"}Z}, + S, E{VV*}Z},

Z zatozenia E{WW*} =1,, E{VV*} =1, E{fWV~*} = 0,,4,, a stad

E{UU‘} = 2112,‘1 + 212272

(4.183)

Podstawiajac w powyzszym réwnaniu odpowiednie warto$ci na Xy 1 X3 z (4.175), otrzymamy

E{UU*} = (L.-KK")(I, - KK") + KK" =

— Im — KK" + KK”™ = Im
Wykonujac podobne przeksztalcenia dla £{SS™} dostajemy

E{UU‘} = 2’21“3]%*22232:

K'K + (I, - K*K)*(I, —- K*K)* =

K'K+I, -K'K=1,
Dowo6d wi. 2: Rowniez przez sprawdzenie

E{UV"} = E{EnW +ZpV)V*} =
= E{SuyWV*+X,VV™} =

= InE{WV "} +I,E{VV"} =3, =-K

Dowdd wi. 3: Takze przez sprawdzenie

E{USI} = E{(E]]W + E[zV)[&[W + ZQZV)!} —

= E’{E“WW*EEI + Z]}WV*ZEZ + Elsz*g] + leVV*gz} =

(4.184)

(4.185)

(4.186)

(4.187)

(4.188)

= E{ZaWW'ZL } + E{ZuWVEL} + E{Zn VWL } + E{Z,V V7L, }
= InE{WW"}5};, + Zn E{WV"}5}, + T E{VW"}E}, + ZpE{VV"}3},
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Biorac pod uwage, ze E{WW~} =1, E{VV~} =1,, E{WV*} = 0,,, otrzymamy
E{US™} = ,\Z}, + Z1Z3, (4.189)
Wykorzystujac réwnanie (4.175) dostaniemy
E{US*} = (I. - KK*)IK - K(I, - K*K)?" (4.190)

Macierz odwrotna do macierzy symetrycznej jest macierza symetryczna. Stad, biorac pod
uwage, ze (I, — K*K)* = (I, — K"K)]f 1 przeksztalcajac odpowiednio drugie réwnanie
lematu 4.2 otrzymamy

E{US"} = K(I, - K’K)? — K(I, — K’K)? = Oy (4.191)

a
Z wiasnoSci pierwszej wynika, ze jeSli na wejsScie rotora podamy dwa ortonormalne wektory
(dwie bazy ortonormalne) ortogonalne wzgledem siebie, to na wyjsciu otrzymamy réwniez dwie
bazy ortonormalne. Innymi stowy globalny rotor kotowy jest elementem bezstratnym. Ponadto
z wiasnosci trzeciej wynika, ze wektory wyjSciowe sa réwniez ortogonalne wzgledem siebie
(tak jak wektory wejSciowe), co oznacza, ze globalny rotor kolowy istotnie dokonuje obrotu
obu baz wejsSciowych o ten sam “kat’.
WiasnoS¢ druga jest istotna w powiazaniu z wlasnosciami globalnego rotora hiperbolicznego.
Zauwazmy, ze jeSli w réwnaniu (4.187) podstawimy K = Ky = —E{GH*}, to E{UV™"} =
E{GH"}, czyli korelacja wzajemna U i V jest taka jak korelacja wzajemna G i H. Jest to
bardzo istotna wlasno$¢ rotora kotowego, polegajaca na modelowaniu statystyk drugiego rzedu
sygnatow.
W szczegdlnoscei, jesli podstawimy W = B, V = H oraz K = Ky, to U = G 1 oczywiscie
E{UV™} = E{GH"}.

4.8.2 Realizacja struktury filtru modelujacego 2D

W punkcie 4.8.1 — korzystajac z opisu giobalnego rotora hiperbolicznego zrealizowanego w
postaci transformacji Halmosa macierzy korelacji wektorow wejSciowych — wyprowadziliSmy
réwnania globalnego rotora kotowego. Teraz pokazemy, ze uzywajac tych rownan mozna
dowies¢ istnienia globalnego rotora kolowego w postaci macierzy odpowiednio potaczonych
rotoréw kotowych wymiaru 1 x 1.

Zatozmy, ze globalny rotor kolowy z rys.4.22a) wymiaru m X n opisany rownaniem (4.175)
dzielimy na dwa mniejsze rotory o wymiarach p x n kazdy tak, jak to pokazano na rys.4.22b).
Rownania tych rotoréw wygladaja nastgpujaco:

I;,‘- = 3! “;’;‘ (4.192)
oraz ) : i :
Uj 2 | Wy
= |as T (4.193)
| R ] | V¥
ktére tacznie przybieraja postac
, Uj 1 w
U ] :1 E%l E{ZZ"E] E122%2 } ! ! W
U ” : W, ():“ s
(= =l 0 2 3 = |3, 3 - (4.194)
! - 1 1 52 1 92 - 1 2
S s | i Indy Iy | | v J N
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S S’
U W
U \\% R
U:,z s Wz
a) V b) \%

Rys. 4.22: Globalny rotor kotowy: a) w catosci, b) podzielony na dwa mniejsze rotory.

Zaktadamy, ze W 1 V sa ortonormalne i ortogonalne wzgledem siebie tj. spelniaja warunki
(4.176). Wéwczas U’ 2 col [UjU}] spelnia te same wtasnoSci co U, tj. £{U'U""} = L, oraz
E{U'V*} = —K.

Pokazemy najpierw, ze

E{UjUT} E{UjU;}

E{UUT} = | plujur} EB{UsUs)

=1, (4.195)

Zgodnie z réwnaniem (4.194)
E{UiUT} = E{E/Wi+Z,Z, W2 +2,5,V) (4.196)
(Z{IWI + Y‘Elz):'i'!wz T Eizigz\f)*} =
= B{Z,WiWiZij} + E{Z;, Wi W;23{%;3} +
+ E{Z,WiV'IHE5} + B{Z,5, Wa Wiz} +
+ B{Z,D,WaWiIiEis} + B{ZpXy WaVIIRL) +
+ B{ZLIRVWIE) + B{EpI, VWIEEs ) + B{Zp2, VVIGE ;)
Biorac pod uwage zaleznoS$ci (4.176) i rdwnanie globalnego rotora kolowego (4.175) dostaniemy
E{UIUT} = I,Ii + %5005 + I 503055 = (4.197)
= (L - KiKi)* (I, - KiKj)*" +
+ KIKKK: + K(I, - KK)} (I, — KK)PK; =
(I, - KiK7]) + KIKCKG KT + Ko (I, — KSKR K] =
(I — KiKj) + Ki(L, — KGK, + KGKo KT =
= (L -KiKj) +KiK; =1,

I

Z kolel
E{UU}} = E{(Z4,W:+3ILV)(ZZ,W,+3LV)*} = (4.198)
= 2%12%7 E 2%22%5 =
= (L -KK}) + KoK =1,
oraz

E{UiUs} = E{EL{Wi+Ip55 W2+ 2,35 V)(EH W2 + 3L V)" = (4.199)
= ZLINE 4+ ZL5L5 =
= —KiK3(I, - K:K3)? + Ki (L, — K3K2)2"K3 = 0,4,
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Powyzsze réwnosci pokazuja, ze istotnie £{U'U"*} = L,,.
Dalsze witasnoS$ci:

E{UIV"} = B{(Z1, W1 + Z;,25 W2 + 2,55, V) V') (4.200)

Ze wzgledu na warunki (4.176) mamy

2 * X i
E{U|V"} = L5 = —Ki(L, - K3K3)? = _‘KI(G%Q) 1 (4.201)
a poniewaz (0©3,)~! jest macierza symetryczna, to (03,)" = (03,)7* i wéwczas — zgodnie z

rownaniem (4.81) — otrzymamy
E{U|V"} = —-K,(0%)™" = -K|“) = E{G,H"} (4.202)
Podobnie, biorac pod uwage (4.82) dostajemy
E{U)V*} = E{(Z}, W, +Z,V)V*} = 3}, = K, = E{G,H"} (4.203)

Innymi stowy, korelacje wektorow U/ i U z wektorem V sa identyczne jak korelacje wektoréow
GiiGyzH, .
E{U'V*} = E{UV"} = E{GH"} (4.204)

Powyzsze réwnania stwierdzaja, ze zarowno globalny rotor kotowy w postaci (4.175) jak 1
uktad dwéch mniejszych (globalnych) rotoréw kofowych odtwarza statystyki drugiego rzedu.
Dla porzadku pokazemy jeszcze, ze jeSli W; L V, to W, L R. Istotnie,

E{W\R"} = E{W((Z}, W2+ Z,V)"} = 0, (4.205)
poniewaz z zatozenia W, L W3 (ortonormalno$¢ W) oraz W, L V (ortogonalno$¢ Wi V).
A
4] AJ /1?1

(—"m i st D m
{ \}j’* \lxj’* B
H H; H,
H

Rys. 4.23: Globalny rotor kofowy wyniaru m x n zrealizowany w postaci macierzy rotorow
kofowych wymiaru I x 1.

OczywiScie, kolejne podziaty globalnego rotorakofowego wymiaru m x n opisanego rownaniem
(4.175) doprowadza ostatecznie do realizacji rotora globalnego w postaci macierzy rotoréw
kotowych wymiaru 1 x 1. Realizacje takiego rotora o wymiarach m x n pokazano narys.4.23.
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Poniewaz kazdy globalny rotor kotowy modeluje ortonormalne wektory zmiennych losowych,
ktérych korelacja wzajemna jest taka jak korelacja wektorow parametryzowanych, to idea
filtru modelujacego jest prosta. Wystarczy zamieni¢ wszystkie rotory hiperboliczne (glob-
alne/lokalne) na rotory kolowe (globalne/lokalne). WeZmy pod uwage rys.4.18 i zauwazmy, ze
zamieniajac kolejno wszystkie rotory hiperboliczne (poczynajac od ostatniego wiersza rotoréw,
a w ramach kazdego wiersza od ostatniego rotora w wierszu) na rotory kotfowe otrzymamy w
konsekwencji — na mocy twierdzenia 4.3 — sygnal parametryzowany. JeSli zamiast pola E
uzyjemy do modelowania dowolnego innego pola ortonormalnego, to w wyniku otrzymamy
pole, ktére — réwniez na mocy twierdzenia 4.3 — bedzie zachowywalo statystyki drugiego
rz¢du pola parametryzowanego. Innymi stowy, macierze kowariancji (w tym wypadku cztero-
indeksowe) pola parametryzowanego i otrzymanego w wyniku modelowania sg identyczne.

R R; i1 Ry My ;
A S [ ?
Yii S = S 2 : e ; o :
Yiit1 = o S 2 ‘94 : o |
Yit1,i ~ -9 L . 2 : L o
Yiitz = D -9 : By
Yie2i - ¢ 4 . . 4
Yiigs = O :
Yiia: D :
Yitriy1 @ o9 *
Yitiivz = N a2
Yit2,i41 - : Eit1;
Yit1.443 D >~ e @
Yipsier = D
Yij2,i42 @
Yit2,i43 Ej1;
Yiisi42

Yig3,i43 @&0—  Ej;

Rys. 4.24: Filtr modelujacy 2D o parametrach zmiennych — komplementarny do filtru parame-
tryzujacego o zmiennych parametrach.

Na rys.4.24 pokazano struktureg filtru modelujacego 3-go rzedu (komplementarna do struktury z
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rys.4.18). Globalne rotory kotowe zostaly (podobnie jak dla filtru innowacyjnego) zrealizowane
w postaci macierzy odpowiednio potaczonych pojedynczych rotoréw kotowych. Kota zaczer-
nione odpowiadaja rotorom wykonujacym dwie rotacje, a kola niezaczernione odpowiadaja
rotorom kofowym wykonujacym tylko jedna rotacje.

4.8.3 Filtry modelujace 2D o parametrach statych

W paragrafie 4.7.2 pokazaliSmy w jaki sposéb — przy zafozeniu stacjonarnosci pola — mozna
upro$ci¢ strukture filtru 2D o parametrach zmiennych.
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie mozemy strukture filtru modelujacego o parame-
trach zmiennych (rys.4.24) uproSci¢ do postaci pokazanej na rys.4.25. Istotnie, jeShi
wspolczynniki generowane w kazdym kroku (poruszajac si¢ po przekatnej pola) sa takie same,
to filtr generuje te sama bazeg ON w tyl.

Ri; R iy Rij-1 R;;
bttt !

= ki P il I B o DL E Lol
% ik A o e
7 : iﬁi.lﬁllll : B .
_’[] . 1,]

(1s%)

&

3
L)
._.I
£l O e | [ |
| e e e gy e
L L]
..=.ﬂ
L) L]
LI

53,
NE

—{3[3]
(33
2
5[]
g | =
g
ta | =

(2]

(o3
—_
NN
td | —

'532

Rt,z-i—i Ri,j—l

=

Rys. 4.25: Filtr modelujacy 2D o parametrach statych.

4.8.4 Modelowanie stochastyczne pol losowych 2D

Modelowanie stochastyczne dwuwymiarowych p6l losowych stanowi uogélnienie idei mode-
lowania sygnatéw jednowymiarowych i polega na wykorzystaniu wspéiczynnikéw Schura do
ksztaltowania charakterystyki widmowej gesto$ci mocy dwuwymiarowego pola bialego.

W procesie modelowania zadajemy na wejScie filtru modelujacego pole biate (w sensie definicji
4.4), ktére modelujemy wspoéiczynnikami Schura. Wspélczynniki te niosa ze soba informacje
o widmowej gestoSci mocy pewnego pola losowego. W szczegélnoSci, mozna je otrzymac w
drodze uogdlnionej na przypadek 2-D parametryzacji Schura.

W dalszej dyskusji przez krok algorytmu parametryzacji bedziemy rozumie¢ wyznaczenie
wszystkich bledéw w przéd 1 w tyl tego samego rzedu. Odpowiada to przetworzeniu jed-
nej 'diagonali” w strukturze filtru innowacyjnego, ktérej elementy (globalne wspéiczynniki
Schura) okreSlone sa ta sama réznica dolnych indeksow; réznica ta okresla jednoczesnie indeks
diagonali.
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JeSli w fazie parametryzacji otrzymaliSmy pole biale (parametryzacja calkowita), to otrzy-
mane wspoiczynniki Schura pozwola zamodelowal pole, ktérego czteroindeksowa macierz
kowariancji jest identyczna z macierza kowariancji pola parametryzowanego, co opisaliSmy w
paragrafie 4.8.2.

Jesli jednak pole innowacyjne nie bylo biale (parametryzacja czg¢Sciowa), to zadajac w fazie
modelowania pole biale otrzymamy pole, ktérego macierz kowariancji zgadza si¢ z macierza
kowariancji sygnatu parametryzowanego na zbiorze indekséw okreslajacych wykorzystane do
modelowania wspéiczynniki Schura. W ogolnym przypadku macierze kowariancji obu pdl
réznig si¢ na pozostalym zbiorze indekséw, co potwierdzaja odpowiednie symulacje zamie-
szczone, wraz z opisem, w rozdziale 5 (rys.5.2).
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Rozdziat 5

Badania symulacyjne filtracji

innowacyjnej i modelowania pol losowych
2D

W rozdziale 4 zaproponowaliSmy algorytmy parametryzacji i modelowania stochastycznego
p6l losowych 2D dzialajace w przestrzeni zmiennych losowych. W tym rozdziale pokazemy
dziatanie tych algorytméw w przestrzeni probek sygnatu 2D a takze pokazemy kilka istotnych
wynikéw symulacji komputerowych.

5.1 Filtracja innowacyjna i modelowanie stochastyczne szere-
gow 2D

Dotychczas, rozwazajac zmienne losowe, zakladaliSmy, Ze zmienne te sa unormowane i scen-
trowane. Chcac zasymulowa¢ dzialanie algorytméw powinniSmy dysponowac estymatorami
zmiennych losowych 7; dla kazdej rozwazanej chwili czasu (w przypadku 1D) lub estyma-
torami y;; dla kazdej pozycji zmiennych przestrzennych (w przypadku 2D). Oznacza to, ze
powinni§my dysponowa¢ wieloma realizacjami przetwarzanego procesu. W praktyce taki przy-
padek jest niespotykany. Zwykle dysponujemy jedna, a w rzadkich wypadkach kilkoma re-
alizacjami. Realizacja, ktéra dysponujemy musi ’wystarczy¢’ do wyestymowania statystyk
drugiego rzedu pola, do ktérego nalezy. Takie wymaganie — odniesione do procesu stochasty-
cznego — sprowadza si¢ do zalozenia o jego ergodycznoSci. Wowczas bowiem, pojedyncza
realizacja jest dobrym reprezentantem procesu, co jest warunkiem koniecznym utworzenia sze-
regu estymatoréw zmiennych losowych na podstawie jednej realizacji, danej w postaci szeregu
Czasowego.

Wyjasnijmy, ze model procesu jest nam potrzebny do wyznaczenia wspoiczynnikéw filtru.
Jesli je znamy, mozemy poprawnie sparametryzowac kazda realizacje procesu, dla ktérego owe
wspoélczynniki zostaly wyznaczone.

Rozwazmy przestrzefi [, nieskoriczonych ciagow skalaréw fo, fi, - - - takich, ze

[s.0]

Y Ifif< oo (5.1)

1=0

Biorac pod uwage zbiér wektorow
6352[0--‘0\_\1’/0---1 1=0,1,--- (3.2)
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stanowigcych baze naturalna przestrzeni [z, t].
l, = span{ep, €1, -+ €y, } (5.3)

mozemy dowolny element tej przestrzeni wyrazi¢ jako

Fg th":i :i.fO?.f.lﬂ-.-'!./.?L:!--']- (54)

1=0

Ze wzgledow praktycznych, ciagi skalarow musza by¢ skonczone; mozemy wigc mowic tylko
o estymatorach okreSlonych wielkoSci wyznaczonych w pewnej podprzestrzeni przestrzeni /.
Dodatkowo, ze wzgledu na to, ze uzywamy arytmetyki o skonczonej precyzji (ograniczona iloS¢
bitéw reprezentujacych liczbe), pewne punkty w powyzszej podprzestrzeni sa nieosiagalne, co
prowadzi do bledéw zaokraglen.

W niniejszym podrozdziale przyjmiemy tzw. notacje braketowa' [27].

Niech y = [yo,y1, -, yr—1| € [, bgdzie szeregiem czasowym o diugoSci 7' interpretowanym
jako pojedyncza realizacja pewnego procesu losowego. Zdefiniujmy wektor typu “ket” jako

2

lv)T = (Yo, Y1, -+, Y71, (5.5)

gdzie elementami powyzszego wektora sg skalary.

JeSli rozwazany proces jest stacjonarny i ergodyczny, to pojedyncza realizacja jest dobrym
estymatorem zmiennej losowej nalezacej do tego procesu. Wowczas — na mocy izomorfizmu
Kolmogorowa [64] — zachodzi odpowiednio$¢ pomigdzy elementami obu przestrzeni

y(t) € L2 «— |y) € b (5.6)
y(t — k) € Ly « |2¥y) € I (5.7)
gdzie
|2%y) £10,---,0, 90,31, (5.8)
N st

L
"

Stad wida¢, ze dana realizacja jest estymatorem zmiennej losowej y(t), a estymatory pozostatych
(tj. 1" — 1) zmiennych losowych tworzymy poprzez przesuni¢cie tej realizacji o odpowiednia
1lo§¢ miejsc.

Z powyzszej odpowiednio$ci wynika w szczegdlnosci réwnoS¢ (asymptotyczna) iloczynéw
skalarnych w przestrzeniach L, i [

st.,erg.

T o P
(y(t),y(t—k)) = E{y(t)y(t —k)} = %E&?g%yt—k = Jjim ?(ylz"y)'r (5.9)

gdzie wektor (z*y|r jest wektorem typu “bra” (lub po prostu transpozycja). Réwnos¢ (5.9)
implikuje izometri¢ obu przestrzeni.

Powyzsze rozwazania mozna latwo uogélni¢ na przypadek pdl losowych 2D. Niech
{vi;}ij=o..m—1 bedzie realizacja dwuwymiarowego pola losowego. Uogélniony wektor typu
“ket” definiujemy jako

y)m = [y (i, 5))ij=0,...M-1. (5.10)

'Nazwa tej notacji bierze sie od angielskiego stowa “bracket” (nawias).
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gdzie y(z,7) sa skalarami (prébkami sygnatu 2D). Dla uproszczenia notacji przyjmiemy, ze
|y)ar jest macierza kwadratowa wymiaru M x M. W przetwarzaniu obrazéw wielkos¢ (5.10)
jest interpretowana jako macierz pikseli obrazu o wartoSciach y(z, 7) reprezentujacych poziom
jasnosci.
Przez

!Z y) M (51 1 )

bedziemy rozumie¢ macierz |y)ys przesunigta o ¢ wierszy w dét i j kolumn w prawo z wyze-
rowanymi ¢ wierszami i j kolumnami tak, ze

U(,‘XJ-) 0(;‘xM——I~j]
| ) Yoo B Yo,M—1-3
gl O(M-1-ixj) :

YM—-1-i0 *** YM-1-—iM—1—j

Uogdlniajac przypadek jednowymiarowy, zbiér

(12222)m, -+ |202iy)m, |22zky)m, oy 12220y m )
2} 22y)m, |2} 22y) M, P Ay 7)) YT PAY s Y
|20y ), <o |lZiZydm), oo, lZzlydm, oo, |ZiZRY)M

; . i . : : : ; ’ (5.12)
AT} 1Y SRR P12 17 S YORNIRR RN § PLF 2270 Vel N PAr e VY,

L 12222, oo |2y M, e, 2Rz Iy)Ma cony |2P2ly)m )

moze by¢ interpretowany jako baza przestrzeni probek sygnatu 2D wyposazonej w iloczyn

skalarny e

(2} §y|~r 2y)m = Z Z y(m—1i,n—7)y(m —k,n—1). (5.13)

m=0 n=0
gdzie (z!z2y|n jest wektorem typu “’bra”. Uog6lniajac (5.9) mozemy napisa¢

o0
st. e'r'g

. 1 1
(Jspyk i) = E‘{yz,jykl’} v g M OTfth: —k,g—=1 = llm 1{2(2 ,., |zkz!y)M (514)
‘ t:

Na tej podstawie mozemy przyja¢, ze wyniki symulacji przeprowadzane w [, pozwolg
wnioskowac o poprawnosci algorytméw konstruowanych dla zmiennych losowych.
Przez

m 'Pﬂ.

= span{|222°y\n, ..., |27z
bedziemy teraz rozumieé przestrzen probek rozpigta na bazie (5.12).

Najbardziej podstawowym elementem proponowanych struktur jest pojedynczy (lokalny) ro-
tor hiperboliczny (dla filtru innowacyjnego) lub rotor kotowy (dla filtru modelujacego). Na
poziomie pojedynczego rotora mozemy przetwarzanie uja¢ w nizej opisany sposob. Zdefiniuj-
my nastgpujacy wektor typu “ket”:

A

)M = [6(r — 2,8 = J)]ij=0,...M~1 (5.16)
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gdzie é(z,j) wynosi 1 dla: = j = 010 poza tym. JeSli |e;)as 1 |r;)ar zinterpretujemy jako
btedy wejSciowe rotora, odpowiednio w przéd i w tyl, a |e,)ar 1 |7,) s jako biedy wyjsciowe, to
rownanie rotora (hiperbolicznego) wyglada nastgpujaco:

|f:l)2;"’f = O |€1)ﬂf (5-1?)
|I"-.;,a,-'.-f |?'£)M

JeSli lewq 1 prawa strong powyzszego rownania macierzowego pomnozymy przez wektor
(I1, 5|, to otrzymamy

[ro(r ~.|J e‘l By ] (5.18)
ro(r, s) (r,s)
gdzie r,s = 0,---, M — 1. Inaczej méwiac warto$Ci lezace na pozycji (r,s) w macierzach

biedéw wyjsciowych sa kombinacjami liniowymi odpowiednich wartoSci stojacych na pozyciji
(r,s) w macierzach bledéw wejSciowych. Algorytm filtru innowacyjnego w przestrzeni probek
wyglada podobnie jak w przestrzeni zmiennych losowych z ta jednak réznica, ze reprezentantem
zmiennej losowej jest macierz prébek, a iloczyn skalarny zmiennych losowych rozumiemy teraz
w sensie iloczynu okreSlonego przez (5.13).

W proponowanych algorytmach wyznaczane sa dfugoterminowe wspéiczynniki Schura w
postaci korelacji wzajemnych lokalnych bledéw prognozy w przéd i w tyl, tj. w postaci

p g —(e|r)r.

Symulacja 1

Przy uzyciu generatora liczb pseudolosowych generujemy jedna realizacje pola dwuwymia-
rowego o rozmiarach 64 x 64 piksele. Korzystajac z (5.11) tworzymy model pola losowego Y o
wymiarach 8 x 8. Elementy tego pola stanowia wektory o zerowej Sredniej, przy czym spelniaja
one dwa warunki:

e S5J unormowadne,

e stanowig baze¢ (fatwo to sprawdzi¢ wyznaczajac rzad macierzy utworzonej z wygenero-
wanych wektorow).

Rys. 5.1: Macierze kowariancji: a) pola parametryzowanego, b) pola innowacyjnego, c) pola
zamodelowanego.

Na rys.5.1a) pokazano macierz kowariancji tego pola, przy czym, ze wzgledu na to, ze z
definicji jest ona czterowymiarowa, przedstawiono ja w formie macierzy plaskiej rozwijajac
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dwuwymiarowy ciag wektorow w ciag jednowymiarowy i wyznaczajac macierz kowariancji dla
tego ciagu wyrazona jako

C=VV" (5.19)

gdzie V jest jednowymiarowym ciagiem elementow pola Y reprezentowanym w postaci
macierzy, ktérej kazdy wiersz stanowi estymator jednej zmiennej losowej. Wdwczas otrzy-
mana macierz jest plaska. Pozostale macierze przedstawiono w podobny sposéb. Na rys.5.1b)
pokazano macierz kowariancji pola innowacyjnego po wykonaniu parametryzacji catkowite;j.
Jak fatwo zauwazy¢ jest to macierz diagonalna, co oznacza, ze pole to jest ciagiem elementéw
ortonormalnych (polem bialym). Na rysunku 5.1c¢ prezentujemy macierz kowariancji pola
zamodelowanego przy uzyciu wspélczynnikéw otrzymanych w procesie parametryzacji. Do
symulacji algorytmu parametryzacji uzyto struktury z rys.4.18, a do symulacji algorytmu mo-
delowania — struktury zrys.4.24. W obu przypadkach uzyto filtrurzedu N = 8, co w przypadku
pola o wymiarach 8 x 8 oznacza catkowite wybielenie przetwarzanego pola 2D. Dane wejSciowe
filtru modelujacego stanowily z jednej strony wspéiczynniki filtru, a z drugiej ortonormalny ciag
wektorow W otrzymany jako W = C;% V, gdzie Cy jest macierza kowariancji skorelowanego
pola V o wymiarach 8 x &, przy czym macierz Cy nie jest rowna macierzy kowariancji pola
parametryzowanego. PodkreSlmy jeszcze raz, ze symulacja 1 potwierdza zgodnoS$¢ kosinuséw
kierunkowych zawartych miedzy wektorami bedacymi reprezentantami zmiennych losowych
pola zamodelowanego i pola oryginalnego (parametryzowanego). Inaczej, oba pola generuja
identyczne macierze iloczyndw skalarnych wektoréw reprezentujacych zmienne losowe.

JeSli przez (', oznaczymy macierz kowariancji pola parametryzowanego, a przez (),
macierz kowariancji pola zamodelowanego, to dokladnoS¢ modelowania rozumiana jako
Yi; | Cyij — Cuyj| utrzymuje si¢ na poziomie 10e™'3, co mozna uzna¢ za niedokiadno$é
spowodowana bledami zaokraglen (arytmetyka o skonczonej precyzji). Innymi stowy, przed-
stawione symulacje potwierdzaja poprawnoS¢ proponowanych struktur.

Symulacja 2

Na rys.5.2a-d pokazano wyniki symulacji parametryzacji cz¢Sciowej tj. parametryzacji z
odrzuceniem czeSci wyznaczonych wspélczynnikéw. Na ry.5.2a pokazano niezerowe ele-
menty macierzy © wspélczynnikow parametryzowanego pola Y. Rys.5.2b przedstawia te
sama macierz po wyzerowaniu elementéw w prawym gérnym rogu (oznaczona przez ©’. Tak
przygotowana macierz wykorzystano do zamodelowania pola Y’. Parametryzujac pole Y’
otrzymujemy macierz wspoéiczynnikéw Schura ©” pokazana narys.5.2¢ (jest ona identyczna z
ta z rys.5.2b, tj. ©®' = ©”. Réznicg macierzy © — ©” pokazano na ys.5.2d.

Rys. 5.2: Macierze wspotczynnikéw Schura (pola czarne oznaczaja elementy niezerowe): a) ©

(dla pola parametryzowanego), b) ©®" po wyzerowaniu wspélczynnikéw w prawym gérnym
rogu, ¢) ©” d) réznica @” — ©
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Symulacja 3

Na rys.5.3 pokazano schemat algorytmu, wediug ktérego przeprowadzono symulacje. Real-
izacja dwuwymiarowego szumu biatego (RPB), kt6éra pokazano na rys.5.4a) a jej charakte-
rystyke amplitudowa widma na rys.5.4b), podawana jest na wejScie dwuwymiarowego filtru
typu FIR ograniczajacego pasmo szumu bialego. W efekcie otrzymujemy dolnopasmowy

RPB =@—> OP | Ol

{wWs}

[}

Rys. 5.3: Schemat algorytmu symulacji. Oznaczenia: RPB — realizacja pola bialego, FIR —
filtr 2D dolnoprzepustowy, OP — obraz parametryzowany, FI — filtr innowacyjny, Ol — obraz
innowacyjny, FM — filtr modelujacy, OM — obraz zamodelowany, WS — zbi6r wspéiczynnikéw
Schura.

obraz (OP) pokazany na rys.5.5a), ktéry poddajemy filtracji przy uzyciu filtru innowacyjnego
(FI). Wynikiem tej filtracji jest obraz innowacyjny (OI) oraz zbiér wspélczynnikéw Schura,
ktory okresla filtr modelujacy (FM). W fazie modelowania ta sama realizacja szumu biatego
jest podawana na wejscie filtru modelujacego (FM). Wynikiem tej filtracji jest obraz (OM)
uwidoczniony na rys.5.5b). Na wejscie filtru modelujacego podajemy te sama realizacj¢ szumu
biafego, aby w ten sposéb uniezalezni¢ wyniki symulacji (na tyle, na ile jest to mozliwe) od
charakterystyki widmowej pojedynczej realizacji szumu bialego, ktéra — jak to pokazano na
rys.5.4b) — nie jest ptaska. Na rys.5.6a i b) pokazujemy charakterystyki amplitudowe widma
odpowiednio obrazu parametryzowanego i zamodelowanego. Natomiast narys.5.7aib) pokazu-
jemy centralne (z powodu ich rozmiarow) fragmenty macierzy kowariancji obu obrazéw. Z ich
poréwnania wynika dobra zgodno§¢ charakterystyk widmowych obrazu parametryzowanego i
zamodelowanego.

Dla poréwnania na rys.5.8a i b) pokazano macierze kowariancji odpowiednio sygnalu szumu
biatego (z rys.5.4a) oraz obrazu innowacyjnego dla filtru rzedu R = 6. Zauwazmy, ze macierz
z rys.5.8a) nie jest macierza kowariancji szumu bialego. Innymi stowy, sygnat z rys.5.4a) jest
tylko przyblizeniem sygnatu biatego szumu.
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b) T

Rys. 5.4: Sygnal bialego szumu gaussowskiego: a) obraz b) charakterystyka amplitudowa

widma.

a) &

b)

Rys. 5.5: Model MA: a) obraz parametryzowany b) obraz zamodelowany (filtr rzedu R = 6).

Rys. 5.6: Charakterystyka amplitudowa widma: a) obraz parametryzowany b) obraz zamode-

lowany (filtr rzedu R = 6).
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Rys. 5.7: Macierz kowariancji (centralny fragment): a) obrazu parametryzowanego b) obrazu
zamodelowanego (filtr rzedu R = 6).

Rys. 5.8: Macierz kowariancji (centralny fragment): a) obrazu szumu bialego b) obrazu
innowacyjnego (filtr rzgdu R = 6).
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80 gp

Rys. 5.9: Przykladowa macierz wspotczynnikéw Schura. Polozenie kazdego wspéiczynnika
odpowiada polozeniu odpowiedniego rotora w strukturze filtru.

Rys. 5.10: Pierwszy wiersz prezentowanej powyzej macierzy wspéiczynnikow Schura.
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Rozdziat 6

Metoda MDLPC transmisji sygnatow
losowych 2D

Niezaprzeczalne zalety cyfrowej reprezentacji sygnatow sa gldéwnym powodem poszukiwania
coraz nowocze$niejszych i bardziej efektywnych metod transmisji sygnatéw. Cyfrowy przekaz
informacji z uzyciem prostych kodéw bez kompresji (np. PCM) wymaga stosowania bardzo
’szerokich’ kanatéw komunikacyjnych, ktére z wielu wzgledéw nie moga by¢ ogdlnie dostgpne.
Dlatego poszukuje si¢ rozwiazar, ktére zapewniaja przekaz tej samej ilosci uzytecznej informa-
cji *waskim’ kanatem. Jednym z rozwiazan jest stosowanie algorytméw kompresji bezstratnej,
gwarantujacych wierne odtworzenie sygnatu nadawanego (kodowanego). Ten sposéb kodowa-
nia nie pozwala na osiagni¢cie duzych wspéiczynnikéw kompresji i z tego powodu obecne
systemy kodowania oparte sa o algorytmy kompresji stratnej, ktére nie pozwalaja wprawdzie na
wierne odtworzenie sygnatu zakodowanego, jednak wspoélczyniki kompresji uzyskiwane dzigki
tym metodom sa — przy zachowaniu zadowalajacej jakoSci transmitowanego sygnatu — znacznie
wyzsze niz w przypadku kompresji bezstratnej.

Przed 20laty zaproponowano pierwsze metody kompresji sygnalu mowy, dzigki ktérym stato
si¢ mozliwe upowszechnienie telefonii cyfrowej. Najbardziej efektywne okazaly si¢ techniki
kompresji stratnej oparte o metode liniowego kodowania prognozujacego (ang. LPC).

z(n) e(n) w(n) u(n)

v FI ==k el M i
*

{Zbiér parametréw }

Rys. 6.1: Zasada dzialania prostego systemu transmisji sygnaléw w oparciu o metode LPC.

Rozwazmy prosty system transmisji (z kompresja) sygnalow dzialajacy w oparciu o metode
LPC (rys.6.1). Sygnal z(n) o gestoSci spektralnej W, jest poddawany parametryzacji przy
uzyciu filtru innowacyjnego (wybielajacego), w wyniku ktérej otrzymujemy zbiér parametréw
(wspoétczynnikéw Schura) oraz sygnal innowacyjny e(n) o gestoSci spektralnej W, przy czym
w przypadku catkowitego wybielenia mamy W, = 1. Kanalem transmisyjnym przesylane sa
tylko wspoélczynniki Schura. Po stronie odbiorczej sygnat w(n) o gestosci spektralnej W, = 1
jest podawany na wejscie filtru modelujacego, ktéry przy uzyciu wspétczynnikow uzyskanych
w procesie parametryzacji, modeluje gestoS¢ spektralna sygnatu wejsciowego w taki sposob, ze

99
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sygnat zamodelowany w«(n) ma gestoS¢ spektralng W, = W,. Innymi siowy sygnal parame-
tryzowany po stronie nadawcze] jest po stronie odbiorcze] rekonstruowany z doktadnoscia do
gestoSci spektralnej tj. z dokladnoScia do statystyk drugiego rzedu. Mimo, 1z narzad stuchu
cztowieka jest stosunkowo mato wrazliwe na zmiany w charakterystyce fazowej widma sygnatu,
to jednak subiektywnie oceniana jakoS¢ sygnatu, w ktérym odtwarza si¢ jedynie charakterystyke
amplitudowa widma (gestoS¢ spektralna) sygnatu oryginalnego jest nie do zaakceptowania.
Wykorzystujac informacje zawarte w sygnale innowacyjnym do odpowiedniego przygotowania
sygnatu wejsciowego filtru modelujacego mozna drastycznie poprawic jakoS¢ odtwarzanego
sygnatu, z zachowaniem wysokich wspéiczynnikéw kompresji np. [25].

Naturalnym dazeniem stato si¢ uogélnienie tych technik na przypadek obrazéw zaréwno statych
jak i ruchomych. Niestety, ze wzgledu na duza wrazliwoS¢ oka na zmiany w charakterystyce
fazowej, zadanie to okazato si¢ znacznie trudniejsze niz pierwotnie sadzono i w zasadzie dotych-
czas problem nie zostal rozwiazany.

Y

AOI

sy —=(aws
e’

) —
I g e Ty

KK =1 0

Nt

Rys. 6.2: Schemat systemu transmisji obrazéw: a) schemat kodera, b) schemat dekodera.
Oznaczenia: OP— obraz parametryzowany, FI— filtr innowacyjny, WS— zbiér wspéiczynnikéw
Schura, AOI- analizator obrazu innowacyjnego, AWS— analizator wspéiczynnikéw Schura,
N- nadajnik, KK— kanal komunikacyjny, O— odbiornik, GSB— generator szumu biatego 2D,
SOI- syntezer obrazu innowacyjnego, IWS— interpolator wspéiczynnikéw Schura, FM— filtr
modelujacy, OM— obraz zamodelowany.

Chociaz zagadnienie transmisji obrazow rzeczywistych z wykorzystaniem algorytméw kom-
presji stratnej nie jest przedmiotem tej pracy, to jednak chcemy sprébowac nakresli¢ obraz hipote-
tycznego systemu wykorzystujacego algorytmy LPC (SciSlej: MDLPC — Multi-Dimensional
LPC) do transmisji obrazow rzeczywistych, ktory mogliby by¢ uzyty na przyktad w wideofonii
cyfrowej.

Schemat blokowy przykiadowego systemu pokazano na rys.6.2. W najprostszej postaci system
upraszcza si¢ do filtru innowacyjnego (FI), nadjnika (N), odbiornika (O) oraz filtru modelujacego
(FM). Wéwczas taki system pozwalalby wprawdzie na osiagnigcie duzych wspétczynnikéw
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kompresji obrazéw, jednak odtwarzany obraz (rys.6.3b) bylby zgodny z oryginatem (rys.6.3a)
tylko w sensie widmowej gestoSci mocy lub — réwnowaznie — w sensie statystyk drugiego rzedu
(rys.6.4aib).

a) b)

Rys. 6.3: Obraz testowy: a) oryginalny, b) zamodelowany, bez uwzglednienia informacji
zawartej w obrazie innowacyjnym (filtr rzedu R = 6).

o
i
o LTI
o BT
o B
o rr /it
A
‘\S}‘_\‘Q’IJIJ‘-};’I’.‘ {7
Ree 5

30

Rys. 6.4: Fragment macierzy kowariancji obrazu: a) oryginalnego, b) zamodelowanego (filtr
rzedu R=14).

Z punktu widzenia transmisji obrazéw rzeczywistych taki system jest nie do przyjecia.
Poniewaz, jak powiedzieliSmy, sygnal innowacyjny i zbiér wspéiczynnikéw Schura stanowia,
w sumie, jednoznaczna reprezentacj¢ obrazu, to nalezy si¢ spodziewal, ze wykorzystujac w
procesie modelowania informacje zawarte w sygnale innowacyjnym, mozna znacznie poprawié¢
obiektywna jakoS$¢ odbioru. Na schemacie z rys.6.2 bloki odpowiedzialne za przetwarzanie in-
formacji zawartej w sygnale innowacyjnym oznaczono jako AOI oraz SOI. Blok AOI analizuje
obraz innowacyjny pod katem informacji przydatnych przy modelowaniu obrazu odtwarzanego
i odpowiednie informacje przesyta do nadajnika, gdzie wraz z wyznaczonymi wspéiczynnikami
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Schura sg one kodowane bezstratnie (np. kodowanie arytmetyczne) i przygotowywane do trans-
misji kanatlem komunikacyjnym. Dodatkowo mozna podda¢ analizie zbiér wspéiczynnikdéw
Schura otrzymany w drodze parametryzacji. Dla obrazéw izotropowych (lub kawatkami
1izotropowych) liczbe uzytecznych wspoéiczynnikéw Schura mozna radykalnie zmniejszyc.

a) b)
Rys. 6.5: Modelowanie z uwzglednieniem informacji zawartej w sygnale innowacyjnym.
a) obraz oryginalny, b) obraz zamodelowany, ¢) Zrédto modelowania (obraz innowacyjny, kwan-

towany dwubitowo).

Na rys.6.5 pokazano przyktad modelowania z uwzglednieniem informacji zawartej w obra-
zie innowacyjnym. W tym prostym przypadku blok AOI realizuje funkcje sign() na obrazie
innowacyjnym i otrzymany w ten sposéb obraz (rys.6.5¢), jest wprost podawany do filtru mo-
delujacego (FM). W tym wypadku blok SOI jest 'przezroczysty’, a blok GSB jest wylaczony.
Zauwazmy, ze obraz (rys.6.5b) zamodelowany w ten sposéb sprawia wrazenie zaszumionego,
co potwierdza rys.6.6b. Wida¢ wigksza zawarto$¢ wyzszych harmonicznych w poréwnaniu z
rys.6.6a. Moze to by¢ spowodowane faktem, ze obraz innowacyjny kwantowany (dwubitowo)
ma szersze widmo niz obraz innowacyjny niekwantowany. Przypomnijmy, ze dokladne od-
tworzenie statystyk drugiego rzedu nastepuje przy zalozeniu caltkowitego wybielenia sygnatu
parametryzowanego. W praktyce to zalozenie nie jest speinione. Dla poréwnania, na rys.6.7
pokazano macierze kowariancji obrazéw z rys.6.5a i b.

Rys. 6.6: Charakterystyka amplitudowa widma: a) obrazu oryginalnego, b) obrazu zamode-
lowanego, ¢) zrédta modelowania.

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna przewidywac, ze dopracowanie proponowanego
systemu kompresji obrazéw moze zaowocowal systemem dokonujacym kompresji obrazu
w stosunku ok. 1:50, przy zadowalajacej jakoSci obrazu odtwarzanego. Bylby to wynik
poréwnywalny z istniejacymi obecnie rozwiazaniami (np. metoda kompresji JPEG).
Wymagatoby to jednak rozwiazania problemu analizatora obrazu innowacyjnego, dokonujacego
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ekstrakcji cech obrazu, istotnych z punktu widzenia oceny subiektywnej obrazu odtwarzanego,
co wymagaloby wykorzystania wiedzy z zakresu fizjologii organu wzroku czlowieka i
przeprowadzenia badan subiektywnych.

Rys. 6.7: Fragment macierzy kowariancji obrazu: a) oryginalnego, b) zamodelowanego, z
uwzglednieniem informacji zawartej w sygnale innowacyjnym (filtr rzedu R=6).
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Rozdziat 7

Podsumowanie

W pracy przedstawiono uogélnienie teorii i algorytméw liniowej filtracji innowacyjnej i mode-
lowania stochastycznego sygnalow losowych jednowymiarowych na przypadek jednorodnych i
niejednorodnych dwuwymiarowych pél losowych.

W szczegolnosci:

1. Przedstawiono najwazniejsze (dla tresci pracy) elementy teorii liniowej filtracji innowa-
cyjnej 1 modelowania sygnatéw jednowymiarowych.

2. Zaproponowano nowa metode¢ wybielania i modelowania stochastycznego dwuwymia-
rowych pél losowych.

3. Opracowano struktury dwuwymiarowych liniowych filtréw ortogonalnych typu “true-
2D” nadajacych si¢ do przetwarzania pol niejednorodnych. Przedstawiono réwniez stru-
ktury uproszczone (zoptymalizowane pod wzgledem liczby parametréw), umozliwiajace
wybielanie i modelowanie p6l jednorodnych.

Wiasno$¢ ortogonalnosci filtru implikuje w szczegdlnoS$ci:

e dobre wiasnoSci numeryczne (stabilnoS¢ kazdej sekcji),

e rozwigzanie optymalne (w sensie Sredniokwadratowym).

Opracowane struktury umozliwiaja dynamiczne (rekurencyjne) podwyzszanie rzedu fil-
tru. W proponowanej metodzie wyznacza si¢ tzw. diugoterminowe parametry Schura.
Wskazano jednak na mozliwo$¢ ich rekurencyjnego wyznaczania, dzigki czemu mozliwe
jest opracowanie wersji adaptacyjnych proponowanych algorytmow.

4. Opracowano algorytmy i ich implementacje komputerowe w jezyku C i MATLAB.

5. Zaprezentowano wyniki symulacji komputerowych potwierdzajace poprawnoS¢ otrzy-
manych rozwiazan teoretycznych. Wskazano na szybka zbiezno$¢ parametréw filtru do
niewielkich warto$ci, co daje nadzieje na osiagnigcie duzych wspétczynnikéw kompresji
w modelowaniu pél jednorodnych i niejednorodnych, a w nastepnej kolejnosci, by¢ moze,
obrazéw rzeczywistych.

W swietle przedstawionych w pracy wynikéw, autor uznaje, ze teza pracy zostala
wykazana, a cel pracy osiagnigty. Uzyskane wyniki teoretyczne, potwierdzone rezul-
tatami badan symulacyjnych, w przekonaniu autora majg istotne znaczenie praktyczne:
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e obecnie — do parametryzacji 1 modelowania dwuwymiarowych pél losowych
drugiego rzedu,

e perspektywicznie — jako grunt teoretyczny metody kodowania obrazow rzeczy-
wistych zkompresja stratng. Proponowane metody mozna réwniez uog6lnic na przy-
padek wielowymiarowy (transmisja sekwencji obrazéw) jak rowniez zastosowac je
do odszumiania obrazéw rzeczywistych.



Dodatek A

Procesy stochastyczne i pola losowe

A.1 Preliminaria matematyczne.

Przestrzen zmiennych losowych Ly {U, R, 1} definiujemy nastgpujaco:

Rozwazmy przestrzefi probabilistyczna {U, R, p}, gdzie U oznacza przestrzen zdarzen, R

jest o-cialem podzbioréw (mierzalnych po borelowsku), za§ p — miara prawdopodobieristwa.

Elementami tej przestrzeni sa o-mierzalne funkcje rzeczywiste (zmienne losowe) f : U — R,

gdzie R oznacza prosta rzeczywistq.

Definicja A.1 Przez L{U, R, u} bedziemy rozumiec przestrzen takich funkcji f, dla ktorych
[ 1£(u)P (du) < oo, (A1)
Ju

gdzie [,, oznacza catke Lebesque’ a wzgledem miary prawdopodobierstwa p po przestrzeni U.

W przestrzeni tej iloczyn skalarny definiuje si¢ [64] jako

(fs9)u = ]{C f(u)g™(u)p(du) = E{fg"}, (A.2)

gdzie * oznacza sprzezenie, za§ £ — operator uSredniania probabilistycznego. Poprawnos¢
definicji powyzszego iloczynu wynika z faktu, ze jezeli f,g € L;, to mamy

Low 2 2
17971 5(FF + 1),
co oznacza, ze fg* jest zawsze catkowalna.
[loczyn (A.2) indukuje norme
- v oty | p 2 ’}5 P
| flee= (f, Hi = (}{ | f(u) |7 !"'(d“)) (A.3)

oraz metryke

du(f,9) = If—gllu=(f—-9.f -9k = (A4)

e

(Lf | f(u) _!?(U)lz _u(du.)>% = {E{|f—g|2})%
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Nieréwnos¢
e ufu: | f(w) = g(w) > €} < [ | f(w) = g(w) P u(du) (A5)

implikuje zbieznoS¢ w L {U, R, pu} wedtug miary, natomiast zupelnoS¢ tej przestrzeni wynika
z twierdzenia Riesza [17].

Niech teraz {4, R, u} bedzie przetsrzenia probabilistyczna, ktérej elementy sa zmiennymi
losowymi.

Definicja A.2 Przestrzei Hilberta zmiennych losowych.

Zbior zmiennych losowych y = f(u),u € U, dla ktérych E{|y|}* < oo, tj. zbiér zmien-
nych losowych o skorczonej wariancji, nazywamy przestrzeniq Hilberta L, = Ly{U, R, u}
zmiennych losowych przestrzeni probabilistycznej {U, R, jt}.

Definicja A.3 Ortogonalno$¢ zmiennych losowych.
Dwie zmienne losowe nazywamy ortogonalnymi, jesli

(z,y)u = E{zy"} = 0. (A.6)

Definicja A.4 Liniowa niezalezno$¢ zmiennych losowych.
Zbior zmiennych losowych

nazywamy zbiorem liniowo niezaleznym, jesli dla kazdego uktadu tych zmiennych losowych
oraz dla niezerowych skalarow

{O'TL_‘."".G'h(YO}: Cr; %0- i{:(]'!l"ﬁ??' (AS)

miara
plu: aoy(tyu) + aqy(t — 1,u) + -+ + apy(t —n,u) =0} =0 (A.9)

Definicja A.5 Autokorelacja.
Autokorelacje r(z, ) procesu 'y definiujemy jako

&

r(s,7) = (y(t—=2),y(t=J3)u = /uy(z—-e;,u)y*(z—j),-a.:,}p(du) = E{y(t—d)y*(t—j)} (A.10)
gdzie F jest operatorem usredniania probabilistyczego.

Definicja A.6 StacjonarnoS¢ w szerszym sensie.
Proces y jest stabo stacjonarny jesli

E{y(t)} =const oraz E{y(t—1)y(t—73)} =r( —1), (A.11)
gdzie r jest funkcjq autokorelacji procesu y(t). Jesli dodatkowo
E{y*(t)} < 0o, dla kazdego t,

to proces jest stacjonarny w szerszym sensie.
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Definicja A.7 Macierz J») wymiaru 2p takq, ze

1 0
673 . P
J _[0 _Ipl, (A.12)

gdzie I, jest macierzq jednostkowq wymiaru p bedziemy nazywac macierzq J rzedu p.

Definicja A.8 Zanurzenie danej macierzy w macierzy jednostkowe;.
Niech I, bedzie macierzq jednostkowq wymiaru 2p x 2p oraz niech bedzie dana macierz 0
wymiaru 2 x 2 Zanurzeniem macierzy 0 w macierzy jednostkowej bedziemy nazywac takie
utozenie elementow macierzy 6 w macierzy jednostkowej, ze 6 lezy na pozycji (k,k) dla
k,1,---,p,ielementy macierzy 0 tworzq kwadrat o boku m<(2p-k).

Wiasnos¢ 2 Iloczyn macierzy J-ortogonalnych.
Macierz A jest J-ortogonalna jezeli, zgodnie z (3.38), spetnia zaleznos¢

AJA* = J (A.13)

Jezelimacierze Bi C sq J-ortogonalne, toichiloczyn BC jest rowniez macierzq J-ortogonalna,
poniewaz z (A.13) mamy

(BC)J(C*B*) = B(CJC*)B* = BJB" = J. (A.14)

Definicja A.9 Proces innowacyjny.
Procesem innowacyjnym e dla obserwowanego procesu y nazywamy ciqg btedow prognozy w
przod _

{e,—i(t —1)}izh = {eo(t — p),er(t —p+1),---,e,(t)}. (A.15)

A.2 Pola losowe 2D — podstawowe definicje.

Definicja A.10 Pole losowe.

Niech bedzie dana przestrzeri probabilistyczna {U, R, p}. Polem losowym n-wymiarowym
nazywaé bedziemy kazde odwzorowanie Y : R"™ x U +— R takie, ze dla kazdego ustalonego
t € R" odwzorowanie u — y(t,u) jest zmiennq losowa w U. Jeslin = 2, to y(t) = y(i1,12),
(gdzie t € R?) jest polem losowym dwuwymiarowym.

Definicja A.11 Funkcja autokorelacji pola losowego 2D.
Niech y bedzie polem losowym 2D. Funkcje

'-":';I = (Yij, yx)u = E{yijyn} (A.16)

gdzie (*, %)y - jestiloczynem skalarnym w przestrzeni Hilberta a E - jest operatorem usredniania
probabilistycznego, bedziemy nazywali funkcjq autokorelacji pola losowego 2D.

Definicja A.12 Funkcja kowariancji pola losowego 2D.
Niech y bedzie polem losowym 2D. Funkcje

it = (yis — E{wii}syu — E{yu}u = E{(vi; — E{yi;})(yn — E{yni})} (A.17)

bedziemy nazywali funkcjq autokowariancji pola losowego 2D.
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Whiosek:
Funkcje korelacji i kowariancji sa sobie rowne jesli wartoS¢ oczekiwana przynajmniej jednej ze
zmiennych jest réwna zero, poniewaz wowczas

& = B{(yij— E{yi;}) (yu— E{yn})} = E{yiyn} —E{yii} E{yn} = v —E{yi;  E{yu} = 1.

(A.18)
Definicja A.13 Funkcja widmowej gestoSct mocy pola losowego 2D.
Niech C bedzie funkcjq kowariancji pola losowego 2D. Funkcje
W = F{C} (A.19)

gdzie F oznacza transformacje Fouriera, bedziemy nazywali widmowq gestosciq mocy pola
losowego 2D.

Definicja A.14 Pole stacjonarne.
Pole losowe y(t nazywamy jednorodnym, jesli funkcja autokorelacji tego pola nie zalezy od
wyboru punktu t;.

Definicja A.15 StacjonarnoS¢ w szerszym sensie.
Pole losowe nazywamy stacjonarnym w szerszym sensie, jesli wartos¢ oczekiwana i wariancja
majq skornczone wartosci oraz dla kazdego t, i t; € R"

r(ti, ) = r(tity) (A.20)
gdzie tit, jest wektorem tqczqcym punkty ty i ta.

Definicja A.16 Pole izotropowe.
Pole losowe stacjonarne w szerszym sensie nazywamy izotropowym, jesli r(ty,s;) = r(t2,82), 0
ile tylko d(t;,s1) = d(t2,s2), gdzie d oznacza odlegtos¢ odpowiednich punktow.



Dodatek B

Oznaczenia

E{} — operator wartoSci oczekiwane;

P(S) — operator projekcji na podprzestrzefi S

P(5%) — operator projekcji na ortogonalne uzupetnienie podprzestrzeni S
zly — ortogonalno$¢ elementéw = 1y

+ —  suma prosta przestrzeni

= — suma ortogonalna przestrzeni

J — macierz sygnaturowa

y — nieunormowane pole losowe

y — element pola y

Y — unormowane pole losowe

Y — elementpola Y

€ — nieunormowany blad prognozy w przéd

v — nieunormowany biad prognozy w tyl

e — unormowany blad prognozy w przdd

T — unormowany blad prognozy w tyl

Y — rodzina (wektor) unormowanych obserwator6w prognozy w przéd
Y ®) — rodzina (wektor) unormowanych obserwatoréw prognozy w tyt
E,F — rodzina (wektor) unormowanych biedéw w przéd

R,B — rodzina (wektor) unormowanych biedow w tyt

p — wspélczynnik Schura

K — uogdblniony wspélczynnik Schura

L — przestrzen Hilberta zmiennych losowych

L — przestrzen Hilberta nieskoriczonych ciagéw skalaréw
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