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1. Wprowadzenie

1.1. Charakterystyka zagadnienia

Przedmiotem pracy jest analiza dynamiczna zbiornikéw powlokowych wypetnionych ciecza.
Zbiorniki na materialy ptynne sa powszechnie wznoszone i uzytkowane dla celéw przemystowych
i komunalnych. Ze wzglgdu na ich znaczng liczbe i r6zne przeznaczenie do ich budowy wykorzys—
tuje si¢ rozne technologie i materiaty. Najczgsciej zbiorniki wykonuje si¢ jako konstrukcje zelbeto—
we lub stalowe. W przypadku uzycia zelbetu moga one by¢ wznoszone jako monolityczne lub
prefabrykowane z zastosowaniem lub bez spr¢zenia kablami badZ strunami.

Stosuje si¢ rézne ksztalty tego typu obiektéw. Mozna wyr6zni¢ zbiorniki prostopadioScienne,
walcowe, kuliste oraz zlozone z fragmentéw powierzchni stozkowych. W zaleznoSci od przezna—
czenia i innych szczeg6lnych wymagan moga znajdowaé si¢ one catkowicie pod ziemig lub pod
woda, by¢ czgSciowo zagiebione lub znajdowac si¢ ponad powierzchnig terenu. Szczeg6lna katego—
ri¢ stanowig zbiorniki wiezowe, w ktérych ciecz jest gromadzona w wyniesionej wysoko ponad
poziom posadowienia czg$ci zbiornika.

Wazng rol¢ w analizie tego typu konstrukcji odgrywaja obciazenia dynamiczne. Szczegdlnie
jest to widoczne w przypadku zbiornikéw wiezowych, w kt6érych znaczna masa jest wysoko wynie—
siona i podtrzymywana za pomocg stosunkowo wiotkiej konstrukcji no$nej. Jako giéwne Zrédta
obciazed dynamicznych nalezy wymieni¢ wiatr, wptywy sejsmiczne lub parasejsmiczne, dyna-—
miczne oddzialywanie zamontowanych urzadzeri oraz obciazenia powstajace przy napetnianiu
i opr6znianiu zbiornika. W analizie dodatkowym elementem jest fakt, ze charakterystyki dyna—
miczne ukfadu zaleza w znaczacy sposGb od stopnia wypetnienia zbiornika. Nagromadzona ciecz
w znaczny sposéb zwigksza bezwiadno$¢ uktadu i w zwiazku z tym obnizaja si¢ czgstotliwosci
drgan wilasnych oraz zmieniaja si¢ formy wiasne w stosunku do konstrukcji bez wypetnienia.
W przypadku czgSciowo wypetnionego zbiornika wystgpuje zjawisko wzbudzenia falowania po—
wierzchni swobodnej, ktérej widmo czgstotliwoéei lezy w innym zakresie niz czgstotliwosci drgar
wiasnych konstrukcii.

Z punktu widzenia mechaniki o§rodkéw ciagtych uklad ztozony jest z dwéch odmiennych

cial: ciata stalego i cieczy. Pomigdzy tymi oSrodkami wystgpuja wzajemne oddziatywania na
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powierzchni kontaktu. W trakcie ruchu uktadu nastgpuje wzajemna interakcja pomigdzy o$rodkami
co oznacza, ze ruch konstrukcji powlokowej modyfikuje pole ci$nief w cieczy, z drugiej strony po—
le ci$nieft wptywa na ruch konstrukcji. Poniewaz sity interakcji w analizowanych uktadach sg zna—
czace, musza by€ one rozwigzywane jako cato$€. Te¢ grupe zagadnied wyréznia si¢ w mechanice
ofrodk6éw ciagtych i oznacza w skrdcie FSI (od angielskiego okre§lenia fluid—structure inter—
action).

W analizie zbiornikéw jako model fizyczny konstrukcji przyjmuje si¢ zwykle powloke
cienka. Przy zalozeniach: hipotezy ptaskich przekrojéw, liniowo—-sprezystych cech materiatu i li-
niowych zwigzk6w geometrycznych. Na sformutowanie zagadnienia brzegowo-poczatkowego
skiadaja sig: zwiazki geometryczne i fizyczne, réwnania réwnowagi oraz warunki brzegowe
i poczatkowe. Rozwigzania uzyskiwane s3 przy wykorzystaniu metod numerycznych dla sformuto-
wanych réwnar réwnowagi zapisanych w przemieszczeniach. Teoria powlok ma swoja bogata lite—
ratur¢ i w pracach dotyczacych probleméw FSI nie wprowadza si¢ innych szczeg6lnych elementéw
teorii. Dzieje si¢ tak dlatego, ze z zakresu modelu konstrukcji w zagadnieniach FSI wystarczajaca
jest tylko znajomo$¢ stanu przemieszczenia. Niezaleznie od sformulowania modelu fizycznego
powloki nie zmienia si¢ postac i charakter réwnari potaczonych o§rodkéw.

W przypadku modeli fizycznych cieczy mozna zauwazy¢ duzg r6znorodno$¢. Zazwyczaj po—
wszechnie zaktada si¢ bezwirowoS$¢ ruchu oraz tzw. liniowo$¢ cieczy [26], co oznacza, ze przyjmu—
je si¢ ciecz nielepka i pomija si¢ cztony konwekcyjne w pochodnej materialnej. W pracy [32]
przedstawiono rozwiazanie dla cieczy wiskotycznej.

Do opisu zachowania si¢ cieczy stosuje si¢ dwa podej$cia: Lagrange'a lub Eulera [42]. W po-
dejsciu Lagrange'a ruch cieczy opisywany jest w przemieszczeniach. W tym opisie ciecz jest trak—
towana jak ciato sprezyste, w ktérym pomija si¢ sztywno$¢ postaciowa. Réwnania uktadu uzyskuje
si¢ z wariacyjnej zasady minimum energii potencjalnej uktadu. W podejéciu Eulera ciecz jest cha-
rakteryzowana przez ciSnienie lub funkcje potencjatu predkosci. Podejécie Eulera znajduje szersze
zastosowanie w rozwigzywaniu praktycznych zagadnied. Jego przewaga jest mniejsza liczba nie—
wiadomych i duzo lepsza zbieznoS¢ przy catkowaniu po czasie sprzgzonego réwnania ruchu obu
oSrodkéw. Z drugiej strony wada jest brak pasmowoSci i symetrii macierzy w modelach dyskret—
nych (w podejSciu Lagrange'a macierze s symetryczne). TrudnoSci te mozna jednak wyeliminowa¢
lub w znacznym stopniu ograniczy¢ przez przeformutowanie zagadnienia [34]. W tym celu stosuje
si¢ wprowadzenie dodatkowych wspétrzednych zwigzanych z ciecza, odpowiednia numeracje nie—
wiadomych lub rozprzgzenie réwnani obu o§rodkéw podczas catkowania po czasie. Dalsze uprosz—

czenia polegaja na diagonalizacji macierzy mas i thumienia cieczy.
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W budowaniu modeli fizycznych ciecz traktuje si¢ jako o§rodek §ci§liwy lub niesciSliwy. Dla
o$rodka $ciSliwego parametrem opisu jest funkcja ci$nienia. W tym podejsciu czgsto stosuje si¢
zalozenie o stacjonarno$ci odpowiedzi, w celu pozbycia si¢ pochodnej czasowej i doprowadzeniu
opisu do réwnania Helmholtza. Postgpowanie takie przedstawiono migdzy innymi w pracach [1, 9,
10, 11, 26, 28, 33, 35, 39, 42]. Taki spos6b postgpowania prowadzi do sformutowania, w ktérym
macierze wsp6iczynnikéw sg zalezne od czgstotliwo$ci. Powoduje to znaczne trudno$ci numerycz—
ne. W pracy [12] przedstawiono algorytm rozwigzania zagadnienia wtasnego problemu opisanego
réwnaniem Helmholtza.

W przypadku oSrodka nieSciSliwego w opisie uzywa si¢ funkcji ci$nienia lub potencjatu
predkosci. Przyjecie tego zatozenia w znaczny sposGb upraszcza problem i prowadzi do dodania, do
macierzy mas konstrukcji, niezaleznej od czgstotliwosci macierzy mas pochodzacej od cieczy. Po-
dejScie takie nazywa si¢ w literaturze zagadnieniem masy dodanej [18, 24, 26, 29, 30, 42]. Przyje-
cie tego zatozenia jest mozliwe gdy predkoS¢ rozchodzenia si¢ dZwigku w oSrodku jest duza. Wtedy
w rOwnaniu falowym mozna pomina¢ pochodna czasowg i ograniczy¢ si¢ do rozwigzania rownania
jedynie z czastkowym przestrzennym operatorem rézniczkowym Laplace'a. Mozna réwniez unik—
na¢ zalozenia o stacjonarno$ci odpowiedzi, jakie czgsto wykonuje si¢ przy rozwigzywaniu rowna-—
nia z operatorem czasoprzestrzennym, w celu uzyskania réwnania Helmholtza.

Modele obu oSrodkéw sa polaczone przez oddziatywania hydromechanicine na powierzchni
ich wzajemnego kontaktu. Stosuje si¢ uproszczenie polegajace na wyznaczeniu pola ci$nienia przy
zatozeniu idealnej sztywnoSci konstrukcji, a nastgpnie sprezysta juz konstrukcj¢ obcigza si¢ wy-
znaczonym ciS$nieniem [21]. Wada takiego postgpowania jest zaniedbanie oddziatywania ruchu
sprezystej w istocie konstrukcji na rozktad ci$nieft w cieczy.

Rozwigzania analityczne zbudowanych modeli s mozliwe w niewielu przypadkach. Zwykle
dotycza regularnych obszaréw o szczegblnych warunkéw brzegowych i wymagaja wprowadzenia
szeregu dodatkowych zatozen upraszczajacych. W praktycznych zastosowaniach gléwne znaczenie
majq dyskretyzacyjne metody numeryczne: metoda elementéw skoriczonych (MES) i metoda
elementéw brzegowych (MEB), w kt6rych réwnania ruchu zapisywane sa w przestrzeniach skori—
czenie—wymiarowych. MES moze by¢ stosowana w budowie modelu dyskretnego zaréwno dla
konstrukcji jak i cieczy. MEB jest wykorzystywana w modelach hybrydowych, w kt6rym
catkowymi réwnaniami brzegowymi opisuje si¢ ciecz, natomiast dla konstrukcji powtokowej uzy—
wa si¢ sformutowania MES.,

W jednolitym podejSciu MES podstawowa trudnoscia jest znaczna liczba wsp6irzednych

uogélnionych zwigzana z dyskretyzacja tr6jwymiarowego obszaru zajmowanego przez ciecz.
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Ponadto dla zagadniefi, w ktérych ciecz zajmuje nieskoriczony obszar, nalezy ograniczony model
obliczeniowy dobra¢ tak, aby mozna byto zatozy€, ze poza jego granicami istniejq jedynie fale po—
wierzchniowe spetniajace na granicy warunek Sommerfelda [10, 42]. Brzeg siatki MES generuje
zwykle odbicie fali na granicy dyskretyzowanego obszaru.

Wykorzystujac podejscie MES, analizuje si¢ zagadnienia dotyczace zbiornikéw na ciecz,
platform wiertniczych, ciat sprezystych zanurzonych w cieczy, zap6r wodnych oraz zagadnienia a—
kustyczne [7, 9, 10, 22, 26, 28, 34].

W ostatnich latach coraz wigkszego znaczenia nabieraja modele hybrydowe. Podejécie takie
ma wiele zalet. Przede wszystkim zmniejsza si¢ liczba niewiadomych, gdyz zapisuje si¢ jedynie
réwnanie catkowe na brzegu obszaru zajmowanego przez ciecz, co sprowadza zagadnienie do pro-
blemu dwuwymiarowego. W przypadku osiowo-symetrycznej geometrii, po rozwini¢ciu niewia—
domych funkcji w szeregi trygonometryczne w kierunku obwodowym, zadanie redukuje si¢ do
jednego wymiaru. Inng korzyScia jest mozliwo$¢ uzycia tych samych punktéw weziowych lub ele-
mentéw do dyskretyzacji obu o§rodkéw. W podejéciu MEB w spos6b naturalny mozna modelowaé
obszary nieograniczone. Dla obszar6w nieskoficzonych warunek Sommerfelda jest spetniony auto—
matycznie. Z drugiej strony wada takiego podejécia sg problemy zwigzane z opisem zagadniefi nie—
liniowych i cial o niejednorodnych wiasnoSciach fizycznych, ktére w podejSciu MES mogg by¢
modelowane w stosunkowo tatwy sposéb. Ponadto takie sformutowanie powoduje konieczno$¢ nu—
merycznego wyznaczania wartoSci calek osobliwych.

PodejScie hybrydowe MES-MEB stosuje si¢ dla ptyn6w SciSliwych [11, 33, 37], nieéciSli-
wych [18, 24, 29, 30, 35], zagadnien aerodynamiki [25] oraz hydroakustyki [1, 2, 39]. W wymie—
nionych pracach, w wypadku cieczy nieSciSliwej lub po przyjeciu zatozenia o stacjonarnosci
odpowiedzi przy cieczy SciSliwej, eliminuje si¢ z opisu parametr czasu. Prezentowane sg réwniez
prace, w ktérych zastosowano MEB do rozwigzania problemu opisanego ogélnym sprzg¢zonym
czasoprzestrzennym réwnaniem rézniczkowym [36, 37]. Podejscie to, ze wzgledu na stosowanie
czterowymiarowych rozwiazari fundamentalnych i konieczno$¢ ciagtego ich catkowania od punktu
poczatkowego przez calg histori¢ procesu, wigze si¢ ze znacznymi rozmiarami macierzy wspét—
czynnikéw i dlugimi czasami obliczei. W pracach uzywa si¢ bezpo$redniego sformutowania
metody elementéw brzegowych lub sformutowan po$rednich przy uzyciu potencjatu warstwy poje—
dynczej lub warstwy podwéjne;j.

Istotnym problemem jest rozwiazanie dynamicznego réwnania ruchu dla duzych ukladéw
dyskretnych opisujacych zagadnienia FSI. W szczeg6lnych przypadkach, kiedy powierzchnia kon—

taktu obu oSrodk6éw nie jest duza i w zwiazku z tym sprz¢zenie ogranicza si¢ do niewielkiej liczby
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r6wnafi, proponowano rozwiazanie roztaczne. Najpierw w kroku czasowym wyznaczano rozkiad
ci$nieri, bazujac na parametrach zwiazanych z konstrukcja w chwili poprzedniej, nastgpnie tak wy-
znaczonym ci$nieniem obciazano konstrukcj¢ i wyznaczano jej aktualny stan przemieszczenia.
W podejéciu tym krok czasowy przy catkowaniu musial by¢ maty, aby rozwigzanie bylo zbiezne.
Podobne ograniczenia na dlugo$¢ kroku czasowego wystgpowaly w przypadku traktowania cieczy
jako ciata sprezystego z zerowq sztywnoscia postaciowa.

Wigkszos$¢ autoréw skiania si¢ do tego, by opis obu oS§rodkéw traktowac jako jeden sprzgzo-—
ny uktad réwnan i catkowac go w catoSci. W pracach stosuje si¢ rézne metody catkowania réwna-—
nia ruchu: Rungego—Kutty [21], stalego Sredniego przySpieszenia [34] lub Newmarka [37]. Czgsto
rownania ruchu separuje si¢, wykorzystujac ortogonalizacyjne wiasnoéci wektoréw wiasnych [9,
18]. Zasadg¢ ortogonalnosci dla zagadnieri FSI udowodniono w pracach [40, 41].

Rozwigzanie zagadnienia wlasnego dla uktadu o wielu stopniach swobody wiaze si¢ ze
znacznymi czasami obliczer. Wykorzystanie w analizie wektor6w Ritza [3, 17, 23, 33, 38], pozwa-
la w znaczacy sposéb ograniczy¢ rozmiar rozwigzywanego zagadnienia wlasnego oraz poprawic
zbieznoS$C rozwigzania. Otrzymane wyniki dla zredukowanej bazy wsp6irzednych uogélnionych
mozna nastgpnie transformowaé do oryginalnej (petnej) bazy wspétrzgdnych. W efekcie rozwiag—
zania otrzymuje si¢ rowniez czgstoSci i formy drgafi wiasnych. Wektory Ritza mozna wyznaczy¢

w prosty sposéb wedtug zaleznoSci rekurencyjnych.
1.2. Cel, gtéwne zalozenia, tezy i zakres pracy

Celem niniejszej pracy jest og6lne i jednolite sformutowanie zagadnienia drgaii zbiornika
zawierajacego ciecz w przypadkach jego catkowitego lub czgSciowego wypetnienia oraz dla zbior—
nika pustego. Opis problemu zawiera sprz¢zone réwnanie ruchu dwéch osrodk6w tzn. konstrukcji
i cieczy, metodg jego ortogonalizacji oraz rozwiazanie w dziedzinie czasu. Ponadto w ramach pracy
wykonano program obliczeniowy przeznaczony do rozwiazywania zadad na sprzecie klasy PC.
Poprawnos¢ i skuteczno$¢ algorytmu i jego implementacji komputerowej zostata wykazana na
podstawie rozwigzanych przyktadow.

W modelach fizycznym i numerycznym powtoki przyjeto nastgpujace zatozenia:

— ksztalt powloki ogranicza si¢ do osiowo-symetrycznej geometrii powierzchni $rodkowe;
z mozliwoScig liniowej zmiany jej grubo$ci wzdtuz potudnika,

— przyjmuje si¢ liniowy, ortotropowy materiat o giéwnych kierunkach ortotropii zgodnych z kie—
runkami gtéwnych krzywizn powierzchni Srodkowej powtoki,

— zaklada sig, ze powloka jest cienka, spetniajaca hipotez¢ kinematyczng Kirchhoffa—Love'a,
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przyjmuje si¢ liniowa posta¢ zwigzk6w geometrycznych,
powloke dyskretyzuje si¢ ptaskimi, tr6jkatnymi elementami skoficzonymi o szeSciu parametrach
w kazdym weile,
przemieszczenia stanu tarczowego aproksymuje si¢ liniowymi funkcjami ksztattu, stan ptytowy
wielomianami trzeciego stopnia.
Fizyczny i numeryczny model cieczy sformutowano, przyjmujac zatozenia:
rozwaza si¢ ptyn idealny, kt6ry jest nielepki i nie§ciSliwy,
zaktada sig¢, ze przemieszczenia ptynu podczas ruchu s3 male,
ruch jest bezwirowy,
powierzchnia kontaktu cieczy z konstrukcja jest stata w procesie drgafi,
powierzchni¢ brzegowa cieczy dyskretyzuje si¢ ptaskimi trapezowymi elementami brzegowymi
zwezlem w §rodku; na obszarze elementu niewiadome aproksymuje si¢ statymi funkcjami
ksztattu,
réwnania MEB zapisuje si¢ w punktach kolokacji pokrywajacych si¢ z weztami.

Ponadto przy ortogonalizacji réwnania ruchu generalnie zaktada si¢ macierz ttumienia pro-

porcjonalng do macierzy sztywnodci i bezwladno$ci. W jednym z przyktad6w zaktada si¢, ze ma-

cierz thumienia jest proporcjonalna jedynie do macierzy sztywnoSci. Przyjmuje si¢, ze thumienie jest

charakteryzowane przez bezwymiarowy wsp6iczynnik ttumienia taki sam dla obu o§rodkéw.

Praca wykazuje prawdziwoS¢ nastgpujacych tez:
przyjecie zatozenia nie$ci§liwosci cieczy znacznie upraszcza opis zagadnienia,
sformutowanie hybrydowego modelu numerycznego MES-MEB dla zagadnieri FSI charaktery-
zuje si¢ duza przejrzystoscia i prowadzi do klasycznej postaci réwnania ruchu,
podejscie hybrydowe jest konkurencyjne w stosunku do czystego podejscia MES i pozwala
skutecznie rozwigzywac szereg praktycznych zagadnien,
ortogonalizacja réwnania ruchu wektorami Ritza daje poprawne wyniki i jest mniej czaso—
chionna niz ortogonalizacja wektorami wiasnymi,
przy uzyciu opisanych modeli numerycznych mozna zbudowa¢ programy obliczeniowe i reali-
zowac obliczenia na komputerach klasy PC,
stwierdzenia 2°-5" s prawdziwe niezaleznie od stopnia wypelnienia zbiornika.

Praca skfada si¢ ze wstgpu, czterech rozdziatéw opisujacych modele fizyczne i numeryczne,

przyktad6w liczbowych, opisu stworzonych programéw komputerowych, podsumowania, spisu li-

teratury i zatgcznika.



-9-

We wstepie, ktéry zamieszczono w rozdziale pierwszym, przedstawiono krétkg charakterys—
tyke zagadnienia. Opisano stosowane modele fizyczne i numeryczne wraz z odniesieniami do lite-
ratury. Sformutowano cel, wyszczeg6lniono podstawowe zatozenia, podano tezy oraz opisano za—
kres pracy.

W rozdziale drugim pracy wyznaczono wielko$ci charakteryzujace geometri¢ powierzchni
obrotowej opisanej w krzywoliniowym ukladzie wsp6irzgdnych. Wyznaczono wektory bazowe,
wspoélczynniki pierwszej i drugiej formy podstawowej powierzchni oraz symbole Christoffela we
wspoOtrzgdnych kowariantnych i kontrawariantnych. Sformulowano model fizyczny powloki,
w ramach kt6rego: obliczono wsp6irzgdne liniowego tensora odksztalcenia i podano ich posta¢ dla
wariantu Koitera, okre§lono operator zwigzk6w geometrycznych we wspétrzgdnych fizycznych,
wyprowadzono réwnania réwnowagi i warunki brzegowe oraz zwiazki fizyczne. Zbudowano model
numeryczny MES. Podano postacie macierzy transformacji wsp6irzgdnych, funkcji ksztattu, opera—
tora zwigzkéw geometrycznych oraz macierzy sprezystoSci. Przedstawiono wyrazenia na globalne
macierze sztywnoSci i bezwiadnosci oraz na energi¢ potencjalng i kinetyczng konstrukcji.

W rozdziale trzecim sformulowano modele fizyczne: cieczy Sciliwej opisanej funkcja
rozkladu ci$nienia prowadzacy do réwnania Helmholtza oraz cieczy nie$ciSliwej charakteryzowanej
przez funkcje potencjatu predkoSci i réwnanie Laplace'a. Wyznaczono posta¢é warunkéw brzego-
wych na powierzchni kontaktu z konstrukcja i na powierzchni swobodnej cieczy. Sformutowanie
zagadnienia w postaci réwnania rézniczkowego zastapiono réwnowaznym catkowym réwnaniem
brzegowym. Zbudowano dyskretny model obliczeniowy MEB obszaru zajmowanego przez ciecz.
Przedstawiono wyrazenia na macierze sztywnoSci i bezwladnoSci oraz na energi¢ potencjalng
i kinetyczng cieczy.

Rozdziat czwarty przedstawia potaczenie modeli numerycznych obu oSrodkéw, wyrazenia na
macierze sztywnosci i bezwladnoSci oraz na energi¢ potencjalng i kinetyczng uktadu. Definiuje sig
baz¢ wspéirzednych uogélnionych i zapisuje réwnanie ruchu w jednolitej, klasycznej postaci.

W rozdziale pigtym przedstawiono metodg ortogonalizacji réwnania ruchu. Okre$lono sposGb
przyjecia ttumienia. Podano rekurencyjny algorytm generowania wektoréw Ritza, szacowania ich
wplywu na rozwigzanie oraz wyznaczania bigdu "obcigeia” bazy. Zamieszczono porGwnanie orto-
gonalizacji ukfadu réwnan wektorami Ritza i wektorami wlasnymi. Przedstawiono algorytm New-
marka rozwigzania réwnania ruchu i okre$lono sposéb uwzglednienia warunkGéw poczatkowych.

Rozdzial sz6sty zawiera dwa przyktady dotyczace zbiornika wiezowego na ciecz. W przy-
kladzie pierwszym wyznaczono wrazliwo§¢ projektowa czestotliwo$ci drgari wasnych ze wzgledu

na wybrane parametry geometryczne. Wyznaczono czgstotliwoscisci drgan whasnych, pokazano
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podstawowe formy drgafd konstrukcji i wypetniajacej jej cieczy. Przykiad drugi przedstawia
rozwigzanie réwnania drgafd zbiornika poddanego wymuszeniu kinematycznemu. Przedstawiono
funkcje przemieszczent wybranego punktu konstrukcji oraz drgania wybranego punktu potozonego
na lustrze wody. Wyznaczono biad obcigcia bazy wektorowej i pokazano jaki jest udzial poszcze—
g6lnych wektor6w Ritza w rozkladzie wektora obciazenia. Oba przykiady rozwiazano w trzech
wariantach: zbiornik pusty, czg$ciowo i catkowicie napetniony.

W rozdziale si6dmym zamieszczono informacje na temat opracowanych programéw kompu-
terowych i zastosowanych w nich procedur numerycznych.

Do pracy dolaczono zalacznik, w ktérym opisano konwencje oznaczefi i zamieszczono ich

szczegbtowy wykaz.
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2. Model powtoki

2.1. Geometria powierzchni obrotowej

Analizuje si¢ powierzchni¢ §rodkowa powtoki obrotowej w kartezjariskim uktadzie wsp6ét—
rzgdnych {X', X, X} otrzymana przez obr6t krzywej plaskiej wokét osi X° (Rys. 2.1). Krzywa ta
na plaszczyZznie X'X® opisana jest réwnaniem parametrycznym

X' =r(s)
S € {Sp,Sk) > (2.1)

X* =z(s)
gdzie s jest bezwymiarowym parametrem zmieniajacym si¢ wzdluz tworzacej. Wprowadza si¢
krzywoliniowy uktad wspétrzgdnych zwiazany z kierunkami gléwnych krzywizn powierzchni {@®',
©’, @'}, ktérego linie wsp6irzednych odpowiadaja kierunkom: réwnoleznika, potudnika i prosto—
padtemu do powierzchni. Wektory bazowe dla tego uktadu oznaczono {a;,a,,as}. Wersory osi

uktadu kartezjariskiego oznaczono przez {e;,ez,e3} (Rys. 2.1).

Rys. 2.1. Uktady wspéirzgdnych i wektory bazowe



T

Dla uproszczenia zapisu przyjeto

s=0!
0 =02

Niech potozenie dowolnego punktu powierzchni opisuje wektor F(@',©%) (Rys. 2.1)
r(0',0%) =T(s,0) = 1(s)(cos O e; +sin O ez) +z(s) es.

Wektory bazowe styczne do powierzchni wyznacza si¢ z definicji:

a;=r,; =r(cos® e; +sin® e;) +7 es,

a;=r,, =r(-sin® e; +cosO e;).

Jednostkowy wektor normalny do powierzchni jest rtéwny

® s 51 Xﬁz
: 151 X51|’
i?:i: a; xaz = [r(cosO e; +5in O ez) +z’ e3] x [r(—sin® ey +cos O e;)] =

=-7'r(cos® e; +sin® e;) + ’'res,

|y x 8| = /@ xa2)- @ xa2) = J(r’r)z +(z'r)2(cos2® +sin2®) =r|(")* +@&)? =,

_ : Y
ay=-— Z(COS@ e; +sin® ez) + Te

gdzie A(s) = J()* +(z')* jest metryka wzdtuz potudnika.
Wspélczynniki pierwszej formy podstawowej powierzchni oblicza si¢ z zalezno$ci
Agp =Aq - Ap.
Poszczeg6lne wspéirzgdne tensora przyjmujg warto$ci
ay =ay-a; =[r'(cos® ey +sinO ez) +z’ e3] - [F/(cos O ey +sin® e;) +7’ es] =
=)’ +@)’* =A%,

aiz =az =a;-a; =[r'(cos® e; +sin O e;) +2’ e3] - [(-sin® e; +cosO e;)] =0,

azn =2z -2z =[r(-sin® ey +cos O e;)] - [r(-sin O eq +cos O e;)] = r?,

2.2

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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stad

A% 0
agsl = : (2.14)
Sktadowe kontrawariantne pierwszej formy podstawowej wyznacza si¢ z zaleznoSci

agsa® =383, (2.15)

Powyzszy ukiad réwnan, ze wzglgdu na ortogonalno$¢ kowariantnych wektorow bazowych,

ma proste rozwigzanie:

Ve % (2.16)
gt ==L (2.17)
an’
al?=q% =0, (2.18)
skad
-0
[a1=| ) o | (2.19)
rZ

| :l
i? Wspotrzgdne drugiej formy podstawowej powierzchni oblicza si¢ z definicji

baﬂ =aj3-aq, p- (220)

Pochodne wektoréw bazowych sa rowne

ai, 1 =[r(cos® e; +sin O e3) +z’ €3], =r"’(cos® e; +sin O ez) +7” e3, (2.21)
ay,2 =2az,1 =[r(cosO e; +sinO e;) +z’ e3],2 =r/(-sin® e; +cos O ez), (2.22)
az,2 =[r(-sin® e; +cos O e;)], 2 =-r(cos® eq +sin O ez). (2.23)

Wspotczynniki drugiej formy podstawowej powierzchni przyjmuja warto$ci
B. . B ¥ ; r’ ! : /7
by =az-a;, 1 =|— Z(COSG ey +s8in® ez)+ze3 [(cos® ey +sin O ez) +z”7 e3] =
_ 7' +rfzﬂ _ B

9 A (2.24)

/
bi2=b =a3-a3,3 = [— ZZ(cos@ e;+sin® ez) + g—eg} [ (~sin® e; +cos O e3)] =0, (2.25)



=
" z/ . ¥ y _Zr
by =a3-az,2=|— I(cos@) e; +s8in® ez) + b [-r(cos® e; +sin® ez)] = T (2.26)
skad

(2.27)

>|

o 2w
4

"‘? O

.

[bas] = [

L

gdzie wprowadzono oznaczenie B = (-z'r"+r'z").
Wsp6trzgdne mieszane drugiej formy podstawowej powierzchni oblicza si¢, wykonujac ope—

racj¢ podniesienia wskaZznika
bg = a®bsp. (2.28)

Poszczeg6lne wsp6irzedne tensora przyjmuja warto$ci

b =a"py, = %, (2.29)
by=b}=0, (2.30)

'
b} = a®by = 57, (2.31)

skad

£0

o 3

[6§]= 0z (2.32)
rA

Symbole Christoffela I rodzaju oblicza si¢ z definicji

Jedynie dwie z wystgpujacych wyzej pochodnych s3 niezerowe

a1 =A%, =20""" +77")=2G, (2.34)
an,=2rr, (2.35)
an,2=apz,1 =dan,2=4d,1=adz,2=4ax,2 =0, (2.36)

gdzie wprowadzono oznaczenie G = (r'r" + z'z").

Poszczeg6lne symbole Christoffela przyjmuja warto$ci

i :é‘(ﬂn. t+Han, —an)=r'r +77" =G, (2.37)
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iz :%(ﬂlz- 1+an,1-an,2)=0,
Fa=Ta= ‘é‘(ﬂu,z +az,1-a2,1)=0,
INn=Tm= %(012-2 +an,1-a12,2) = i,
I =%(t121,2+£121,2 —axn,1)=-rr,

1
I = 5(022, 2t+dxn,2 —an, 2) =0,

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Symbole Christoffela II rodzaju oblicza si¢, wykonujac operacj¢ podniesienia wskaznika

Top = a"®Tags,
skad
r:l =a''T'm = %,
r:: =1";1 =0,
réz =a''Ty =- =,
It =0,

2 _ 2 _ .22 _r
Ip=I3=a rlZZ—?’

rgz = 0-
2.2. Model fizyczny powloki obrotowej

2.2.1. Przemieszczenia i zwigzki geometryczne

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Rozpatruje si¢ powlokg obrotowa parametryzowana uktadem krzywoliniowym {@®', @°, ®°},

ktéry zwigzany jest z kierunkami gtéwnych krzywizn powierzchni §rodkowej powtoki. Rozwaza si¢

punkt powloki w procesie deformacji opisany poprzez wektory jego potozenia w konfiguracjach

poczatkowej i aktualnej — odpowiednio p, p wraz z odpowiadajacym mu punktem powierzchni
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Srodkowej, opisanym wektorami pofozenia r i r oraz z okre§lonymi jednostkowymi wektorami
normalnymi do powierzchni §rodkowej as, az (Rys. 2.2). Wprowadzajac bezwymiarowa wsp6t-

rz¢dna & w kierunku a3, mozna wyrazi¢ potozenie dowolnego punktu w konfiguracji poczatkowej

p@',0%,0%) =T(0',0?%) +£a;(0',0?). (2.50)

konfiguracja poczatkowa konfiguracja aktualna

Rys. 2.2. Opis stanu przemieszczenia powliki

Wektory bazowe w konfiguracji poczatkowej na powierzchni §rodkowej okre§la si¢ zalez—
noScia aq =T, o. Jako trzeci wektor bazowy przyjmuje si¢ jednostkowy wektor normalny do po-

wierzchni Srodkowej a3. Ponadto wyznacza si¢ wektory bazowe dla dowolnego punktu powtoki

Ba=Pa=F,a+E83, o =80 - Eblay = piap, @51)

g3=Pp,¢ =as, (2.52)
gdzie tensor b jest druga forma podstawowa powierzchni, a pu oznacza translator
ue = 8% — &bl (2.53)

Niech wektory v, u, B, oznaczaja odpowiednio przemieszczenie dowolnych punktéw
powtoki, punktéw powierzchni Srodkowej oraz zmiang jednostkowego wektora normalnego do po—

wierzchni §rodkowej (Rys. 2.2):

P=Pp+vV, (2.54)

r=r+u, (2.55)
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a;=az+f. (2.56)

Wektory przemieszczenia u i B sa funkcjami polozenia okre$lonymi na powierzchni §rodko—

wej. Mozna pokazac, ze wektor B jest styczny do powierzchni §rodkowej. Ze wzgledu na jednost—

kowa diugo$¢ wektora a3 otrzymuje si¢ wyrazenie

las| =1, (2.57)

las| = /a3 a3 :J(ﬁ3+B)-(§3+B) =J1+2B:+B-B =1. (2.58)

Po odrzuceniu wyrazu nieliniowego, otrzymuje si¢ Bz =0, czyli p = pB.a®. Ponadto mozna

wyznaczy¢ wspéirzedne wektora 8

a3-a2,=0, (2.59)

az-ag=(@3+P)-(@a+u,¢)=a3 U, +Pa+P-u, =0, (2.60)
skad po odrzuceniu wyrazu drugiego rzgdu
Bo=—83-U,q=—a3- [(uﬁlu ~ ushag)aP + (u3, u+u3b2)53] = -(ug, . +upbg) . (260)
Zatozenie Kirchhoffa—Love'a (odcinek prosty i prostopadty do powierzchni §rodkowej po-—
zostaje prosty i prostopadty po deformacji) mozna zapisa¢ analitycznie w postaci
p=r+&as. (2.62)
Przeksztalcajac wyrazenie na potozenie punktéw w konfiguracji aktualnej
P=r+&as=T +u+E@s +B) = (F+£83) +(u+EP) = p+(u+EP), (2.63)

mozna zapisa¢ przemieszczenie dowolnego punktu poprzez przemieszczenie powierzchni §rodko—

wej i zmiang jednostkowego wektora normalnego do powierzchni §rodkowe;j
v=u+Ep. (2.64)
Wektory bazowe w konfiguracji odksztalconej sg réwne

ga:p,a:(ﬁ+v),u=gu+v‘u, (2.65)

g3=P,e=(P+V),c=gs+V,c=g3+P. (2.66)

Liniowy tensor odksztaicenia definiuje si¢ jako potowg réznicy tensoréw metrycznych

w konfiguracjach odksztatconej i poczatkowe;j
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e=2(-0)- (2.67)
Jego wspdéirzedne przyjmuja wartoSci
_ — 1 o _ _
eij = %(g,—; - 8i) = %(gl 88 B) = [@ V) @t V.)) BBl = %(g. Vo +gy Vi) (2.68)

W tensorze odksztalcenia wyr6znia si¢ wspoirzgdne okreSlajace odksztalcenia ptaszczyzny réwno-
leglej do powierzchni §rodkowej eqp, odksztalcenia postaciowe plaszczyzny normalnej do po-—

wierzchni Srodkowej €a3 = €34 oraz odksztalcenia odcinka normalnego €33

1 i = =
€aff = E@“ : v9|3+gﬂ 'v,u‘.)= %[u;ay -(u+§B),B+uEaT . (u+§B),a] =
- %{u;{lﬁy[(uﬁlﬁ - H3bﬁ8)§5 + (ua, g+ usbg) a; +};(B8|p§5 + Bﬁbgﬁs) ] +
+ npay[(usla — usbas)a® + (3, o + ushd)as + E(Bslad® + Bsbias)]} =

— %(u'&eﬂ; + u'{;sm +ENaK,p + &uEKm) ; (2.69)

€a3 =%@a'V,3+§3'V,a):%[”351'ﬁ+§3'(“+&B)’“]:
= S {WEBy +Ba - [(usla ~ uabas)B® + (us, o +usE)Ea] +Bs - E(Bsl @ + Bobida)} =

= 2(HBy — Ba-+EBsbS) = 2{(S% ~EbE)B, — (3% — EBS)Bs] =0, (i)

3332%@3‘V,3+§3'V,3)=53'B=0- (2.71)

Przyjecie zatozenia Kirchhoffa—Love'a skutkuje w teorii liniowej zerowymi odksztatceniami
eqa 1 e3z. Wspllrzgdne tensora odksztalcenia we wzorze (2.69) sa wyrazone przez dwa pola tenso—

rowe na powierzchni §rodkowej zwane odpowiednio: tensorem rozciggnigé i tensorem obrotow

€yp = Uylp —usbgy, 272

Ky = Bylp = —uslyp — blgus — biuslg. (2.73)

Uogo6lnione tensory odksztatcenia € i k nie s symetryczne (mimo, ze ogélny tensor odksztat—
cenia e jest symetryczny), co powodowal moze brak symetrii tensora napr¢zenia (wyznaczonego
z réwnarn konstytutywnych). Aby omina¢ t¢ niedogodno$¢ stosuje si¢ rézne warianty teorii powlok

np. Nowozylowa, Koitera, Sandersa. Przyktadowo w wariancie Koitera uogd6lnione tensory
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odksztalcenia maja nastgpujace definicje [27]:

Keat = %(Eap +&pa) = %(ua|g+up|u)—u3bag, (2.74)
Pup = %(m +Kpa—bhop - o) (2.75)

gdzie
Op = %[ullp —ugly. — (bap — bp)us] = %‘(up._lp —ugly). (2.76)

2.2.2. Operator zwigzkow geometrycznych we wspétrzednych fizycznych

Wyprowadza si¢ operator zwigzkéw geometrycznych (2.69) dla fizycznych wsp6irzgdnych

odksztalceni i przemieszczen
e(_qﬂ) = L:,,[gu <P . (20??)

Fizyczne sktadowe przemieszczef i odksztalcert wyznacza si¢ z definicji

<l> = == 2.78

U<y T A ( )

Uy = —2— = 22 (2.79)
az

Uas = U3 (2.80)

i na ich podstawie otrzymuje si¢ tensory odksztalcenia.

Poszczegblne sktadowe tensora € maja posta¢

€11 :u1|1 _bllu3=ulul_uar?l_bntﬂ:ul»l —m%—m%:(ud»/’t),] —H<J>AA%—H<3>§=

A A
= Uct>y 1A + uc]:-% = u(bx — u<3>% =Augs, | %u(ﬁ)s (2°81)
= | o o _ f‘! o I"_
€12 =uily =bpus =uy,, _uarlz =UL,2— U2 = (ua15A), 2 US> ey =AU, 2 "Iju<2>. (2.82)

ol r
€21 = Uzl —baus =uz, 1 —ual'y = uz, | - ury = (Uasn), 1 —uasry =rias,1, (2.83)



] =
/

r'r r'r r
€22 =uzl2 —bpus = uz,2 —ual'y, —bnus = u2,2+u1—2*z,—u3 (uasr), 2 +uaAL —u g2l =
A* A Al A
r Z'r
= Iu.:b +rU<s>,2 — 7“43»- (2-84)

W powyzszych wyrazeniach wykorzystano

A |=(,/(r’)2+(z")2),1 =M=Q. ‘ (2.85)

"’ +@? 4
Po kolejnych przeksztatceniach

u3lq|3=(u31¢)||3 =(u3,u)|5=u3,a3—u3,srg‘3. (286)

Kap = —U3lap — balpuy — bouylp =
= U3, ap + U3, s op — (ba, p—bilos +bgr‘,;5) Uy — bL(uT, b uar;‘,ﬂ) ; (2.87)
wspotrzedne tensora x przyjmuja postaé

K11 =—u3, 11 +us, 573 — (b, 1 —baTY, + BT (5)uy — bI(uT,l-—usr.?,

= st G -BG BGI, BG B

—u<I>A(AG H) (u<1>A) l +u<3> IAG UAas, 11 = -

=—AHjuqa> — —SUc>, 1 +5UB>, 1 —USB>, 11, (2.88)

B G
A? A?

K12 =3, 12 + U3,/ T1o — (b1, 2 = bsT 3, + B 35)uy — bl(“Y»Z_“8r$2

o /
=—u3,12+u3,2;—(—m’: ;1’:]11 —%(m 2= uz%):

r/
(uq)A) 2 + (u<2>r) FUS>, 25 F U312 =

o /

B 7 r
= A2u<l>a2+ hi U<s +‘}'.‘u<3>a2 —U3>,12, (289)

K21 =—U3,12 tus, 7r¥2 _(b;- I —b};r +b; 1—15)“"' bg(“*’ l _uargl) h

/

/ .
:—u3,|2+u3,2r?—(ﬂz i“i %r?] 2‘57(“2-]““2%) =
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/! / /
—(ud>?‘)(H2 -EL ) f‘j(u(zﬂ')» 1 tUas, 2%.“ —Ud>, 12 =

r’A
ol P
=-Haruas - Xudbs 1+ TUB>, 2 T US>, 12, (2—90)

B
—U3,22 + U3, 5r22 (bz, 2= bsrzz + bzrzs)u'y bz (u‘Y$ i Hsr.rz

K22 =
/

(BNJ .z_’_d)_u AN -
A3A? rAA? 224 AL T

Z /
rr’ rr
=—N<1>A (N<2>?‘),2rA —U35,22 — US>, 1,42

/
o
= _2u<3>9 1~ U3, 22, (2‘91)

r
=—Us, 22 —Us, IP

_ Z
=l Zu<2>, 2

gdzie przez H, i H, oznaczono wyrazenia
Z/PMA? -
A 3BG. (2.92)

Ho—p! (B  _BA>-B3A’A’ _B'A*-3BG _ " -
1 =&l = A3 wL= Aﬁ AS AS
7 Z'rA -7 (r’A + rg) 20t -
=gt 2o [ _ A) A -r'Z)+rdG
Hz = bZ» 1= E s 1= r2A2 B r2A3 % (2.93)

Definicj¢ tensora odksztalcenia (2.69) mozna zapisa¢ inaczej, porzadkujac wyrazy ze wzgledu

na potege &
= %[(53 —Eblyes + (5}; - E_,b{;) €10 +E(B% — Eba)Kyp + 5(55 : ‘555) “*“J =
= %[aug +Epa + &(lcag +XKpo — bag,p — b.[riE'fu) = F,Z(b&(?g + bE"Tﬂ) } (2.94)
Po podstawieniu wyznaczonych sktadowych (2.81-2.84) i (2.88-2.91) do wzoru (2.94) i u-

wzglednieniu definicji fizycznych wspétrzgdnych tensora odksztatcenia

€11 €11
A =Sl 2.95
e Janan A? ( )
€13 .S Cn (2.96)

S b - e ’
Jandaz rA rA

2 _..fn (2.97)

i e —— ,
BT fanan P
otrzymuje si¢ kolejno wspétrzgdne fizyczne tensora odksztatcenia jako funkcje wspétrzgdnych fi—

zycznych wektora przemieszczenia.
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Po uporzadkowaniu wzglgdem sktadowych wektora przemieszczenia
e<u,ﬁ) = L:lﬁuq) = L;ﬁ“gl; + Liﬁud> +L{31[]u<‘_\> (2.104)

operator zwigzkéw geometrycznych mozna przedstawi¢ w formie macierzowej
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2.2.3. Rownania rownowagi i warunki brzegowe

Rdéwnania rownowagi oraz warunki brzegowe wyznacza si¢ z zasady prac przygotowanych.

Praca wirtualna sit wewngtrznych jest réwna

Wy = [ 6¥8e;dV = [ 6™deqpdV, (2.108)
Vv Vv
gdzie element objgtosci wynosi
dV = pdSdg, (2.109)
oraz
= det (ug) =1- F,(b{ + b%) +E2b1b3 = 1-2EH +E2K. (2.110)

Przez H oznaczono krzywizng $rednia, a przez K krzywizn¢ Gaussa. Po wstawieniu do wzoru
(2.108) definicji tensora odksztalcenia (2.69) uzyskuje si¢ wyrazenie
h
2

I
2
Wa=[| | no®Puldese s + | noulededig [dS = [ (nP18e.g + mPoicg)ds.  (2.111)
_h S
2

S\_k
2

W réwnaniu (2.111) wprowadzono definicje sit wewngtrznych postaci

3
2

n® = [ po*uide, (2.112)

ala

ra =

mP = [ po*PpuiEde. (2.113)

(X1E 3

Po przeksztatceniu réwnania (2.111) mamy
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Wy = [ (n®P0upl o — n®bpadus + m*P6Bgl4)dS =
s

= [ [(n“Pdup)l o — n®Pbgadus + (m*P3Pp)l o — n| (Suup — m*® | ,5Bp]dS. (2.114)
s

Po wykorzystaniu twierdzenia Ostrogradzkiego—Gaussa powyzsze rGwnanie przyjmuje posta¢

Wy = [ (-n®bpadus — n® | 8ug — m®1,8Bp)dS + [ (n*Pdup + m*®8Bp)vadC,  (2.115)
s c

gdzie v jest jednostkowym wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz konturu C (Rys. 2.3).
W kroku nastgpnym wyraza si¢ wektor B przez wspéirzedne funkcji przemieszczenia (2.61) i wy—
konuje si¢ przeksztalcenia jak wyzej. Wykorzystujac ponownie twierdzenia Ostrogradzkiego-

—(Gaussa mamy

Wy = I[—n“ﬂbﬁuaug, —nuﬂlaﬁuﬂ o mﬂﬂla(_aua |B . bESHT) :|dS+
s

+I[n“|35u[, + m“ﬁ(—ﬁughz = bESu,) ]vadC=
C
—_[[ n®bgadus — n® | Sug +m®| bdu, + (™| oSus)lp — m*®| opdus |dS+

+J[n"55u5 = m“prSuT - m"‘ﬂ'.«'[;E‘J%vu—1 - w—(m“ﬁv wgs)ﬁug] dC=
c

= _[I:(—n“ﬂu +m“ﬁ|ub}ﬂ) Suy + (—n“Pbgg — mP |a5)6u3]dS+

hy

+I {(n“’fvu - m“ﬁb]‘;va) Suy + [m“”avp - ——(m Byav® l|}|35):|5u3 - m“ﬁvuvpﬁ%}dc (2.116)
C

W powyzszym przeksztalceniu wykorzystano tozsamo§é

Im“ﬂauglpvudc Im“"(mﬁ——v wﬁsﬁa

ac)vadC—

= _[ [m“ﬂvavaﬁ%‘v-i - ——(m Vav®ypsdus) +3 (m“Bvavstuga)ﬁug }dC =
C

I[ uﬁvuv;35—+ (maﬂvavawga)ﬁugildc (2.117)
¢

gdzie y jest tensorem Levi-Civity

Vap = \Jdet(aop) dap, (2.118)

ad jest symbolem permutacyjnym

din=dp=0, (2.119)



D
diz=-dn =1. (2.120)

Wyznacza si¢ pracg przygotowana obciazefi zewnetrznych. Sity zewngtrzne dzieli si¢ na dwie
grupy. Pierwsza stanowia sily przytozone do powierzchni granicznych powtoki i sity objgtoSciowe,
druga sily przytozone do powierzchni bocznych (prostopadtych do powierzchni §rodkowej). Dla

powierzchni granicznych wprowadza si¢ nastgpujace oznaczenia (Rys. 2.3)

v+=u+gﬁ, 2.121)

v“=u—%B, (2.122)
sl

w=n(t), (2.123)

T u(_ %) , - (2.124)

ds* = p*ds, (2.125)

ds- = p-ds. (2.126)

Rys. 2.3. Obcigzenia na powierzchniach granicznych i brzegowych powtoki
Praca wirtualna pierwszej grupy sit jest réwna

Wa = | £56v*dS* + [ £-8v-dS- +Jﬁ§$dv=j[f“6uu+ £38us —I“(Su_q_a +bﬁ§ug) ]ds, (2.127)
s+ §- v 3

gdzie zastosowano oznaczenia



=

Fi= gt i + I L, (2.128)

Iu:ﬁhx +_ﬁ I % ud
U i A s pxEdE.

(2.129)

LSTE

Réwnanie (2.127) przeksztalca si¢ dalej, wykorzystujac twierdzenie Ostrogradzkiego—Gaussa
War = [ [ f*8ua +£28us — 1%bE8up — (1%6us) o + 1% oSus dS =
M
= _l. [(f“ - I“bg) Sup + (f* +1*14)dus ]dS - _f 1*vdusdC. (2.130)
s ¢

W dalszym ciaggu wyznacza si¢ pracg drugiej grupy sit obcigzenia zewnetrznego t przytozo—
nych do powierzchni Q

L 2 [
— ol

raj=

W2 = [ 6vdQ = [ 197 4(E)(3u + ESB)ICE)E = | [ t“vuudﬁ] Su + [ %V ugdg] 5B |dC =

a3l

= [ su+t"3B)dcC. (2.131)
C

W powyzszym wyrazeniu wykorzystuje si¢ warunek brzegowy zapisany w punkcie o dowol-
nej rz¢dnej €

Va(E)ACE) = pvadC.

(2.132)
We wzorze (2.131) zdefiniowano sity
h
t/'= | v ud; ' (2.133)

3

h
t” = [ tevapde. (2.134)
34
Réwnanie (2.131) przeksztatca si¢ do postaci
_ Jou n oy, B oo
sz-—J.(I 6Ha+f 6“3—1‘ buaug—t} 5u3|a)dC (2[35)
&

Ostatni wyraz powyzszej catki jest réwny
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It”“ﬁuﬂudC: It”“(vué% —yY wéam) =
c c

ov
_J' oy, 5“3 Hayry. 0 1o Sus ldC =
= <y ac(’ ViWeayOus) + = ~(FVIWoy)ous (dC =
C
—_[[:”“v 5 (:”“vnp )ou ]dC (2.136)
B ““ov " oC RIS e '
5

Po wykonaniu powyzszych przeksztatceri koficowe wyrazenie na pracg wirtualng drugiej gru—

py sit zewngtrznych przyjmuje posta¢

Wz = f {[HB—t”ubﬂ:lﬁup+|:t,3——(f”aVTWu‘r)]ﬁu3—I”uVuﬁa;‘?} ; (2.137)

Po zapisaniu zasady prac przygotowanych
Wa=Wu+Wan (2.138)

otrzymuje si¢ rOwnania rownowagi zapisane za pomocg pol tensorowych na powierzchni Srodkowej

powtoki §

n®ly—m®l by +f1 —1%ba =0, (2.139)

n®®hgg +m®lgg +f2 +1%, =0 (2.140)

oraz kinetyczne warunki brzegowe na konturze C

nve —m®byvy = t" — "*ba, (2.141)

M| ovp — 2 (m™PvorPyps) = —1%ve + 17 — (e | 2.142
aVp ac(m VaV WBS)— Vo +1 6C( v wl:l'f)? (2. )
m“ﬁvuva = oy, (2.143)

Oprécz warunkéw kinetycznych na konturze C moga by¢ zadawane warunki kinematyczne,

Ouz

jezeli znane s3 na nim warto$ci funkcji ug , us , N

2.2.4. Zwiazki fizyczne

Zwiazki fizyczne zapisane w ukladzie krzywoliniowym dla materiatu izotropowego maja

postac

'J-G[g 8V +8%8"+7 2‘; 3 g"f)eu. (2.144)




.

Wyznaczona z powyzszego zwiazku sktadowa napr¢zenia normalnego w kierunku prosto—
padtym do powierzchni Srodkowej powloki jest réwna

3 =G(gk3gf3+gk3gk3+ 2V _—u=m

Y 88 )eﬂ=G§33|:2§33833 +

= GEH |:2€ a3 +

1 _\}zv@lleu +g%en +§33€33)] =

Y (s tean +e<33>)]. (2.145)
1-2v

Generalnie w teorii powlok postuluje si¢ wystgpowanie ptaskiego stanu naprgzenia,
a w zwigzku z tym przyjmuje si¢, ze obliczona powyzej wsp6irzgdna tensora naprgzenia jest zero—

wa. Stad odksztaicenie normalne w kierunku prostopadtym do powierzchni Srodkowej jest réwne

€33 = —

I Y—(eais + €22). (2.146)
-V

Po uwzglednieniu powyzszego wyrazenia, oraz uwzglgdniajac ortogonalno$§¢ tensora met-—
rycznego ponownie zapisuje si¢ wzor (2.144)

0-'1|3 = G(g“TEBSeTS + gBT-gase'rﬁ +

122 3 30‘5‘""‘) =

= 26(gg®eay, +

V_ =k plaaz BB § ):
1—2v5 €kV8 8" Oop)

=2G E‘“‘*ﬁ‘m’ [em)p)) Gy I _\’2\’(841» +e2 + €<33>)5a)ﬁ)] =

Z. definicji wsp6trzgdne fizyczne tensora naprezenia sg rowne
o™ Vb |
G <ap> 2G(€<a.[i> + 83;.554’3) ; (2.148)
g*g" l1-v

Po podstawieniu do definicji sit wewnetrznych (2.112) i (2.113) zwiazkéw fizycznych

(2.147) oraz wykorzystaniu wzoru (2.94) i wlasnosci symetrii wspoéirzedne fizyczne sg rowne

h
2

nepy> = J.ucrmg,pfd& 2G (l 26H +E2 K)[emp,
-3

Nl:-._—1MI:"

L o) (53 -2 ) ae =

=G

e

( <> +£]E<"f|3> +E_.2(E)<y;3> +E D oyp> +€§47‘E.<y;3> +§5<§<m>) dg =

L E

" h3. hi.
- G(hﬁqﬁ, + 1—2—(qu) + %xfﬂb) , (2149)
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(F’é"fﬁ’ +&‘2‘E<‘Yﬂ> +E.»3(T3<rﬂ> +€4¢’<‘rﬁ> +§si~:~rﬁ> +iﬁé<ﬂi>) dg¢ =

~|=_t-.—-.m|a-

h
2
m-([]-lr) .[ I.I.G{(]_B} uuadg G
h
2

3, 5 7,
= G(-’l?ixqﬁ, + g—otlaqﬁ, + Z-’j@gqp,) . (2.150)

W powyzszych wyrazeniach w celu skrécenia zapisu zdefiniowano nastgpujace wielkoSci

zwiazane ze wspoélrzednymi tensora odksztalcenia

Bt = Baypss (2.151)
Eq[&) = Eqﬁb - bggmﬂn- - 2H§<yi3> ’ (2.152)
P> = —Pap> — b¥Keop> — 2HRK oyp> + 2HDIE caps + KE op>, (2.153)
b rp> = b2P<ops + 2HP p> + 2HDR cap> + KR yp> — KDZE caps» (2.154)
i<y]3> = _ZHb$(T)¢nﬁ> = K@qﬁ) = Kb?fq@; 5 (2. 155)
é(yﬂ) = Kbt;a‘:aﬁ) (2 156)
oraz
- _ 2\’ <B
€ <ap> = E<ap> +8<ﬂm+m85>ﬁuﬁ, (2.157)
Riaips =g b s =BG s, ~Bllns lz_—vv(ng bAE)Sap. (2.158)
Peap> = bhkaps + K de= = %Kiﬁaug (2.159)

2.3. Model obliczeniowy MES

2.3.1. Model globalny konstrukcji

R6éwnanie ruchu konstrukcji zapisuje si¢ w postaci dyskretnej w przestrzeni skoricze—
nie—wymiarowej. Wspétczynniki tego réwnania oblicza sig, stosujac do dyskretyzacji metode ele—
mentéw skoriczonych [43]. Rozwazania ogranicza si¢ do konstrukcji ztozonych z wielogaleziowej

powloki 0 osiowo-symetrycznej geometrii, a w szczeg6lnosci kotowych ptyt poziomych.
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Typ geometrii konstrukcji najczesciej determinuje rodzaj stosowanych elementéw i siatek.
W przypadku osiowej symetrii wygodnie jest przyja¢ czworokatne elementy stozkowe (Rys. 2.4).
Zrezygnowano z narzucajacego si¢, w przypadku osiowej symetrii, elementu pier§cieniowego
i stosowania metody pétanalitycznej tzn. rozwinig¢é funkcji w szeregi trygonometryczne w kierunku
obwodowym. Motywacjg takiego postgpowania jest przewidywana w przyszto$ci analiza nielinio—
wa. W przypadku metody pélanalitycznej otrzymuje si¢ sprz¢zenie migdzy poszczeg6lnymi

sktadowymi harmonicznymi rozwinigé [15, 16].

Rys. 2.4. Siatki elementéw modelu dyskretnego MES

Powloke dzieli si¢ na ptaskie elementy trjkatne. Podstawg podzialu jest trapez wynikajacy
z ukfadu linii réwnoleznik6éw i potudnikéw na powierzchni §rodkowej. Stosuje si¢ dwie mozliwe

siatki tréjkatne i uSrednia wyniki.

Jako globalny uktad wsp6irzgdnych przyjmuje si¢ uklad kartezjariski {X', X%, X°} (Rys. 2.5).
Niech X* oznacza wezet A (A =1,2,...,A; A - liczba wezt6w) w globalnym uktadzie wsp6irzed—
nych, e = 1,2,..., 2¢ numeracj¢ elementéw (2¢ - liczba elementéw) (Rys. 2.4). Z globalnym ukta—
dem wspétrzednych wiaze si¢ wektor parametr6w wezlowych (Rys. 2.5). W kazdym weZle

przyjmuje si¢ jako parametry trzy przemieszczenia i trzy obroty

sq2 = {Us, Uz, Us, ®;, D,, @3} 7. (2.160)
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Rys. 2.5. Parametry wg¢zlowe w ukladzie globalnym
Wektory parametrow weztowych poszczegélnych weziéw porzadkuje si¢ w wektor globalny
T
‘q={q","q% i 02002} (2.161)
2.3.2. Model roziagczny elementu

W ramach prowadzonych badar testowaﬁo rézne typy elementéw skoriczonych. Analizowano
elementy krzywoliniowe z jedng krzywizng (w kierunku réwnoleznikowym), z parametrami
weztowymi wyrazonymi w globalnym ukladzie walcowym lub kartezjariskim. Lokalne parametry
weztowe wyrazano w ukladzie giéwnych krzywizn powloki lub jako staly wektor dla elementu
wedtug giéwnych krzywizn w Srodku elementu. Zwiazki geometryczne wedtug (2.105-2.107) wy-
znaczano, rézniczkujac analitycznie funkcje ksztattu lub ré6znicowo. Rozwazano element z szeScio—
ma parametrami w weZle oraz element pigcioparametrowy z fikcyjng sztywnoScig na skrgcanie.
Badane elementy krzywoliniowe w niektérych typach zadan charakteryzowaty si¢ wolng
zbieznoScia rozwigzania. Z tego powodu zdecydowano si¢ na zastosowanie elementéw plaskich.

Przyjeto ptaski, czworokatny superelement w ksztaicie trapezu réwnoramiennego skladajacy sig



o
z dwéch par elementéw tréjkatnych. Podejécie takie jest stosowane w wielu komercyjnych pakie—
tach MES.

Zastosowany superelement pozwala w jednolity sposéb modelowaé fragmenty powlokowe
oraz ptyty, z ktérych skiada si¢ konstrukcja. Wprowadzenie dodatkowych elementéw konstrukcyj—
nych takich jak: zebra réwnoleznikowe, Zebra potudnikowe, przepony pionowe nie stwarza szcze—

g6Inych trudnoé$ci w analizie.

Rys. 2.6. Geometria i parametry weztowe w ukliadzie lokalnym elementu skoficzonego

Na Rys. 2.6 przedstawiono typowy tréjkatny element skorficzony oparty na trapezie
zwigzanym z przyjeta siatka réwnoleznik6w i potudnik6éw. Parametrami charakteryzujacymi geo—
metri¢ elementu s3: wysokoS¢ L, kat o, na kt6rym jest rozpigty, odleglosci od' osi symetrii 7, i r,
oraz od plaszczyzny X° = 0 0 X3 i X;. Pomiedzy powyzszymi wielkoSciami zachodzi zalezno§¢

2
L= (r-roos’@ + (X3 -%3) (2.162)

Niech a = 1,2,3 bedzie lokalng numeracjg weztéw dla elementu e—tego. Wprowadza si¢ lo—
kalny kartezjanski uktad wspétrzednych {x,, x,, x;}. W kazdym weZle elementu przyjmuje si¢ uktad
szeSciu parametréw weztowych: trzy przemieszczenia i trzy obroty zwigzane z lokalnym uktadem

wsp6trzgdnych (Rys. 2.6)
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sq?e):{ulsu2-¢’3s“3|¢h¢2}T- (2.163)

Dwa pierwsze parametry stuza do aproksymacji przemieszczen stanu tarczoweg, trzy ostatnie
do aproksymaciji stanu zgigciowego. Parametr 3 nie wystgpuje w aproksymacji stanu przemiesz—
czenia. Jest on konieczny w przypadku kiedy w weZle schodzg si¢ elementy o réznym kacie nachy—
lenia tworzacych. Dla wyeliminowania osobliwo$ci w macierzy sztywno$ci w weztach, w ktérych
nie ma zatamari tworzacej, przyjmuje si¢ fikcyjng sztywno$¢ skrgcania [43].

Pole przemieszczen

f={uv,w}" (2.164)

wewnatrz elementu skoriczonego (e) aproksymuje funkcjami bazowymi zwigzanymi z parametrami

weztowymi
u U
f(e)(xl,xz) = Vv =9 Uz = ’fo)(xhxz) sqa’)_ (2 165)
w Us

Macierz funkcji bazowych dla wezta o ma postac [6, 43]

@ 00 0 0 0
NO=l 0 v0 0o o o0 | (2.166)
0 0 0wl w2© w3?

Tabela 2.1. Zestawienie funkcji bazowych

o 1 2 3

U |l L, Ls

v L L, L;

w1 1L+ L3L, + L3Ls- Li+ ALy + 3L~ Ls-¢ 3L+ a0~
N A A9 i ~L,l3 - L,13 ~LsL3-LsL3 "

w2 bz[LgL%+%L,L2L3]~ bg(L1L§+%L,L2L3)— bl(L2L§+%LIL2L3)—

—bg(Lf’L2+%L1L2L3) —bI(L§L3+%L1L2L3) —bz(L§L1 +%L1L2L3)

w3 C? [L3L% + %L1L2L3) = |C3 (L; L% + %Ll LzL;) = €] (Lng + %L] L2L3) —

—c;(LfL2+%L|L2L3) —L»,(L§L3+§L,L2L3) —cz[L_%L,+§LIL2L3)
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Zastosowano typowy element tr6jkatny o liniowej aproksymacji przemieszczeni stanu tarczo—

wego i wielomiany trzeciego stopnia aproksymujace przemieszczenia stanu plytowego. Funkcje

bazowe dla poszczeg6lnych weziéw elementu skoriczonego przedstawiono w tabeli 2.1.

W definicjach funkcji bazowych zastosowano wsp6irzgdne powierzchniowe

ff) = ﬁ(agf) +bff)x1 + cff)xz) ,

gdzie A oznacza pole powierzchni elementu oraz

a® = x1(cmod 3+ 1) * xo((c+ 1) mod 3+ 1) = x; ((c.+ 1) mod 3+ 1) * xo(c. mod 3 + 1),
¥ = xy(amod 3+ 1) —x2((c+ 1) mod 3 + 1),

¢ = x;((ce+ 1) mod 3 + 1) — x, (o mod 3 +1).
Praca wirtualna sit wewngtrznych w obszarze elementu jest réwna (por. 2.113)

W(\:) = _[l- (n""”ﬁaqg> y m<ﬂp6|(<~rﬁ>)dxl dx; = D‘ c?;)ﬁa(e)dx; dx;.

Se) S(e)

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

Uogdlnione wektory odksztatcenia i naprgzenia wystgpujace w ostatniej calce maja nastgpu-—

jace definicje

T
Ee) = {8<11>,8<22>,28<12>,K<|1>.K<22>,2K<12>} ’

_ T
G = {ﬂ<11>,ndz:-,n<|2>.m<11>,m<z2>,mq12>} .

(2.172)

(2.173)

Wykorzystano fakt, ze dla plaskich elementéw uogélnione tensory napr¢zenia i odksztatcenia

$3 symetryczne.

W przyjetym lokalnym Kartezjafiskim ukladzie wspéirzgdnych operator zwiazk6w geomet—

rycznych (2.105-2.107) upraszcza si¢ do postaci

0 90
) B = |
| 20x, il
_ __5___
20
[L%]=] o ixl :
| 20x; Ox;

(2.174)

(2.175)



=3

i &
N ox? T ox0x,
3 1
[L3]= 2 e | (2.176)
0x10x3 6x§

Dla zdefiniowanego wektora odksztatcenia zapisuje si¢ zwiazki geometryczne w postaci

(e) s

E@) = L(g)r(e) = L(e} SNa © s

Q@ = Ba’ *qfy). (2.177)

Operator zwigzk6w geometrycznych L, dla elementu e~tego przyjmuje prostg postac

0
EO 0
0
OE 0
o 0
22 0
dxy O
L) = o 02 (2.178)
@@= 0 0 = . .
Xy
62
0 0 _Eg
20?
_0 0 T ox10xy

Zwigzki fizyczne (2.149) i (2.150) dla ptaskiego elementu przyjmuja posta¢

v
Reap> = Gh (8«1{3:- +Epo> t+ T:‘_Y"‘\;‘GBESQB) ’ (2 ]?9)
3
Mo = G%(K<ag> Koo + Iz_—vvngaap) . (2.180)

Powyzsze zwigzki mozna przedstawi¢ w formie macierzowe;j
() =Diew) = DiBY *qf. (2.181)

Macierz statych sprezysto$ci w przypadku materiatu ortotropowego ma postac

E” EnU 000
W Ep Ey 0 000
D= 0 0 G 000 o
000 | En Bz 0
000 5 Ew Ex 0
000 0 0 G

gdzie state sprezystoSci E, |, E,, , E,, sa zwigzane z wydtuzeniami w gtéwnych kierunkach ortotro—
pii, a stata G z odksztalceniami postaciowymi dla plaskiego stanu naprezenia. Dla materiatu izotro—

vE __E
G_2(1+v)

powego Ej =Eyp = 5» Ena =

1 L . Zatozono, ze gtéwne kierunki ortotropii
-V -V



w3

pokrywaja si¢ z kierunkami lokalnego uktadu wsp6irzednych.
Jezeli oznaczyé obciazenie zewngtrzne elementu w lokalnym ukladzie wspéirzednych

nastgpujaco
1y
tey (1. x2) = {1y, 1y B} (2.183)

to energi¢ potencjalng elementu mozna wyrazi¢ wzorem

e s (e)
B =5 H OEedxidy; - H flotedridxz = 2( 'q%) K Qi — (ql) P (2.184)

S{ ) S(e)

gdzie macierz sztywno$ci elementu i wektor statycznych réwnowaznikOw obcigzenia zewngtrznego

s3 réwne
© @0\ ' r®
k5= [[ (BY) DB dxidx,, (2.185)
Sie)
© ©)"
p2 = [[ (N9) tdridra. (2.186)
S(e)

Poniewaz parametr ¢3 nie bierze udzialu w aproksymacji przemieszczeri, macierz sztywnoSci
elementu w wierszach i kolumnach odpowiadajacych temu parametrowi ma wspéiczynniki réwne
zeru. Aby unikna¢ osobliwoSci macierzy sztywno$ci przyjmuje si¢ fikcyjng sztywno$¢ na skrgcanie
[43]. Wspélczynniki dodane do macierzy sztywnoSci elementu sa dobrane w ten sposéb, ze
generuja zrownowazony uklad sit i nie wplywaja znaczaco na wyniki. Wsp6iczynniki macierzy

sztywnoSci elementu modyfikujg si¢ wedtug zaleznoSci

e { 0.02E1hA gdy o= (2.187)

@37V _0.01EhA gdy o % B

Jezeli zatozy sig, ze gesto$¢ materiatu powloki wynosi ps i jest stata oraz, ze powloka jest
cienka, to mozna przyjaé, ze cata masa jest skupiona na powierzchni §rodkowej. Energia kinetyczna

elementu moze by¢ wyrazona formuta

g - 2Ps [ ho2didx, = ( qe) " *m) *qb. (2.188)

Ste)

gdzie macierz bezwtadnoSci elementu jest rowna

m = p, [ H("ND) " NOtx,dy. (2.189)

Sie)
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W programie warto§ci numeryczne calek (2.185), (2.186) i (2.189) oblicza si¢ metoda

Gaussa, stosujac catkowanie oparte na trzech punktach.

2.3.3. Agregacja modelu

Réwnania pofaczonego modelu globalnego otrzymuje si¢ przez zsumuwanie energii poten—
cjalnej i kinetycznej wszystkich elementéw wyrazonej w bazie parametr6w .globalnych. Niech

zwigzek migdzy parametrami w globalnym i lokalnym uktadzie wspéirzednych okreSla transfor—

macja
Qi = “Q1°q", (2.190)
gdzie
ogi=] T gdy a=A 2.191)
0 w przeciwnym wypadku

Rys. 2.7. Zwiazki migdzy globalnym i lokalnym wektorem parametréw weztowych

Jezeli prostopadta do podstaw superelementu jest nachylona do pionu pod katem ‘P, a kierun—
ki X* i x, tworza migdzy sobg kat © — lezacy w plaszczyznie X'X* (Rys. 2.7), to macierz transfor—

macji T, kt6ra jest ztozeniem obrotéw wokoét osi x, i X°, dla pojedynczego wezta ma nastgpujace
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wspOtczynniki
0o 10 o0 0 0 | o o1 0 o0 0]
cos¥ 0 sin¥ 0 0 0 —sin® cos® 0 0 0 0
T 0 0 0 -sin¥ 0 cosV¥ cos® sin® 0 0 0 0 (2.192)
—sin? Ocos% 0 0 O 0 0 0 0 0 1
0o 0 0 0O 1 0 0 0 0 —sin® cos® 0
| 0 0 0 cos¥ Osin¥ || 0 0 0 cos® sin® 0 |
gdzie
3 _rk_rp g_
sin¥ = = cos > (2.193)
X; - X3
cos¥ = "L ) (2.194)

Po zapisaniu catkowitej energii potencjalnej i kinetycznej uktadu jako sumy energii posz—

czegblnych elementéw

2e
‘Ep=), 'Ep = %( 'qY) "Kar °q" - ('q%)" *Ps = % ‘" *K*q- *q"°P,  (2.195)

e=1

2e
Ex=2 E =504 Mar 4" =247 Mg (2.196)

otrzymano definicje globalnych macierzy: sztywnosci i bezwtadno$ci oraz definicj¢ wektora réw—

nowaznikéw statycznych obcigzenia zewnetrznego

2 T
Kar = % 2 (20 ©Qf, (2.197)
2e =
"Myr = % E‘; (002 m ©Qf, (2.198)
2e T
Pas= % 2 (0Qf)ps. (2.199)
e=]

Mnozniki % w powyzszych wyrazeniach pojawiaja si¢ ze wzgledu na podwdjna siatk¢ na po-

wierzchni trapezowego superelementu.
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3. Model cieczy

3.1. Model fizyczny cieczy

Réwnania opisujace ciecz wyprowadza si¢ z ogélnych zasad zachowania mechaniki [31]: lo—-

kalnej postaci zasady zachowania masy

pr + div(prw) =0, (3.1)

oraz lokalnej postaci zasady zachowania pgdu
i 1 D : =
S”jﬁ‘[)f(f ——Fl;) =0, (32)

gdzie p, jest gestoScig cieczy, v wektorem pola predkosci, s tesorem naprezenia, a f zewnetrzng sitg
objetoSciows. Zaktada sig, ze plyn jest idealny i nielepki. W takim przypadku mozna zapisa¢

zwiazek konstytutywny, wprowadzajac skalarna funkcje ci$nienia p
s;. = —pﬁ}f. (3.3)

Réwnanie zasady zachowania pedu (3.2) mnozy si¢ stronami przez wektor bazowy g,

sV gi + pf(r— %) =0, (3.4)

Pierwszy sktadnik powyzszego réwnania mozna przeksztatci¢
s'l,g1 = (Sig’g) &= —(Pﬁig"’) g =-p,,8"8i =—p, & =—grad p. (3.5)

Ponadto zaklada si¢, Zze zaburzenia w czasie ruchu s3 niewielkie w porOwnaniu z warto$ciami

zmiennych w potozeniu réwnowagi
P =po+p'(0), _ (3.6)
P <<po (3.7)
oraz

p(l) = pp +pi(t), (3.8)



=4

p;- << pPp. (3.9)

Ostatnie zalozenie pozwala réwniez na zaniedbanie cztonu konwekcyjnego w pochodnej ma-

terialnej, stad

Du _. .
DY =0+ (v grad)v = V. (3.10)

Z powyzszego zalozenia wynika réwniez, ze powierzchnia kontaktu cieczy i konstrukcji
a tym samym siatki MES i MEB s3 niezmienne w czasie. W zwigzku z tym macierze sztywno$ci
1 bezwladno$ci sg niezalezne od czasu. Zasad¢ zachowania masy (3.1) mozna zapisa¢ w zmienionej

postaci
pr+pp divo =0. (3.11)

WielkoSci zaburzen p6l predkosci i gestosci zwiazane sa z soba predkoscia rozchodzenia sig

dzwigku w oSrodku. Jezeli predkoS¢ t¢ oznaczy si¢ przez a, mozna zapisaé zwigzek
p’ =a*pt . (3.12)
Po podstawieniu do zasady zachowania masy (3.11) otrzymuje sig¢
P/ +a*pm divo =0, (3.13)
a po zrézniczkowaniu po czasie mamy
Pl +a*pp divo=0. (3.14)

Po pominigciu zewnetrznych sit masowych i uwzglednieniu przyjetych zatozeri zasade za-

chowania pe¢du (3.2) mozna zapisa w postaci
grad p’ +ppv =0. (3.15)
Z dwoch ostatnich wzoréw otrzymuje si¢

(_gradp”) _
)

P +a*pp div( - =55 p'-a*V¥p’ =0, (3.16)

Powyzsze rownanie jest rOwnaniem opisujacym rozchodzenie si¢ fal w oSrodku akustycznym.
Przyjecie zatozenia o stacjonarno$ci odpowiedzi
P =-o¥, (3.17)
umozliwia wyeliminowanie pochodnej czasowej i prowadzi do réwnania Helmholtza

p'+kVip’ =0, (3.18)
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gdzie k = % jest numerem fali.
W niniejszej pracy proponuje si¢ przyjecie dodatkowego zatozenia o nie$ci§liwosci o$rodka
i sprowadzenie oddziatywania hydrodynamicznego cieczy na konstrukcj¢ do tzw. problemu "masy
dodanej” [18, 24, 26, 29, 30]. Przyjecie tego zatozenia jest mozliwe gdy predko$é rozchodzenia sig
dzwigku w ptynie jest odpowiednio duza. W przypadku cieczy z do§¢ dobrym przyblizeniem moz—
na przyjac to zatozenie. Wtedy w réwnaniu falowym (3.16) mozna pomina¢ pochodna czasowg i o—
graniczyC si¢ do rozwigzania réwnania jedynie z czastkowym przestrzennym operatorem Laplace'a.
Po przyjeciu zatozenia o nieSci§liwodci cieczy zasada zachowania masy (3.1) przyjmuje

prosta posta¢
divo=0. (3.19)
Ponadto zaklada si¢, ze wektorowe pole predkosci przepltywu jest bezwirowe
rotv =0, (3.20)
tzn. jest osiowym polem potencjalnym i moze by¢ wyrazone poprzez skalarng funkcje potencjatu @
v = grad ®. (3.21)

Z powyzszych wzor6w wynika, ze poszukiwana funkcja potencjatu predko$ci musi by¢

funkcjg harmoniczng

divv = divgrad ® = V20 =0. (3.22)
Zasadg¢ zachowania pedu
il _Dv) _
'], gi +pr(f DI) =0 (3.23)

zapisuje si¢ przy pomocy wprowadzonej funkcji potencjatu predkosci. Korzystajac z tozsamoSci
grad(a-b)=(a-grad)b+(b-grad)a+ax rot b+bx rot a, (3.24)

mozna zapisa¢ czton konwekcyjny w pochodnej materialnej w prostszej postaci
(v grad) v = % grad (L?)-v x rotv = % grad (v?). (3.25)

Natomiast pochodna materialna wyrazi si¢ wzorem

Dv _ . _ e ] 2
Dr=Vt (v grad) v = grad ® + > grad[(grad D) ] (3.26)

Jezeli dodatkowo zatozy si¢, ze zewngtrzna sifa objgtoSciowa ma charakter potencjalny

f=-grad U, (3.27)



-

to réwnanie zasady zachowania pgdu przyjmie postaé

d .
- s rad U- grad[m%(grad q,)z] =0 (3.28)
a po scatkowaniu
p byl 2 _
pr T U+ @+ 5(grad @)" = C(). (3.29)

Wyznaczona catka nosi nazwg réwnania Cauchy'ego-Lagrange'a. Funkcja C(f) moze by¢ po-

mini¢ta, gdy wprowadzi si¢ nowa funkcjg potencjatu predkosci zdefiniowana nastgpujaco
®, = ® - [C(r)dr. (3.30)

Przyjmujac zalozenie o matych zaburzeniach, mozna pominaé wyraz nieliniowy zwigzany
z cztonem unoszeniowym w pochodnej materialnej. Wtedy réwnanie Cauchy'ego-Lagrange'a

(3.29) przyjmie postaé

: p B
¢+E+U_0‘ (3.31)

Aby wyznaczy¢ funkcj¢ potencjatu zewngtrznych sit masowych U przyjmuje si¢ ukiad

wsp6trzednych z osig X° skierowang w gére i wsp6irzedng réwna zero na poziomie lustra cieczy
(Rys. 3.1).

P re—
7
k3
Q
n L

Rys. 3.1. Schemat zbiornika na ciecz
Dla zadania statycznego réwnanie (3.31) przyjmie posta¢
A .
pr+U—0. (3.32)
Ci$nienie w dowolnym punkcie mozna wyznaczy¢ z zaleznoSci

P=-Xgps+pa, (3.33)
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gdzie g est przy$pieszeniem grawitacyjnym, a p, ci$nieniem atmosferycznym. Pomijajac ci$nienie
atmosfe-sczne, co nie ogranicza og6lnoSci rozwazar, i poréwnujac dwa ostatnie wyrazenia mozna
okreSli¢ yotencjat

U=Xg. (3.34)

Pe wykorzystaniu powyzszych zaleznosci réwnanie Cauchy'ego—Lagrange'a przyjmie posta¢

¢+§+X5g=o. (3.35)

Fyszukiwana funkcja potencjatu predkosci, musi spetniaé réwnanie Laplace'a (3.22) w ob-
szarze (. R6éwnanie Cauchy'ego-Lagrange'a (3.35) wykorzystuje si¢ do sformutowania warunkéw
brzegow,ch, Dla funkcji spetniajacej réwnanie Laplace'a moga by¢ okreS§lone rézne typy warun—
kéw brzzgowych:

- Dirichleta (na warto$¢ funkciji)
D(X) = AX), (3.36)

- Neumanna (na pochodng w kierunku normalnym)

0PX) _

on(X) 2(X), (3.37)

- Cauchy'ego — mieszane Dirichleta i Neumanna na roziacznych fragmentach brzegu,

- Robina

0D(X) _

gdzie fiX), g(X), h,(X), h,(X), h,(X) sa znanymi funkcjami. Nalezy doda¢, ze w przypadku gdy na
catym brzegu zadane s tylko warunki brzegowe typu Neumanna, réwnanie Laplace'a ma jedno-

znaczne rozwigzanie gdy spetniony jest warunek Gaussa

oD - _
[[Edr = 0. (3.39)

Proste przeksztatcenie z wykorzystaniem twierdzenia Ostrogradskiego—Gaussa tlumaczy za—

sadno$¢ tego warunku

J 22dr = [ n-grad @ dT = [div grad @ dQ = [ V2 d2 = 0. (3.40)
r On r 0 Q

Aby okre§li¢ warunki brzegowe caty brzeg cieczy dzieli si¢ na dwie czgéei: I', — powierzch—

ni¢ kontaktu cieczy z konstrukeja i I', — powierzchni¢ swobodna lustra cieczy (Rys. 3.1)



=Rz
r=r,url; (3.41)

oraz
Nnl2=0. (3.42)

Na powierzchni kontaktu normalne sktadowe prgdkosci powloki i cieczy sg sobie réwne

qu-nzﬂ. (3.43)
on

Zapisanie warunku brzegowego na powierzchni swobodnej cieczy wymaga modyfikacji réw-

nania Cauchy'ego-Lagrange'a (3.35). Na powierzchni swobodnej musi by¢ spetniony warunek.
p=0. (3.44)
Przyjmuje sig¢, ze sktadowg pionowg drgan opisuje funkcja
X=X\, X, 1). (3.45)
R6éwnanie Cauchy'ego—-Lagrange'a na powierzchni swobodnej przyjmie wtedy posta¢
= —gg(X', X2, 1). (3.46)

Po zr6zniczkowaniu po czasie uzyskuje si¢ poszukiwany warunek brzegowy

d=-gj=—-gop=-gs =g 47
% ox? on (B.47)

Wyprowadzony powyzej opis zagadnienia brzegowego za pomocg réwnania rézniczkowego
wraz z okreSlonymi warunkami brzegowymi zastgpuje si¢ réwnowaznym sformutowaniem
catkowym. W tym celu korzysta si¢ z drugiej tozsamo$ci Greena zamieniajacej catk¢ objetoSciowa

na powierzchniowa [19]
( jﬁg o
29— gV2)dV = -g ds. (3.48)
Jrvie-gvinar=[ i/ -25m)

W miejsce funkcji f podstawia si¢ funkcje potencjatu predkosei @, a w miejsce funkcji g roz—

wigzanie fundamentalne réwnania Laplace'a G* [4, 5]

V2G* (X, XE) = —4n5(X - X3), (3.49)

gdzie 8(X — X¥) jest dystrybucja delta-Diraca. Po podstawieniu otrzymuje si¢



s A
[ [@X)V2G* (X, X¥) - G* (X, XE)V2D(X)]dV(X) =

= 0G* (X, XT) _ corx x5 22X
_J[Q(X) a0 XD }dS(X). (3.50)

Po uwzglednieniu wilasnodci zastosowanych funkcji otrzymuje si¢ tozsamo$¢ catkowa na

brzegu obszaru zajmowanego przez ciecz
4n®(XE) + [ X)F* (X, XE)AI(X) = | %G'(x.xﬁ)dro{), (3.51)
r r

gdzie catkowanie odbywa si¢ po calej powierzchni brzegowej I'=T"; U T ;.

Rozwiazanie podstawowe G* mozna zapisa¢ w postaci

G*(X,X%) = p(x]xz)‘ (3.52)

gdzie r(X,X*) oznacza odleglo$¢ migdzy punktami X i X*. Przez funkcje F*(X,X*) oznaczono
pochodna w kierunku normalnym skierowanym na zewnatrz obszaru Q rozwigzania fundamental—

nego réwnania Laplace'a

0G*(X,X5)  [X'(X*) - X'(X)]n(X)

F*(X,X*) = ) P XX ; (3.53)
przy czym
Inl=1. (3.54)
Tozsamo§¢ catkowa (3.51) zapisuje si¢ dla punktu X* lezacego na brzegu

X*>XTel (3.55)

i uzyskuje si¢ koficowa posta¢ réwnania
CXNOXT) + V.p.[ OX)F* (X, X )dr(X) = | %G*(x, X")dr(X). (3.56)

r E

Warto$¢ wsp6iczynnika C(X") zalezy od gladkosci powierzchni w punkcie X'. Nalezy za-
uwazyC¢, ze catka po lewej stronie powyzszego réwnania jest silnie osobliwa, jednak istnieje jej
warto$¢ gtéwna w sensie Cauchy'ego.

Typ réwnania (3.56) jest znany w mechanice jako réwnanie Fredholma IT rodzaju, w kt6rym
nieznane funkcje wystgpuja zaréwno pod operatorami calek, jak i na zewnatrz catek. Z dwéch nie-

wiadomych funkcji ®(X) i aq;gg jedna jest zawsze znana (warunki brzegowe). Wyznaczenie
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drugiej funkcji koficzy rozwiazanie sformutowanego zagadnienia brzegowego dla cieczy.
3.2. Model obliczeniowy MEB

Réwnanie opisujace ciecz (3.56) zapisuje si¢ w postaci dyskretnej. WspOlCzynniki tego réw—
nania oblicza si¢ stosujac do dyskretyzacji metodg elementéw brzegowych [4, 5]. Rozwazania og—
ranicza si¢ do osiowosymetrycznych obszar6w zajmowanych przez ciecz.

Powierzchnig¢ brzegu obszaru zajmowanego przez ciecz dzieli si¢ na czworokatne elementy
trapezowe, ktore sa podstawa dyskretyzacji konstrukcji elementami tr6jkatnymi. Na powierzchni
kontaktu cieczy z konstrukcja I', naroza siatek MES i MEB pokrywaja si¢. W zwiazku z tym po—
ziom lustra cieczy wyznacza lini¢ weztéw dla siatki MES.

Jako globalny uktad odniesienia przyjmuje si¢ uklad kartezjadski {X', X?, X°}, taki sam jak
w przypadku MES (Rys. 3.2). Niech X* oznacza wezet A (A=1,2,....A; A — liczba wezi6w)
w globalnym ukladzie wsp6irzgdnych, e=1,2,...,¢ za§ numeracj¢ elementéw brzegowych (€ —
liczba elementéw). Na Rys. 3.2 przedstawiono typowy element brzegowy o dlugosci tworzacej L,
rozpigty na kacie o, ktrego wezly sa odlegte od osi symetrii o r, i r, oraz sa oddalone od ptaszczy-
zny X* = 0 odpowiednio o X i Xy. Lokalny kartezjariski uktad wspéirzednych {x,, x,} przyjmuje

si¢ taki sam jak dla elementu skoficzonego.

X2

Rys. 3.2. Geometria elementu brzegowego



df=
Przyjmuje si¢ parametry weztowe, ktérymi s wartodci funkcji potencjatu .predk()Sci i ich po—

chodne w kierunku normalnym

aq)z\

A 2D

DA, o (3.57)
Wezly potozone sg w §rodkach elementéw. Takie usytuowanie weztéw wybrano w celu unik—

nigcia niejednoznacznoSci w okreSleniu pochodnej normalnej dla wezta, w kt6rym nastgpuje

zatamanie powierzchni brzegowej (Rys. 3.3). Ponadto unika si¢ réwniez weziéw z niejednoznacz—

nymi warunkami brzegowymi (gdy w weZle schodza si¢ powierzchnie I' i T',).

N

Rys. 3.3. Punkt we¢ziowy o niejednoznacznym kierunku wektora normalnego

Parametry we¢zlowe porzadkuje si¢ w wektory globalne

o= {002, 0, . d3}" (3.58)
1 2 A AT
0,={2 2 e L (3.59)

Funkcje potencjatu predkosci i jej pochodnej w kierunku normalnym wewngtrz elementu

brzegowego aproksymuje si¢ na podstawie warto$ci weztowej za pomoca statych funkcji bazowych

Doy (x1,%2) = ‘N (x1, x2) D2, - (3.60)
A
Wﬁf\ffm.xz)@% ; (3.61)
O _) lTedyde(e) .62
a (x1,x2) { O wiyAZ @) " (3.62)

Réwnanie (3.56) zapisuje si¢ w formie macierzowej, przyjmujac za punkty kolokacji wezty

element6w brzegowych X'
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aq)a
DA = i
Fra®®=Gra - (3.63)
gdzie
Fra= [| FP[X(r1,x2), X' N (x1, x2)dxidx, L dla T # A, (3.64)
enl S(e)
Gra= Y [| G*[XCr1,x2), XTT N (1, x2)dx . (3.65)
=1 S

WartoSci numeryczne powyzszych calek oblicza si¢ metodg Gaussa, stosujac po osiem punk—

téw Gaussa na kazdym z kierunkw.
Wspétczynniki Fah, bedace catkami osobliwymi, wyznacza sig, rozwazajac pole predkosci

0 statym potencjale w catym obszarze Q

/\ ©*=Const., ' (3.66)
Ael
wiedy
ARy (3.67)
Ael aﬂ - .
czyli na podstawie réwnania (3.63)
Fas1E=0, (3.68)
skad
A
Fa=-2 Fas. (3.69)
=1

eA

Przedstawiona procedura eliminuje ponadto konieczno§¢ jawnego wyznaczania wspéiczyn—
nika C(X"), ktéry powinien by¢ dodawany na diagonali macierzy F.

Na podstawie przytoczonych zaleznoS$ci tatwo mozna zauwazy¢, ze macierz F jest osobliwa.
Jest to zwigzane z wiasno$cig réwnania Laplace'a, ktére z warunkami brzegowymi Neumanna nie
ma jednoznacznego rozwigzania. Ten problem bgdzie dalej analizowany (3.77). Proponuje si¢ wy—
miang jednego z réwnaf MEB (3.71) na warunek ustalajacy warto$§¢ funkcji @ w jednym z weztow.
Oznacza to, ze warto$¢ @ wyznaczana jest z dokladnoScig do statej. Postgpowanie takie nie zmienia
wartoSci energii kinetycznej (3.72), co fatwo mozna sprawdzi€¢, wykorzystujac warunek Gaussa
(3.39)
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fEk:

1
2P on

zpr @c‘bdl".

Uktad réwnain MEB mozna zapisa¢ w formie macierzowej
FO=Gd,.

Energia kinetyczna cieczy jest réwna

By = %pfj‘ L2dQ = %pf [grad® . gradd dQ = %pf [giD, @, d0 = %pf [ g7®, @),
Q Q Q Q

= _pfjg ®, On; dT = —-p;_[fb, ini® dr = zp,j P qr.

j' ¢'+COHSL )(<D+C0nsl )dr' = zpf ai)(I:'dl"+ —(,onsl Drj @dr -

(3.70)

(3.71)

dQ =

(3.72)

W powyzszym wyrazeniu, wykorzystano twierdzenie Ostrogradskiego—Gaussa oraz tozsa—

moS§¢
870, ®,; = (87D, ®)|; - gI(®, )|, = (g7D, D)|; - 8"‘"( D, I )‘D =

= (87D, i D)|; - (V?D)D = (g'D, ;D).

(3.73)

Aproksymujac funkcje¢ potencjatu predkosei i jej pochodng w kierunku normalnym statymi

funkcjami ksztattu, wyrazenie na energi¢ kinetyczng mozna zapisa¢ w postaci

r
Ep= %Dr% Nra®2,

gdzie

Nm— J]' N(r (x1,x2) fN(a (xI,XZ)dxld-XZs

e=1 See)
przy czym
Nra=0dlaT #A.
Eliminujac funkcj¢ potencjatu predkosci z rownania MEB (3.71)
O=F'GD,,

energi¢ kinetyczng cieczy zapisuje si¢ jako form¢ kwadratowg z symetrycznym jadrem

macierzy bezwladnoSci

fEk — J—pf'@rNrﬁ(Da — lpf(‘DTN(D = lp"(bTNF—l G(DI:I = l(DT rM(Dn i
27" on ghe A 27 2"

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

W postaci

(3.78)
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Symetryzacja macierzy bezwladnoSci
g — 1 1T -1
M—Epf[(NF G)' +NF'G], (3.79)

prowadzi do doktadniejszej aproksymacji [30]. Mozna wykaza¢, ze w miarg zageszczania siatki
wyrazenie NF™'G dazy do postaci symetryczne;j.

Jezeli zatozy¢, ze pionowa sktadowg drgari powierzchni swobodnej opisuje funkcja

X3 = (X', X2, 1), (3.80)

X=X, X5 h=0, (3.81)
to wyrazenie na przyrost energii potencjalnej zwigzanej z falowaniem powierzchni swobodnej
cieczy przyjmuje postaé

q q [
d pr = dex"} dI' = [ngPdX’“‘] dI'= Egpfqzdr. (382)
0
Catkowita energia potencjalna zwigzana z falowaniem cieczy wynosi zatem

(£, = %gp, [ g2ar. (3.83)
I

Po zastosowaniu aproksymacji (3.60) do wyznaczania wartoSci funkcji ¢ mozna zapisa¢ e—
nergi¢ potencjalng cieczy jako form¢ kwadratowa z symetrycznym jadrem w postaci macierzy

sztywnoSsci

1 5 I T
'E, = Egpfqéerargﬂr;qzrz - Eqﬁrz rKarzﬁrzqmz =3 ‘q" 'K 'q, (3.84)

gdzie przez 'q oznaczono wektor przemieszczed pionowych punktéw powierzchni swobodnej

cieczy oraz

K’rérzzrz =2 J] fN(;)(x;,xg) fo‘f)(xl.xz)dxldxz- (3.89)
o=l S
eel’;

Jezeli zatozymy, ze dla t=( uklad znajdowat si¢ w spoczynku i lustro cieczy nie jest
obciazone, mozna wyznaczy¢ w dowolnej chwili zwigzek pomigdzy potozeniem punktéw powierz—

chni swobodnej i wartoScig funkcji potencjatu predkosci

! '] !
od 1 1 s
= ydt= | E=dt=-= | ®dr=- =-D. .
q gux dt ‘([6)(3 dt 2 g dt 2 (3.86)

W powyzszym przeksztatceniu wykorzystano warunek brzegowy (3.47).
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4. Sprzezone réwnania ruchu obu osrodkow

Zagadnienie brzegowe dla cieczy jest zadaniem Neumanna (por. rozdz. 3). Wystepujace

w réwnaniach (3.77) warto$ci pochodnych %% eliminuje si¢ z warunkéw brzegowych.

Zapisanie warunku brzegowego (3.43) na powierzchni I', wymaga wyznaczenia przemiesz—
czenia powtoki na kierunku normalnym do powierzchni superelementu, w punkcie weztowym siat—
ki MEB. Przyjmuje si¢, ze jest ono réwne Sredniej warto$ci przemieszczeri normalnych w weztach
trapezowego superelementu. W zwiazku z tym, wsp6irzedne wektora przemieszczefi normalnych
w wezlach siatki MEB na powierzchni I', mozna wyrazi¢ przez wspéirzedne wektora parametréw

weztowych konstrukcji za pomoca transformaciji

we, ="Qg :qT, 4.1)
gdzie
nog :{ T{']"’ i 4.2)

Powyzsza transformacja jest nietrywialna gdy wezet siatki MEB A lezy na powierzchni su-
perelementu, ktérego jednym z wierzchotkéw jest wezet siatki MES I'. Macierz transformacji dla

pojedynczego wezla T, ma nastgpujaca postaé

0 0 1 0
-sin® cos® 0 0
cos® sin® 0 0

0 0 0 O 0

0 0 0 —sin® cos® 0

0 0 0 cos® sin® 0 |

o o o

Tu =3[ ~sin'¥ 0 cos¥ 00 0 ]

0
0
? (4.3)

Po uwzglednieniu zwigzkéw (3.47) i (3.86) wyrazenie na energi¢ kinetyczng cieczy (3.78)

przyjmuje posta¢

i ) r;Q 8 £
By = %[ qT QT f§T ]fM{ A 1 } (4.4)

Jako bazg wspéirzednych uog6lnionych potaczonych modeli przyjmuje si¢ wektor ztozony

z parametrow weztowych konstrukcji oraz przemieszczern pionowych powierzchni swobodnej



i, K

cieczy I',

q= [ N ] 4.5)
q

Zwiazki migdzy wsp6irzgdnymi okreSla si¢ za pomoca zero—jedynkowych transformacji

‘q= °*Aq, (4.6)

fqg= Aq. _ 4.7)

Wyrazenie calkowitej energii potencjalnej i kinetycznej pozwala na okreSlenie macierzy
sztywnoSci i bezwladnoSci oraz wektora réwnowaznikGw statycznych obciazenia zewngtrznego

potaczonych modeli
Ep="Ep+ By =3q"(*AT*K *A+ 'AT 'K ‘A)g-qT*AT'P=1q"Kq-q'P,  (43)
) VIR il P
= fp —LoT| sAT spg s . f L
Ex="Ex+ 'Ex=5§ [ ATSM A+ SATTIQT TAT ] M[ N Dq—zq Mgq. (4.9)
Po przyjeciu hipotezy dotyczacej thumienia uzyskuje si¢ réwnanie ruchu w klasycznej postaci
Mi+Cq+Kq-P=0. (4.10)

Spos6b wprowadzenia ttumienia do uktadu zostanie omGéwiony w punkcie 5.1.
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5. Rozwigzanie numeryczne réwnania ruchu

5.1. Metoda ortogonalizacji wektorami wiasnymi

Analiza numeryczna w zakresie dynamicznym wiaze si¢ z konieczno$cig rozwiazania réwna-—
nia ruchu (4.10). W klasycznym podejéciu poszukuje si¢ rozwigzania réwnai ruchu w przestrzeni

wektoréw wiasnych. W tym celu wektor parametréw weztowych q przedstawia si¢ w postaci

q(0) = Wiy (1) = Wy(), (5.1)

1=1,2,..,N, (2.2)

gdzie N jest liczba wspoéirzednych uogélnionych, W jest macierza wektoré6w wiasnych (krétko:

macierza wiasng)
W=[WLW2 WM, (5.3)

a y(r) wektorem, ktérego wspétrzednymi sg skalarne funkcje czasu y,(f) odpowiadajace poszczeg6l—

nym formom drgan
YO = [y1.y2,..38] - (5.4)
Po dokonaniu transformacji réwnania (4.10) macierza wtasng
WMWYy + CWy + KWy -P] =0, (5.5)
1 przyjeciu thumienia w postaci
C=pK+nM (5.6)
rownanie (5.5) przeksztalca si¢ na N skalarnych, liniowych réwnan r6zniczkowych drugiego rzgdu
Myi+Cyi+Kyi-Pr=0, 1=1,2,.,N, (5.7)

ktérych rozwiazaniem s poszukiwane funkcje y,(f). Wsp6iczynnikami réwnania (5.7) s3 wsp6t—
rz¢dne macierzy diagonalnych, natomiast wyraz wolny jest wsp6irzgdna rzutu wektora obcigzenia

na przestrzef {y1,yz,....yn}. Wspétczynniki te przyjmuja posta¢
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M;=(W")"BW/, (5.8)
Ki= (W) KW/, (5.9)
Cr=W)'cw'=y/KB, , (5.10)
P =(W')"P. (5.11)

W wyrazeniu na giéwny wspétczynnik ttumienia (5.10) przyjeto bezwymiarowy wspéiczyn—
nik tlumienia jednakowy dla obu o§rodkéw. Zdecydowano si¢ na takie uproszczenie, poniewaz

przyjecie zr6znicowanych warto$ci prowadzitoby do wyrazenia na macierz ttumienia postaci
C:us sATsK sA+uffAT fK fA+Ks sAT SM SA+

ry s
5 :| (5.12)

8

+Kr[sAT NQT _LIAT :IfM[ L
g

Powyzsza forma macierzy C nie bytaby diagonalizowana transformacja (5.5).

W przypadku ztozonych konstrukcji inzynierskich o duzej liczbie stopni swobody, przy-—
toczony powyzej algorytm wiaze si¢ z konieczno$cig rozwigzania zagadnienia wlasnego o znacz—
nym rozmiarze. Wystgpujace w algorytmie wektory wilasne otrzymuje si¢ z rozwigzania uktadu

réwnan postaci
(K - m?,M) wh =0, (5.13)
gdzie
det(K-0*M)=0-> 0 = [01,02,...,04]. (5.14)

Analizujac powyzszy algorytm, mozna sformutowac nastgpujace uwagi:
— analiza dynamiczna przy stosowaniu wektor6w wilasnych wymaga znacznego zaangazowania
mocy komputera,
— w konkretnych przypadkach wptyw poszczeg6lnych form drgai na rozwigzanie zalezy nie tylko
od czgstotliwo$ci wymuszenia, ale réwniez od przestrzennego roztozenia obcigzenia,
- formy witasne odpowiadajace czgstotliwo$ciom wiasnym zblizonym do czgstotliwosci obcigzenia
sq dominujace jedynie w przypadku wiaSciwego tym formom przestrzennego roztozenia

obciazenia,
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— nie ma mozliwodci oceny wplywu poszczegélnych form wlasnych na rozwigzanie przed ukori-
czeniem zadania, w zwigzku z tym nie mozna oszacowa¢ do ilu form nalezy ograniczy¢ oblicze—
nia,

- nie wykazano dotychczas, ze wykorzystanie w analizie wektor6w wiasnych daje lepsze wyniki

niz innych uklad6w wektor6w ortogonalnych.
5.2. Metoda ortogonalizacji wektorami Ritza

W niniejszej pracy proponuje si¢ zastosowanie transformacji ortogonalnymi wektorami Ritza,
ktéra wydatnie redukuje rozmiar zagadnienia i co za tym idzie czas obliczen. Istotng cecha wekto—
row Ritza jest ich dostosowanie do przestrzennego rozmieszczenia obcigzenia, co pozwala na
przyjmowanie mniejszej liczby tych wektoréw w analizie w poréwnaniu do transformacji wektora—
mi wlasnymi. Mozna réwniez zdefiniowaC btad ograniczenia ciaggu wektor6w, co pozwala kontro—
lowa¢ zbiezno$¢ analizy.

Ponizej przedstawiono iteracyjny algorytm generowania wektoréw Ritza [3, 17, 23, 33, 38].

Wyznaczenie pierwszego wektora polega na rozwigzaniu réwnania statycznego
KX =P, (5.15)
a nastgpnie normalizacji otrzymanego wektora wzglgdem macierzy bezwtadnosci
XTMX; =1. (5.16)

Prawg strong w rownaniu (5.15) przyjmuje si¢ réwna statycznej czesci obciazenia (niezalez—
nej od czasu). W przypadku wymuszenia bezwladno$ciowego nalezy przyja¢ dla wszystkich
wspoirzednych uogélnionych wektora P sity bezwladnodci. Podejécie takie powoduje, Zze zaden
z wygenerowanych wektoréw nie bedzie ortogonalny do wektora obcigzenia i co za tym idzie bg—
dzie mial niezerowy udziat w rozwiazaniu.

Kolejne wektory wyznacza si¢ zgodnie z nastgpujacym algorytmem rekurencyjnym:

— wektor X wyznacza si¢, rozwiazujac liniowe réwnanie postaci
KX; =MX_,, (5.17)

— wektor X; ortogonalizuje si¢ wzglgdem wcze$niej wyznaczonych wektoréw wedtug schematu

Grama—Schmidta

-1
X/ =X] -2 cX, (5.18)
J=1 -
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gdzie wspoélczynniki ¢, sa réwne
c; = X]MX;, (5.19)

— nastepnie wektor X;* normalizuje si¢ wzgledem macierzy bezwtadnoéci, otrzymujac kolejny we—

ktor spetniajacy zalezno$¢
X,/ MX, =1. (5.20)
Wyznaczony w ten spos6b zbiér wektoréw Ritza
X =[Xy,X,..., Xs], (5.21)

moze by¢ uzyty do rozktadu wektora wspétrzgdnych uogélnionych (zwykle L < N)
L
q() = X Xxzx(®) = Xz* (9). (5.22)
K=1

Wektor z'(f) postaci

2° (0 =[z},23, ... 20]" (5.23)

jest zbiorem funkcyjnych wsp6iczynnik6w zwigzanych z wektorami X,.
Po podstawieniu wyrazenia (5.22) do r6wnania (4.10) oraz wykonaniu na nim transformacji

otrzymuje si¢ réwnanie postaci
XT[MXz* + CXz* + KXz* -P] =0, (5.24)
ktdre przyjmuje forme
M*2*+C*z* +K*z* -P* =0. (5.25)

Wyznaczone wektory X, diagonalizujg jedynie macierz bezwtadnoS$ci. Wsp6iczynniki macie—

rzowe w rOwnaniach (5.25) sa réwne

M*=X"MX =1, (5.26)
K* = XTKX, (5.27)
C*=X"CX, (5.28)

PraX'p (5.29)
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Aby dokona¢ pelnej ortogonalizacji réwnania (5.25) nalezy jeszcze rozwigza¢ zagadnienie

wiasne:

del(K‘ = ﬁ-)zM‘) =0->0={0,02,...,0}, (5.30)

(K' - aEXM')v'v'O =0 (5.31)
i dokona¢ transformacji analogicznej do (5.5).
Skiadajac obie powyzsze transformacije
R = XWK (5.32)
i normalizujac otrzymane wektory wzgledem macierzy bezwtadnosci
(RF)'MRF =1, (5.33)

otrzymuje si¢ koricowg posta¢ wektoréw Ritza ortogonalizujacych réwnanie (4.10).
Zbi6r wektor6w Ritza R = [R',R%,...,RY] moze by¢ uzyty do rozktadu wektora wsp6irzed—
nych uogélnionych

q() = R¥zx() =Rz. (5.34)
Po wykonaniu transformacji réwnania (4.10) wektorami Ritza
(R)'[MRz + CRz + KRz-P] =0, (5.35)

uzyskuje si¢ L skalarnych, liniowych réwnan rézniczkowych drugiego rzgdu, ktérych rozwigza—

niem sg poszukiwane funkcje z,(r). Rozseparowane réwnania ruchu maja posta¢

MZg(t) + Ckzx(t) + Kkzx () - Px() =0 , (5.36)
gdzie
Mg =(RX)'MRX =1, (5.37)
Kk = (R*)'KR¥ = 02, (5.38)
Ck = (R¥)'CR¥ =y [KxMx =yox, (5.39)

Px() = RX)"P(). (5.40)
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Zastosowanie wektoréw Ritza w rozwiazaniu zadania dynamicznego ma szereg zalet:
— uzyskuje si¢ zwykle znaczng redukcjg rozwigzywanego zagadnienia wlasnego — dodatkowy koszt
poniesiony na wygenerowanie wektor6w Ritza jest stosunkowo niewielki,
— otrzymuje si¢ dobre przybliZzenie wartosci pierwszych czgstotliwo$ci wiasnych,
— w celu przyS$pieszenia rozwigzania réwnan (5.15) i (5.17) mozna jednorazowo wykona¢ rozktad

macierzy K na macierze gérno- i dolno—tréjkatne
K=L"DL, (5.41)
— macierz M" jest macierza jednostkowa, a w zwiazku z tym réwnanie (5.30) opisuje czyste zagad—
nienie wiasne.

5.3. Oszacowanie bledu ograniczenia bazy wektorowej

Wplyw poszczegblnych wektor6w Ritza na rozwiazanie charakteryzuje iloczyn skalarny
px = (RF)'P =PTR¥ (5.42)

Jezeli liczba wektor6w Ritza jest réwna liczbie wsp6irzgdnych uogélnionych (L = N), to

woéwczas stuszna jest tozsamos§¢é
N
P—XglpKMRK =0. (5.43)

Jezeli liczba wektor6w Ritza brana do analizy jest mniejsza niz liczba wsp6irzednych uogél-
nionych (L < N), to wéwczas zbi6r tych wektor6w stanowi jedynie podprzestrzen rozwigzania,

a w takim razie r6znica (5.43) nie bedzie réwna wektorowi zerowemu
L
E= P—KglpoR"’;tO. (5.44)

Wektor E pozwala zdefiniowa¢ unormowang miarg bigdu w postaci

P'E
=—=, 5.45
““pip 2:49)
Waga wektorOw Ritza w odwzorowaniu obcigzenia jest wyrazona wspétczynnikiem
__ P'TMR¥
hg =pk pTp (5.46)

WielkoS¢ btedu e oraz wspéiczynniki h, s3 zwigzane zalezno$cia

L
2 hg=10-e. (5.47)
K=1
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Mozna wykazaC, ze blad e maleje systematycznie wraz ze wzrostem liczby wektoréw Ritza
branych pod uwage przy transformacji bazy. W analogiczny spos6b mozna zdefiniowaé biad
w przypadku transformacji wektorami wiasnymi. Jednakze w tym przypadku w miar¢ wzrostu licz—
by wektor6w wiasnych branych do analizy blad nie zawsze maleje systematycznie. Nalezy zauwa—
zy€, ze wyznaczony w ten sposb blad wynika z redukcji bazy wektorowej przyjetej do analizy
i nie mozna go bezpoSrednio interpretowaC jako btad wyznaczenia przemieszczefi lub naprezed

uogdélnionych.
5.4. Catkowanie numeryczne roéwnania ruchu

Rozwigzanie numeryczne réwnania (5.36) uzyskuje si¢ metoda Newmarka [20]. Iteracyjny
krok czasowy At migdzy chwilami t,i 1,

tm =ti+At=to+ (I + 1)At (5.48)

opiera si¢ na rozwigzaniu uktadu trzech réwnar

Mgig(ti) + Crzx(tin) + Kxzk(ti) — Pr(tp) =0

A

zx(tr1) = zx(t)) + Atzg(t) + (A 2x(t)) + B(AD 3k (1)) . (5.49)

zx(tr) = zx(t1) + %ﬂfix(f.') < %AIEK(IHI)

Wsp6tczynniki o i B s3 zwigzane zaleznoScia

a+B:%. (5.50)

Jezeli znane s wartoSci funkcji zx,zx,Zxk W chwili poczatkowej 7,, to rozwigzujac wielo-
krotnie uktad réwnafi (5.49), mozna wyznaczy¢ wartosci tych funkcji w dowolnej chwili. Wartosci
funkcji z i jej pochodnych w chwili poczatkowej mozna wyznaczy€, rozwigzujac réwnanie (5.34)
dlaL=N

z(10) = R™'q(t0), (5.51)
z(to) = R™'q(10), (5.52)

i(to) = R714(t0). (5.53)
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Przyjecie wsp6iczynnik6w

a=Pp= (5.54)

1
4
powoduje, ze metoda catkowania jest nieograniczenie stabilna. Nie popeinia si¢ bigdu przy wy—
znaczaniu amplitudy, pojawia si¢ jednak blad fazowy. Blad ten mozna redukowaé, zmniejszajac
dhugosC kroku czasowego. Dla obciazeri harmonicznych przyjecie 1000 krokéw na dtugosci okresu
daje juz zadawalajace przyblizenie wynik6w.

Po wyznaczeniu funkcji zx(r) i zastosowaniu transformacji (5.34) otrzymuje si¢ wartosci

wektora wspétrzednych uog6lnionych q w dowolnej chwili.



i

6. Przykiady liczbowe

6.1. Model obliczeniowy zbiornika wiezowego

Przedmiotem analizy jest zelbetowy zbiornik wiezowy wypelniony ciecza. Na model dys—
kretny powloki skiadaja si¢ 672 tréjkatne elementy skoficzone. W modelu obszaru cieczy na po-—
wierzchni swobodnej uzyto 12 trapezowych elementéw brzegowych. Laczna liczba wspétrzgdnych
uog6lnionych wynosita 984 (972 zwigzanych z weztami konstrukcji, 12 z elementami brzegowymi
na powierzchni swobodnej cieczy). Liczb¢ wsp6irzgdnych na powierzchni swobodnej §wiadomie
ograniczono. Liczba tych stopni swobody decyduje, ile form drgan wiasnych jest zwigzanych z fa—
lowaniem cieczy. Aby, przy niezbyt licznym zbiorze wektor6w Ritza, mozna byto otrzyma¢ formy
drgan zwigzanych z powloka, nalezy zmniejszyC liczbg¢ wspéirzednych uvogélnionych zigzanych
z powierzchnig swobodng cieczy, ktére decydujg o liczbie niskich czgstotliwosci uktadu.

Dane geometryczne zbiornika oraz schemat siatki elementéw przedstawiono na Rys. 6.1.

Modelem materiatu powloki jest ciato spré,iysle o statych materiatowych: E = 3-107 kPa,
v =0.167, p, = 2400 kg/m’, y, = 0.07. Dla cieczy przyjeto p, = 1000 kg/m’, y, =1y..

W rozdziale tym zamieszczono wyniki dwoch przyktad6w liczbowych. Kazdy z nich rozwia—
zano w trzech wariantach: A — zbiornik pusty, B — zbiornik wypetniony do poziomu h,, C - zbior-
nik catkowicie wypeiniony.

W obliczeniach wykonywano transformacje wektorami Ritza, kazdorazowo ograniczajac bazg¢

do dwadziestu wektorow.
6.2. Wrazliwo$¢ projektowa czestotliwosci drgain wlasnych zbiornika

Przyktad dotyczy wyznaczenia wrazliwoSci projektowej czgstotliwosci drgari wiasnych
zbiornika wiezowego na ciecz. Analiza taka moze stanowi€ wstgpny etap zagadnienia optymalizacji
i ksztattowania konstrukcji.

Sformutowanie problemu wrazliwoSci wymaga okre§lenia wektora zmiennych projektowych,
ktérych wptyw na zachowanie si¢ ukiadu bedzie badany. Niech stanowig go wybrane parametry

geometryczne



b=[by.bs,...bx]". (6.1)

Drgania swobodne uktadu opisuje réwnanie

Mij +Kq=0. (6.2)
r=6.75 >1J
Qr
R = 3
> ¥
/7 s
/ /S %
S ¥
o
-
0.12 -
X'.'-
x“—L SROST .

Rys. 6.1. Geometria zbiornika. Schemat siatki elementéw

Po wyznaczeniu wektor6w Ritza, réwnanie (6.2) mozna przeksztalci¢ do zbioru réwnan

postaci



- 64 —
K(b)R/(b) = A4(b)M(b)R"(b), (6.3)

gdzieI=1,2, ..., LorazA; = ©* jest kwadratem I—-tej czgstotliwodci drgant wiasnych.

Rozwaza si¢ zmiang wektora zmiennych projektowych
b.=b+1db, (6.4)

gdzie T jest matym parametrem, a § oznacza operator wariacji. Jezeli réwnanie (6.3) pomnozy si¢

lewostronnie przez wektor (R”)", a nastgpnie zrézniczkuje po T w punkcie T = 0, otrzyma si¢ wy—

razenie [8]

0 T ak
ab{(kf] KR’}5b+(R’) R 5=

d?L(; 0

Sb(RfJ) MR + x{;a—[(kﬂ) MR”}SIH Aa(RD)" M—Sb (6.5)

gdzie R’ oznacza wielko§¢ staty przy r6zniczkowaniu po zmiennych projektowych. Po wykonaniu

niezb¢dnych przeksztalcen otrzymuje si¢ wyrazenie na pochodng kwadratu czgstotliwo$ci drgan

wiasnych podtug zmiennych projektowych

R O R B

Po uwzglednieniu zwigzku A; = oF, wyrazenie na pochodng czgstotliwodei drgafi wiasnych

podiug zmiennych projektowych przyjmie postaé

%:ﬁ%’l‘: ﬁ;{cﬁa[(kn) Kﬁ“} mf,di[[iiﬂ) TMﬁ”]}. 6.7)
Powyzsza pochodna jest miarg wrazliwosci projektowej I-tej czgstotliwosci drgaid wiasnych.
Réwnanie (6.7) jest wazne w przypadku, kiedy o; jest pojedyncza czgstotliwoscia drgai wiasnych
uktadu. W przypadku, gdy o; w punkcie b przestrzeni zmiennych projektowych jest wielokrotng
czgstotliwoscig drgat wiasnych, wéwczas w ogdlnym przypadku pochodna czgstotliwo$cisci drgan
wlasnych istnieje, ale nie jest jednoznaczna. Zalezna jest od arbitralnie obranego kierunku w prze—
strzeni zmiennych projektowych. Gdy krotno$¢ /-tej czgstotliwoSci jest réwna S, to w punkcie tym
formalnie wystgpuje zbior {w;,,0,,...,0, ..., 05} czgstotliwosci, ktérym odpowiada zbi6r § we—
ktoréw Ritza R’* (K =1,2,...,5).
Zgodnie z twierdzeniem Kato [14] pochodne kierunkowe dla dowolnie p.rznglcgo kierunku

ob s réwne wartoSciom wlasnym macierzy



i

_dlenY i d| S\ wis -
ANM—E[(RN) KR ]Bb—k(NE[(R”’) MR‘“]ﬁb NM=II, .05,  (6.8)

a w takim razie

dAn

—C-I-I‘J*ﬁbBNMJ =:(); (6.9)

det [A NM —

: : : : : . dA
skad pochodna kierunkowa /,~tej czgstotliwosci na kierunku b jest réwna —dI;N ob.

Konstrukcja osiowo-symetryczna, dla kidrej przyjeto regularny model dyskretny wzdiuz
réwnoleznika jest pod tym wzgledem szczeg6lng konstrukcja. Za wyijatkiem czestotliwosci, kt6rym
odpowiadaja quasi osiowosymetryczne formy wiasne, pozostate czgstotliwo$ci wiasne sa czgsto—
tliwoSciami wielokrotnymi, przy czym krotno$¢ S jest réwna potowie liczby ptaszczyzn symetrii
modelu dyskretnego. Jednakze mozna dowies¢, ze jezeli dla kazdego zbioru warto§ci zmiennych
projektowych symetrie te nie s3 naruszone, to wéwczas wielokrotne czgstotliwosci drgai wiasnych
mozna traktowac jak czestotliwosci pojedyncze i wrazliwo$¢ wyznacza¢ wzorami (6.6) i (6.7).

WrazliwoS$¢ liczona wedlug wzoru (6.7) wymaga wyznaczenia czestotliwosci drgai whasnych
oraz wektor6w Ritza. W tabeli 6.1 zestawiono warto$ci dwudziestu najnizszych czgstotliwo$ci
drgan wlasnych uzyskanych z rozwiazania trzech wariantéw. W kolumnie B gwiazdka zaznaczono
czgstotliwosci, dla ktérych wzbudzaja si¢ formy drgai zwigzane tylko z falowaniem powierzchni
swobodnej cieczy. Sa one wyraZnie nizsze od warto§ci zwigzanych z formami, dla kt6rych
wystgpuja drgania powloki. Na rysunkach 6.2, 6.3 i 6.4 przedstawiono formy drgafi wiasnych
zwiazane z pierwszg czestotliwo$cig drgar wiasnych konstrukcji (w tabeli zaznaczone pogrubiong
czcionky) kolejno dla przypadkéw A, B, C. Na rysunku 6.5 przedstawiono podstawowg forme
drgan witasnych lustra swobodnego cieczy w zadaniu B.

W przykiadzie wyznacza si¢ wrazliwoS¢ pierwszej czgstotliwosci drgari wlasnych drgar kon-
strukcji powlokowej (zaznaczonej w tabeli 6.1 po.grubiona czcionkg). Jako wektor zmiennych pro-

jektowych przyjmuje si¢ wymiary geometryczne (Rys. 6.1)
b =[r,h,ha]". (6.10)

Pochodne % ={ % EC:T % } wystgpujace we wzorze (6.7), wyznaczano réznicowo,
wykonujac obliczenia dla kolejnych przyrostéw parametréw. Aby oceni¢ trafno$¢ wyboru kroku
réznicowego, wykonano kontrolne obliczenia przyjmujac podwojone wartosci przyrostu kazdego
parametru. W przypadku kiedy r6znica norm wyznaczonych gradientéw byla wigksza niz 1%
zmniejszano wielkoS¢ kroku. Uzyskane w obliczeniach wartoSci liczbowe pochodnych g—‘; zesta—

wiono w drugim wierszu tabeli 6.2.
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Tabela 6.1. Zestawienie czgstotliwosci drgan wiasnych

o [Hz]

A B C
8.02 1.51° 4.44
8.02 1.52° 4.44
23.5 2.01° 5.66
60.6 2.02° 23.5
60.6 2.18° 55.4

102 fo iy 55.4

115 2.97° 56.2

145 2.97° 115

157 3.09° 142

157 315 142

190 3.67° 145

190 3.67 181
200 3.97° 181
213 4.85 192
213 4.85 192
217 6.56 199

217 52.9 215
252 53.7 215

256 115 217

275 145 219

Jak pokazuje wzor (6.6) wielkoSciami zmiennymi przy rézniczkowaniu s3 jedynie macierze
bezwtadno$ci i sztywnoSci, ktére trzeba generowaé wielokrotnie dla przyrostu wszystkich zmien—
nych projektowych. Jednak t¢ niedogodnoS¢ rekompensuje fakt, ze prezentowane podejScie wyma—
ga jedynie jednokrotnego wyznaczenia wektoréw Ritza przy geometrii poczatkowej, co stanowi

gléwny wysitek numeryczny w zadaniu.



B =

Rys. 6.2. Wariant A. Podstawowa forma drgari wlasnych powtoki (o = 8.02 Hz)

Rys. 6.3. Wariant B. Podstawowa forma drgar wiasnych powtoki (o = 4.85 Hz)



Rys. 6.5. Wariant B. Podstawowa forma drgan wiasnych powierzchni swobodnej cieczy

(o = 1.51 Hz).
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W celu sprawdzenia poprawno$ci uzyskanych wynik6w wykonano ponowna analizg,
przyjmujac zmodyfikowang geometri¢ konstrukcji. Nowe wymiary konstrukcji zmieniono o przy-
rost parametréw projektowych Ab. Wektor przyrostu przyjeto proporcjonalnie do wyznaczonego
gradientu (Ab :ag—ﬁ). Wsp6iczynnik skali o dobrano tak, aby najwigksza zmiana wymiaru linio—-
wego wyniosta 10%. Dla tak okre§lonej geometrii wykonano ponownie obliczenia i wyznaczono
czestotliwoSci drgari wiasnych o(b+ Ab). Nastgpnie poréwnano je z przyrostem wyznaczonym
r6Znicowo Am:d—mﬁb. Uzyskano zadawalajaca zgodno$§¢ wynikOw - réznice wyznaczonych

db
czgstotliwosci nie przekraczaja 0.1%. Wyniki liczbowe zamieszczono w tabeli 6.2.

Tabela 6.2. Zestawienie wynikéw analizy wrazliwosci

Wariant
A B C
® [Hz] 8.02 4.85 4.44
g—ﬁ [Hz/m]| {~0.820, —0.186, —0.492}|{~0.712, ~0.040, —0.409}|{0.561, —0.236, —0.390}
b+Ab | - [(0.900r, 0.977h,, 0.940k,}{(0.900r, 0.994h,, 0.942k,}{{0.900r, 0.958h,, 0.930h,)
o(b+Ab) | [Hz] 8.83 5.52 5.06
m+g—°;Ab [Hz] 8.77 5.47 5.01

6.3. Analiza drgan zbiornika wywolanych wymuszeniem kinematycznym

W przykiadzie analizowano drgania ukladu wywotane ruchem podioza. Przyjmuje sig¢, ze

wszystkie wezty podporowe przemieszczajg si¢ sztywno w kierunku osi X' wedtug funkcji

u(r):{ 0.01m - sin (8Hz - 1) 1 (0,122 _—

0 te (0, 30;3255)

We wszystkich wariantach obcigzenie przebiegato wedtug tej samej funkcji. Czestotliwos¢
obcigzenia dobrano tak, aby bylfa bliska podstawowej czgstotliwosci drgan wiasnych dla wariantu
A. Obciazenie dziala w przeciggu 7.854s, co odpowiada dziesigciu okresom. Przyjmuje sig, ze
w chwili poczatkowej uktad znajdowat si¢ w spoczynku.

Przyjmuje si¢, Ze wektor parametréw q jest suma znanego wektora q, Zwiazanego ze Szlyw—

nym ruchem ukiadu oraz wektora q, zwigzanego z drganiami uktadu

q(1) =qo(® +q:(). (6.12)
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W wektorze q, wspéirzgdne zwigzane z ruchem powierzchni swobodnej cieczy maja wartoSci
zerowe, poniewaz sg to przemieszczenia prostopadie do kierunku wymuszenia. Natomiast dla para—

metréw weztowych konstrukeji mamy
Sl i
q° = {u(?),0,0,0,0,0} . (6.13)

Jezeli przyjmiemy wygodne zalozenie, ze ttumienie jest proporcjonalne jedynie do macierzy

sztywno§ci i nie ma innych obcigzed, to réwnanie ruchu (4.10) mozemy zapisa¢ w postaci
M +Cq: + Kqi = —~(Mo + pKqo + Kqo) = -Mgo. (6.14)

Skiadniki pKqo i Kqo w réwnaniu (6.14) zostaty pominigte, poniewaz wektorowa funkcija
ruchu sztywnego q, nie wywoluje sit wegztowych po pomnozeniu przez macierz sztywnosci. Po
wyznaczeniu wektor6w Ritza mozna okre§li¢ giéwne wspéiczynniki obcigzenia dla przyjetego wy—

muszenia kinematycznego

P(0) = ~(R%) " Mjo(2). (6.15)

W tabeli 6.3 przedstawiono udzial wektoréw Ritza w rozktadzie wektora obciazZenia i biad
obcigcia bazy wektorowej w zadaniu A. Wspétczynnik h, charakteryzuje udziat K-tego r6wnania
ruchu (5.36) w aproksymacji wektora przemieszczenia. WartoSci liczbowe tych wspéiczynnik6w sa
réwne unormowanym wsp6irzednym rzutu wektora obcigzenia na przestrzedi wektor6w Ritza.
Czastkowe sumy tych wsp6iczynnik6éw (trzecia kolumna w tabeli 6.3) oraz wyznaczone na ich
podstawie btady e, pozwalaja kontrolowa¢ zbiezno§¢ rozwigzania. Blad ten systematycznie maleje
w miar¢ wzrostu liczby wektor6w Ritza i bytby on réwny zeru, jezeli liczba wektoréw bytaby réw-
na liczbie wspo6irzgdnych uog6lnionych.

Na rysunkach 6.6, 6.7 i 6.8 przedstawiono przebieg drgai punktu konstrukciji S (Rys. 6.1)
kolejno w kierunku X', X* i X* dla zadania A. Na rysunkach 6.9, 6.10 i 6.11 pokazano analogiczne
przebiegi dla wariantu B, a rysunki 6.12, 6.13 i 6.14 dotycza zadania C. Rysunek 6.15 przedstawia
przebieg drgan pionowych punktu F lezacego na powierzchni cieczy w wariancie B. Na wykresach
przedstawiono drgania od momentu przylozenia obcigzenia, przez czas jego trwania oraz po ustaniu
wymuszenia. W ramach kazdego wariantu na wykresach przyjeto taka samg skalg przemieszczen
konstrukcji. We wszystkich przypadkach wymuszenie ustalo po 200 kroku czasowym. Wykres
drgari punktu powierzchni cieczy przedstawiono w 2.5 raza dtuzszym przedziale czasu. Krok cza—
sowy przy catkowaniu réwnania ruchu przyjeto réwny jednej tysigcznej okresu wymuszenia.

Analiza przedstawionych wykreséw pozwala na nastgpujace stwierdzenia:

— przemieszczenia cieczy s3 male 1 spetniaja przyjete w modelu fizycznym cieczy zatozenie,
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— dominujace drgania obserwuje si¢ na kierunku wymuszenia i w kierunku pionowym,

— w wariancie A przyjeta czgstotliwo$¢ wymuszenia, bliska rezonansowi, powoduje narastanie am—
plitudy drgan,

— w przebiegach dla wariantéw B i C obserwuje si¢ drgania ztozone z form o réznych czgstot—
liwoSciach,

— po ustaniu wymuszenia kinematycznego drgania zanikaja z ekspotencjalna obwiednia,

— drgania lustra swobodnego cieczy zanikaja znacznie wolniej niz drgania konstrukcji i w kofico—
wym etapie sq zgodne z podstawowa formg drgan cieczy.

Przedstawione wnioski s3 zgodne z oczekiwanym zachowaniem si¢ ukladu i potwierdzaja

poprawno$¢ zastosowanego algorytmu oraz opracowanego programu.

Tabela 6.3. Udziat wektor6éw Ritza w rozktadzie obcigzenia.

Numer wektora — K hy él hy ex =1 —él hy
I 0,46294 0,46294 0,53706
2 0,38291 0,84585 0,15415
3 0,00000 0,84585 0,15415
4 0,07168 0,91753 0,08247
5 0,00728 092481 | 0,07519
6 0,00000 0,92481 0,07519
7 0,00000 0,92481 0,07519
8 0,00000 0,92481 0,07519
9 0,00051 0,92532 0,07468
10 0,03420 0,95952 0,04048
11 0,00000- | 0,95952 0,04048
12 0,00000 0,95952 0,04048
13 0,00000 0,95952 0,04048
14 0,00000 0,95952 0,04048
15 0,00000 0,95952 0,04048
16 0,00000 0,95952 0,04048
17 0,00000 0,95952 0,04048
18 0,00000 0,95952 0,04048
19 0,00000 0,95952 0,04048
20 0,00000 0,95952 0,04048
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Wariant A - przemeszczenie w kierunku wy nuszenia
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Rys. 6.6. Wariant A. Drgania poziome punktu § w kierunku wymuszenia

Wariant A - przemieszczenie poprzeczne do kierunku wynuszenia
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Nr kroku czasowego - 100 krokoéw =3,927s

Rys. 6.7. Wariant A. Drgania poziome punktu § prostopadie do kierunku wymuszenia
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Przemeszczenie [m]
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Wariant A - przemeszczenie pionowe
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Rys. 6.8. Wariant A. Drgania pionowe punktu §
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Rys. 6.9. Wariant B. Drgania poziome punktu § w kierunku wymuszenia
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Przemeszczenie [m]

Wariant B - przemieszczenie poprzeczne do kierunku wymuszenia
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6.10. Wariant B. Drgania poziome punktu S prostopadie do kierunku wymuszenia
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Rys. 6.11. Wariant B. Drgania pionowe punktu §
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Wariant C - przemeszczenie w kierunku wymuszenia
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Rys. 6.12. Wariant C. Drgania poziome punktu S w kierunku wymuszenia

Wariant C - przemieszczenie poprzeczne do kierunku wymuszenia
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Rys. 6.13. Wariant C. Drgania poziome punktu S prostopadie do kierunku wymuszenia
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Przem eszczenie [m]

Wariant C - przemeszczenie pionowe
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Rys. 6.14. Wariant C. Drgania pionowe punktu S
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Wariant B - przemieszczenie pionowe punktu na powierzchni cieczy
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Rys. 6.15. Wariant B. Drgania pionowe punktu F
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7. Opis programu obliczeniowego

Algorytm oméwiony w rozdziatach 2+6 zaimplementowano w programach komputerowych.
Kod skompilowano pakietami Turbo Pascal 6.0 i Borland Pascal with Objects 7.0 firmy Borland
International, Inc. Zestaw program6w sklada si¢ z programu zarzadzajacego i wywotywanych przez
niego programOw numerycznej algebry macierzowej. Menedzer okienkowy, wykorzystujacy pro—
cedury pakietu obiektowego Turbo Vision 1.0, kompiluje si¢ do trybu rzeczywistego DOS (DOS
Real Mode), a programy algebry do trybu chronionego DOS (DPMI — DOS Protected Mode Inter—
face). Dedykowanie programéw trybowi chronionemu pozwala wykorzysta¢ cata dostgpna w sys—
temie komputerowym pami¢é operacyjng (RAM).

Uktad funkcjonalny systemu programdéw przedstawiono schematycznie na rysunku 7.1.
Obszar ograniczony linig przerywana obejmuje elementy programu giéwnego. Strzaiki z ciagtymi
liniami okreSlaja przekazywanie sterowania pomigdzy sktadowymi pakietu. Strzatki z przerywany—
mi liniami wskazujg kierunki zapisywanie i pobieranie danych i wynikéw z plikéw dyskowych.

Ponumerowane na schemacie elementy systemu zostaty oméwione ponizej.

(1) Menu, akceleratory
Dostep do funkcji systemu odbywa si¢ za pomocg rozwijalnego menu lub klawiszy akcelerato—
réw (tzw. Hot key). Fragment rozwinigtego menu przedstawiono na rysunku 7.2. Na rysunku
widoczne jest réwniez otwarte na pulpicie okno przegladania wynikéw.

(2) Obstuga danych
Dane s3 wprowadzane w oknach dialogowych. Zbiory danych przechowuje si¢ oraz pobiera
z plikéw dyskowych. W momencie wprowadzania danych jest automatycznie wykonywana
kontrola ich poprawnoéci. Na rysunku 7.3 pokazano przyktadowe okno dialogowe kreacji
danych. Jako dane wprowadza si¢ geometri¢ odcinkOw prostych potudnika powtoki, ich gru-
bosci, state materialowe dla przypadku ortotropii, obszar zajmowany przez ciecz i jej state fi—
zyczne oraz parametry siatek MES i MEB. Do danych mozna dolaczy¢ krétki opis,
pozwalajacy na ich szybka identyfikacje.
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Rys. 7.1. Schemat funkcjonalny procedur i program6éw obliczeniowych

(3) Inne funkcje
Wéréd innych funkciji i cech systemu mozna wymieni¢: zmiang aktywnego katalogu, czasowe
wyjscie do powtoki DOS, zarzadzanie oknami, drukowanie zawartosci okien tekstowych, pod-

reczny kalkulator oraz wySwietlanie informacji o aktualnym czasie, nazwie biezacych danych

i wielkoS$ci dostgpnej pamig¢ci konwencjonalnej.
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Rys. 7.2. Menu i okno przegladania wynikéw

Inicjacja

Proces obliczen rozpoczyna si¢ procedurg inicjujaca. Biezace dane sa konwertowane na for-
maty liczbowe i sprawdzana jest ponownie ich formalna poprawno$¢. Ustalane sa parametry
rozmiaru zadania oraz generuje si¢ macierze topologiczne elementéw i weztéw dla siatek MES
i MEB. Dane oraz macierze potaczen zapisywane sa w tekstowym pliku wynikéw. Tworzy si¢
plik z parametrami rozmiaru zadania do odczytu przez programy zewnetrzne.

Pétpasma macierzy sztywnosci i bezwtadnosci oraz wektor wyrazéw wolnych

Generowane s3 macierze sztywnoSci i bezwladnos$ci konstrukcji powlokowej w postaci gérne-
2o péitpasma. W przypadku macierzy bezwladnoSci stosuje si¢ podejScie konsystentne. Wy-
korzystuje si¢ technike superelementu — generuje si¢ macierze dla trapezu pokrytego dwoma
parami elementéw tr6jkatnych w lokalnym uktadzie wspétrzgdnych. Nastgpnie uzyskane
struktury transformuje si¢ do macierzy globalnych. Ze wzglgdu na identyczno$¢ trapezéw opi-—
sanych w ukladzie lokalnym, ktére leza miedzy sasiednimi réwnoleznikami, macierze w ukla—
dzie lokalnym wyznacza si¢ jednokrotnie dla catego pasa.

Rozwiqzanie uktadu réwnan

Stosuje si¢ algorytm Banachiewicza—Cholewskiego dla macierzy symetrycznej i pasmowe;j.
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Rys. 7.3. Okno wprowadzania danych

Odwrocenie macierzy F

Stosuje si¢ algorytm Gaussa z wyborem elementu maksymalnego dla macierzy pelnej i nie—
symetrycznej.

Globalne macierze sztywnosci i bezwtadnosci

Tworzone sq kwadratowe macierze sztywnoSci i bezwladnoS$ci w pelnej bazie wsp6trzednych
uog6lnionych. Zapisywane sa do struktury wsp6iczynniki z pasmowych macierzy powtoki dla
czynnych stopni swobody. Generuje si¢ i dodaje do struktury wsp6tczynniki zwigzane z ciecza.
Wektory Ritza

Wektory Ritza generuje si¢ z wykorzystaniem opisanych wcze$niej wilasnoéci. RGwnania
(5.15) 1 (5.17), ktére maja t¢ samg macierz wsp6iczynnikéw, rozwigzuje sig, korzystajac za
kazdym razem z wyznaczonej wczeSniej odwrotnoSci macierzy K. Macierz odwraca sig
metoda Gaussa z wyborem elementu maksymalnego. Po kondensacji ukladu réwnan roz-
wigzuje si¢ czyste zagadnienie wlasne iteracyjng metodq Rayleigha. Wykonuje si¢ projekcje
wyznaczonych form wlasnych do oryginalnej bazy wsp6irzednych. Wyznacza si¢ wagi wekto—

réw Ritza w odwzorowaniu obcigzenia.
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(10) Pliki tekstowe
Wyniki réznych etap6w obliczen sa zapisywane w plikach tekstowych. Zawieraja one: wpro—
wadzone dane, parametry rozmiaru zadania, macierze potaczen dla siateck MES i MEB, wektor
obciazen, przemieszczenia wezlowe — w wypadku rozwigzania statycznego oraz w przypadku
rozwiazania dynamicznego — czgstoSci wiasne, wektory whasne (wektory Rilza), udziaty wek—
toréw Ritza w rozkladzie wektora obcigzenia, przebiegi czasowe drgaf wybranych wsp6irzed—
nych uogélnionych. Pliki tekstowe moga by¢ przegladane i drukowane przy uzyciu procedur
wbudowanych w program gt6wny.

(11) Pliki binarne
Struktury danych oraz wyniki generowane i obliczane w procedurach menedzera i programach
zewngtrznych zapisywane sa w binarnych plikach dyskowych. Umozliwia to wymiang danych
migdzy elementami skladowymi systemu.

Programy diagnozuja wystgpowanie biedéw. Mozna do nich zaliczy¢: brak formalnej po-
prawnoSci wprowadzanych danych, niekompletno$¢ danych, brak wystarczajacej pamigci do zaini-
cjowania struktur niezbgdnych danych, niespetnienie wymogéw formalnych dla macierzy
(osobliwos¢, brak dodatniej okreS§lono$ci). W przypadku rozpoznania bigdu procedury sg przery—
wane i generowany jest komunikat méwiacy o wykrytym biedzie.

Programy zewngtrzne s wywolywane z programu giéwnego i po zakoriczeniu dzialania
przekazuja do niego automatycznie sterowanie. Do wywolywanych programéw w nagiéwku
przesylana jest nazwa danych i na tej podstawie identyfikuja one pliki z parametrami rozmiaru za—
dania i danymi, kt6re sg nast¢gpnie przez nie przetwarzane. Na tej podstawie generuja pliki wyniko-
we 0 podanej nazwie. Takie ustawienie systemu umozliwia przetwarzanie danych etapami. Zadanie
mozna przerwa¢ w dowolnym momencie i p6zniej je wznowi¢. Mozna réwniez uruchomi¢ kazdy
z programOw zewngtrznych bez udziatu programu giéwnego, podajac w linii polecei DOSa jako
parametr jego wywolania nazwe danych. |

Przeliczenie przyktadu drgan zbiornika wymagato przejScia peinej Sciezki dla przypadku
rozwigzania dynamicznego. Analiz¢ wrazliwoSci przeprowadzono w nastgpujacy sposéb. Najpierw
uruchomiono Sciezk¢ dynamiki z pomini¢ciem catkowania réwnania ruchu. Nastgpnie wykonano tg
sama Sciezk¢ dla przyrostow parametréw projektowych z pominigciem dodatkowo etapu wy-
znaczania wektoréw Ritza. W ten sposéb niezmienne zostaly wielkoSci stale w wyrazeniu na po-
chodne (6.7). Po ortogonalizacjach wystgpujacych w tym wzorze w prosty sposéb — r6znicowo
mozna wyznaczy¢ wrazliwo§¢. Sciezka statyki zostata stworzona w celu testowania réznych typ6éw

elementéw skoriczonych.
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Jak wspomniano w punkcie 2.3.2 testowano rézne typy elementéw skorficzonych. Podstawo—
wym kryterium przy wyborze elementu byla dobra zbiezno$¢ rozwiazania zadar statycznych.
Wptyw na rozwiazanie dynamiczne (sprawdzano czgsto$ci drgad wiasnych) r6znych typéw ele—
ment6w byl niewielki. Nie zauwazono znaczacych r6éznic migdzy podejSciem konsystentnym
i zmasami skupionymi. Wynika stad wniosek, Ze testowane elementy miaty wigkszy wpltyw na
posta¢ macierzy sztywno$ci niz bezwladnoSci. Dlatego zastosowano takie kryterium wyboru
elementu. Uzyskiwane wyniki poréwnywano z komercyjnymi pakietami MES i rozwigzaniami a—
nalitycznymi dla prostych przypadkéw (np. pret o przekroju cienkiej rurki), ktére mozna byto mo-
delowac stosowanymi klasami powierzchni i elementami.

Szybko§¢ dzialania programéw oceniano na podstawie wyS$wietlanych na monitorze liczni-
k6w umieszczonych w giéwnych petlach procedur numerycznych. Na tej podstawie typowano
fragmenty kodu, ktére opfaca si¢ optymalizowa¢. Giéwne kierunki optymalizacji wigzaty si¢ mini—
malizacjg transferéw danych z i do plikéw dyskowych oraz z mozliwie rzadkim pozycjonowaniem
glowicy — transmisja danych zajmujacych kolejne pozycje w pliku. Nie mozna byto przySpieszy¢
odczytu i zapisu, jak réwniez zmniejszy¢ zapotrzebowania na pamigé, przez zastosowanie mozliwie
krétkich formatéw liczb. Ze wzglgdu na znaczne r6znice, dochodzace do kilku rzed6éw, wsp6i-
czynnikOw macierzy sztywno$ci w czgSciach dotyczacych powloki i cieczy, koniecznym byto uzy-
cie 8 bajtowych liczb rzeczywistych (typ Double).

Zestaw programoOw liczy razem ok. 13500 linii kodu Zrédtowego. Przeliczenie pojedynczego
przyktadu wymagato 64MB RAM i 40MB HDD. Czas obliczeri peinej Sciezki dynamiki wynosit
ok. 8 godzin na komputerze PENTIUM 233 MHz.
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8. Podsumowanie

W pracy przedstawiono opis zagadnienia dynamicznego zwigzanego z interakcjag dwoch oS-
rodkOw: sprezystego zbiornika powlokowego i wypelniajacego go plynnego medium. Sformu-—
towano roztagczne modele fizyczne i dyskretne konstrukcji i cieczy oraz globalny model dyskretny
potaczonego uktadu. W zakresie metod numerycznych zastosowano podejscie hybrydowe: réwna-
nia dyskretne powtoki sg zapisywane przy uzyciu metody elementéw skoficzonych, w odniesieniu
do opisu ptynu stosuje si¢ metod¢ elementéw brzegowych.

Dla zbiornika, ktéry potraktowano jako cienka powloke obrotowa, przedstawiono model fi—-
zyczny. W szczeg6lnosci: wyznaczono wielkoéci geometryczne powierzchni obrotowej parametry—
zowanej w krzywoliniowym uktadzie wsp6irzednych zwigzanym z kierunkami gtéwnych krzywizn,
okreSlono wsp6trzgdne liniowego tensora odksztalcenia przy zatozeniu kinematycznym
Kirchhoffa-Love'a, podano operator zwigzkéw geometrycznych we wsp6irzednych fizycznych,
wyprowadzono réwnania réwnowagi i napr¢zeniowe warunki brzegowe, wyznaczono zwiazki kon—
stytutywne we wsp6irzednych fizycznych dla liniowo-sprezystego materiatu. Na podstawie sfor—
mulowanego ogoélnie modelu fizycznego opracowano szczegétowy model “dyskretny metody
elementéw skoficzonych. Podano opis elementu skoficzonego wraz z funkcjami bazowymi oraz
przejscie z jego sformutowania lokalnego do globalnego dla catej konstrukcji.

Przedstawiono modele fizyczne idealnej, nielepkiej i liniowej cieczy bez oraz przy zatozeniu
jej nieSciSliwoSci. Do opracowania modelu numerycznego przyjeto, dajaca znaczne uproszczenie
opisu, ciecz nieSciSliwg. Dla tego przypadku réwnanie rézniczkowe zastapiono réwnowaznym
catkowym sformutowaniem brzegowym, dla kt6rego opisano model numeryczny metody elemen—
téw brzegowych.

OkreSlenie warunk6w brzegowych dla cieczy na powierzchni kontaktu z konstrukcja
umozliwilo potaczenie roziacznych modeli numerycznych obu oSrodk6w. Bilans energii pozwolit
na uzyskanie dynamicznego réwnania ruchu uktadu w klasycznej postaci. Podano algorytm gene—
rowania wektoréw Ritza, stuzacych do ortogonalizacji réwnania ruchu. Okre§lono ich udzial
w rozkladzie wektora obcigzenia. Rozseparowane réwnania ruchu catkowano metodg Newmarka.

W opinii autora nalezy podkreS§li¢ nastgpujace wyniki i wnioski plyngce z niniejszej pracy.

Przyjecie zalozenia o nieSci§liwo$ci plynu znacznie upraszcza zagadnienie i sprowadza

oddziatywanie hydromechaniczne cieczy do uwzglednienia tzw. "masy dodanej". Pozwala ono na
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zastapienie czastkowego czasoprzestrzennego operatora rézniczkowego operatorem Laplace'a. Jego
konsekwencijg jest, ze macierze sztywnoSci i bezwladno$ci cieczy maja stale i niezalezne od czgs-
totliwo$ci wsp6iczynniki.

Sformutowany model dyskretny uktadu konstrukcja sprezysta — ciecz charakteryzuje si¢ duza
przejrzystoScia. Mozna w nim wyraZnie wyr6zni€ roziagczne modele kazdego z oSrodkéw wraz
z dotyczacymi ich warunkami brzegowymi oraz réwnania je sprzggajace. Przedstawione sformu-
towanie hybrydowe pozwala w jednolity spos6b opisa¢ ztozony uklad i niezaleznie od stopnia
wypelnienia zbiornika prowadzi ono do klasycznej postaci réwnania ruchu.

Zastosowanie MEB do dyskretyzacji tr6jwymiarowego obszaru zajmowanego przez ciecz
pozwala w znaczny spos6b zredukowac liczb¢ wsp6irzednych uogélnionych w stosunku do podej-
§cia MES. Jest to na tyle istotne, gdyz rozwigzanie réwnania ruchu w dziedzinie czasu wigze si¢
z duzym wysitkiem numerycznym i znacznymi czasami obliczen, tak ze kazda redukcja rozmiaru
zadania jest pozadana. Dyskretyzacje MEB mozna bez ograniczen i szczeg6lnych trudnodci stoso—
wacé w kazdym liniowym zadaniu opisujacym jednorodny oSrodek.

Pomimo, ze wektory wiasne maja duze znaczenie dla zrozumienia charakteru dynamiczne;j
pracy ukladu konstrukcyjnego, okazuje sig, ze nie stanowia najlepszej z mozliwych do przyjecia
baz wektorowych do ortogonalizacji réwnania ruchu. Zastosowanie prostych do wygenerowania
wektoréw Ritza, przy znaczaco mniejszych naktadach, prowadzi do lepszego opisu zagadnienia.
Zdefiniowana norma bi¢du pozwala kontrolowa¢ liczb¢ niezb¢dnych do uwzglednienia wektor6w,
a nawet dokona¢ selekcji wektoréw, ktére zostang uzyte w rozwigzaniu. Ponadto w wyniku zapre—
zentowanego algorytmu otrzymuje si¢ poprawne warto$ci najnizszych czgsto$ci wiasnych — w tej
liczbie ile wektoréw Ritza zostalo wykorzystanych w analizie. Nalezy réwniez zaznaczyé, ze
przedstawione podejScie nie ogranicza si¢ tylko do rozwigzania uklad6w konstrukcyjnych, czy
uktadéw konstrukcja—ciecz. Kazde zagadnienie, ktérego analiza wymaga rozwigzania zagadnienia
wlasnego, moze by¢ polem zastosowania tego algorytmu.

Zaprezentowane w pracy przyklady praktycznych zadar dynamiki pokazuja, ze implementa—
cja komputerowa przedstawionego algorytmu jest mozliwa i daje uzyteczne wyniki. Dostgpne 0—
becnie komputery PC posiadajg moc obliczeniowq i parametry niezb¢dne do rozwigzania §redniej
wielko$ci zadafi. Opracowany zestaw programéw moze by¢ rozbudowywany w razie potrzeby
rozwigzania zagadniefi o innym charakterze.

Przedstawione uwagi pozwalajg na stwierdzenie, ze postawione na wstgpie cele pracy zostaty

zrealizowane, a sformutowane tezy udowodnione.
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W opinii autora jako oryginalne elementy pracy mozna wymienic:

— sformutowanie jednolitego algorytmu hybrydowego MES-MEB dla zbiornik6w na ciecz
i doprowadzenie do klasycznej postaci réwnania ruchu niezaleznie od stopnia wypelnienia
zbiornika,

— uzycie w analizie zagadnienia FSI transformacji wektorami Ritza,

— wyeliminowanie osobliwo$ci macierzy wpltywu F przez ustalenie warto$ci funkcji potencjatu
predkosSci w wybranym weZle w opisie cieczy,

— opracowanie wiasnych programGw obliczeniowych dla sprzgtu komputerowego klasy PC,

— rozwigzanie zadan dotyczacych analizy zbiornikéw wiezowych,

Kontynuacja badan przedstawionych w pracy moze dotyczy¢ nast¢gpujacych zagadnieri:

- dalsze testowanie elementéw skorficzonych, w szczeg6lnosci opracowanie krzywoliniowego ele—
mentu sze§cioparametrowego z krzywizng w kierunku réwnoleznika,

— wzbogacenie modeli fizycznych o nieliniowosci geometryczne dotyczace odksztalcert powloki,
czionu konwekcyjnego w pochodnej materialnej pola predkosci cieczy, opracowanie dla nich
modeli numerycznych i rozwigzywanie zagadniefi nieliniowych,

— uwzglednienie duzych wychylen w ruchu cieczy, a co za tym idzie uaktualnianie zakresu po-
wierzchni kontaktu konstrukcji i cieczy w historii procesu,

— zastosowanie w modelu dyskretnym MEB dokladniejszej (wyzszego rz¢du) aproksymacji para—
metréw weztowych,

— opracowanie modelu numerycznego MEB dla cieczy $ci§liwej, poréwnanie jego wynikéw
z wynikami obecnej pracy, okreSlenie warunkéw stosowalno$ci zatozenia niesciSliwosci,

— dalsza optymalizacja kodu programéw pod wzglgdem szybkoSci, ewentualne wykorzystanie
kompilatoréw 32-bitowych (np. FORTRAN, C++),

— zbudowanie modeli fizycznych i numerycznych uwzglgdniajacych interakcje konstrukcji

z podtozem gruntowym.

Autor skiada serdeczne podzigkowania Panu Profesorowi Piotrowi Konderli za opieke
merytoryczng, wyznaczanie kierunk6w badari i liczne pomocne wskazéwki szczeg6towe, Panu Do—
ktorowi Kazimierzowi My§leckiemu za udostg¢pnienie procedur numerycznych pakietu liniowej al—
gebry macierzowej, pomoc w testowaniu programéw i weryfikacji wynikéw numerycznych, udos—
tepnienie sprzgtu komputerowego oraz wszystkim kolegom i wspélpracownikom z Zakladu
Wytrzymato$ci Materialéw i Instytutu Inzynierii Ladowej, ktérych zyczliwe i cenne uwagi

przyczynity si¢ do powstania w tej formie niniejszej pracy.
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Zatacznik. Oznaczenia

Z.1. Zasady ogélne

Stosuje si¢ nastgpujace zasady oznaczef:

— skalary, liczby, zmienne jednowymiarowe i funkcje zapisuje si¢ normalna czcionka (mafa lub
duza, alfabetem tacifiskim—kursywa lub greckim), wielkoS$ci wskaZnikowe lub wielowymiarowe
czcionkg pogrubiong:

o — liczba,

p — gestosc,

o — tensor naprezenia,

b - druga forma podstawowa powierzchni,
K — macierz sztywnoSci,

— obiekty geometryczne zapisuje si¢ matymi literami, macierze liczbowe (wsp6iczynnikéw) duzy—
mi literami, wektory literami matymi lub duzymi,
wyjatek — symbole Christoffela oznacza si¢ tradycyjnie duza litera gamma I,

- indeksy bedace wskaznikami (osi, elementu macierzy) umieszcza si¢ z prawej strony litery rdze—
niowej, w przypadku tensor6w i macierzy indeksy nie bedace wskaZnikami osi lub elementu
réwniez po lewej stronie, indeksy bedace zmiennymi — wsaznik osi, adres elementu macierzy
lub wektora — w przypadku alfabetu faciriskiego zapisuje si¢ kursywa:

g; — element tensora metrycznego — wskazniki odnosza si¢ do osi uktadu wspétrzednych,
K, — element macierzy sztywnoSci — wskazniki okreSlaja adres elementu,
‘K — macierz sztywno$ci konstrukcji — indeks "s" jest komentarzem,

— elementy obiektéw wielowymiarowych oznacza si¢ normalng czcionka (w przypadku alfabetu
tacifiskiego — kursywg) z indeksami,

— indeksy tensor6w oznacza si¢ matymi literami lacifiskimi gdy przebiegaja zakres 1..3, greckimi
1..2; indeksy niezwigzane z osiami uktadéw wspétrzednych zapisuje si¢ duzymi literami:

8., — clement tensora metrycznego,
K, — element macierzy sztywnosci,

uwaga — g, — wektor bazowy oznacza si¢ czcionkg pogrubiong (facznie z nazwa osi),
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— operatory zapisuje si¢ czcionka normalna:
dx — r6zniczka zmiennej x,

— dla obiektéw geometrycznych dolne i gérne indeksy rozrézniajg wielkoSci kowariantne i Konrta—
wariantne, pochodng czastkowg oznacza si¢ przecinkiem, pochodng kowarintng — kreska piono-
w4, pochodng czastkowa po czasie — kropka nad literg rdzeniowa, pochodna materialng duzymi
literami D:

o | s — pochodna kowariantna tensora dwukrotnie kontrawariantnego,
D 2
f)_r(') — pochodna materialna,

— umoweg sumacyjng stosuje si¢ tylko dla 'powlérzonych indekséw na r6éznych poziomach,
w obiektach nie zwigzanych z osiami uktadéw wsp6irzgdnych gérne i dolne indeksy stosuje sig
wylacznie do umowy sumacyjnej — nie ma r6znicy miedzy warto$ciami takich elementéw, pod-
kreSlenie indeksu lub ujgcie w nawias okragly 0znacza brak sumowania:

g" - element z przekatnej,

3
Y. g" - §lad tensora metrycznego,

=1
gf; — W wyrazeniu nie ma sumowania,

- uklady odniesienia dla obiektéw geometrycznych zaznacza si¢ znaczkiem nad literg rdzeniowg
(nadkreS$lenie — konfiguracja poczatkowa, bez zadnego znaczka — konfiguracja aktualna),

- wspolrzgdne fizyczne tensor6w oznacza si¢ przez ujecie ich w ostre nawiasy i umieszcza si¢ je
zwykle na poziomie dolnych indekséw, chyba ze potrzeba inaczej ze wzglgdu na umowe
sumacyjna:

b -

Z.2. Oznaczenia szczegétowe

W rozdzialach pracy przyjgto nastg¢pujace oznaczenia:
— geometria powierzchni obrotowej i model fizyczny powloki
{X', X*, X’} - Kartezjaniski uktad wsp6irzednych,
(@', @, ©'} - krzywoliniowy uklad wspéirzednych zwiazany z gléwnymi kierunkami krzy—
wizn,
P, p — wektory potozenia punktéw powloki w konfiguracji poczatkowe;j i aktualne;j,
r, r — wektory potozenia punktéw powierzchni §rodkowej powloki w konfiguracji poczatkowe;j

i aktualnej,
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e; — wersory kartezjaniskiego uktadu wspétrzgdnych,

gi, g — wektory bazowe w konfiguracji poczatkowej i aktualnej,

a4, a, — wektory bazowe na powierzchni Srodkowej w konfiguracji poczatkowej i aktualnej,
a3, a3 — jednostkowy wektor normalny do powierzchni §rodkowej w konfiguracji poczatkowe;j
i aktualnej,

g. g — tensory metryczne w konfiguracji poczatkowej i aktualnej,

8; — symbol delta — Kroneckera,

a — pierwsza forma podstawowa powierzchni,

A=a,, — metryka wzdhuz potudnika,

b — druga forma podstawowa powierzchni,

I' — symbol Christoffela,

G - oznaczenie wyrazenia (r'r"" + z'z") skracajace zapis,

B - oznaczenie wyrazenia (—z'r""+r'z"") skracajace zapis,

p — translator,

v — wektor przemieszczenia dowolnego punktu powtoki,

u — wektor przemieszczenia punktéw powierzchni Srodkowej powtoki,

B — zmiana jednostkowego wektora normalnego do powierzchni Srodkowej,

€ — bezwymiarowa wspétrzedna w kierunku normalnym do powierzchni Srodkowej powtoki,
e — liniowy tensor odksztalcenia,

€ — sktadowe rozciagni¢€ tensora odksztalcenia,

k¥ — sktadowe obrotéw tensora odksztalcenia,

*& — sktadowe rozciagnie¢ tensora odksztalcenia dla wariantu Koitera teorii powtok,
p — sktadowe obrotéw tensora odksztaicenia dla wariantu Koitera,

L - operator zwiazkOw geometrycznych,

H, — oznaczenie wyrazZenia (b1, 1) skracajace zapis,

H, — oznaczenie wyrazenia (b%, 1) skracajace zapis,

o — tensor napr¢zenia Cauchy'ego,

W, — praca przygotowana sit wewng¢trznych,

W,=W, + W,, — praca przygotowana sil zewngtrznych,

H - krzywizna §rednia,

K - krzywizna Gaussa.

& — operator wariacji,

h — grubo§¢ ptaszcza powtloki,
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n, m — tensory sit wewngtrznych w powloce, odpowiednio: dla stanu tarczowego i zgigciowego,
v — jednostkowy wektor normalny skierowany na zewnatrz konturu C,
vy — tensor Levi—Civity,
d - symbol permutacyjny,
f, 1 — wektory obcigzenia powloki zwigzane okre§lone na powierzchni §rodkowej,
x — sily objetoSciowe,
t — wektor obcigzenia powierzchni bocznych powtloki,
t', t" — uog6lnione wektory obcigzenia powtoki przytozonego do powierzchni bocznych okres§lo—
ne na konturze powierzchni Srodkowej,
E, G, v — modul Younga, modut Kirchhoffa i wsp6tczynnik Poissona,
Eafrr Kafsr Qappsr Darpor Xcrfor Carpr Ecypor Kayfirr Peyps — Skladowe fizyczne pomocniczych
tensor6w odksztalcenia,
model numeryczny — metoda elementéw skorficzonych
A — globalna numeracja wgziéw,
A - liczba wezt6w,
e — numeracja elementéw,
2e - liczba elementdw,
sqA = {U,, U, Uy, @y, <Dz.<D3}T — wektor parametréw weztowych powloki w globalnym ukta—
dzie wspéirzgdnych w weiZle A,
*q — globalny wektor parametréw weziowych powtoki,
L, 06 %50 X5, X; - wielkoci charakteryzujace geometri¢ elementu skoficzonego i elementu
brzegowego,
o. — lokalna numeracja wezt6w dla elementu e,
{x,, x,, x;} — lokalny ukiad wspéirzgdnych dla elementu,
Qe = {u1, u2,¢3,u3,¢;,¢2}T — wektor parametréw weztowych w uktadzie lokalnym elementu,
f={uv,w}" —wektor sktadowych przemieszczen,
sNY - macierz funkcji bazowych wezta dla parametréw weztowych w 'lokalnym ukladzie
wspoéirzednych elementu e,
Ve - funkcje bazowe do aproksymacji przemieszczefi w plaszczyZnie powierzchni ele—
mentu,
w19, w2, w3s - funkcje bazowe do aproksymacji przemieszczen w kierunku normalnym do

powierzchni elementu,
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1P - wsp6irzgdna powierzchniowa odpowiadajaca wierzchotkowi o elementu skorficzonego e,
A - pole elementu skorficzonego,
a, b, ¢ - wielkosci charakteryzujace geometri¢ elementu skoriczonego,
€ — wektor uogélnionych odksztatceri dla elementu,
o) — wektor uogélnionych naprezeri dla elementu,
L, — operator zwigzk6w geometrycznych dla elementu,
¥ - macierz zwigzkOw geometrycznych dla wgzta o elementu,
D, — macierz wsp6iczynnik6w sprezystosci dlél elementu,
E . E,, E,, G - stale sprezystoéci dla gtéwnych kierunkéw ortotropii,
t., — obciazenie zewngtrzne elementu,
ps — gesto§¢ materiatu konstrukcji,

Skff{% — macierz sztywnoSci elementu e (struktura dla weztéw o i B),

smffﬁ — macierz bezwiadnoSci elementu e (struktura dla weziéw av i B),

(e)
o

P

‘E S” — energia potencjalna elementu e,

— wektor réwnowaznikOw statycznych obciazenia zewngtrznego elementu e dla wezla o,

B energia kinetyczna elementu e,

©Q3% — macierz topologiczna zamieniajaca globalny uktad wsp6irzgdnych na lokalny,
T — transformacja mi¢gdzy globalnym i lokalnym uktadem wspéirzednych w weZle,
¥ — kat nachylenia tworzgcej elementu do pionu,

O - kat migdzy kierunkami X* i x,,

"E, — catkowita energia potencjalna powloki,

°E, — calkowita energia kinetyczna powloki,

*Kar — globalna macierz sztywno$ci konstrukcji (struktura dla weztéw AiT),

*K — globalna macierz sztywno$ci powloki,

‘Mr — globalna macierz bezwtadnos$ci konstrukciji (struktura dla weziéw AiT),

*M - globalna macierz bezwladnoSci powtoki,

P, — globalny wektor r6wnowaznikéw statycznych obciazeri powtoki (dla wezta A),
‘P — globalny wektor r6wnowaznik6w statycznych obciazen powtoki,

model fizyczny cieczy

pr — gestosE cieczy,

v — pole predko$i w cieczy,

s — tensor napre¢zenia w cieczy,
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p — pole ci$nienia w cieczy,

f — zewngtrzna sita objgtoSciowa dzialajaca na ciecz,
a — predko$¢ rozchodzenia si¢ dZzwigku w oSrodku,

® — potencjat predkosci,

n — jednostkowy wektor normalny,

U - potencjat sit objgtoSciowych,

g — przySpieszenie grawitacyjne,

p, — ci$nienie atmosferyczne,

Q) — obszar zajmowany przez ciecz,

I', — powierzchnia kontaktu cieczy z konstrukcja,

I', — powierzchnia swobodna lustra cieczy,

G* - rozwigzanie fundamentalne réwnania Laplace'a,
F* — pochodna w kierunku normalnym rozwiazania fundamentalnego G*,
8(X — X*) — dystrybucja 8—-Diraca,

r(X, X*) — odlegto$¢ migdzy punktami X i X*,

V.p. — warto$¢ giéwna catki w sensie Cauchy’ego,
model numeryczny — metoda elementéw brzegowych
A — numeracja weztow,

A - liczba weztéw,

e — numeracja elementéw,

e — liczba element6w,

A
DA, % — warto$ci funkcji potencjatu predkoSci i jej pochodnej w kierunku normalnym

w weZle A,

@, @, - wektory parametréw weztowych MEB,

NG — funkcja bazowa dla wezta dla parametru weztowego dla elementu brzegowego e,
F, G — macierze wsp6iczynnikéw réwnai MEB,

'E, — calkowita energia kinetyczna cieczy,

'E, — catkowita energia potencjalna cieczy,

N - macierz aproksymacji parametréw MEB,

N - macierz aproksymacji parametr6w MEB ograniczona do powierzchni I';,

‘M - macierz bezwtadnosci dla cieczy,
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K — macierz sztywnosci dla cieczy,

‘q — wektor przemieszczen pionowych punktéw powierzchni swobodnej cieczy,

sprzg¢zone réwnania ruchu obu oSrodkéw

Q) - macierz transformacji filtrujaca z glqbalnego wektora parametrow weziowych prze—
mieszczenia normalne do powierzchni §rodkowej powtoki na powierzchni kontaktu konstrukcji
Z ciecza,

Ty - transformacja wektora przemieszczei wezta w ukladzie globalnym na przemieszczenie
normalne w "mokrych wezlach" konstrukc;ji,

q — wektor wspoéirzednych uogdlnionych potaczonych modeli,

A, 'A - zero—jedynkowe transformacje migdzy wektorami wsp6irzednych uogélnionych,

E,, E, — calkowita energia potencjalna i kinetyczna potaczonych modeli,

K, M, C, P — macierze sztywnoSci, bezwiadnoSci i thumienia oraz wektor r6wnowaznik6w sta—
tycznych obcigzenia zewngtrznego dla catego uktadu,

rozwigzanie numeryczne réwnania ruchu

N - liczba wsp6éirzednych uog6lnionych,

W — macierz wektor6w wiasnych,

y,(t) — funkcja odpowiadajaca formie drgan o nﬁmerzxs |

o, — czgsto§¢ wilasna,

y — bezwymiarowy wsp6iczynnik ttumienia,

X, X7, X; — wektory pomocnicze przy wyznaczaniu wektor6w Ritza,

L - liczba wektor6w Ritza,

z'(¢) — funkcja odpowiadajaca wektorowi X,

K', M’, C’, P’ — pomocnicze macierze sztywnosci, bezwtadnosci i ttumienia oraz wektor réw—
nowaznikOw statycznych obcigzenia zewngtrznego do wyznaczenia wektor6w Ritza,

W — macierz wektor6w wiasnych zredukowanego zagadnienia wiasnego,

0k — czestosci wiasne zredukowanego zagadnienia wlasnego,

RX — wektor Ritza przed normalizacja,

RX — wektor Ritza,

z,(t) — funkcja odpowiadajaca wektorowi Ritzal R,

Ky, My, Cy, Py — gtowne wspéiczynniki sztywnoSci, bezwtadnodci i ttumienia oraz réwnowazni—
kOw statycznych obcigZenia zewngtrznego zwiazane z czgstoscia oy,

px — wpltyw K—tego wektora Ritza na rozwiazanie,

E — wektor bigdu przy zawezonej bazie wektor6w Ritza,
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e —unormowany btad przy zawgzonej bazie wektoréw Ritza,

hy; — waga K-tego wektora Ritza w odwzorowaniu obciaZenia,

o, B — wspGtczynniki przy catkowaniu metoda Newmarka,

przyktady liczbowe

b — wektor zmiennych projektowych,

T — maly parametr,

A, — macierz pomocnicza przy wielokrotnych warto§ciach wiasnych,
u(t) — zadana funkcja przemieszczenia podpér,

q, — wektor ruchu sztywnego ukiadu odpowiadajacy ruchowi podpdr,

q, — drgania wok6t potozenia okre§lonego przez wektor q,,.



—98 —

Niestacjonarne drgania zbiornika wypelnionego cieczg

Streszczenie

W pracy przedstawiono opis zagadnienia dynamicznego zwigzanego z interakcjag dwdch
oSrodkéw: sprezystego zbiornika powlokowego i wypelniajacego go ptynnego medium. Sfor—
mutowano rozigczne modele fizyczne i dyskretne konstrukcji i cieczy oraz globalny model dys-—
kretny potaczonego uktadu. W zakresie metod numerycznych zastosowano podej$cie hybrydowe:
réwnania dyskretne powloki sa zapisywane przy uzyciu metody elementéw skoficzonych, w odnie—
sieniu do opisu ptynu stosuje si¢ metodg elementéw brzegowych.

Dla zbiornika, kt6ry potraktowano jako cienka powioke¢ obrotowa, przedstawiono model fi-
zyczny. W szczeg6lnosci: wyznaczono wielkoSci geometryczne powierzchni obrotowej parametry—
zowanej w krzywoliniowym uktadzie wsp6irzednych zwigzanym z kierunkami gtéwnych krzywizn,
okreS§lono wspéirzedne liniowego tensora odksztalcenia przy zalozeniu kinematycznym Kirch—
hoffa-Love'a, podano operator zwiazkéw geometrycznych we wsp6Otrzgdnych fizycznych,
wyprowadzono réwnania rownowagi i napre¢zeniowe warunki brzegowe, wyznaczono zwigzki kon—
stytutywne we wspétrzednych fizycznych dla liniowo-sprezystego materiatu. Na podstawie sfor—
mulowanego ogollnie modelu fizycznego opracowano szczegélowy model dyskretny metody
elementéw skoriczonych. Podano opis elementu skoriczonego wraz z funkcjami bazowymi oraz
przejscie z jego sformutowania lokalnego do modelu globalnego calej konstrukcii.

Przedstawiono modele fizyczne idealnej, nielepkiej i liniowej cieczy bez oraz przy zatozeniu
jej nieSciSliwoSci. Do opracowania modelu numerycznego przyjeto, dajaca znaczne uproszczenie
opisu, ciecz nieSciSliwa. Dla tego przypadku réwnanie rézniczkowe zastagpiono réwnowaznym
calkowym sformutowaniem brzegowym, dla ktérego opisano model numeryczny metody elemen—
téw brzegowych.

OkreS$lenie warunkéw brzegowych dla cieczy na powierzchni kontaktu z konstrukcjg umozli—
wilo potaczenie roztacznych modeli numerycznych obu oSrodkéw. Bilans energii pozwolit na
uzyskanie dynamicznego rOéwnania ruchu uktadu w klasycznej postaci. Podano algorytm genero—
wania wektoréw Ritza, stuzacych do ortogonalizacji réwnania ruchu. OkreSlono ich udziat w roz—
kitadzie wektora obcigzenia. Rozseparowane réwnania ruchu catkowano metoda Newmarka.

W pracy zamieszczono dwa przyklady liczbowe dotyczace zbiornika wiezowego na ciecz.
W przykiadzie pierwszym wyznaczono wrazliwo$¢ projektowg czestotliwo$ci drgan wiasnych ze

wzgledu na wybrane parametry geometryczne. Wyznaczono czgstotliwoSci drgan wilasnych,
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pokazano podstawowe formy drgan konstrukcji i wypetniajacej jej cieczy. Przykiad drugi zawiera
rozwigzanie réwnania drgai zbiornika poddanego wymuszeniu kinematycznemu. Przedstawiono
funkcje przemieszczeh wybranego punktu konstrukcji oraz drgania wybranego punktu potozonego
na powierzchni swobodnej cieczy. Wyznaczono biad obcigcia bazy wektorowej i pokazano udziat
poszczeg6lnych wektor6w Ritza w rozkladzie obcigzenia uktadu. Oba przyktady rozwigzano
w trzech wariantach: zbiornik pusty, czg¢Sciowo i catkowicie napetniony.

W ramach pracy opracowano zestaw programéw do rozwigzywania zadai numerycznych.
Przy ich wykorzystaniu uzyskano wyniki prezentowanych przyktadéw liczbowych. W pracy za-
mieszczono informacj¢ na temat program6éw komputerowych i zastosowanych w nich procedur nu—
merycznych. Opisano ukiad funkcjonalny systemu i spos6b rozwiazania za ich pomoca przy-
ktad6w liczbowych.

Do pracy dotaczono zatacznik. W pierwszej jego czesci opisano konwencj¢ oznaczen stoso—
wang w pracy. W drugiej czgsci zalacznika zamieszczono szczeg6towy wykaz oznaczed uzywanych

poszczegblnych rozdziatach.
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Non-stationary oscillations of fluid filled container

Summary

In the paper the description of dynamic problem connected with fluid—structure interaction
(FSI) is presented. The system is composed with an elastic shell container filled with fluid. Separate
physical and discrete models of both media and global discrete model of whole systems were built
up. As far as numerical methods is concerned the hybrid approach was used: discrete equations of
shell were obtained by the finite element method (FEM), for fluid region the boundary element
method (BEM) was applied.

For the container, which was assumed to be a thin shell of revolution, physical model was
presented. In particular, the following objects were calculated: geometric characteristics of the sur—
face of revolution described in curvilinear coordinate system concerned with the directions of prin—
cipal curvatures, the terms of linear strain tensor under assumption of Kirchhoff hypothesis,
geometric relations operator expressed in physical coordinates, equations of equilibrium with
boundary conditions and physical relations for linear—elastic material in terms of physical coordi-
nates. In base on mentioned above general physical model detailed discrete finite element method
model was described. Finite element properties with shape functions and transformation between
local and global models were formulated.

Physical models for linear, inviscid and irrotational fluid in two cases under or without as—
sumption of incompressibility were presented. For numerical model formulation incompressible
fluid was used, which led to simpler description. For this case a differential equation was developed
to equivalent boundary integral form, for which numerical model of boundary element method was
applied.

Separate numerical models of two media were connected together using boundary conditions
on fluid—structure contact surface. Energy balance led to dynamic equation of motion in well
known traditional form. An algorithm for Ritz vectors generation, which were used for ortogonali—
zation of equation of motion, was given. Participation factor of each Ritz vector was formulated.
Separate equations of motion were integrated using Newmark method.

In the paper two numerical examples for tower water container were shown. In the first ex—
ample the sensitivity of eigenfrequency for geometrical parameters was calculated. The eigenfre—
quency of whole system, first eigenforms of shell and fluid free surface were shown. The second

example presents solution of equation of motion for container under kinematic excitation. The
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oscillations of shell and free surface points were shown. The participation factor for Ritz vectors
and truncation error were calculated. Both examples were analyzed in three cases: empty, partially
filled and full container.

Original computer programs were developed to solve the presented numerical examples. In
the paper the system of computer programs and numerical procedures were described. The func—
tional scheme of the system and examples calculation methods were shown.

An appendix was enclosed. In the first part a notation rules were described. In the second one

the detailed list of symbols used in particular parts of the paper was given.
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