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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Sformulowanie problemu

1.1.1 Geneza problemu

Mechanika ukladéw nieholonomicznych powstala w czasie, gdy okazalo sie, ze formalizm ana-
lityczny Eulera-Lagrange’a jest niewystarczajacy do opisu podstawowych zagadnien mechaniki
toczenia si¢ ciala sztywnego bez poslizgu po plaszczyznie. W 1871 r. Ferrers [56] podal
réwnania rozszerzonej zasady d’Alemberta dla ukladéw z niecalkowalnymi wigzami kinematy-
cznymi, a w 1894 r. Hertz dokonal podzialu wiezéw i ukladéw mechanicznych na holonomiczne
i nieholonomiczne. W pierwszych latach X X wieku Czaplygin wyprowadzil réwnania opisujace
zachowanie lyzwiarza poruszajacego sie po pochylonej plaszczyZnie bez poslizgu bocznego.
W latach pieédziesiatych powstala monografia Nejmarka i Fufajewa [43], ktéra prezentowala
6wcezesny stan wiedzy na temat modelowania ukladéw mechanicznych z wiezami niecalkowalnymi
oraz zawierala propozycje wykorzystania metod mechaniki analitycznej do modelowania ukladow
elektromechanicznych, co w efekcie pozwolilo na polaczenie teorii maszyn elektrycznych z
mechanika ukladéw nieholonomicznych. Na przelomie lat osiemdziesiatychi dziewigcdziesiatych
pojawilo sie w literaturze naukowej wiele prac poswieconych modelowaniu i sterowaniu ukladéw
nieholonomicznych, inspirowanych problematyka nalezaca do zakresu robotyki, a w szczegélnosci
zagadnieniem zmiany orientacji przedmiotu znajdujacego sie¢ w chwytaku manipulatora lub
ponownego jego chwytu [42] oraz zagadnieniami modelowania i sterowania robotéw mobilnych.
I[stnienie wigzéw nieholonomicznych znajduje wyraz w sposobie postepowania kierowcy przy
parkowaniu samochodu na zatloczonym parkingu, w zachowaniu si¢ kota spadajacego ” na
cztery lapy”, czy w strategii doswiadczonego gimnastyka lub skoczka przy wykonywaniu skom-
plikowanych akrobacji. Wazne znaczenie praktyczne dla rozwoju badari nad ukladami nieholo-
nomicznymi mialy podjete w ostatnich latach badania nad zadaniami sterowania i planowania
ruchu ukladu wézkéw przewozacych bagaze podréznych na lotniskach. Renesans zainteresowa-
nia ukladami nieholonomicznymi natrafil na okres rozwoju geometrycznej teorii sterowania,
ktéra dostarczyla efektywnych narzedzi do badania tych ukladéw ([44], [30]). Od strony teore-
tycznej na kierunek badan nad ukladami nieholonomicznymi znaczacy wplyw miala praca Broc-
ketta [8], ktéra wykazala niemozliwos¢ stabilizacji tego typu ukladéw przez gladkie statyczne
sprzezenie zwrotne od stanu. Poszukiwanie algorytméw sterowania ukladéw nieholonomicznych
doprowadzilo do opracowania specyficznych metod sterowania, ktére mozna podzieli¢ na dwie



podstawowe grupy. Do pierwszej z nich zaliczamy algorytmy sterowania w ukladzie otwartym
(czesto nazywane algorytmami planowania trajektorii), wsréd ktorych wyrézniamy:

e sterowanie sinusoidalne [40];

e metody iteracyjne [18].

W sklad grupy drugiej wchodza algorytmy sterowania w ukladzie zamknietym ze sprzezeniem
zwrotnym, a w szczegdlnosci algorytmy wykorzystujace:

- zalezne od czasu statyczne sprzezenie zwrotne [15], [47];
sepian) e ER 1 stz 577
- nieciagle sprzezenie zwrotne od stanu [57];

- wlasnosé linearyzacji dynamicznej [9], [16], [21].

1.1.2 Przeglad uzyskanych wynikow

Inicjatywa podjecia badan nad modelowaniem i sterowaniem kolowych robotéw mobilnych pow-
stala w 1991 r. na proseminarium dla doktorantéw i mlodych pracownikéw nauki prowadzonym
przez profesora Krzysztofa Tchonia. Poczatkowo nasze zainteresowania byly skupione na prob-
lemie modelowania kinematyki kolowych robotéw mobilnych. Wnikliwe studia literaturowe nad
tematyka ukladéw nieholonomicznych uwidocznily potrzebe opracowania metody wyprowadza-
nia réwnan ograniczen kinematycznych i wyznaczania na ich podstawie zaleznosci opisujacych
wlasnosci kinematyczne kolowych robotéw mobilnych. Dalo to asumpt do sformulowania pier-
wszego z dwoch glownych problemow, ktore sa przedmiotem dociekan w niniejszej rozprawie.

Problem 1 Znalezé metode umozliwiajgcq wyznaczanie w sposob systematyczny modeli kine-
matyki i dynamiki prostych (pojedynczy robot) i wielocztonowych kolowych robotéw mobilnych.

Naturalnym krokiem prac badawczych bylo zastosowanie podejécia Denavita-Hartenberga [17]
do wyprowadzania ogdélnych zaleznosci opisujacych ruch bez poslizgu dowolnego typu kola
kolowego robota mobilnego [23]. Proponowane rozwiazanie polega na analizie zachowania
kola robota mobilnego poruszajacego sie przy zalozeniu braku poslizgu bocznego i wzdluznego.
Wazna zaleta opracowanej metody okazala sie mozliwosé jej uogdlnienia i uzyskania w ten
sposob zaleznosci pozwalajacych na wyprowadzanie ograniczen kinematycznych dla wieloczlo-
nowych kolowych robotéw mobilnych (np. robota ciagnacego przyczepe) [25]. Kolejnym rezul-
tatem badan bylo rozwiazanie zadania wyznaczania modeli kinematyki kolowych robotéw mo-
bilnych. Zadanie to zostalo sprowadzone do wyznaczenia dystrybucji anihilowanej przez macierz
ograniczen kinematycznych. Klasyfikacja kolowych robotéw mobilnych przedstawiona w pracy
[10] w znacznym stopniu ulatwila opracowanie algorytmu automatycznej generacji modeli kine-
matyki kolowych robotéw mobilnych, ktéry zostal zaimplementowany przy wykorzystaniu pa-
kietu obliczen symbolicznych MATHEMATICA [26]. Do wyznaczania modeli kinematyki wie-
loczlonowych kolowych robotéw mobilnych zostala zastosowana metoda wyboru wspélrzednych
uogdlnionych, ktéra pozwala na otrzymanie specyficznej postaci ograniczen kinematycznych i
dekompozycje problemu obliczania jadra macierzy zwiazanej z ograniczeniami kinematycznymi.
Przyklady tworzenia modeli kinematyki robotéw wieloczlonowych przedstawiono w pracy [25].



Polaczenie klasycznej w robotyce metody wyznaczania réwnan opisujacych energie kinety-
czna i potencjalna dla cial sztywnych [45] z wynikami badan nad modelowaniem kinematyki
umozliwilo uzyskanie pelnych modeli dynamiki zaréwno pojedynczych jak i wieloczlonowych
kolowych robotéw mobilunych [24], [27].

Specyficzny charakter zagadnien zwiazanych z projektowaniem algorytmoéw sterowania ukladéw
nieholonomicznych ma swoje zrédlo w zasadniczej niemozliwosci stabilizacji tych ukladéw przez
gladkie statyczne sprzezenie zwrotne od stanu [8]. Rezultatem nawiazania wspdlpracy naukowej
(1994/95 r.) z prof. Guy Campion z Université Catholique de Louvain bylo sformulowanie
nastepujacego problemu sterowania:

Problem 2 Zaprojektowaé adaptacyjny algorytm sterowania dla kolowych robotéw mobilnych
wykorzystujgey znane algorytmy sterowania adaptacyjnego dla robotéw manipulacyjnych.

Zaproponowane w niniejszej rozprawie rozwiazanie Problemu 2, opiera si¢ na wyborze wyjsc
linearyzujacych [29], [12] i wymaga:

e okreslenia mozliwosci i metody wyboru wyjsé¢ linearyzujacych;

e okreslenia wlasnosci modelu dynamiki i kinematyki kolowych robotéw mobilnych po
wyborze wyjsé linearyzujacych;

e opracowania algorytmu sterowania adaptacyjnego opartego na znanych algorytmach ste-
rowania ukladéw holonomicznych;

e przeprowadzenie dowodu zbieznosci algorytmu.

Uklad niniejszej rozprawy jest nastepujacy. W dalszej czgsci rozdzialu 1 opisano matematy-
czne podstawy modelowania i wybrane wlasnosci modeli matematycznych ukladéw nieholo-
nomicznych ze szczegélnym uwzglednieniem réznic w stosunku do ukladéw holonomicznych.
Nastepnie zaproponowano metode wyznaczania ograniczeni nieholonomicznych dla prostych
(rozdzial 2.1) i wieloczlonowych (rozdzial 2.3) kolowych robotéw mobilnych oraz metody wyz-
naczania modeli kinematyki tych ukladéw (rozdzial 2.2 1 2.4). Z kolei, w rozdziale 3, przedsta-
wiono wyprowadzenie ogdlnych zaleznosci opisujacych funkcje Lagrange’a dla kolowych robotéw
mobilnych. Krétka charakterystyke wybranych algorytméw sterowania ukladéw nieholonomicz-
nych zamieszczono w rozdziale 4.1. Przy omawianiu algorytméw sterowania szczegdlna uwage
poswiecono problemowi sterowania adaptacyjnego kolowych robotéw mobilnych (rozdzial 4.2).
Rozdzial 5 zawiera opis pakietu oprogramowania wykorzystujacego system obliczeni symboli-
cznych MATHEMATICA, ktéry umozliwia automatyczna generacje modeli kinematyki i dy-
namiki kolowych robotéw mobilnych. Wnioski koncowe podsumowujace wyniki uzyskane w
rozprawie zostaly zamieszczone w rozdziale 6.

Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze poruszana w rozprawie tematyka dotyczy najnizszego
poziomu sterowania kolowych robotéw mobilnych (poziom realizacji ruchu) i nie obejmuje
waznych zagadnien z dziedziny planowania ruchéw [38] i dzialai zwiazanych z tworzeniem
map otoczenia [59] i samolokalizacji robota [19], [46].

Autor pragnie zlozyé podziekowanie dla swojego nauczyciela i promotora rozprawy doktorskie;j,
profesora Krzysztofa Tchonia, za jego cierpliwosé, wyrozumialos¢ i czas, ktéry poswiecal w
ciagu ostatnich kilku lat problemom bedacym przedmiotem niniejszej rozprawy.



1.1.3 Wykaz podstawowych oznaczen

W rozdziale przedstawiono podstawowe pojecia i oznaczenia uzywane w rozprawie. Niech z
bedzie wektorem z przestrzeni R", a A macierza rozmiaru (n X m). W dalszym ciagu przyjeto
nastepujaca notacje dotyczaca norm wektoréw i macierzy:

)T.

e || z || - norma euklidesowa wektora x = (x1,...,2,)";

e || A || - norma macierzowa indukowana przez norme euklidesowa.

Z kolei przy zalozeniu, ze B jest macierza kwadratowa rozmiaru n X n wprowadzamy:
o tr B=3", by - slad macierzy B;
e det B - wyznacznik macierzy B.

Niech f i g beda polami wektorowymi klasy C'* okreslonymi na R". Przez [ f, g] bedziemy
oznaczac nawias Liego pdl wektorowych f i ¢, zdefiniowany w nastepujacy sposéb:

dg . Of
gl = —f— g.
L, 9] 9z’ ~ 9z’
W celu uproszczenia zapisu iterowanych nawiaséw Liego pdl wektorowych wprowadzamy no-
tacje:
adig = [f, g];
ad}g = |1 a(ljj'"lg], J > 0.

Definicja 1.1 Algebrqg Liego Lie{g1,92,...,9,} polisystemu dynamicznego:
P
&= gi(z)u;, £ € R, p<m,
=

nazywamy najmniejszg przestrzen liniowg nad R zawierajgcg pola wektorowe gi,ga,...,9p 1
zamknietg ze wzgledu na operacje nawiasu Liego.

Niech h : R™ — R bedzie funkcja klasy C'*°. Przez pochodna Liego funkcji h w kierunku pola
f w punkcie z bedziemy rozumiec:

7 ah
Lih(x) = 3 fim—(x) = dh [,
= D

gdzie:

_ (Oh ah g S .
dh = (5.5, 5,) - wektor wierszowy;
oh

Zh _ wektor kolumnowy réwny (dh)”.



1.2 Podstawy matematyczne modelowania ukladéw nie-
holonomicznych

Rozwazmy uklad, ktérego zachowanie jest opisane przez wektor wspolrzednych uogdlnionych
¢ = (q1,q2,--.,q.)7 i predkosci uogdlnionych ¢ = (41, 4z, ..,G.)7. Zakladamy, ze polozenia i
predkosci sa zwiazane m (m < n) zaleznosciami postaci:

AT(g)§ =0, (1.1)

gdzie:
A(q) - macierz rozmiaru n X m, pelnego rzedu, zalezna w sposéb gladki (C'*°) lub
analityczny (C'*) od q.

Dobierajac w odpowiedni sposéb numeracje skladowych wektora ¢, otrzymamy w pewnym
otoczeniu ¢ nastgpujaca dekompozycjg macierzy AT(q):

AT(q) = [ Ai(q) Aslq) ], (1.2)

gdzie:
Aq - macierz rozmiaru m X (n —m);
)
A3(q) - macierz nieosobliwa rozmiaru m x m.

Nieosobliwoéé macierzy Ay(q) wynika z zalozenia o pelnym rzedzie macierzy AT (q) i implikuje,
ze ograniczenia (1.1) mozemy lokalnie zapisa¢ w postaci:

[ Q((I) i ] (I =0, (13)

gdzie:
Q(q) = A7 (9)A1(q)-

W przypadku ogélnym k£ (0 < k < m) sposréd m wiezéw kinematycznych (1.1) moze by¢
calkowalnych. Oznacza to, ze istnieje funkcja G : R" — R, ktéra przyjmuje stale wartosci
na trajektoriach rozwazanego ukladu. W zaleznosci od wielkosci k wyrézniamy nastgpujace

przypadki:

e k = m - pelna calkowalno$é ograniczen kinematycznych, uklad holonomiczny;
e 0 < k <m - czeSciowa calkowalnos¢ ograniczeni, uklad nieholonomiczny;

e k =0 - pelna niecalkowalno$é ograniczen, uklad w pelni nieholonomiczny.

Przy zalozeniu pelnej calkowalnodci ograniczen postaci (1.1) (k = m) mozemy zapisac:

d oG
—G b3 — 7 —_— 0’ 1,4
(1) = 5o (14)

gdzie:
52 = R(q)A™(q);

9q



R(q) - pewna macierz rozmiaru m x m, pelnego rzedu.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze warunkiem wystarczajacym calkowalnosci wiezow (1.1) jest
istnienie macierzy R(q) (rozmiaru m x m), ktéra zapewnia, ze macierz R(q) AT (q) jest macierza
Jacobiego pewnego odwzorowania G(q). Nietrudno pokazac, ze dla m = n — 1 wiezy postaci
(1.1) sa zawsze calkowalne. Mozemy wéwczas przedstawi¢ macierz AT(q) w postaci:

AT(g) =] Ai(q) alq) |, (1.5)

gdzie:
A1(q) - jest macierza nieosobliwa rozmiaru (n — 1) x (n — 1).

Kladac Q(q) = A7'(q) otrzymujemy:

QA () = | L d(q) |, (1.6)

gdzie:
d(q) = A7 (q)az(q).

Zaleznosci (1.6) implikuja, ze ograniczenia (1.1) przyjmuja nastepujaca postaé:
¢ =—di(¢)g. (:=1,2,...,n—1). (1.7)

Uklad (n—1) réwnan rézniczkowych (1.7) daje sie scalkowad, co pozwala w efekcie na eliminacje
n — 1 wspélrzednych uogélnionych:

(],':\I/,'((]n) (i:1,2,...,7l—]). (18)

W ten sposéb wykazalismy, ze przy warunku m = n—1 wiezy postaci (1.1) sa zawsze calkowalne.
Kryterium dotyczace calkowalnosci ograniczen (1.1) zostanie podane w rozdziale 1.3 niniejszej
rozprawy. W dalszej czesci rozdzialu 1.2 bedziemy zakladaé¢, ze ograniczenia postaci (1.1) sa
niezalezne i nieholonomiczne oraz przedstawimy zasady, z ktérych wyprowadzamy model ma-
tematyczny ruchu ukladéw nieholonomicznych.

1.2.1 Zasada d’Alemberta
Zdefiniujmy funkcje Lagrange’a dla ukladu bez ograniczen kinematycznych:
L(q,q4) = Ex(q,9) — Ep(q), (1.9)

gdzie:
Er(q,q9) = %(jTK(q)(} - energia kinetyczna ukladu swobodnego (bez ograniczen
kinematycznych);
E, - energia potencjalna ukladu swobodnego.

Réwnania ruchu ukladu swobodnego mozemy zapisaé w postaci:
doL 0L

Lor_ 9%y, X
dt 9  dq (110}



Zal6zmy teraz, ze na uklad zostaly nalozone wiezy nieholonomiczne postaci (1.1). Do réwnania
(1.10) wprowadzamy sile z = (21, 23,...,2,)7, ktéra wymusza spelnienie przez rozwazany uklad
réwnaii ograniczen nieholonomicznych (1.1) [43]:
dJoL 0L
e e 52 (1.11)
dt 0¢  0q
Zakladamy ponadto, ze sila z nie wykonuje pracy na dopuszczalnych przesunieciach [43]:
zTdg = 0. (1.12)
Z kolei zaleznosé (1.1) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

AT(q)dq = 0. (1.13)

Jak latwo zauwazyé, réwnania (1.12) i (1.13) implikuja istnienie wektora A = (A1, Az, ..., An )T
skladajacego sie z niezdeterminowanych mnoznikéw Lagrange’a A\, (p = 1,2,...,m), ktéry
spelnia zaleznos¢:

2¥ = AT AT, (1.14)
Podstawiajac (1.14) do (1.11), otrzymujemy réwnania zasady d’Alemberta dla ukladéw nieholo-
nomicznych:

e =A((I)/\- (1‘15)

Przedstawione powyzej wyprowadzenie réwnan (1.15) zostalo zaczerpniete z prac ([56], [50]).
Rozwinigcie problematyki ukladéw nieholonomicznych mozna znalezé w ([56], [43]). Zasada
d’Alemberta ma kilka réwnowaznych sobie formalizméw. W nastepnym podrozdziale omawia-
my przykladowo jeden nich, zwany zasada Gaussa.

1.2.2 Zasada Gaussa

Zasada Gaussa jest nazywana réwniez zasada najmniejszego przymusu. Nasze rozwazania
dotyczace tego formalizmu przedstawimy w oparciu o prace [43], [3] i [35].

Zasada 1.1 (Gauss) Ruch ukladu z ograniczeniami minimalizuje odchylenie od ruchu ukladu
swobodnego mierzone funkcjg przymusu:

Z = 2(i— &) K(q)(i - a), (1.16)

N | —

gdzie:
§ - przyspieszenie ukladu z ograniczeniami;
a - przyspieszenie ukladu swobodnego;
K(q)-macierz inercji ukladu swobodnego.

7Z zasady Gaussa wynika, ze ruch ukladu ograniczonego minimalizuje forme (1.16) przy ograni-
czeniach:

C(AT(q)i) = AT(9)i — = (AT(@)i = 0. (117)



Przyspieszenie a wyznaczamy z réwnan ruchu dla ukladu swobodnego (1.10), ktére mozemy
przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

K(q)a—Q(q,q) = 0.

W efekcie otrzymujemy :

a(q,q) = K7 (¢)Q(q, ). (1.18)

Zauwazmy, ze przyspieszenie ukladu bez wiezow nie zalezy od przyspieszenia ¢ ukladu z wigzami,
Nastepnie wprowadzamy mnozniki Lagrange’a i minimalizujemy zmodyfikowany przymus

20,4, 0) = 7 = MAT()i —~ 5(AT(@)) (1.19)

ze wzgledu na ¢ 1 A.
Warunki stacjonarnosci dla powyzszego wyrazenia sa nastepujace:

3.._)2..' = 0;
aj
(1.20)
az' _
S =0
Po obliczeniach otrzymujemy nastepujace rownania ruchu:
K(q)§— Q(q,9) = Alq)A. (1.21)

Jak latwo zauwazy¢, zaleznosci (1.21) sa réwnowazne (1.15). Z kolei, korzystajac z warunku
92" — (), mozemy wyeliminowa¢ mnozniki Lagrange’a [35] i w efekcie uzysl\n]emy

AN

K(q)i — Q(g,4) = A(Q)[AT ()M~ () A(q)] ' [ AT (q) M~ ()Q(q,')—TIt(AT( gl (1.22)

1.2.3 Mechanika ”"wakonomiczna” (Vaconomic Mechanics - Varia-
tional kind of Mechanics)

Zasada d’Alemberta i metoda Gaussa nie sa jedynym sposobem wyznaczania réwnanin ruchu
ukladéw nieholonomicznych. Sprébujmy przesledzi¢ teraz propozycje alternatywna przedsta-
wiong w pracy [3]. Z zasady minimalnego dzialania wynika, ze uklad mechaniczny zachowuje
sie w taki sposéb, ze minimalizuje calke zwana dzialaniem. Problem wyznaczania réwnan ruchu
rozwazanego ukladu mozemy zatem rozwiazac klasyczna metoda rachunku wariacyjnego:

Problem 1.1 Zminimalizowac calke zwang dzialaniem

t2
[ L,y (1.23)

13}

przy ograniczeniach:
AT(q)q =0, (1.24)

gdzie:
L(q, §)-funkcja Lagrange’a zdefiniowana przez (1.9).
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Zgodnie z regula uwzgledniania ograniczen w rachunku wariacyjnym [22], rozwiazaniem powyz-
szego problemu sa réwnania Eulera-Lagrange’a:

4oL _ ol _ .
dtag  ag
oK
/ (1.25)
oL _
ax = 0,

dla lagranzianu L'(q,¢,A\) = L(q,q) + ATAT(¢)¢ bedacego funkcja Lagrange’a systemu ograni-
czonego oraz m-wymiarowego wektora A(t) zaleznych od czasu mnoznikéw Lagrange’a.

Po przeksztalceniach warunkéw opisanych przez (1.25) otrzymujemy réwnania mechaniki wako-
nomicznej [60]:

&l

oL _ 9L _ __ \ B AT (o)) T — 4 .
{ i~ 5 = —AA : SS"LAO,(’)‘”) £A@)X (1.26)

Z kolei zaleznosci (1.26) mozemy przedstawi¢ w postaci réwnaii Hamiltona. W tym celu wpro-
wadzamy ped uogédlniony:
oL" 0L
) = (0 = A(q)A. 1.27
P=gr =9t (¢) (1.27)

Do dyspozycji mamy n réwnaii (1.27) oraz m réwnaii ograniczen (1.1), z ktérych wyznaczamy
q=q(p,q) i A= Ap,q):

f(@,6,p,2) =35+ A(g)A —p =0 |
{ 9(g,9) = A(q)"¢g = 0. (1.28)

7 twierdzenia o funkcji uwiklanej wynika, ze jednoznaczne rozwiazanie powyzszego problemu
istnieje lokalnie, jezeli det M # 0, gdzie M jest nastgpujacej postaci:

of of 3L A
8q OA 9¢2
M = = (1.29)
9
8—-‘3 0 AT 0

Przy zalozeniu det M # 0 definiujemy hamiltonian:
H(p,q) =¢"(p,q)p — L'(d(p, 9): 4, A(p, 9))- (1.30)

Réwnania kanoniczne Hamiltona opisujace ruch ukladu nieholonomicznego zapisujemy nastepujaco

(i_aH.
= By i
. 5]_[ (1-31)
{p:_aq'

Jak latwo zauwazy¢, zaleznosci (1.31) sa réwnowazne réwnaniom (1.26).

Panuje przekonanie, ze zasada d’Alemberta jest sluszna dla ukladéw mechanicznych, nato-
miast mechanika wakonomiczna - w optyce [34]. Nietrudno dowies¢, ze w przypadku ukladéw
holonomicznych oba podejscia daja te same rezultaty [60].
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1.3 Model zachowania nieholonomicznego ukladu me-
chanicznego i jego wlasnosci

Zalézmy, ze rozwazany uklad jest ukladem mechanicznym, ktorego zachowanie jest okreslone
przez wektor wspélrzednych uogdlnionych ¢ = (¢1, ¢z, .., ¢.)7 € R" i predkosci nogdlnionyck
d = (41,G2,---,42)T € R". Niech wspélrzedne ukladu beda zwiazane m (m < n) zaleznosciam

postaci:
AT(g)¢g =0, (1.32)

gdzie:
A(q) - macierz rozmiaru (n x m), pelnego rzedu.

Nalozenie na uklad wiezéw postaci (1.32) powoduje, ze dla kazdej konfiguracji ¢, wektor
predkosci ¢ nalezy do (n — m) wymiarowej podprzestrzeni:

g € Ker AT(q). (1.33)

Podprzestrzen ta jest generowana przez kolumny macierzy S(¢) rozmiaru nx(n—m) spelniajace
warunek:

AT(¢)S(q) =0 (1.34)

a zatem
g€ ImS(q) Vq. (1.35)

Warunek (1.35) implikuje, ze dla kazdej trajektorii spelniajacej ograniczenia (1.32) wektor
styczny do niej nalezy do (n — m)-wymiarowej dystrybucji A zdefiniowanej przez kolumny
macierzy S(q):

A(q) = Span{Col S(q)}. (1.36)

Rozwazmy inwolutywne domkniecie A, oznaczane przez A* i zdefiniowane jako najmniejszé
dystrybucja inwolutywna zawierajaca A. Niech n — p (0 < p < m) bedzie wymiarem A*
Przy powyzszych zalozeniach twierdzenie Frobeniusa [44] implikuje istnienie w otoczeniu kazde;
konfiguracji ¢ lokalnego ukladu wspdlrzednych ¢ = ¢(q), w ktérym A* jest rozpigta prze:
—a%,...,ﬁq_p}, a wiec wspélrzedne &,_pi1,...,& sa stale wzdluz trajektorii ukiadu. W
zaleznosci od wymiaru A*, mozemy miec¢ do czynienia z nastgpujacymi przypadkami:

e jezeli p = m (A jest inwolutywna), wéwczas rozpatrywany uklad jest holonomiczny, e
jego przestrzen konfiguracyjna jest rozmaitoscia (n — m) - wymiarowa,

e jezeli p = 0 (dim A* = n), wtedy ograniczenia tworza uklad réwnan niecalkowalnych, ¢
przestrzen konfiguracyjna wymaga uzycia n wspélrzednych uogélnionych;

e jezeli 0 < p < m, woéwczas z opisu ukladu mozemy wyeliminowa¢ p wspélrzednych, ¢
przestrzen konfiguracyjna jest rozmaitoscia (n — p) - wymiarowa.

Przeprowadzona analiza wykazuje, ze przy warunku 0 < p < m rozwazany uklad jest nieholo:
nomicznym ukladem mechanicznym. W dalszej ciagu naszych rozwazan bedziemy zakladac, ze¢
p = 0, czyli ze uklad jest w pelni nieholonomiczny.
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1.3.1 Model matematyczny nieholonomicznego ukladu mechani-
cznego

Niech funkcja Lagrange’a dla rozpatrywanego ukladu bedzie okreslona przez (1.9). Stosujac
zasade d’Alemberta dla ukladéw nieholonomicznych opisana w podrozdziale 1.2, otrzymujemy
n réwnan: 1 ar 9r
— (=) — =— = A(9)A. 1.3
dt ( dq ) dq (9) (t.57)
W przypadku napedzania rozpatrywanego ukladu przez sily zewnetrzne, prawo ruchu mozemy
zapisa¢ w postaci:
d oL oL
—(5=)—5=A4(¢@)A\+ B Z 1.38
7' ag) ~ 5y = AlA+ (¢)u (1.38)
gdzie:
u - k-wymiarowy wektor uogdlnionych sil zewnetrznych (sterowanl) wymuszajacych
ruch ukladu.

Po przeksztalceniach wykorzystujacych postaé funkcji Lagrange’a (1.9) i ograniczen (1.1) réw-
nania ruchu przybieraja nastepujaca postac:

K(q)§+ C(q,9)d + g(q) = A(g)A + B(q)u, (1.39)

gdzie:
K(q) - macierz inercji, symetryczna, dodatnio okreslona, rozmiaru (n x n);
C(q, ) - macierz postaci:

. d . 1d .
Clasi) = K (o) = 5 7oK (@) (1.40)

g(q) - wektor grawitacji;
A - m-wymiarowy wektor mnoznikéw Lagrange’a.

Mnozac réwnanie (1.39) lewostronnie przez ST(q) i korzystajac z faktu, ze AT(q)S(q) = 0,
eliminujemy czlon, w ktéorym wystepuje A :

ST(@) K (q)i+ ST(9)C(g, d)i + STg(q) = ST () B(q)u. (1.41)

Ograniczenia i warunek A7(¢)S(¢) = 0 implikuja istnienie (n — m)-wymiarowego wektora 1,
ktéry spelnia warunek:
qg=5(q). (1.42)

Pelny opis ukladu wymaga zatem uwzglednienia zaleznosci opisanych przez (1.42). Rézniczku-
jac (1.42) wzgledem czasu, otrzymujemy:

G = S(q)n + R(q,q)n, (1.43)

gdzie:
R(4,4) = £5(q)-
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Podstawiajac (1.42) i (1.43) do réwnani (1.41), uzyskujemy model matematyczny zachowania
nieholonomicznego ukladu mechanicznego:

ST(9)K (q)S(a)n + [ST(q)C(q, S(a)n)S(a)n + ST(q)K(q)R(q, S(q)n)]n + ST9(q) =
ST(q)B(q)u;

q=>S(q)n -
(1.44)

1.3.2 Wlasnos$ci modelu matematycznego nieholonomicznego ukiad
mechanicznego

7 punktu widzenia sterowania nieholonomicznych ukladéw mechanicznych wazne znaczenie ma
okreslenie ich podstawowych wlasnosci strukturalnych odrézniajacych uklady nieholonomiczne
od holonomicznych. Przy opracowaniu tej czesci rozprawy skorzystalismy z wynikéw prac [4],

[44] i [6).

1. Postaé normalna

Wilasnoéé 1.1 Jezeli macierz ST(q)B(q) ma pelny rzgd (= n —m), to istnieje statyczne
sprzezenie zwrotne:

u(n,q,v): "™ x R* x R*™ — R"™

okreslone rownaniem:

ST(9) K (q)S(g)v+ [ST(q)C (g, S(q)n))S(q) + ST (q) K () R(q, S(¢)m)]n + STg(q) =

ST(q)B(q)u,
(1.45)
gdzie:
v - jest (n —m) wymiarowym wektorem nowych sterowant,
ktére przeksztalca uklad (1.44) do postaci normalne;:
g =5(q)m; (1.46)
1 = 0. (1.47)

Zaleznosé (1.45) jest ukladem (n — m) réwnan. Niech wektor sterowan v ma wymiar
réwny k. W zaleznosci od wartosci k i rzedu macierzy S7(q) B(q) (jest to macierz rozmiaru
(n —m) x k), mozemy wyrézni¢ trzy przypadki:

e jezeli k < n —m lub rank ST(q)B(q) < n — m, to uklad réwnai (1.45) nie ma
w ogdélnodci rozwiazan, czyli nie istnieje sprzezenie zwrotne postaci (1.45), ktore
przeksztalca uklad (1.44) do postaci normalnej (1.46, 1.47);

o jezeli k = n —m i rank ST(q)B(q) = n — m, wéwczas uklad réwnan (1.45) ma
jednoznaczne rozwiazanie ze wzgledu na u;
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o jezeli k > n —m i rank ST(q)B(q) = n — m, wtedy istnieje nieskoriczenie wiele
sterowan u spelniajacych uklad réwnan (1.45).

Z powyzszych rozwazail wynika, ze warunkiem istnienia statycznego sprzezenia zwrotnego
(1.45), ktore przeksztalca uklad (1.44) do postaci normalnej jest:

e k>n—m i
o rank ST(q)B(q) = n —m.

. Sterowalnogé.

Definicja 1.2 [{4] Uklad sterowania & = f(x,u) jest sterowalny, jezeli dla dowolnych
dwdch standw xq it xy nalezgeych do przestrzeni stanu istnieje dopuszezalna funkcja sterowa-
nia, ktora przeprowadza uklad ze stanu xy do x5 w skonczonym czasie.

Jak wiadomo, holonomiczne uklady mechaniczne o n stopniach swobody, sterowane przez
n sil zewnetrznych, posiadaja wlasno$é sterowalnosci. Naszym zadaniem jest teraz zba-
danie, czy wlasnosé¢ sterowalnosci posiadaja réwniez uklady nieholonomiczne.

Twierdzenie 1.1 [//] Polisystem dynamiczny sterowania:
p
=Y gi(z)u, z€R", u€R, (1.48)
i=1

jest sterowalny, jezeli w kazdym punkcie przestrzeni stanu wymiar algebry Liego genero-
wanej przez pola g1,¢a,- .., gp jest réwny wymiarowi przestrzeni stanu, czyli

dim Lie {g1,92,---,9p}(z) =n .

7 powyzszego twierdzenia wynika wlasnosé sterowalnosci dla ukladu (1.46).

Twierdzenie 1.2 Uklad sterowania opisany przez (1.46) jest sterowalny przy zalozeniu,
ze 1 jest wektorem wielkosci sterujgcych.

Dowéd:

7 zalozenia o niezaleznoéci 1 nieholonomiczno$ci ograniczen wynika, ze dystrybucja A
zdefiniowana przez (1.36) nie jest inwolutywna oraz dim A* = n, co implikuje, ze wymiar
algebry Liego dim Lie{ Col S(q) } = n. Zatem, na mocy Twierdzenia 1.1, uklad (1.47)

jest sterowalny.
0

Z kolei, w przypadku ukladu (1.46, 1.47) mozemy sformulowac jedynie slabsze twierdzenie
dotyczace osiggalnosci.

Twierdzenie 1.3 Uklad opisany przez réwnania (1.46, 1.47) posiada wlasnosé osiggal-

nosci z dowolnego punktu postaci (n,q) (tzn. =zbior punktéw osiggalnych z dowolnego
punktu ma niepuste wnetrze).

Dowdd:

Przy dowodzie tej wlasnoéci wykorzystujemy twierdzenie Sussmanna-Jurdijevica [54].
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Twierdzenie 1.4 Jesli dim Z(xo) = dim Lie{[f,q1,...,91}(x0) = n to afiniczny uklad
sterowania & = f(z) 4+ S5, gi(x)u; ma wlasnosé osiggalnosei z wq.

Zauwazmy, ze uklad (1.46, 1.47) jest ukladem afinicznym:

MR ENE (49

co pozwala zapisa¢ uklad (1.49) w postaci:

n—1im

€= f(&)+ g i (&)vi, (1.50)

gdzie:
E=(n, )5
f(&) = (0, Sa)m)" .

Latwo sprawdzié, ze spelnione sa nastepujace zaleznosci:

gi = [(B‘] (1<i<n—-—m) (1.51)
Vé  dim span{gi, g2, -, Gu-m }(E) = n —m; (1.52)

. 69,- 8f o ()f T 0 . =
[f,9:] = "8? - 55!]1 = —8—£gz = [ —s:(q) ] (1<i<n—m), (1.53)

gdzie:
si(q) - i — ta kolumna macierzy S(q).

7 zaleznosci (1.53) wynika, ze przy pomocy operacji brania nawiaséw Liego pdl [f, gi]
(1 < i< n—m)mozemy uzyska¢ wektory postaci:

[ Y } (1.54)

gdzie:

d;(q) - dowolny wektor z algebry Liego generowanej przez {si,s2,...,Su_m}-

7 Twierdzenia 1.2 wiemy, ze:
dim Lie{s1,82,...,8u-m }(q) = n. (1.55)

Niech W(q) = {wi(q),...,w:(q)} bedzie zbiorem wektoréw, ktéry spelnia (1.55). Wowezas
prawdziwa jest nastepujaca zaleznosc

. 0
dim span {gl,g2, S S [ “71(2‘]) } Siins [ wal4) J =2n — m} ; (1.56)

Na mocy twierdzenia Sussmanna-Jurdijevica wnioskujemy, ze uklad (1.46, 1.47) posiada

wlasnosé osiagalnosci z dowolnego stanu poczatkowego.
0
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3. Stabilizowalnosé.

Definicja 1.3 Uklad sterowania:
&= f(z,u), f€C%, [(0,0)=0

jest lokalnie stabilizowalny przez gladkie sprz¢zenie zwrotne od stanu, jezeli istnieje odw-
zorowanie x +— u(x) klasy C* takie, ze u(0) = 0 oraz & = f(z,u(z)) = F(z) ma w
punkcie = 0 asymptotycznie stabilny punkt rownowagt.

Twierdzenie 1.5 Punkt rownowagi (0,0) ukladu (1.46, 1.47) nie jest stabilizowalny
przez gladkie statyczne sprzezenie zwrotne od stanu.

Dowéd:
Zauwazmy, ze odwzorowanie :

(1, ¢,v) = ( 5'(1:1)77 ) (1.57)

nie jest surjekcja dla pewnego otoczenia 0 € R?*"~™. 7 faktu istnienia wigzéw wynika,
ze pewne kierunki predkosci nie sa dopuszczalne. Warto zauwazy¢, ze z odwzorowania
(1.57) mozna otrzymad tylko takie ¢, ktére naleza do (n —m) wymiarowej podprzestrzeni
rozpinanej przez kolumny macierzy S(¢q), np. nie uzyskamy w obrazie punktu postaci

[ g }, e >0,
Ew

gdzie:
wTS(q) = 0.

7 warunku koniecznego na istnienie gladkiego sprzezenia stabilizujacego uklad (1.46, 1.47)
[8] mozemy wywnioskowadé, ze nie istnieje takie statyczne sprzezenie zwrotne, ktdre go sta-

bilizuje.

O
4. Linearyzowalnosé.
Rozwazmy uklad afiniczny:
P
Y:z=f(z)+ ) gi(r)u, ue R, e R, f(0)=0. (1.58)
1=1

Definicja 1.4 Uklad (1.58) jest lokalnie linearyzowalny dynamicznie w otoczeniu punktu
0 € R™ [13], jezeli istnieje kompensator dynamiczny:

v = a(z,z)+ b(z,z)v;
= oafz,z)+ B(z,z)v, z€ R, ve R’

15



oraz dyfeomorfizm rozszerzonej przestrzent stanu
£ = o(a,2), =€ R, (0,0) =0,
okreslony w otoczeniu punktu (0,0), ktore przeksztalcajg uklad do postact liniowey:

£=Af+ Bv, z € R, v e RP. (1.59)

Definicja 1.5 Uklad postaci (1.58) jest lokalnie linearyzowalny statycznie, jezeli jest li-
nearyzowalny dynamicznie zgodnie z Definicjg 1.4 oraz ¢ = 0 (kompensator dynamiczny
sklada si¢ jedynie ze statycznego sprze¢zenia zwrotnego) [13].

Twierdzenie 1.6 Uklad (1.46, 1.47) nie jest linearyzowalny wokdl zadnego punktu (1, q)
przez statyczne sprzezenie zwrotne od stanu.

Dowéd:

Przy dowodzie korzystamy z twierdzenia Jakubczyka-Respondka dotyczacego linearyzacji
ukladéw afinicznych przez statyczne sprzezenie zwrotne [32].

Twierdzenie 1.7 [32] Uklad afiniczny postaci (1.58) jest lokalnie linearyzowalny przez
statyczne sprzezenie zwrotne w pewnym otoczeniu punktu xo nalezgcego do przestrzeni
stanu wtedy 1 tylko wtedy, jezeli spelnione sg nastepujgce warunki:

Al. dim D" (zo) = n;
A2. dystrybucje D’(j = 1,2,...,n — 1) - sq¢ w pewnym otoczeniu xq stalego wymiaru i
inwolutywne,

gdzie:
D° = span{gi,92,-..,9
P = spancoo{(id’f‘gi, 1
adjg = [f,ad}~ g],
[f, 9] - nawias Liego pol f ig.

p}v'
<i<p, 0<r<j});

Jak latwo zauwazyé w przypadku ukladu opisanego przez (1.50) dystrybucja D' = {g,

e Gpy [fyonls-o o, [fy9p]) Jest stalego wymiaru 2p, ale nie jest inwolutywna. Wynika to
z faktu, ze przez branie nawiaséw Liego pdl postaci [f,¢;] (1 = 1,2,...,p) otrzymujemy
pola wektorowe postaci (1.54). Z dowodu Twierdzenia 1.2 wiadomo, ze:

dim Lie {s1, S2,...,8,-m }(q) = n.

Stad wnioskujemy, ze dystrybucja D! nie jest inwolutywna, a zatem rozpatrywany uklad

nie jest linearyzowalny przez statyczne sprzezenie zwrotne.
0

Twierdzenie 1.8 Warunkiem koniecznym linearyzowalnosci dynamicznej afinicznego uk-
ladu sterowania w pewnym otoczeniu punklu rownowagi jest sterowalnosé przyblizenia
liniowego w tym punkcie [13].
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Twierdzenie 1.9 Uklad postaci (1.46, 1.47) nie jest linearyzowalny dynamicznie w otocze-
niu punktu réuwnowagi (n,q) = (0, q.).

Dowdd.
Skorzystajmy z warunku koniecznego na linearyzacje dynamiczna (Twierdzenie 1.8) w
otoczeniu punktu (7,¢) = (0,¢.). W tym celu sprawdzamy, czy przyblizenie liniowe

ukladu (1.46, 1.47) jest sterowalne w otoczeniu punktu réwnowagi. Przyblizenie liniowe
jest tym przypadku postaci:

£ = A(&)€ + B(éo)v,

gdzie:

& = (0 (/e)T; ¢=(n q—qe)T;

A(fo) = !: ‘S'((Z[e) g } ) B(fu) = [ Inam } >

Jak latwo zauwazyé, rzad macierzy rank [B, AB,..., A*""™ 1B] = 2n — 2m < 2n — m.
Korzystajac z kryterium Kalmana, stwierdzamy, ze przyblizenie liniowe nie jest sterowalne
w punkcie réwnowagi (7,q) = (0,¢.), zatem uklad opisany przez (1.46, 1.47) nie jest
linearyzowalny dynamicznie w punkcie réwnowagi (1, q) = (0, ge). ]

Przyklady zastosowania linearyzacji dynamicznej do sterowania ukladéw nieholonomicznych
poza punktami réwnowagi (w ruchu) mozna znalezé w pracach [16] i [21].
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Rozdziat 2

Modele matematyczne kinematyki
kolowych robotéw mobilnych

Roboty posiadajace zdolnos¢ zmiany polozenia w swoim otoczeniu zewnetrznym sa okreslane
jako roboty mobilne. Wyrdznia sie cztery podstawowe typy robotéw mobilnych:

e naziemne;
o latajace;
e plvwajace;
e podwodne.
Z kolei roboty mobilne naziemne mozna podzieli¢ na:
o kolowe:
e kroczace;
e hybrydowe;
e specjalne (np. szynowe, pelzajace, absorpcyjne).

W kregu naszych zainteresowan znajduja sie kolowe roboty mobilne, ktére posiadaja niede-
formowalne kola. Naleza one do klasy ukladéw mechanicznych scharakteryzowanych przez
niecalkowalne (nieholonomiczne) wigzy kinematyczne [43]. W dalszej czesci rozdzialu przed-
stawiamy metody pozwalajace na wyznaczanie réwnan ograniczen oraz modeli kinematyki
prostych (pojedynczych robotéw) i wielocztonowych robotéw mobilnych.

2.1 Systematyczne wyprowadzenie ograniczen nieholo-
nomicznych dla kolowych roboté6w mobilnych przy
pomocy notacji Denavita-Hartenberga.

Wezmy pod uwage inercyjny uklad odniesienia (O, Iy, I3, I3) zwiazany z podlozem. Zalézmy.
ze rozpatrywany robot mobilny jest sztywnym wozkiem wyposazonym w niedeformowalne
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kola i porusza sie bez poslizgu kol . Zdefliniujmy punkt odniesienia () na wozkn oraz baze
(Q, X1, Y1, Z)) zwiazana ze skrzynia wozka. Polozenie i orientacje skrzyni wozka wzgleden
ukladu bazowego (O, [y, I3, [3) mozemy opisac¢ przy pomocy zmieunych (z.y.z.0.1.0). Pler
wsze trzy. czyli (z,y, =), okreslaja polozenie skrzyni we wspélrzednych kartezjanskich. natomiast
katy (@, v, 0) jego orientacjg we wspolrzednych RPY (roll, pitch, yaw) [31]. Przy zalozeniu ruchu
robota po plaszczyznie (O, I1, [,) otrzymujemy 2 =0, » = 01 ¢ = 0, co implikuje, ze do opisu
polozenia 1 orientacji skrzyni robota wystarcza wspolrzedne (r,y.6). W celu wyprowadzenia
rownan ograniczen kinematycznych rozpatrujemy uklad zawieszenia pojedynczego kola rob-
ota mobilnego o promieniu R, poruszajacego sie wzgledem ukladu (O, Iy, I3, I3) [23]. Polozenie
srodka kota (punkt O,) wzgledem ukladu lokalnego (@, X, Y1, Z1) jest opisane przez zmienne: e.
l,d, a, 3,7, ktore reprezentuja geometrie zawieszenia kota. Kat v okresla orientacje plaszczyzny
kola wzgledem odcinka AO;. W punkcie B ma miejsce kontakt kola z podlozem. Na pod-
stawie analizy istniejacych w rzeczywistosci ukladéw zawieszenia kol stosowanych dla kolowych
robotow okazuje sie, ze przy zalozeniach o = const, 3 = var, ¥ = const schemat przedstawiony
na Rys.2.1 i Rys.2.2 opisuje wszystkie spotykane w praktyce rozwiazania [4].

Rys. 2.1: Schemat kinematyczny pojedynczego kota w ukladzie (O, I, I>, [3).



Rys. 2.2: Schemat kinematyczny pojedynczego kola w plaszczyznie (O, L, I5).

Z punktu widzenia robotyki, zawieszenie kola mozemy rozpatrywac jako manipulator, ktérego
efektorem jest kolo [10]. Powyzsze spostrzezenie pozwala na wykorzystanie notacji Denavita-

Hartenberga [17] do wyznaczenia wspdlrzednych jednorodnych b, dowolnego punktu na ob-
wodzie kola w chwili ¢t wzgledem ukladu (O, Iy, I2, I3):

I 0
3 Rcoso ‘

by = ‘2 = P(«o, 3,0,7,2,y,2) Rsing | = P(a,B,7,0,2,y, z)bs, (2.1)
1 1

gdzie:

by =[0 Rcosé Rsing 1]T - wspdlrzedne jednorodne rozpatrywanego punktu na
obwodzie kola w ukladzie lokalnym (O, X3, Y3, Z3);
P(e,3,7,0,z,y,z) = Trans(l1,z)Trans(ly, y)Trans(ls, z) Rot(I3,0)Trans(l3, —e)
Rot(I3,a)Trans(Iy,l)Rot(I3, B)Trans(ly,d)Rot(1s,7);

t)]



L 00 L 000
000 I 000 I

e cosy —siny 0 0

00 0 1 0 0 0 1

W celu wyprowadzenia warunkéw na brak poslizgu rozwazanego kola rézniczkujemy obustron
nie (2.1):

.d .
b = PO+ P (2.
Warunki braku poslizgu kola sa zwiazane z punktem B (¢ = —F), w ktérym ma miejsce kontak

kola z podlozem.

1. Warunek braku poslizgu bocznego kola:

e wypadkowa predkos¢ w punkcie B prostopadla do plaszczyzny kola rowna sie zero

2. Warunek braku poslizgu wzdluznego kola:

e wypadkowa predkos¢ w punkcie B w plaszczyznie kola réwna sie zero.

Zalozenie, ze rozpatrywany robot mobilny porusza sie po plaszczyznie (0, Iy, [;) oraz warunl

braku poslizgu kola implikuja, ze dla punktu B, czyli przy ¢ = —7, zachodza ponizsz
zaleznosci:
11;1
h=|" =0 (2.0
=
0

Przy uwzglednieniu powyzszych warunkow, réwnanie (2.2) przybiera postaé:
d .
(—IZ[P(-)]bg + P(-)bs = 0.

Z uwagi na nieosobliwosé¢ macierzy P(-) mozemy zapisac:

. d
by = —P~1—[P(-)]bs. 2.
Jak latwo zauwazy¢, wspélrzedne punktu b; = B (¢ = —7) maja nastgpujace wlasnosci:
0 0
b — Rcos¢ | 0 .
2 = Rsing | — | =R |’
1 1

o
(S



0 0

i — Hg/) sing | (}R
° Récosgp | | 0
0 0

Zatem réwnanie (2.4) mozna zapisa¢ w postaci:

0 0
¢R _ —1(_1 p) 0 ) K
0 i (ll([) ~R (29}
0 1

Uwzgledniajac postaé macierzy P~ i P, po obliczeniach, otrzymujemy nastepujace warunki:

- brak poslizgu bocznego:

&
[ cos(ae + B+7) sin(a+ f+7v) dsin(y)+ Isin(y + ) ] R(=0) | vy } + dsin(y)A = 0;
0
(2.6)
- brak poslizgu wzdluznego kola:
&
[ —sin(a+ f+7v) cos(a+ f+7) dcos(y) + lcos(y + f) ] R(=0) |y |+ 2.7)
f .
dcos('y)/é + R$ = 0;
- robot porusza sie po plaszczyznie (O, I4, I,) :
2=,
gdzie:
cos sinf 0
R(—-0) = | —sinf cosf 0
0 0 1
l,d,a,3,7v,R,¢ — charakterystyka geometryczna kola, czyli katy i odleglosci

opisujace polozenie i orientacje kola.

Uzyskane w sposéb systematyczny (przy pomocy notacji Denavita-Hartenberga) zaleznosci (2.6)
i (2.7) sa identyczne z wyprowadzonymi w sposéb incydentalny w pracy [4].

Wiasnosé 2.1 Ograniczenia opisane przez zaleznosci (2.6, 2.7) sg nieholonomiczne.

Dowdéd:

Réwnania ograniczen (2.6) i (2.7) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

AT(q)§ =0,
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cos(a+ p+vy+0) sin(a+pf+v+0) dsin(y)+Isin(y+ ) dsiny 0 |
sin(a+fB+v+4+0) cos(a+ f+v+0) dcos(y)+lcos(y+ ) dcosy R |’

q:[:zzyoﬂd)]T.

Nastepnie wyznaczamy macierz S(q) = [s1(q), s2(q), s3(q)], ktéra spelnia zaleznos¢ AT (q)S(q) -
0. Mozliwym rozwiazaniem jest macierz postaci:

[ —sin(a+B+y+0) —cos(a+pB+v+0) dcos(a+p+7v+0) ]

(dsin~y + Isin(y + A)] sin
cos(a+B+7+0) —sin(a+B+y+0) dsin(a+f+r+0)
[dsin~y + Isin(y + B) siny
Slg) = 0 1 0
0 0 1
-1 —%(dcosy+ —4 cosy

cos(y + B))

L .4

Zgodnie z rozwazaniami zawartymi w rozdziale (1.3) rozprawy, szukamy najmniejszej dystry-
bucji inwolutywnej A* generowanej przez kolumny macierzy S(gq). Nietrudno pokazaé, ze:

A* = span Coo{ S1, S2, 83, [S1,82), [[s1, 2], s2] }: Im S*(q);
1
* s
det S*(q) = R
7 uwagi na fakt, ze parametr R jest promieniem rozpatrywanego kola, mozemy stwierdzic, ze
dimS*(q) = 5 = dim q Vq. Wynika stad, ze ograniczenia opisane przez zaleznosci (2.6) i (2.7,
sa nieholonomiczne.
O
Zalézmy, ze rozpatrywany robot mobilny ma k kél. Wykorzystujac réwnania (2.6) i (2.7), za
pisujemy w ogélnej postaci réwnania ograniczen:

- warunek braku poslizgu bocznego kol:

T
Cr(AR(=0) | §
0
gdzie:
Chi = [cos(a; + B + i) sin(ai + Bi + i) disin(vy:) + Lsin(Bi + i) ] -
i-ty wiersz macierzy C(3),1 € [1, kJ;

dy sin ¥, 0 0 ... 0
0 1y si N
e R £ (29
0 0 0 ... dgsiny
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- warunek braku poslizgu wzdluznego kol:

CL(BYR(=0) | § | + Ga(7)B + G = 0, (2.10)
0

gdzie:
G1(B) = [—sin(a; + vi + Bi) cos(ai + Bi + i) dicos(yi) + licos(Bi + i) ] -
i-ty wiersz macierzy G4(f), ¢ € [1, k];

dy cos 0 0 ... 0
Gl = 0 dycosy, 0 ... 0 ; (2.11)
0 00 e decoiqn
R, 0 0 ... O
Gy = 0 R, 0 ... 0 - (2.12)
0 0 0 .. R

W zaleznosciach (2.8) i (2.10) -ty wiersz (¢ € [1,k]) jest réwnaniem ograniczen dla i-tego
kola rozpatrywanego robota mobilnego. Zdefiniujmy wektor ¢ uogdlnionych wspdlrzednych
opisujacy zachowanie kolowych robotéw mobilnych w postaci:

T 2k
(]‘—‘(.T, Y, 07 /jla aﬁk) ¢17 )¢k) ER3+2k' (213)

Wykorzystujac (2.8) i (2.10) oraz (2.13), zapisujemy ograniczenia kinematyczne w postaci ma-

cierzowe;j:
CUAR(=) Ca(7) 0 ], _ |
[Gl(/i)R(—ﬂ) Ga(7) GS]‘]“O' (2.14)

Zatem macierz AT(q) zwiazana z ograniczeniami jest postaci:

CL(B)R(—0) Ciy(y) 0 ‘
Ao = [Gx(/J)R(—H) Gal) (] )

2.2 Opis metody wyznaczania modelu kinematyki ko-
lowych robotéw mobilnych

W _oparciu o zaleznosci okreslajace ogdlna postaé ograniczen nieholonomicznych wyprowadza
sie model kinematyki robota mobilnego, ktory jest postaci:

S(a)n, (2.16)

gdzie:
macierz S(q) spelnia zaleznoéé AT(q)S(q) = 0.

Nietrudno zauwazyé, ze problem wyznaczania modelu postaci (2.16) sprowadza si¢ do znalezienia
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jadra macierzy AT(q) zwiazanej z ograniczeniani (2.14). 7 kolei, w poprzednim podrozdziale
pokazalismy, ze ograniczenia kinematyczne dla kolowych robotéw mobilnych maja nastepujaca

forme:
CiBR(=0) | § | +Ca(7)f =0, (2.17)
0
GUBR(=0) | § | +Ca(n)f+ Gad =0, (218)
0

Wykorzystujac specyficzna postac ograniczen kinematycznych zaproponujemy pewna metode
wyznaczania zaleznosci opisujacych kinematyczne wlasnosci kolowych robotow mobilnych. Me-
toda wyprowadzania nieholonomicznych modeli kinematyki sklada si¢ z nastepujacych etapow

(26]:

1. Jezeli macierz C; jest pelnego rzedu (tzn. dla kazdego kola robota mobilnego zachodzi
warunek dsinvy # 0), to model rozpatrywanego robota jest postaci:

f = R(0)Pn; (2.19)
B o= ~C;'Ci(p)Py; (2.20)
¢ = =G3'[Gi(B) — G205 Cu(B)) P, (2.21)

gdzie:

£ = (=, & 9)%

wektor wielkosci pomocniczych;

1 00
P = 010
0 0 1

W przeciwnym przypadku przechodzimy do punktu 2.
2. Dzielimy ograniczenia zwiazane z brakiem poslizgu bocznego (2.17) na dwie czesci:
CH(B)R(=0)E + CFpy =0, (2.22)
CH(B)R(-0) = 0; (2.23)
gdzie:

e (™ jest macierza nieosobliwa i diagonalna;

B = [h, B Bl
e 3 - wektor zawierajacy zmienne w czasie wspolrzedne wektora 3, dla ktérych za-
chodzi warunek dsin vy # 0;

By - wektor zawierajacy zmienne w czasie wspoélrzedne wektora 3, dla ktérych za-
chodzi warunek dsin~vy = 0;

33 - wektor skladajacy sie ze stalych w czasie wspolrzednych wektora 3 (/93 =0}
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3. Szukamy jadra macierzy C}(f), czyli macierzy P, ktéra spelnia zaleznosé:
Ci(B)P = 0. (2.24)
Dla efektywnego wyznaczenia postaci macierzy P wykorzystamy wyniki pracy [10].

Twierdzenie 2.1 [10] Niech é,, (stopieri mobilnosci) bedzie wymiarem przestrzeni roz-
pinanej przez kolumny macierzy R(0)P a 65 (stopien sterowalnosci) liczbg niezaleznie
sterowanych kol robota. Istnieje 5 podstawowych typow kolowych robotow mobilnych po-
ruszajgcych sie po plaszczyznie, ktore mogg byé w pelni scharakteryzowane przez pare
liczb postaci (6,,,65). Dla kazdego typu mozna znalezé taki punkt, zZe umieszczajge w
nim punkt QQ zwigzany z lokalnym ukladem odniesienia {Q, X1, Y1}, otrzymamy jedng z
nastepujgcych postaci macierzy P:

o typ (bm,d5) = (3,0):

1 00
P=101 0 |; (2.25)
0 0 1
o typ (2,0):
0 0
P=11 0 |; (2.26)
0 1
o typ (2,1):
—sinff L
P=1| cosfg 0 |; (2.27)
0 1
o typ (1,1):
0
P=1| Lsinp |; (2.28)
cos f3
o typ (1,2):

—2L sin By sin 3,
P=| Lsin(fi+p) |; (2:29)
sin (B2 — p1)

Zasady wyboru polozenia punktu odniesienia ) dla poszczegélnych typéw robotéw mo-
bilnych zostaly opisane w pracy [10]. Celem wspomnianego wyboru jest zapewnienie
mozliwosci opisu kazdego z kél rozpatrywanego robota przez charakterystyke geome-
tryczna zdefiniowana w rozdziale 2.1.

Réwnania (2.23) 1 (2.24) implikuja ponizsza zaleznosé:
£ = R(0) Py, (2.30)

gdzie:
m - wektor zmiennych pomocniczych.
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Sposéb wyznaczenia macierzy P polega zatem na sprawdzeniu, ktora z macierzy (2.25-
2.29) spelnia warunek opisany przez (2.23). Jezeli przy poprawnym wyborze punktu
odniesienia zadna z proponowanych postaci macierzy P nie spelnia tej zaleznosci, to
ruch rozpatrywanego ukladu moze si¢ odbywac przy pewnych statycznych zaleznosciach
(zwiazki otrzymywane z warunku det C}* = 0) pomiedzy uogélnionymi wspélrzednymi
opisujacymi jego zachowanie lub robot mobilny nie moze wykonac¢ zadnego ruchu. W
przypadku przeciwnym (jedna z macierzy postaci (2.25-2.29) spelnia warunek (2.23))
przechodzimy do punktu 4.

4. 7 zaleznosci (2.22) obliczamy ﬂ}:

br = —(CP) T CIBR(=0)E = —(C) ' CT(B) P (2.31)
5. Zauwazmy, ze ograniczenia zwiazane z brakiem poslizgu wzdluznego kél mozemy zapisac
w postaci: _ _ _ '
G1(B)R(—0)E + Gs¢ + G5(B)p1 + G5*(B) B2 = 0. (2.32)
Z uwagi na nieosobliwos¢ macierzy (i3, otrzymujemy:
[732 = N2
$ = -G3'[Gi(B)P - G5(BCTVCH(B) P — GG (B)n2,  (2.33)
gdzie:

n = [m n2]7 - wektor zmiennych pomocniczych.

Réwnania (2.30, 2.31, 2.33) opisuja nieholonomiczny model kinematyki rozpatrywanego
robota mobilnego. '

Kolejnym problemem zwiazanym z modelowaniem kolowych robotéw mobilnych jest wyzna-
czanie ograniczen i modeli kinematyki dla zlozonych ukladéw jezdnych (np. wézka ciagnacego

przyczepy).

2.3 Systematyczne wyprowadzenie ograniczen nieholo-
nomicznych dla wieloczlonowych robotéw mobil-
nych przy pomocy notacji Denavita-Hartenberga.

Niech uklad (O, I, I, I3) bedzie inercyjnym ukladem odniesienia zwiazanym z podlozem. Za-
16zmy, ze wieloczlonowy robot mobilny sklada si¢ ze sztywnych woézkéw tworzacych laicuch
(jeden wézek napedzajacy pozostale ciagnigte) wyposazonych w niedeformowalne kola i porusza
sie po plaszczyznie (O, I1,13) bez poslizgu kol . Zdefiniujmy punkt odniesienia () na wézku
napedzanym oraz baze (Q, X1,Y1,Z1) zwiazana z jego skrzynia. Przy zalozeniu, ze wézek
napedzajacy porusza sie po plaszczyznie, polozenie jego skrzyni wzgledem ukladu bazowego
(O, I, I, I5) mozemy opisa¢ przy pomocy zmiennych: (z,y,0) (patrz rozdzial 2.1) . W celu
wyprowadzenia réwnan ograniczen rozpatrujemy uklad pojedynczego kola o promieniu R wcho-
dzacego w sklad zlozonego ukladu jezdnego [25]. Polozenie srodka kola (punkt 0;) wzgledem
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ukladu lokalnego (@, Xi,Y1,Z;) jest opisane przez nastepujace zmienne: e, L;, oy, v, (¢ =
1,2,..n), ktore reprezentuja geometrie laicucha kinematycznego prowadzacego od ukladu od-
niesienia (@, X1, Y)) do kola poprzez szereg czlonéw tworzacych wieloczlonowy robot mobilny.
Kat v okresla orientacje plaszczyzny kola wzgledem odcinka C,0,. W punkcie B ma miejsce
kontakt kola z podlozem. Iustracja rozpatrywanego ukladu mechanicznego sa Rys.2.3 1 Rys.2.4.

Rys. 2.3: Schemat kinematyczny pojedynczego kola zlozonego ukladu jezdnego w ukladzie

(0, Ih, 15, I3).

Wspdlrzedne b; dowolnego punktu na obwodzie kola w chwili ¢ wzgledem ukladu (O, I, I5. I3)
mozemy okresli¢ przy pomocy notacji Denavita-Hartenberga [17]:

Iy 0
b= | Y | = Pla, s ectms Lny Loy oLy b1y 2,9,2) | 2980 | = POk, (2.34)
1 = 1y geellny Ly L2y eeuny Uy [y Ly Yy~ RSill¢ ’ -

1 1

gdzie:
b3 =(0 Rcos¢ Rsing 1)7 - wspélrzedne jednorodne rozpatrywanego punktu
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w ukladzie lokalnym (Oy, X3, Y3, Z3);

Plon,..an, Ly, ..Ly,7,0,2,y,2) = Trans( Ly, ) Trans( Ly, y)Trans(ls, z) Rot( I3, 0)Trans(
—e) [T [Rot ([, ;) Trans(y, L;)]| Rot(13,7);

1 00 z 1 0 0 0

v_10 100 o I A TV

Trans(l,z) = 001 0 Trans(l,y) = 00 1 0

0 0 01 0 0 0 1
L 000 cosy —siny 0 0
. v _ 1010 0] v _ | siny cosy 0 O
Trans(ls, z) = 001 = | Rot(Is,7) = 0 0 L0
0 0 0 1 0 0 0 1

v

0

Rys. 2.4: Schemat kinematyczny pojedynczego kola zlozonego ukladu jezdnego w plaszczyzni

(0, I, I).
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Niech kat v bedzie staly w czasie. R6zniczkujac obustronnie wzgledem czasu zaleznosé (2.34)
otrzymujemy:

Warunki braku poslizgu kola sa zwiazane z punktem B, w ktérym ma miejsce kontakt rozpa-
trywanego kola z podlozem.

1. Warunek braku poslizgu bocznego kola:

e wypadkowa predkosé w punkcie B wzgledem ukladu (O, I, I, I3) prostopadla do
plaszczyzny kola rowna sie zero.

2. Warunek braku poslizgu wzdluznego kola:

o wypadkowa predkosé w punkcie B wzgledem ukladu (O, I, I, I3) w plaszczyznie
kola réwna sie zero.

Dokonujac analogicznej analizy jak w rozdziale (2.1) otrzymujemy:

0 0

¢R — A)—l(_l (. 0 g ¢
=z | |- (2.36)
0 1

Powyzsze rownanie macierzowe zapewnia:

o brak poslizgu bocznego rozwazanego kola (réwnanie w wierszu pierwszym);
o brak poslizgu wzdluznego rozwazanego kola (réwnanie w wierszu drugim);

e kolo porusza sie po plaszczyznie (O, I, I;) (réwnanie w wierszu trzecim).
Po obliczeniach otrzymujemy nastepujace réwnania ograniczen:

- brak poslizgu bocznego:

[ cos(ay + ... + a +7) sin(ag + ...+ o +79) Lyisin(az + ... + o +77) + Ly sin(az+
oty +79)+ .. + Ly sin(ay, + ) + Ly, siny ] R(—0) y + [ Lysin(ay + ...
0

+a, +79) + Lysin(az + ... + @, + ) + ... + Ly—1sin(a, + ) + Ly siny ] + &y [ L,
sin(ag + ... + o + ) + Lasin(ag + ... + @ +7) + ... + Luy sin('an +7) + Ly siny ]

+ 1 [ Ly—qsin(a, +v) + Ly siny ] + &, [ L, siny ] == ()
(2.37)
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- brak poslizgu wzdluznego kola:

[ —sin(ay + ... + @y +7) cos(ag + ...+ @, +7) Lycos(az + ... + a, +7) + Ly cos(az+

T
vty +9)+ .+ Lyoq cos(ay, +7) + Ly cosy ] R(—0) y + & [ Ly cos(ay + ...
0
+a11 + 7) + L2 COS((Y;}, + + ay, + 7) + + Ln—l COS([l’n + '7) + L'n cos 7y ] + d'l [ L2
cos(as + ... + ay +7y) + Lycos(ag + ... + ay + ) + ... + L—q cos(ay, + ) + Ly, cosy ]

+t,—q [ Ly—q cos(a,, + ) + Ly cosy ] + &, [ Ly, cos~ ] + R¢ = 0;

(2.38)

- robot porusza si¢ po plaszczyznie (0, [, [5) :

z =0,
gdzie:
cos) sinf 0
R(-0) = —sinf cos® 0 |,
0 0 1
Liyaiyy, (1 =1,...,n) — parametry geometryczne opisujace polozenie srodka ciezkosci

rozpatrywanego kola wzgledem lokalnego ukladu wspdlrzednych

(Q1, X1,Y1,Zy) - charakterystyka geometryczna koél.

Zaleznosci opisane przez réwnania (2.37) i (2.38) umozliwiaja wyznaczanie ograniczen kine-
matycznych dla wieloczlonowych robotéw mobilnych na podstawie charakterystyki geome-
trycznej kot [25].

2.4 Metoda wyznaczania modeli kinematyki dla wie-
loczlonowych robotéw mobilnych

Zal6zmy, ze wieloczlonowy robot mobilny sklada sie z robota napedzajacego oraz N przy-
czep. Niech zachowanie rozpatrywanego ukladu bedzie opisane przez n-wymiarowy wektor
wspolrzednych uogdlnionych, ktéry sklada sie ze zmiennych opisujacych polozenie 1 orien-
tacje wozka napedzanego, katéw okreslajacych polozenie kolejnych przyczep oraz katéw obrotu
wszystkich kél. Wypisujac po kolei réwnania ograniczen wyznaczone na podstawie charak-
terystyki geometrycznej kol i zaleznosei (2.37) i (2.38), otrzymujemy nastepujaca postac ogra-
niczen kinematycznych:

Ao((]o) O 0 4G O (j()
Ato(q0, 1) Anlq) voe ) ¢1

AT(q)q = | Aso(q0,q1,42) Az (g1, q2) ... 0 @ | =0, (2.39)
Ano(qo, q1,---,an) An1(q1,G2,- -, qn) - Ann(gn) qN
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edzie:

Ao(qo)go = 0 - niezalezne ograniczenia nieholonomiczne zwiazane z wozkiem napedzanym;

¢o - wspolrzedne uogodlnione opisujace zachowanie wozka napedzanego;

% o Aki(qis Gigry - - -, 6 )4i = 0 - niezalezne ograniczenia nieholonomiczne zwiazane z k-ta
przyczepa (k = 1,2,...N);

)T - wspdlrzedne uogdlnione opisujace zachowanie k-tej przyczepy (k =

((IOa(Il,---y(Ik
1,2,...N).

W celu ilustracji proponowanego sposobu wyznaczania ograniczen kinematycznych dla wie-
loczlonowych robotéw mobilnych przedstawiamy przyklad analizy wozka czterokolowego cia-
gnacego przyczepe dwukolowa.

Przyklad 2.1 Ograniczenia nieholonomiczne dla czterokotowego wozka ciggngcego przyczepe
dwukolowq.

Rozwazmy przypadek czterokolowego kolowego robota mobilnego ciggnacego przyczepe dwukotowg
(Rys.2.5). Uklad jezdny czterokolowego wozka sklada si¢ z dwdoch par kol o nastgpujgcych
wlasnosciach:

e kola przednie (1, 2) - posiadajg zmienng orientacje (p1,p2 = var) wzgledem ukladu lo-
Falnego (Q, X1, Vi);

o kola tylne (3, 4) - posiadajg stalg orientacje wzgledem ukladu lokalnego (Q, X,, Yi).

Ponadto bedziemy zakladad, ze:

o wozek napedzajacy uklad i przyczepa sq polgczone przy pomocy sztywnego dyszla o dlugosci
dl ;

o kat v, jest zmienny w czaste.
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Rys. 2.5: Woézek czterokolowy z przyczepa dwukolowa - schemat kinematyczny.

Charakterystyka geometryczna kol rozpatrywanego ukladu

Wozek czterokolowy:
e kolo 1:
—Lhi=sLia=% =2 a=3 Ly=0: ag =15 7 =0; 1 = Ry;
o kolo 2:

—Li=Liai=% La=0; 0 ==F+ ¢35 7=0; 2= Ry

- Li=2h; oqn=7; 7v=0; 13 = Ry;
o kolo 4:

= L =0; ay =0; v=0; ry = Ry;



Przyczepa dwukolowa:
o kolo 1:
— Li=hL; oy =m; Ly = dy; 022”/1—%; Ly =1y 03:—§; 7 =0; ra = Ry;
o kolo 2:
—Lhi=hioa=mLlo=d;aa=7m—75 La=b; az=35 7=0; ra2 = Ry;

Na podstawie charakterystyki geometrycznej kol wyznaczamy ograniczenia kinematyczne dla roz-
patrywanego ukladu.

Ograniczenia kinematyczne

Wykorzystujge charakterystyke geometryczng kél, otrzymujemy nastepujgce réwnania ograniczen
nieholonomicznych:

Wozek czterokolowy:

brak poslizgu wzdluznego kol:

singp; —cosp; —Lsing; — 2l cospy i R 0 0 O <]5n
—siny,;  COS Py Ly sin ¢, 0 R, 0 0 12
R(=0)| v |+ . = (i
0 -1 20, . 0 0 R, O 3 ’
0 ! 0 ¢ 0 0 0 R J|g,
(2.40)

zapis w postact macierzowe):
Gui(pr, p2) R(—0)€ + Gsdy = 0; (2.41)

brak poslizgu bocznego kol:

—cosp; —sing; —Lcospy + 2l sin gy

. o
COS Y2 sin @g — L cos . N o A
1 0 0 R(—0) Z =, (2.42)
1 0 0

zapis w postact macierzowe):

Cralp, ) R(—0)E = 0. (2.43)
Przyczepa dwukolowa:

brak poslizgu wzdluznego kol:

—siny; cosyr  —licosyr + 1y R(~0) ; + ly - R, 0 ¢2] _ 5
siny; —cosy; ljcosy + 1y ' ; Iy m 0 R, b2 )

(2.44)



zapis w postact macierzowe):
Gor(m)R(—0)€ + Goay + Gasdy = 0; (2.45)

brak poslizgu bocznego kol:

: €
COoS Yy siny;  —licosy —dy _ . —dy | . .
—cosy; —siny; L cosy + dy } k(-6) [ “0/ + [ ey ] N =0 (2.46)
zapis w postact macierzowe):
021(71)3(_0)5 + Ca2yn = 0. (2.47)

gdzie:

cos sinf 0
R(-0) = —sinf cosf 0 |;
0 0 1
T
& = [ x y 0 ] .
Korzystajge z postaci (2.41), (2.48), (2.44) i (2.46) otrzymujemy:

Cu(pr,02)R(—0) 0 0 0 0
AT(q)§ = Gu(p,p2)R(=0) 0 Gz 0 0 | . [ Ao(qo) 0 ] [ qdo ] —0
0‘21(’71)3(‘9) 0 0 Cn 0 A1o(q0, 1) Anl(qr) Q1 ’

Ggl(’)ﬁ)R(—a) 0 0 G22 Gz3

(2.48)

T
Go = [ib‘ Yy 0 ©1 P2 11 b1z dis ¢14] ;

Q1 = :’)’1 ¢ (f)z-z];

An = [ Cii(pr,p2)R(=0) 0 0 |

© T | Gulpr,p)R(=0) 0 Gis |
A = FCzl(’h)R(—@ 00|,

10 | Gai(m)R(=0) 0 0 |’

[ Gy 0

Ay = ,

H | G2 G'zzs}

Przedstawiony powyzej przyklad ilustruje metode¢ otrzymywania ograniczen postaci (2.39). Jak
latwo zauwazy¢, zaleznosci (2.39) mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

Ao(go)go = 0;

Aio(q0, ¢1)Go + A11(q1)G1 = 0;

Az0(q0, 415, 92) G0 + An (g1, ¢2) @1 + A2(q2)G2 = 0; (2.49)
SN o ANi(Gis Gig1s - -5 qn )G = 0.
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W celu wyprowadzenia modelu kinematyki rozpatrywanego ukladu mechanicznego szukamy
macierzy S(q) oraz wektora 7, ktére spelniaja ponizsze warunki:

AT(q)S(q) = 0
q=5(q)n-

Z réwnan opisujacych ograniczenia kinematyczne (2.39) wynika, ze macierz S(q) jest nastepujacej
postaci:

So(qo)
S(q) = 'g‘(f’f’j‘“) . (2.50)

SN((]O,qla-"a([N)

Powyzsze spostrzezenie pozwala zapisaé zaleznosé A7 S(q) = 0:

A()((Io)SO(QO) =05
Alo(‘lm ‘11)5'0(‘10) + A]l(Ql)Sl((lm (h) = 0; (9 51)

N '
21':0 ANi((]i, Fit1y - ,QN)‘Si((IO, qiy - - - )(IN) = 0.
Zalézmy, ze istnieje macierz Sy oraz wektor 5 spelniajacy zaleznosci:

Af (90)So(q0) = 0;
Go = So(qo)7-

Ogdlne zasady dotyczace wyznaczania macierzy So(qo) oraz wektora 7, czyli modeli kinematyki
pojedynczego robota mobilnego, zostaly przedstawione w pracy [26] i opisane w rozdziale (2.2)
niniejszej rozprawy. Podstawiajac réwnania (2.52) do zaleznosci okreslajacych ograniczenia dla

przyczepy nr 1:
Aro(90, q1)4o + A11(q1)g1 = 0 (2.52)

otrzymujemy:

Aro(o, 41)S0(q0)n + Ani(q1)gr = 0. (2.53)

Nietrudno zauwazyé, ze wektor ¢; mozemy podzieli¢ w nastepujacy sposéb (poréwnaj (2.48)):
N = ( qQ1, G2 )T
gdzie:
e (12 - wspolrzedne uogélnione opisujace katy obrotu kél pierwszej przyczepy;
e (11 - pozostale wspoélrzedne uogdlnione.
To spostrzezenie pozwala zapisa¢ (2.53) w postaci:

- réwnania zwiazane z brakiem poslizgu bocznego kol:
* J * L — A §
Afo(q0, 1) S0(q0)n + Ajyg1n = 0; (2.54)
- réwnania zwiazane z brakiem poslizgu wzdluznego kol:

AT5(q05 1) So(g0)n + ATi(a1) g + Ergra = 0. (2.55)
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Przy zalozeniu, ze macierz A},(q;) jest nieosobliwa, zachodzi ponizsza zaleznos¢:
. -1 y - n
qu = — A1 (q1)Alo(g0, 11)So(qo)n- (2.56)

7 postaci ogdlnej ograniczen wynika, ze macierz £ jest nieosobliwa i diagonalna, co umozliwia
wyznaczenie ¢z z réwnaii (2.55):

G2 = —E7" [A75(90, 1)S0(q0)n + AT (1) |- (2.57)

Z kolei zaleznos¢ (2.56) pozwala zapisaé¢ (2.57) w ponizszej postaci:
d12 = = B7" [Af(q0, 1) — ATH(00) AT (1) ATo(go, 1) 1S0(q0)7- (2.58)

Z réwnan (2.56) i (2.58) wynika, ze macierz S1(qo, ¢1) jest postaci:

- T;I(QI)ATO((IO,(11)50(00)
S1(q0, 1) = 1 ] : (2.59)
—E7 [AT5(q0, @) — AT (q1) AT Afo(9o, 1) 150(q0)

Analogicznie postepujemy w przypadku kolejnych réwnan opisanych przez zaleznosci (2.49).
Nietrudno zauwazyc¢, ze opisywana metoda pozwala na wyprowadzanie modeli kinematyki wie-
loczlonowych ukladéw jezdnych, dla ktérych podmacierze A%(q;) (¢ = 1,2,..N) zwiazane
z ograniczeniami na brak poslizgu bocznego przyczep sa nieosobliwe. Przyklady zloZonych
ukladéw jezdnych, ktére spelniaja powyzsze warunki byly analizowane w pracy [25].
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Rozdziat 3

Modele matematyczne dynamiki
kolowych robotéw mobilnych

Po szczegbélowym omoéwieniu rozwiazan dotyczacych modelowania réwnan kinematyki kolowych
robotéw mobilnych zajmiemy sie¢ obecnie problemami zwigzanymi z wyznaczaniem réwnan
opisujacych ich dynamike. Zdefiniujmy funkcje Lagrange’a dla rozpatrywanego ukladu me-
chanicznego bez ograniczen kinematycznych, czyli ukladu swobodnego:

L(q,q) = Ex(q,9) — Ep(q), (3.1)

gdzie:
Ev(q,q) = %(jTK(q)(} - energia kinetyczna ukladu swobodnego;
E,(q) - energia potencjalna ukladu swobodnego.

W rozdziale (2.1) pokazalismy, ze zalozenie braku poslizgn kél narzuca na rozwazany uklad
ograniczenia nieholonomiczne postaci:

AT(q)g =0, (3.2)

gdzie:
AT(g) ma rozmiar m x n.
1

Stosujac zasade d’Alemberta dla ukladéw nieholonomicznych, zgodnie z wyprowadzeniem za-
wartym w podrozdziale 1.2, otrzymujemy réwnania:

d oL 0L
——— = A 3.3
&ag g - A (3:3)
gdzie:
A - m-wymiarowy wektor mnoznikéw Lagrange’a.

Jezeli na pewne uogdlnione wspélrzedne naszego ukladu dzialaja uogélnione sily zewngtrzne,
rownania ruchu mozemy zapisaé w postaci:
doL OL
——— —=A(g) A+ Bu 3.4
dt 0g  0Jq (@A ’ (3.4)



gdzie:
u - p-wymiarowy wektor uogdlnionych sil zewnetrznych dzialajacych
na rozpatrywany uklad;
B - macierz rozmiaru n X p:

b — 1 — jezeli u; dziala bezposrednio na g;;
Y 0 — w przeciwnym przypadku.

Po przeksztalceniach wykorzystujacych posta¢ funkcji Lagrange’a (3.1) i ograniczen (3.2) réw-
nania przybieraja postac:

K(¢)i + Cla,d)i + 9(q) = A(@)A + B, (3.6)

gdzie:
K(q) - macierz inercji, symetryczna, dodatnio okreslona, rozmiaru n x n;
C(q,q) - macierz postaci:
d 10 ,.0,,

Cla,4) = 7 K(q) — 50—(1((1 K(q));

g(q) - wektor grawitacji.

Mnozac zaleznoéé (3.6) lewostronnie przez macierz ST (q) (57(¢)A(q) = 0), eliminujemy czlon,
w ktorym wystepuje A, a nastepnie uwzgledniamy zaleznosci opisujace wlasnosci kinematyczne:

g = Sq)n;
i = Sq)i+ S,
gdzie:
S(q) - macierz n x (n — m), pelnego rzedu, ktérej kolumny rozpinaja dystrybucje
A = Ker(AT(q));
R(q,4) = 55(a);

n - wektor (n — m)-wymiarowy.

W efekcie otrzymujemy nastepujace réwnania ruchu dla uktadéw nieholonomicznych:

ST()K(0)S(9)n + ST(9)C(g,S(a)n)S(9) + K(9)R(q, S(g)m)n+ ST (q)g(q) = ST(q)B(q) v

. U
g = S(q)n-
(3.7)
7, przedstawionego powyzej rozumowania wynika, ze przy wyprowadzaniu modelu dynamiki
kolowych robotéw mobilnych pozostaje nam do rozwiazania problem wyznaczania energii kine-
tycznej 1 potencjalnej.

3.1 Energia kinetyczna i potencjalna kolowego robota
mobilnego

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie problem wyznaczania funkcji Lagrange’a dla robota
mobilnego L(q,q) opisanej formula (3.1). Jak latwo zauwazyé, energia potencjalna ukladu
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poruszajacego sie w plaszczyznie (O, [y, [,) jest stala ( £, = const), zatem nie odgrywa roli w
rownaniach ruchu. Z kolei przy wyznaczaniu energii kinetycznej robota mobilnego zakladamy,
ze posiada ona jedynie nastepujace dwa skladniki:

e energie skrzyni wozka;

e energie obracajacych sie kol.

W nastepnych podrozdzialach zajmiemy sie wyprowadzeniem zaleznosci okreslajacych wyze;
wymienione skladniki energii kinetyczne;.

3.1.1 Energia kinetyczna skrzyni robota mobilnego

Wezmy pod uwage bryle sztywna B poruszajaca sie na plaszczyznie (O, Ih, I3). Uklad (O, I1, I, I3)
jest bazowym ukladem odniesienia, natomiast uklad (Q, X3, Y1, Z1) jest ukladem ruchomym
zwiazanym z bryla sztywna (Rys.3.1). Rozwazmy element masy dm, ktorego polozenie wzgledem
ukladu (Q, X1, Y1, Z;) jest stale w czasie (14 = (@ 2y 23 1)7).

Rys. 3.1: Bryla sztywna poruszajaca sie w plaszczyznie (O, I, I>).

W celu wyznaczenia energii dK elementu dm, najpierw okreslamy jego wspoélrzedne w ukladzie
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bazowym:

£T £
r(t) = ‘/ = P(x,y,z,0) ; , (3.3)
1 1

gdzie:
P(z,y,z,0) = Trans(ly,x)Trans([,,y)Trans(ls, z) Rot(1s,0);
z = const;

Trans(ly,z),Trans(ly,y), Trans(/s,z), Rot([3,0) — zostaly zdefiniowane
w rozdziale 2.1 rozprawy.

Energia kinetyczna elementu dm liczona wzgledem ukladu (0, /1, /5, I3) wynosi:
1
dK = Sdm < r(t),7(t) > . (3.9)

Jak latwo zauwazy¢, kwadrat skalarny < 7(¢),7(¢) > mozna przedstawic¢ przy pomocy operatora
sladu macierzy 7(¢)rT(t) [45]:

< F(t), 7 (t) >= tr(F(t)rT(1)). (3.10)

Korzystajac ze stalosci w czasie wektora 7, obliczamy r(t):

{
F(t) = —( P(2,9,,0)) . (3.11)
dt
Wykorzystujac zaleznosé (3.11) i wlasnosé (3.10), mozemy wyrazic (3.9) w postaci:
{ {
dK = ~dm tr( S P(z,y,0)r0T S PT(2,y,0) ). (3.12)
2 dt dt

Energie kinetyczna rozpatrywanej bryly uzyskujemy, calkujac po calym ciele B, wyrazenie

(3.12):

1, d o N ST EES J 3
K —§t1(dt(P(x,y,~.0))/B rldm < ( P7(2,4,2,0))). (3.13)

7Z postaci wektora r; wynika, ze wyrazenie calkowe wystepujace w (3.13) ma nastepujaca struk-
ture:

[ [ga2dm [y xyxadm [ xyxzdm [g oy dm

Jg x2x1dm  [g x3dm Jg t2x3dm  [g xydm
/ rrl dm = (3.14)
2 Jg xzzrdm  [g waxsdm [ aidm  [g zzdm

| Jgzidm  [gxydm [gxzdm  [p ldm |

Uwzgledniajac zaleznosci opisujace postaé¢ macierzy P(x,y,z,0), otrzymujemy:
PV | . . ; o : . . -
K= 31502 + 51\/[,( 24+ 9%) + Pi(ycos® — isind)f — Py(ysinb + icosf)l, (3.15
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gdzie:

I. — moment bezwladnosci ciala L wzgledem osi Zj;
M; — masa calkowita ciala L;
Py, P, — momenty rzedu 1 ciala L w ukladzie (Q, X1,Y], Z1)

(P, = [ x1dm, Py =[5 x3dm).

Réwnanie (3.15) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

1. .
K= ETM(6)E, (3.16)
gdzie:
£=(x, y, 0);
M, 0 —Pysinf — Pycos @
M) = 0 M, Pycosf — Pysinf | . (3.17)
—Pysinf — Pycos@ P,cosf — Pysin6 I,

Zaleznos$é (3.16) okresla energie skrzyni wézka wzgledem ukladu bazowego (0, Iy, Iy, I3). W
przypadku, kiedy lokalny uklad wspdlrzednych jest umieszczony w srodku cigzkosci rozpatry-
wanej bryly, P, = P, = 0, macierz M (¢) przyjmuje posta¢ diagonalna:

M, 0 0
ME =10 M 0 |. (3.18)
0 0 I

3.1.2 Energia kinetyczna pojedynczego kola

Okreslimy teraz energie kinetyczna pojedynczego kola robota mobilnego. W tym celu rozwazamy
kolo przedstawione na Rys.2.1 Energia kinetyczna elementu dm liczona w ukladzie (0, Iy, I3, I3)

Wynosi: _
1
dK = §dm < B(L); F(t) > (3.19)
gdzie:
r(t) = P(x,y,2,0,B,7,4,R)r; (3.20)
r = (x1, @, z3, 1 )T — polozenie elementu dm w lokalnym ukladzie wspélrzednych

zwiazanych z obracajacym sie kolem;

P(-) = Trans(l,z)Trans(ly,y)Trans(Is, z) Rot(Is,0)Trans(Is, —e) Rot(1s, )

Trans(ly,l)Rot(I3, B)Trans(l,d)Rot(13,v)Rot(1y, ¢); (3.21)
1 0 0 0
_ 0 cos¢p —sing 0
Rot(51;¢) = 0 sing cos¢ 0
0 0 0 1
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Korzystajac ze stalosci w czasie wektora ry, obliczamy #(¢):

) d ,
7.(t) = E( P( ;l:7y7z’ (}7 (1', ﬂa7a Q/)))Tl'

(3.22)
7 uwagi na wlasnosci opisane przez (3.10) i (3.22), zaleznosci (3.19) mozemy przedstawi¢ w
postaci:

, 1 od . pd
dK = 2(lm tr( dtP(-)n?1 g

Energie rozpatrywanego ciala otrzymujemy, calkujac (3.23) po kole D wyrazenie:

PT(:)). (3.23)

1 d

K= gtr(%( P())/D 7*17'1Tdm(—7£(PT(~))), (3.24)

gdzie:
Ip 2¥dm [p zyzedm [, vizadm  [p @y dm ]
Ip x2xidm [ x3dm  [p xaxzdm [p xadm

/ ) 7';[' dm = . (3.25)
2 r3xy dm Toxzdm x2dm x3dm
D D D 3 D

Ip x1dm Ip x2dm Ip ®xadm  [p Tdm |

Zalézmy, ze:
e «,7 - sa stale w czasie;

o lokalny uklad wspédlrzednych zwiazanych z obracajacym sie kolem jest umieszczony w
srodku rozwazanego kola;

e osie wspomnianego ukladu sa gléwnymi osiami bezwladnosci kola.

Korzystajac z powyzszych wlasnosci, zaleznosci (3.24) i (3.25) daja si¢ zapisa¢ w nastepujacej

postaci:

[ [, 2%dm 0 0 0 |
0 [p xidm 0 0
/ rmridm = (3.26)
b 0 0 I 25 dm 0
i 0 0 0 Jp dm |

K = ';’Izlw1¢2 + %ststz -+ §/W (d?A? + 16 + 21dAO cos B + &% +
§2 + 2dA(y cos(a + B + 0) — & sin(a + B+ 0)) + 200(3 cos(a + 0) —

zsin(a+40))), (3.27)
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gdzie:

‘ . | .
]zlz, = /D (.‘L‘é + .‘L';)(l‘ln = :Z—A/[RZ;

; . 1 ’ 1 .
Loyey = -/D ($f + wé)(lm = EMU)Z + ZMRZ;
— masa kola;
promien kola;
— grubos¢ kola;

= fB+0.

> e o X
|

Réwnanie (3.27) mozemy przedstawié w postaci macierzowe;j:
o 1. . ‘
K(&,¢6) = 5" R(€)E, (3.28)
gdzie:
¢ = (= v 0, B, &) (3.29)

M 0 =Py —Puy
0 M Py Py

oo O

R(¢) = —Pro Py oo 1Py - (3.30)
—FPog Pyg lop Igp 0
0 0 0 0 I,
lIog = Ipyuy + ]\/[((12 + 1% + 2dl cos B);
Igg = Ipyey + /W(lz;
Igg = oy + M (d? + dl cos B3);
Py = M(lsin(0 + «) + dsin(a + g+ 0));
Py = M(lcos(0 + «) + dcos(a + 3+ 0));
Py = Mdsin(a+ g+ 0);
Py = Mdcos(a+ 3+ 0). (3.31)

Zaleznosci (3.28),(3.29) i (3.31) okreslaja energie kinetyczna kola D (Rys.2.1) liczona wzgledem
ukladu bazowego (0, I1, I3, I3).

3.1.3 Calkowita energia kinetyczna kolowego robota mobilnego
Zalézmy, ze rozpatrywany robot mobilny sklada sie ze skrzyni i k-kél. Przy powyzszych

zalozeniach wektor wspélrzednych uogdlnionych opisujacych zachowanie robota mobilnego bedzie
nastepujace) postaci:

T € DI
g = (ZL', Y, 0» /317 oty /{3k’ ¢17 #8815 ¢k) : (332)
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gdzie:
dim q

T, Y

0
i
pi

=

— wspolrzedne okreslajace polozenie skrzyni

robota wzgledem bazowego ukladu odniesienia (0, Iy, I3, I3) ;

— orientacja robota wzgledem ukladu (0, , 15, I3) ;

— katy obrotu kél robota;

— katy okreslajace orientacje kol wzgledem lokalnego ukladu

odniesienia zwiazanego ze skrzynia robota.

Zauwazmy, ze przy wykorzystaniu zaleznosci (3.16) i (3.18) oraz (3.29), (3.31) i (3.32), energia
kinetyczna robota mobilnego daje si¢ zapisa¢ w postaci formy kwadratowe;:

gdzie:

|

E; = 5(17 K(q)dq,
P PO
K(q)=| Pl P 0
0 0 Py

(3.33)

(3.34)

Poszczegdélne podmacierze macierzy inercji K (q) rozpatrywanego ukladu mechanicznego sa

postaci:

-

P4'—“

gdzie:

I,

M, +Y%, M, 0

0 M, +Y5, M,

—Pysin — Pycos+ Py cost — P;sin 0+

- Zikzl Pw@.‘ + Zf'czl Pyo.
1sp, 0o ... 0
0 lgg, ... 0 )
0 0 I3,
](7—'11'1)1 0 e 0
0 ](leI)Z oo O .
0 0 1(1‘11*1);.-
—Lazp —Pfﬂz —P‘rﬁk
F )yﬁl F )yﬁz I )yﬁk
Pos,  Pog, Pg,

—Pysin — Py cos 0+ 7

- zf:l f)l'ai

Py cos 0 — Py sin 0+
+ Zf:] Pyo.

L+ Y%, Iy,

. 1 . . .
= —I—M,-wiZ - ZMin -+ M,-((lf + lf + 2d;l; cos 3;);

12
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l 9 l 2 2
[}'j!'jl = 'l-‘—)'/"'l,"ll){' + 11\’1,‘ R: + /"I,‘(l;';
Pro, = M;(lisin(0 + ;) + disin(0 + «o; + 5;) );

Py, = M;(licos(0+ o) + di cos(0 + o + ;) );
Pes, = M;d;sin(0 + a; + 3;);
Py, = Md;cos(0 + o + 3);

Pos, = %/\/I{w? + i/VI,R'f + 1\/[,~(d? + d;l; cos B3;);
M, — masa skrzyni robota;
I. — moment bezwladnosci skrzyni robota wzgledem osi Z; (rys.l);
M; — masa i-tego kola;

di,l; — parametry geometryczne dla i-tego kola;
w; — grubosc i:-tego kola;
R; — promiein i-tego kola;

o, ;i — katy zwiazane z -tym kolem.

Przedstawione powyzej zaleznosci pozwalaja na wyznaczenie energii kinetycznej robota mo-
bilnego na podstawie charakterystyki geometrycznej jego kol oraz wartosci tzw. parametrow
barycentrycznych [45] (masy i momenty bezwladnosci, czyli My, 1., Py, Py, M; (1 € [1,...,k])).
Nalezy zauwazyé, ze metoda wyznaczania modelu kinematyki (generowanie macierzy S(q))
opisana w rozdziale (2.2) niniejszej rozprawy wymagala rowniez znajomosci charakterystyki
geometrycznej kol. Wykorzystanie powyzszych spostrzezen umozliwia komputerowa imple-
mentacje tych metod, ktéra zostanie przedstawiona w rozdziale 5 rozprawy. Poslugujac sie
metodami przedstawionymi w rozdziale 2.3 podano wyprowadzenie modeli nieholonomicznych
kolowych robotéw mobilnych uwzgledniajace dynamiczne wlasnosci silnikéw pradu stalego
zastosowanych do napedzania kél. Z uwagi na potrzebe wyznaczania modeli dynamiki dla
zlozonych ukladéw jezdnych w nastepnym podrozdziale zajmiemy sie¢ wyprowadzeniem zaleznosci
opisujacych ich energie kinetyczna.

3.2 Energia kinetyczna wieloczlonowych ukladéw jezd-
nych

Podobnie jak w przypadku pojedynczego robota, do wyznaczenia modelu matematycznego

dynamiki wieloczlonowego kolowego robota mobilnego jest potrzebna znajomosé jego energii

kinetycznej i potencjalnej. Energia potencjalna ukladu bez ograniczen nieholonomicznych

poruszajacego sie w plaszczyznie (0, [1, I3, I3) jest stala i nie bedzie uwzgledniana w réwnaniach
ruchu natomiast energia kinetyczna robota mobilnego jest suma:

o energii skrzyn wozkow;
e energii obracajacych sie kol.
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3.2.1 Energia kinetyczna skrzyn wozkéw wchodzacych w skiad wie-
loczlonowego robota mobilnego

W celu znalezienia zaleznosci okreslajacych energie kinetyczna skrzyn wozkow zlozonego ukladu
jezdnego rozwazymy problem wyznaczenia energii kinetycznej dla ukladu N-bryl sztywnych B,
(i = 1,...,N) poruszajacych si¢ po plaszczyznie (0, [, [;). Rozpatrywany przez nas uklad
ilustruja Rys.3.2 1 Rys.3.2. Odleglos¢ miedzy brylami B; i Biy; (: = 1,..., N — 1) jest stala
i wynosi d;, co oznacza, ze sa one polaczone sztywnym dyszlem, ktérego energie pomijamsy
w naszych rozwazaniach. Dodatkowo zakladamy, ze bryla B; (+ = 1,..., N) rozpatrywanegc
ukladu porusza sie¢ ruchem obrotowym wzgledem osi @Q;Z; lokalnego ukladu wspdlrzednyck
(Qi, Xi, Yi Z;) zwiazanego z ta bryla [24]. Jak latwo zauwazy¢, energia kinetyczna rozpatry-
wanego ukladu bryl liczona w ukladzie (0, Iy, I3, I3) jest suma energii poszczegdlnych bryl w
tym ukladzie, a energia potencjalna jest stala wzgledem czasu i moze by¢ pominieta.

A
I
, Z
A ZN & 2 A 1
- ’
0
QR e

Rys. 3.2: Uklad N-bryl sztywnych poruszajacych wzgledem ukladu (0, I, I, I3).

Energia bryly B;.

Problem znalezienia energii kinetycznej dla pojedynczej bryly poruszajacej sie w
ukladzie (0, I, Iz, I3) byl rozpatrywany w podrozdziale (3.1.1). Energie bryly B,
mozemy zapisa¢ w postaci:

1 i s :
Eyp1 = jf;r Ki(&) &, (3.39)
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gdzie:

&1

K1(&)

M,
I

z

AlyDl

(=0 0];

M, 0
0 M
—Aysinf — Dycosf Aycosf — Dysind

masa bryly By;
moment bezwladnosci bryly B, wzgledem osi Q,Z;;

]:1

—Aysinf — D, cos 8
Ajcos@ — Dysinf |

elementy proporcjonalne do wspdlrzednych srodka ciezkosci

bryly By w ukladzie (Qq, X1,Y1, Z1).

I
>

Rys. 3.3: Uklad N-bryl sztywnych poruszajaca si¢ po plaszczyznie (0, [, ).

Energia bryly B; (+ = 2,...,N).

Rozwazmy element masy dm, ktérego polozenie wzgledem ukladu (Q;, Xi, Y:, Z;)
jest stale w czasie (7mi = (Zmi, Ymis Zmi, 1)7 ). Energia kinetyczna elementu dm
liczona wzgledem ukladu (0, I, I5, I3) wynosi [45]:

dBipi = sdm < (1), 7i(t) > .
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gdzie:

o 7i(t) = (i, yi, =i, L)T -wspdlrzedne jednorodne elementu dm w ukladzie

(01 [17 ['27 13)

Jak latwo zauwazy¢, wektor r(¢) mozna wyrazi¢ przy pomocy zaleznosci:

’l(f) = Pi(')rmi’
gdzie:

T
T'mi = (3vmi1 Ymiy Zmis 1) )

(3.41)

3
P(:) = Trans(li,z)Trans(lyy)Trans(ls,z)Rot(13,0 + 57)Trans(Is, —ei)Trans(f, by)

i-1
[H Rot( Iz, yi)Trans( Iy, dp) Rot( I3, pr)Trans(Iy, agsr + begr) |Trans(ly, —b;)

k=1

Trans(Is,e;).
Rézniczkujac wzgledem czasu wyrazenie (3.41) otrzymujemy:

) d
"i(t) = j{( Pz() ) i

7 kolei korzystajac z wlasnosci:
< (b)), (t) >=tr(F(t)FT(t)).
oraz z (3.42) energie rozpatrywanego elementu dm mozemy zapisa¢ w postaci:

_ 1 . (l . ,-T (’l T
dEg; = 2dm tr( - Pils) Pmit i 7 Pr(-)).

Calkujac powyzsze wyrazenie po calej bryle B; otrzymujemy:

1 d d
Egi = 5 tr( 7 Pi(-) /B' Pl 0 T PT(-)),

gdzie:

2 o . ~ . T
[ Ig, Thmidm [ Twiymidm [ Toizmidm  [p T dm

. 2 : -
JB, YmiZmidm  [g yn;dm  [g yYmizmidm  [g, Ymidm

5 ok —

/B Tmi Ty A =
2

' IB; ZmiTmidm  [g. Ymizmidm  [p zi.dm  [g. zgidm

[, Tmidm IB, Ymidm [, zmi dm [g, 1dm

(3.43)

(3.44)

(3.46)

Przy uwzglednieniu postaci macierzy P(-), po obliczeniach, uzyskujemy nastepujaca zaleznosc:

Ewg, = Aili + 2 Pu[ AiCi — GiD; ] + 2 Py GiCi + A;Di ] + [C? + D M,
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gdzie:
Ai — AicosAi;
G’i = —A,‘SillAz’;
=1
Ai = 04 Yl A

§=1 k—1

%= Y dysin( 0+27p+z,3,, Zak—f-bk)smﬂ+27p+ﬂp)+
k=1 p=1 p=1 k=2 p=1
i—1
a;sin(0 + Z Yk + Br) + by sin 0 + x;
k=1
i-1 k k—1 i-1 k=1
D, = —Z(lkcos(0+27p+ 2/3,, Z ay + by) cos(0 + Z’y,,-{-ﬂ ) —
k=1 p=1 p=1 k=2 p=1
i—1
a; cos(d + Z Yk + Br) — by cos 0 + y;
k=1
I, — moment bezwladnosci i-tej bryly wzgledem osi Q;Z;;
M; — masa calkowita bryly B;;

Pyi, P»; — momenty rzedu 1 bryly B; w ukladzie (Q;, X;,Y;, Z;)
(P = [p, Tmidm, Py = [ ymidm).

Energia calkowita rozwazanego ukladu N-bryl jest suma energii poszczegolnych bryl i moze by¢
przedstawiona w postaci:

N N
Ech = Z Ech,- = Z / Tms 77,”(1771 — PT( ))
i=1 —1 (lf B;
i, =L .
= —1ir _— 3.
2 4 ;( (lt ) / T'mi 7mzd7" P ( ) ) (‘3 48)

3.2.2 Energia kinetyczna kél wieloczlonowego robota mobilnego

Pozostalym do rozwiazania problemem jest wyznaczenie energii kinetycznej kél wieloczlonowego
robota mobilnego. Nasze rozwazania beda dotyczyly zatem okreslenia zaleznosci opisujacych
energie pojedynczego kola D, ktérego schemat kinematyczny zostal przedstawiony na Rys.2.3.
Energia kinetyczna elementu dm liczona w ukladzie (0, I1, I3, I3 ) wynosi:

dK, = 3 (lm < 7(t),7(t) >, (3.49)
gdzie:
r(t) = P(z,y,2,0,L1,...,Ly,cq,... 00,7, ¢, R)re; (3.50)
r1 = (z1, T3, 3, 1)T - polozenie elementu dm w lokalnym ukladzie wspdl-

‘rzednych zwiazanych z obracajacym si¢ kolem;

P(-) = Trans(l,z)Trans(ly,y)Trans(Is, z) Rot(13,0)Trans(Is, —e) Rot(13, )
[l Trans(1h, Li)Rot(Is, o) ] Rot(Is,~)Rot(1y, ¢); (3.51)

i=1
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Stalos¢ wektora r; wzgledem czasu implikuje zaleznosé:

1) = S(P())m

Wykorzystujac wlasnosé opisana przez (3.43), otrzymujemy:

1 d d
d ’n:__d tr N D pT' (. .
K 5 dm 7(dtP()/17] dtl ()

Calkujac powyzsza zaleznos$é¢ (3.53) po kole D, uzyskujemy:

1, d r, d.op
Ko =5tr (Z(PC) [ rlfdm = (PT())),

gdzie:
Ip x¥dm [, xyxodm [ xi2z3dm

/ rrl dm =
D

Ip zazidm [ zaxsdm [ zidm

Ip T1dm Jp x2dm Ip xzdm

Przy zalozeniach:

e 7 - jest stale w czasie;

fp @1 dm |
Ip zazydm  [p 22dm [ zaxzdm [p xadm
Ip xzdm

Jp ldm |

o lokalny uklad wspdlrzednych zwiazanych z obracajacym si¢ kolem jest umieszczony w

srodku masy rozwazanego kola;

e osie wspomnianego wyzej ukladu sa gléwnymi osiami bezwladnosci kola,

zaleznosci (3.54) i (3.55) mozemy zapisa¢ w postaci:

[ [, @2dm 0 0 0
0 fp z2dm 0 0
/ rrldm =
2 2
0 0 Ip x5 dm 0
i 0 0 0 Jp dm |

PO [ | N .
K, = leqsz + Ely.,,Az + EMk (D} + D3),

gdzie:

1=1

(3.56)

(3.57)



D, = z— Z L;sin(0 + Z (Yk)(é + Z ag);
i=1 k=1 k=1

Dy, = g+ Z L; cos(0 + Z ak)(é + Z a);
=1 k=1 k=1

g . 1
Len = /D(:v%Jr:vé)dm = SMR

: ; 1 P | :
Ly = /D(mf—{—xé)dm = ﬁﬂ/lwz + ZMRZ;

M — masa kola;
R — promien kola;
w — grubosé kola.

Przyklady wykorzystania zaleznoéci na energie kinetyczna zlozonego ukladu jezdnego postaci
(3.48) i (3.57) do wyznaczenia modeli kinematyki tego typu ukladéw mechanicznych (po-
drozdzial 2.4) zostaly przedstawione w pracy [24].
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Rozdzial 4

Algorytmy sterowania kolowych
robotéow mobilnych

Po oméwieniu zagadnien zwiazanych z modelowaniem kolowych robotéw mobilnych zajmiemy
sie problematyka sterowania ukladéw nieholonomicznych, a w szczegdlnosci kolowych robotéw
mobilnych. W rozdziale 4.1 przedstawiamy przeglad wybranych algorytmoéw sterowania, ktére
otrzymano przy zalozeniu znajomosci dokladnych wartosci parametréw barycentrycznych ukladu.
7Z kolei w rozdziale 4.2 dopuszczamy nieznajomosé wartosci tych parametréw i przedstawiamy
nowa metode projektowania algorytmoéw sterowania, ktéra pozwala wykorzystywaé w przy-
padku kolowych robotéw mobilnych algorytmy sterowania adaptacyjnego opracowane dla ukla-
déw holonomicznych (np. robotéw manipulacyjnych).

4.1 Przeglad algorytméw sterowania

Z uwagi na zalozenie znajomosci dokladnych wartosci parametréw barycentrycznych i fakt
réwnowaznosci (Wlasno$é 1.1) przez statyczne sprzezenie zwrotne pelnego modelu matematy-
cznego ukladu nieholonomicznego i jego postaci normalne;j:

q=S(a)n; (4.1)

0=, (4.2)

w dalszej czesci tego podrozdzialu bedziemy rozwazac algorytmy sterowania dla ukladu postaci
(4.1, 4.2). Przeglad zostanie podzielony na dwie czgdci, ktore opisuja kolejno:

e algorytmy sterowania punktowego;

e algorytmy sterowania ciaglego (sledzenia).
Struktury sterowania punktowego mozemy podzieli¢ na:

- sterowanie w ukladzie otwartym;

- sterowanie z wykorzystaniem sprzezenia zwrotnego.
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Pierwsza struktura (sterowanie w ukladzie otwartym) wymaga znalezienia ograniczonych sy-
gnaléw sterujacych pozwalajacych na przeprowadzenie ukladu od zadanej pozycji poczatkowej
do zadanej pozycji koricowej, bez znajomosci aktualnego stanu. Zadanie sterowania w ukladzie
otwartym bywa réwniez nazywane w literaturze zadaniem planowania trajektorii. Tego typu
podejscie przedstawiaja prace [40], [20], [42].

Druga struktura sterowania (sprzezenie zwrotne) jest realizowane przez zastosowanie nieciaglego
[67] lub zmiennego w czasie statycznego sprzezenia zwrotnego [15].

Problem sterowania ciaglego ($ledzenia) moze by¢ rozwiazany przy pomocy linearyzacji dyna-
micznej [2]. Przeglad algorytméw sterowania przy pelnej znajomosci modelu ukladu nieholo-
nomicznego rozpoczniemy od propozycji zamieszczonej w pracy [40].

4.1.1 Sterowanie sinusoidalne

Rozwazmy uklad sterowania postaci [7]:

Ty = Uy}
Ty = Uy; (4.3)
L3 = T2 Uy.

Niech zadanie sterowania polega na znalezieniu w przedziale czasu [0, T'] takiego sterowania
u(t) = (g, uy)?, ktére przeprowadza uklad od stanu poczatkowego x(0) do stanu koricowego
z(7T') oraz minimalizuje calke:

T
/ wlwdt. (4.4)
0

Trajektorie ukladu (4.3) maja nastepujaca postac:

T .

a(t) = (@), wat), ws(t) ) . (4.5)
Uklad (4.3) jest sterowalny, poniewaz, jak latwo sprawdzié¢, wektory pola ¢; = (1, 0, z)7 i
g2 = (0, 1, 0)7 oraz ich nawias Liego [g1, ¢2] rozpinaja R*® (Tw. 1.1). W celu znalezienia
optymalnego sterowania pomiedzy dwoma ustalonymi punktami w R® tworzymy lagranzian
postaci [22]:

L(z,d) = 3 4+ M) [ds — wria ], (4.6)

gdzie:
A(t) - mnoznik Lagrange’a.

Podstawiajac powyzsza zaleznos$¢ do réwnan Eulera-Lagrange’a:

== 4.7
dt 0r  Ox ’ A1)
otrzymujemy zaleznosci:
21.1.31 - /\:L‘g — /\.’ifz = 0,
A=
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Wykorzystujac fakt, ze A = const, oraz réwnania (4.3), uklad (4.8) mozemy przedstawié w
nastepujacy sposéb:
- 1
Uy = 5 A Uy; .
{ Uy = —%/\ul. (4.9)

Uklad (4.9) ma rozwiazanie postaci:

ui(t) = u1(0)cos 5t + uy(0)sin 3t;
(4.10)

uy(t) = —uy(0)sin %t + uy(0) cos 3.

Nastepnie wyznaczamy wartoéci u(0) = (u;(0), uy(0))7 oraz \. W tym celu calkujemy uklad
(4.3) dla uy(t), uz(t) danych wyrazeniem (4.10):

1 = Uy
Ty = Uy
(i?g = Ty Uy.

gdzie:
uq 1 uy - sa dane przez (4.10).

Po obliczeniach otrzymujemy:

z1(t) = C1 + lu—‘/\@ sin 2¢ — 24200 (g %t;

2 A

zo(t) = Cy + &‘{\@cos%t + 2"—i(glsin 2t; (4.11)

23(t) = Ca+ [y za()us(7) dr,

gdzie:
C1, Cy, C5 - stale.

W przypadku ogdlnym przy uzyciu réwnan (4.11) i zadanych warunkach brzegowych z(0) i z(T')
nie mozemy wyznaczy¢ zaleznosci pozwalajacych na okreslenie w sposéb jawny parametrow:
Ch, Ca, C3, u1(0), u2(0) i A\. Rozwazmy zatem przypadek szczegdlny :

2300y = 2T );

z2(0) = 22(T); (4.12)
x3(0) # z3(T).

Latwo pokazaé, ze warunki (4.12) oraz zaleznosci (4.11) implikuja warunek:

A = 4;-9171' (k #0, calkowite), - (4.13)

czyli ze sterowanie jest okresowe. Wykorzystujac powyzsza wlasnosé, okreslamy algorytm
sterowania dla ukladu (4.3) przy zadanym horyzoncie sterowania T' (7' > 0).
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Algorytm sterowania:

1. Dzielimy horyzont sterowania na dwie réwne czesci:

[0, ] i [n, T,

gdzie:

2. Na odcinku czasu [0, 7] przy pomocy stalego w czasie sterowania przeprowadzamy
uklad od stanu (z;(0), 2(0))7 do (z:(T), x2(T))". Proste obliczenia prowadza do
nastepujacych rezultatow:

ul(t) — 21 (T)—=z1(0).

T )

(4.15)
uz(t) _ z(T)—=2(0),

= = :
gdzie:
t € [0, 7]
Efektem dzialania sterowania postaci (4.15) jest rowniez zmiana wartosci wspoélrzednej
ZI3:

1
23(7) = x3(0) + wya2(0)7 + 7)—7'2u1u2, (4.16)

gdzie:
uy 1 ug sa okreslone przez (4.15).

Na odcinku czasu [7, T'] wysterowujemy rozpatrywany uklad od stanu z(7) do z(T").

Jak latwo zauwazyé, w tym przypadku mamy do czynienia z ta sama sytuacja jak w
(4.12), tzn.:

Eilr) = (T}
zo(1) = z2T); (4.17)
z3(t) # ws(T),

co pozwala nam na zastosowanie sterowania sinusoidalnego.
Proponujemy zatem sterowanie postaci:

{ u, = ap sinwt;

uy = ay coswt; (4.18)
gdzie:
w = 2—175
Podstawiajac (4.18) do réwnan ukladu (4.3), otrzymujemy
z1(7) = z(T);
iy £ N4 O (4.19)
2
z3(T) = ws(7) + “2-.



W celu wyznaczenia wartosci nieznanych parametréw, tzn., @, 1 «y, nalezy okresli¢ wartosé
liczbowa jednego z nich, nup. «y, a nastepnie wyznaczyé drugi (tntaj a;) przy pomocy (4.19).
Zastosowania przedstawione] strategii sterowania do projektowania algorytméw sterowania do
kolowych robotéw mobilnych mozna znalezé w pracach [40], [28]. Zamieszczone ponizej wyniki
symulacyjne uzyskano dla modelu matematycznego kolowego robota mobilnego ” Ulisses” [38].

Y - [n]
1.2
1.0
0.7
0.5 ./
.2 X - [m]
- ~ f.0 _ . _

-1.2 -1.0 -0.7 -0.5 -0.2 0.2 0.5 0.7 1.0 1.2
-0.2
-0.5
-0.7
-1.0

kat 0.00 [s]

-1.2 ] y = -0.00 [nl

x = -0.00 [n1]

KONIEC SYMUL. ! ESC - WYJSCIE F1: OBSER. U1 i U2 czas 2.00 (s]

Rys.4.1: Zachowanie robota mobilnego ” Ulisses” przy sterowaniu sinusoidalnym:
e ro=1,y0 =1, 6 = 45° (wartosci poczatkowe);
oz, =0,y =0, 0 =0° (wartoéci koricowe);

0T=2,a1=1.



Y - [n]

KONIEC SYMUL.

! ESC - WYJSCIE

F1: OBSER. U1l i U2

X = [nl
-1.2 -1.0 -0.7 -0.3 -0.2 0.2 0.5 0.7 1.0 1.2
-0.2
-0.5
-0.7
-1.0 |
kat 0.00 [s]
-1.2 | y = -0.00 [n]
X = -0.00 [n]
czas 1.00 [s]

Rys.4.2: Zachowanie robota mobilnego " Ulisses” przy sterowaniu sinusoidalnym:

e 2o=1, 1y =1, 0 = 45° (wartosci poczatkowe);

o 2 =0, yp =0, 0 = 0° (wartosci koiicowe);

KONIEC SYMUL.

! ESC - WYJSCIE

Y - [n]
1.2
1.0
X - [nl
0.2 0.5 0.7 1.0 1.2
-0.5
-0.7
-1.0
kat 0.00 [s]
-1.2 | y = 0.01 [n]
x = -0.00 [n]
czas 2.00 [s]

F1: OBSER. U1 i U2

Rvs.4.3: Zachowanie robota mobilnego ” Ulisses” przy sterowaniu sinusoidalnym:
Yy
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o xo=1,y0 =1, 0p = 45" (wartosci poczatkowe);
o 2, =0, yp =0, 8 = 0° (wartosci koricowe);

e I'=1,a, =5.

4.1.2 Stabilizacja przez zalezne od czasu statyczne sprzezenie zwrotn.

Rozwazmy symetryczny uklad sterowania postaci:

m

&= fulz)uk, (4.20)
k=1

gdzie:
r € R*, ux, € R.
Zalézmy, ze spelnione sa ponizsze warunki:

1.
dim span{ad} fi | k=1,2,...,m;j > 0}(z) = n. (4.21)

2. Istnieje taki uklad wspdlrzednych (z,z,,...,z,) wokdl punktu 0 € R™, ze:

3. Jest okreslona pewna funkcja V'(¢,z) postaci (dla funkeji A zdefiniowanej nizej):

. 1.
o ..o anz. (4.23)

| —

1 9
V(t,lf) = —)(‘Bl + h(t,(L‘g, . ,LII”))- -+

Mozemy teraz przej$é¢ do sformulowania twierdzenia, ktore przedstawia sposéb projektowania
zmiennego w czasie statycznego sprzezenia zwrotnego stabilizujacego uklad postaci (4.20).

Twierdzenie 4.1 [47] Jezeli pola fi, k =1,...,m sq takie, Ze:

Lfk‘/V =0 Vke['z m] }
, ! = (zy=23=...=2, =0 4.24
Pht) _ 0 s, (w2 = 23 ) (4.24)
gdzie:
W=3Yr,z?
Ly W - pochodna Liego, ktora zostala zdefiniowana w rozdziale 1.1.3,
wtedy:

1. punkt 0 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem rownowagi ukladu
zamknigtego przy sterowaniu:

u = aft,z) — Ly V(t,2);
uy = —LgV(t,x);

—~~
=
o
[}

N>

uy, = —Ly, V(2,2).
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2. Funkcja V(t,z) jest nierosngea na trajektoriach ukladu nicautonomicznego (4.20), ({.25)

3. Funkcje h(t,z) i a(t,x) spelniajg warunck:

Oh(t, )
at,r) = ————. 4.26
(t0) = == (
Przykladowe funkcje o(t, ) i h(t, x), ktore mogg by zastosowane w algorytmie sterowania

a(t,z) = (T, x?)sint;

ht,e) = (Tiye?)cost.
Powyzsze twierdzenie podaje nam sposéb wyznaczania funkcji V (¢, z) przy pomocy zaleznosc
(4.23) 1 (4.26) oraz postaé algorytmu sterowania (4.25). Przyklady zastosowania tego rozwiazan
do projektowania algorytmow stabilizacji dla modeli kinematyki kolowych robotéw mobilnyec
mozna znalezé w pracach ([47], [11]), a dla postaci normalnych w pracach ([28], [41]).

Y - [n]
1.2
1.0
0.7
X - [nl
-1.2 -1.0 -0.7 -0.5 -0.2 0.2 0.5 0.7 1.0 1.2
-0.2
-0.5
-0.7
-1.0
kat 0.52 [s]
-1.2 ] y = 0.29 [nl
x = 0.01 [nl
KONIEC SYMUL. ! ESC - WYJSCIE F1: OBSER. U1l i U2 czas 235.8 [s]

Rys.4.4: Dzialanie algorytmu stabilizacji dla robota mobilnego " Ulisses”:

o zo=1,y0 =1, 0 = 45° (wartosci poczatkowe);

o 2, =0,y =0, 0 =0° (wartosci koricowe).



4.1.3 Linearyzacja dynamiczna

W rozdziale 1.3 rozprawy pokazalismy, ze postaé¢ normalna modelu matematycznego nieholo-
nomicznego ukladu mechanicznego nie jest linearyzowalna dynamicznie w punktach réwnowagi
(¢,1)=(¢e,0). Okazuje si¢ jednak, ze algorytm linearyzacji dynamicznej mozna wykorzystac
podczas ruchu rozpatrywanego ukladu (7 # 0) i jest mozliwe wykorzystanie metody linearyza-
cji dynamicznej do sledzenia trajektorii. Teorie matematyczna dynamicznego sprzezenia zwrot-
nego przedstawiaja prace [13], [21] i [33]. Przyklady zastosowania linearyzacji dynamicznej do
sterowania robotéw mobilnych mozna znalezé w pracach ([9], [2], [28], [16], [21]). Metoda
linearyzacji dynamicznej w odniesieniu do ukladéw afinicznych postaci:

m

S:i=f(z)+ ) gi(x)w, ueR™, z€R" >(4.27)
' =1

zostala przedstawiona w rozdziale 1.3.2. Zamieszczone ponizej wyki'esy ilustruja dzialanie al-
gorytmu linearyzacji dynamicznej zastosowanego do sledzenia trajektorii zadanej dla robota
mobilnego " Ulisses”.

Y - [nl

-1.0
-1.5 ]
-2.0
kat 272.0 [s]
-2.9 y = 0.51 [nl
T X = 1.49 [n]
KONIEC SYMUL. | ESC - WYJSCIE F1: OBSER. Ul i U2 czas 6.25 [s]

Rys.4.5: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu opartym na linearyzacji dynamiczne;j:
L] R] =6, R-z:ll, R3=6;

e zo=1,y0=1, 0p =45° 1o = —2 (wartosci poczatkowe).
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-2.9 -2.0 -1.5 -1.0

-1.0 |
-1.5 |
-2.0
kat 452.8 [sl
-2.5 | y = 0.52 [n]
Xx = 1.51 [nl
KONIEC SYMUL. ! ESC - WYJSCIE F1: OBSER. U1 i U2 czas 6.295 [s]

Rys.4.6: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu opartym linearyzacji dynamiczne;j:

L R]ZG, R2=11,R3=6;

Y - [nl

-2.5
-1.0
-1.5 |
-2.0)
kat 272.2 [s]
-2.5 y = 0.951 [n]
Xx = 1.50 [n]
KONIEC SYMUL. ! ESC - WYJSCIE F1: OBSER. Ul i U2 czas 6.25 [s]

Rys.4.7: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu opartym linearyzacji dynamicznej:
L] R] =6, Rzz 11, R3:6,

o xo=2,y0 =2, 0y =45% nyp = —2 (wartosci poczatkowe).
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Y - [n]

o
)}
\./¥

X - [nl
0. R .
8 ' - .
-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.6 2 1.8 2.4 3.0
-0.6
-1.2
-1.8 ]
-2.4 |
kat 453.3 [s]
-3.0 | y = 0.53 [nl
X = 1.51 [nl
KONIEC SYMUL. ! ESC - WYJSCIE F1: OBSER. Ul i U2 czas 6.25 [s]

Rys.4.8: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu opartym linearyzacji dynamicznej:

L] R1=6, R-z:ll,R;}:G;

o ro=2,y0 =2, 0y =45° no = 2 (wartosci poczatkowe).

4.1.4 Algorytm $ledzenia trajektorii oparty na przyblizeniu linio-
wym modelu

Przedstawiony w tej czesci rozprawy algorytm opiera si¢ na przyblizeniu liniowym modelu
wzdluz trajektorii zadanej [55]. Dla ukladu z wigzami nieholonomicznymi przyblizenie lin-
iowe jest niestacjonarnym liniowym ukladem sterowania, a zatem w tym przypadku mozemy
wykorzystaé wyniki pracy [14], w ktdrej opisano algorytm globalnej stabilizacji dla tego typu
ukladéw. Rozwazamy nieliniowy uklad dynamiczny postaci:

= f(z)+g(z)u, € R, u€e R (4.28)
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

e 14(t) - trajektoria zadana;

e uy(t) - sterowanie odpowiadajace trajektorii zadanej xq(t).
Przyblizenie liniowe ukladu (4.28) wzdluz trajektorii zadane] daje sig zapisa¢ w postaci:
r = A(t)z + B(x)u, (4.29)
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gdzie:

%(“(”) N Agua(t))
z

B(t) = g(za(t)).

Zakladamy, ze || B(t) || jest ograniczona dla kazdej chwili czasu ¢. Niech macierz W(¢. ¢,
rozmiaru n x n bedzie rozwiazaniem réwnania rézniczkowego:

(xa(t))):

dx

U(t, to) = A(t)U(¢, to) (4.30°

przy warunku poczatkowym W(to,to) = [,.
Z kolei, dla pewnego « > 0 definiujemy macierz rozmiaru n X n postaci:

t >
H.(t,to) =/ ebo="Ny (¢, 7) B(1) BT (1)U T (to, T)dr. (4.31°

to

Jezeli istnieje takie § > 0, ze macierz H.(t,t + §) jest nieosobliwa dla kazdej chwili ¢, wowcza:
mozemy zdefiniowa¢ macierz P,.(t):

P.(t) = HI'(t,t + ). (4.32

Twierdzenie 4.2 [1{] Jezeli istniejq dwie liczby p, pM > 0, takie Ze:

0<pmzT2 < 2TP(t)2 < pM27:, Ve R, ,Vz € R", (4.33
wtedy dla dowolnej cigglej @ ograniczonej funkcji 4(t) : Ry — [%,oo) istnieje zalezne od czas
sprzezenie zwrotne postaci:

w = uq(t) — y(t) BT (t) Po(t)(2(t) — z4(t)), (4.34

ktore lokalnie, jednostajnie i wykladniczo stabilizuje uklad (4.29) do trajektorii zadanej x4(t)
przy czym wykladnicza predkosé zbieznosct jest wieksza od:

2a(p¥)~! > 0.

Uwaga.

Prezentowany powyzej algorytm wymaga informacji o trajektorii zadanej przesunietej o od
cinek czasu § w przyszlosé. W pewnych sytuacjach (dzialanie sterowania w czasie rzeczywistym
nalezy zastosowaé modyfikacje tego algorytmu polegajaca na wprowadzenin macierzy:

P.(t) = HI'(t,t - §). (4.35
Jak latwo zauwazy¢ P,(t) zalezy od wartosci trajektorii zadanej w przeszlosci. Jezeli istniej

dwie liczby p™, pM > 0 spelniajace ponizsza nieréwnosé:

0<pm2Tz < 2TP.(t)z < pM:Tz, Vte R,,Vz € R, (4.3¢

T

wtedy dla dowolnej ciaglej i ograniczonej funkcji 4(¢) : Ry — [%,oo) istnieje zalezne od czas
sprzezenie zwrotne postaci:

w = ug(t) — y(t) BT (t) Po(t)(x(t) — z4(t)), (4.3
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ktore lokalnie, jednostajnie i wykladniczo stabilizuje uklad (4.29) do trajektorii zadanej wq(t).
Rozwazania teoretyczne dotyczace podstaw matematycznych omawianej metody mozna znalez¢
w pracy [48]. Ponizej prezentujemy przykladowe zachowanie modelu matematycznego robota
mobilnego ” Ulisses” przy zastosowaniu rozpatrywanego algorytmu sledzenia [36].

25 a
"LS I I i I ] 'LE
2 -
15+~ —
%olt)y
- 1t =
%
05 - —
0+ .
-ns ! ! 1 ! | =0.5
=15 -1 -05 0 05 1 15

;:c,(tjo.xk

Rys.4.9: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu korzystajacym z przyblizenia liniowego
modelu.
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Rys.4.10: Zachowanie robota ”Ulisses” przy $ledzeniu korzystajacym z przyblizenia liniowego
modelu.
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Trajektoria wozka w plaszczyznie X-Y

25 -

Y T T T T T 13

2 =]

15~ -

::,,('t)1 "

- - 1 e E —
05~ -
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Rys.4.11: Zachowanie robota ”Ulisses” przy sledzeniu korzystajacym z przyblizenia liniowegc
modelu.

4.1.5 Whnioski

Podrozdzial 4.1 zostal poswiecony przegladowi podstawowych strategii sterowania ukladow
nieholonomicznych przy zalozenin znajomosci wartosci parametrow modelu. Rozwazania teore-
tyczne zostaly uzupelnione przykladowymi wynikami badan symulacyjnych przeprowadzonycl
na modelu robota mobilnego ”Ulisses”, zaczerpnietymi z prac [28] i [36]. Wnioski wynikajace
z badan sa nastepujace:

1.

8]

W przypadku algorytmu sterowania sinusoidalnego mamy do czynienia z utrata ciaglosc
sterowania w chwili przelaczania na dosterowywanie, co jest istotna wada tego algorytmu
Z uwagi na fakt, ze jest to algorytm sterowania w ukladzie otwartym, dla jego poprawnegc
dzialania wymagana jest dokladna znajomosé stanu poczatkowego robota mobilnego. Z:
zalete omawianej strategii sterowania mozna uznac prostote i mala zlozonosc obliczeniowa

Zastosowanie do modelu robota mobilnego ”Ulisses” zmiennego w czasie statycznegc
sprzezenia zwrotnego nie daje zadawalajacych rezultatéw. Ewidentna wada tego podejscie
jest generowanie "dziwnych” trajektorii (Rys. 4.4) o slabej zbieznosci (zbieznosci asymp
totycznej) do punktu docelowego. Za pozytywne cechy nalezy uzna¢ w tym przypadkt
prostote i mala zlozonos¢ obliczeniowa.

Algorytm sledzenia oparty na przyblizeniu liniowym wzdluz trajektorii zadanej jest dosc
zlozony obliczeniowo. Nawet w tak prostym przyvpadku jak model dynamiki robote
"Ulisses” i trajektoria odniesienia bedaca hukiem okregu elementy macierzy H. sa zlozone
[36], co praktycznie uniemozliwia obliczenie w postaci symbolicznej macierzy F, i sterowa
nia u. Kolejna wada algorytmu jest jego lokalnosé (przy zbyt duzym bledzie poczatkowyn
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algorytm nie wykazuje zbieznosci do trajektorii zadanej). Do zalet omawianego algorytmu
nalezy zaliczy¢ mozliwosé sledzenia zaréwno wspélrzednych polozenia jak i orientacji ro-
bota.

4. Algorytm sterowania oparty na metodzie linearyzacji dynamicznej nadaje sie do sledzenia
trajektorii zadanej w czasie rzeczywistym. Niewatpliwa jego zaleta jest zbieznos¢ nawet
dla duzych wartosci bledu poczatkowego. Warto jednak nadmienié, ze sledzenie dotyczy
w tym przypadku jedynie wspolrzednych polozenia.

4.2 Sterowanie przy pomocy wyjs¢ linearyzujacych

Przedstawione w tym podrozdziale rezultaty dotyczace sterowania adaptacyjnego ukladéw nie-
holonomicznych zostaly uzyskane przez autora rozprawy. Stosujac metode wyboru wyjs¢ linea-
ryzujacych sformulowano warunek wystarczajacy rozwiazania problemu sledzenia trajektorii
zadanej przy nieznajomosci parametrow barycentrycznych modelu. Warunek ten implikuje,
ze w przypadku sterowania adaptacyjnego kolowych robotéw mobilnych mozemy wykorzystac
dobrze opracowane algorytmy sterowania adaptacyjnego ukladéw holonomicznych (np. mani-
pulatoréw).

Rozwazamy uklad mechaniczny, ktérego zachowanie jest opisane przez n-uogdlnionych wspél-
rzednych ¢ = (q1,q2,...,q.)7 i predkosci ¢ = (g1,q2,...,4,)7 spelniajacych m (m < n)
niezaleznych ograniczen kinematycznych postaci:

A(g9)"q =0, (4.38)

gdzie:
A(q) - macierz (n x m) pelnego rzedu;

Model matematyczny kinematyki rozpatrywanego ukladu jest postaci:

q=5(a)n, (4.39)
gdzie:
S(q) - macierz n x (n —m), pelnego rzedu i spelniajaca zaleznosc:
ATS(q) = 0; (4.40)

n - (n — m)-wymiarowy wektor zmiennych pomocniczych.

4.2.1 Wybér wyjs¢ linearyzujacych
W lokalnych wspélrzednych ¢ definiujemy gladka dystrybucje
A(q) = Span {Col S(q)} (4.41)

oraz inwolutywne domkniegcie dystrybucji A(gq) oznaczane przez A*. Zakladamy, ze dim A* = n
a zatem ograniczenia postaci (4.38) sa calkowicie nieholonomiczne. Ponadto przyjmujemy, ze
istnieje odwzorowanie h(q):

}L : R?I R?L-—ﬂl ,
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takie ze macierz [83—25((1)] jest nieosobliwa. Przy tak zdefiniowanym odwzorowaniu h(q), dowolny

wybér ukladu wspolrzednych postaci
& h(q) _
= = = ¢ 4.42
4 [52 } [ k(q) (9), ( )

gdzie:
® - jest lokalnym dyfeomorfizmem,
powoduje, ze réwnania (4.39) przybieraja postac:

Cfl = Si&n;
L& = Sa(En, (4.43)

Przy OznaczeniaCh:
= oh
5’ — o
I(E) ((,)([
= ok
AS" == AS’ =P-1(¢)-
&) = (5.5

S)rl=‘1>‘1 (é)>

Nietrudno zauwazyé, ze réwnania (4.43) mozemy zapisaé w ponizszej formie:

s In_?n

gdzie:
526 = 5}(5)5’1‘1(5);
vo= 5

Zaleznosci (4.44) implikuja, ze we wspdlrzednych £, ograniczenia (4.38) przyjmuja nastgpujaca

postacé :

[ —5:(6) L. |é=0. (4.45)

Spostrzezenie 4.1 W przypadku szczegdlnym odwzorowanie h(q) mozna wybracé w taki sposdéb,
ze sklada si¢ z (n —m) sposrod n wspdlrz¢dnych wogdlnionych q.

Spostrzezenie 4.2 Zmiana ukladu wspélrzednych &€ = ®(q) zalezy jedynie od postaci ograniczer
kinematycznych (wlasnosci geometrycznych), zatem wspolrzedne te mogg byc uzywane réwniez
w przypadku nieznajomosci parametrow barycentrycznych.

4.2.2 Wiasnosci modelu matematycznego kinematyki i dynamiki
po zmianie ukladu wspéirzednych

Stosujac zasade d’Alemberta dla ukladéw nieholonomicznych z ograniczeniami postaci (4.45),
otrzymujemy:

O 1 (e D164 3(6) = Biey + | ~5F© |
M(E+C(6,HE+3(6) = BEywu+| 7 |\ (1.46)
przy oznaczeniach:
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M(€) - macierz inercji rozmiaru n X n, symetryczna, dodatnio okreslona;

e (' - macierz rozmiaru n X n postaci:

] = 10

C(,€) = ;EM(§)—§%[€‘TM(§)];

e § - n-wymiarowy wektor odzialywan grawitacyjnych;
e u - (n —m)-wymiarowy wektor sterowar;

e ) - m-wymiarowy wektor mnoznikéw Lagrange’a.

Wiasnosé 4.1 [5] Macierz postaci (M(c’) —2C(€,€)) jest skosnie symetryczna na trajektoriach
ukladu opisanego przez (4.45, 4.46).

Wiasnosé 4.2 [5] Macierze M(€) i C(€,€) oraz wektor §(€) sg liniowo parametryzowane przez
parametry barycentryczne w nastepujgcy sposob :

M(E) = Mo(8) + 30 W(E) 0 (447
C(E.6) = Cul6,d) + 3. Cie,6) (4.49

3E) =Gl + ijm(&) 0, (4.49)

gdzie:
0;, 1 €1,...,p - parametry barycentryczne.

Mnozac réwnanie (4.46) lewostronnie przez macierz [ I, ST (€)]T oraz wykorzystujac fakt,
ze:

Rk PR

J(&)v+ C(&v)v +9(8) = B(6)w, (4.50)

otrzymujemy:

gdzie:

hem $7© |70 | 575 ] ;

{ee] b s ]+m0] s ] |
ILiwm S7(€) |3

[ J
C(ﬁ,’U) — [In—m 5'27‘(5)]
[ )
[ Tm S3(¢) ]

71



Réwnania opisujace kinematyke i dynamike rozpatrywanego ukladu nieholonomicznego we
wspolrzednych € przyjmuja zatem ponizsza postac:

51 = v (4.51)
J(o + C(&v)v+ (&) = By (4.52)
& = Sy(é). (4.53)

Model (4.51-4.53) posiada nastepujace wlasnosci:

Wiasnosé 4.3 Macierze S3(§) and B(§) sq zalezne jedynie od parametréw geometrycznych.
Macierz inercji J(€) @ macierz C(&,v) oraz wektor g(€) sq liniowo parametryzowane przez
parametry barycentryczne:

JE) = Jole) + 3 HE) 05 (4.54)
C(¢,v) = Co(&,v) + ic’i(é,v) 0:; (4.55)
9(€) = go(§) + igi(f) 0;, (4.56)

gdzie:
0;, 1 €1,...,p - parametry barycentryczne.

Wtlasnosé 4.4 [4] Macierz

J(€) = 20(¢,0) (4.57)
jest skosnie symetryczna.
Z powyzszych rozwazail wynika ze uklad nieliniowy postaci (4.51-4.52) ma takie same wlasnosci
strukturalne jak réwnania opisujace model dynamiki ukladu holonomicznego o (n—m) stopniach

swobody. Nalezy jednak zwrécié uwage na fakt, ze pelny model ukladu zawiera dodatkowo
poduklad opisany przez réwnanie (4.53).

4.2.3 Linearyzujace sprzezenie zwrotne

Celem naszych rozwazan w tym podrozdziale bedzie rozwiazanie nastepujacego problemu sterowa-
nia dla ukladu (4.51-4.53).

Przy danej trajektorii £;4(), znalezé u, takie ze blad $ledzenia e = &4 —¢&; dazy do 0
przy t dazacym do nieskonczonosci z wewnetrzna stabilnoscia, czyli ograniczonoscia

().
Proponowane rozwiazanie problemu jest poprawne przy podanych nizej zalozeniach.
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Zalozenie 4.1 &4(t) jest gladkq trajektorie zadang klasy C*, takg ze || &14(t) || 7 || E1a(t) || sa
jednostajnie ograniczone:

AC, Co>0: V|| &a@®) IS Cr i || 1at) |I€ Co

Zalozenie 4.2 Macierze J(£), C(&,v), G(€), B(§) sq¢ jednostajnie ograniczone ze wzgledu na
£:
K >0, K3 >0, K3 >0, Ko >0: || J(€) |< Ky, || C6,0) 1< Ka || v ],
| G(&) 1< K, || B(E) II< Ky

Macierz B(£) jest pelnego rzedu dla dowolnej wartosci €.

Zalozenie 4.3 Macierz Sy(€) jest jednostajnie ograniczona ze wzgledu na €:

Twierdzenie 4.3 Przy Zalozeniu 4.2 oraz znajomosci dokladnych wartosci parametrow barycen-
trycznych uklad opisany przez (4.51) jest linearyzowalny przy pomocy statycznego sprzezenia
zwrotnego postaci:

u(é,v) = B7(§) [J(w + C(§v)v + G(£)] (4.58)

gdzie:
w - (n — m)-wymiarowy wektor nowych sterowan.

Po zastosowaniu sprzezenia zwrotnego (4.58) uklad sterowania (4.51-4.53) przyjmuje postac:

& = v
¥ = W
& = Si(éw. (4.59)
Wybierajac w w nastepujacy sposob
w = Ea+ Ra(bra— &) + Ra(ia — &), (4.60)

gdzie:
Ry, R, - macierze wzmocnien, dodatnio okreslone,

otrzymujemy liniowy i stabilny eksponencjalnie uklad dynamiczny dla bledu sledzenia e. Jed-
nostajna ograniczonos¢ e i jego pochodnej é oraz {14 (Zalozenie 4.1) implikuja jednostajng
ograniczono$¢ & = v. Z kolei, przy zalozeniu 4.3 (jednostajna ograniczono$¢ S3(§)) mozemy
zapisac:

d .
7 N Il & =1 5208 v ll< Ks | v ] (4.61)

Calkujac zaleznosé (4.61), otrzymujemy:

I &) <l €00) | +K5 [ Ilv ]l de =]l &(0) | +K 1, (4.62)

co pozwala stwierdzié, ze £,(t) jest ograniczone. Jak latwo zauwazy¢, warunkiem wystar-
czajacym istnienia (ograniczonodci) &;(t) przy zalozeniach 4.1, 4.2 i sterowaniu (4.58, 4.60) jest
jednostajna ograniczonos¢ macierzy S;(¢). Powyzsze spostrzezenie bylo inspiracja dla poszuki-
wania podobnego warunku zapewniajacego ograniczonosé (istnienie) €2(t) przy niepelnej zna-
jomosci modelu.
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4.2.4 Linearyzujace sterowanie adaptacyjne

Zalézmy, ze parametry barycentryczne ukladu

& = v (4.63)
J(&)o + C(&v)v+g(é) = B(&)wy; (4.64)
& = Sy(&v (4.65)

sa nieznane.

Przyjmujemy ponadto prawdziwos¢ Zalozenia 4.1, Zalozenia 4.2 i Zalozenia 4.3, ktére sformu-
lowano w podrozdziale 4.2.3 rozprawy. Przy powyzszych zalozeniach rozwazamy nastepujacy
problem sterowania adaptacyjnego:

Zmalezé prawo adaptacji dla nieznanych wartosci parametréw barycentrycznych i
prawo sterowania, ktére zapewnia, ze uklad (4.63), (4.64) sledzi trajektori¢ zadana
£14(t) 1 zapewnia ograniczonosé (istnienie) &;(t).

Rozwiazanie tak postawionego problemu sterowania zostanie przedstawione w postaci nastepu-
jacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4 Jezeli dla kazdego &3 algorytm sterowania adaptacyjnego dla ukladu (4.63),
(4.64) zapewnia:

o globalng asymptotyczng zbieznosé do zera bledu sledzenia e = €1q — &
e ograniczonosé bledu e i jego pochodnej wzgledem czasu €,
to wartosci £;(t) sg ograniczone.

Dowad.
Analiza stabilnosci wewnetrznej ukladu (4.63-4.70) z algorytmem sterowania adaptacyjnego
bedzie oparta na zamieszczonym ponizej lemacie.

Lemat 4.1 [12] Rozwazmy uklad dynamiczny ¥ :

T = fi(z1, 22, 9); o
: . 4.66
El { Lo = f2(-'171,-'172,y) Ty € Rnlv 3 € ana y € Rn3> ( 2 )

gdzie y(t) jest dowolng funkcjg klasy C'.
Niech g bedzie funkcjg klasy C*:

g . Rn1+nz+ﬂ.3 — Rn3'
Zalozmy, ze:
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1. Trajektorie ukladu X, istniejg dla dowolnej funkcji y(t) klasy C' oraz x4 jest ograniczone
jednostajnie dla dowolnej chwili czasu t i funkeji y(t):

V 21(0), z2(0) 3 M(21(0),2,(0)), takie ze

4.67

Y y() €O, Wt [ aa(t) 1< M(24(0), 2:(0)). o
2. Funkcja g jest ograniczona jednostajnie dla dowolnych wartosci xy i x3:
3 ciggla, monotoniczna i rosngca skalarna funkcja p: R* — RY, taka ze

| 9(z1, @2, 23) | < p(| 22 1])- (4.68)

Przy powyzszych zalozeniach trajektorie ukladu dynamicznego ¥ :
1 = fi(z1, 22, x3);

Yo: 4 &2 = folw, 2, 23); (4.69)
&3 = g(x1, 22, x3)

istniejg dla dowolnej chwili czasu t ¢ ponadto

[ z2() | < M(21(0),22(0)) Vi;
Ias(@) | < p(M(21(0), 22(0))) Vi;
[ 2s() I < | ws(0) || +p(M(1(0),22(0)))t V.

Dowéd

Jak latwo zauwazy¢, powyzsze twierdzenie wymaga jedynie dowodu istnienia (ogra-
niczonosci) z3(t) dla kazdej chwili czasu t. Przy zalozeniu o istnieniu trajektorii
ukladu ¥; i jednostajnej ograniczonosci z5(t) dla dowolnej funkcji y(-) € C' mozemy
napisac:

| 22(t) |< M(21(0),22(0)) = D1, Dy > 0.

7 kolei jednostajna ograniczonosé funkcji g dla dowolnych wartosci ; i z3 implikuje,
ze:

| (21,22, 23) 1< p(ll @2 ) < p(Dy) = Da, D2 >0.

7, powyzszej nierébwnosci wynika, ze &3 = g(x1, x2, ¢3) jest jednostajnie ograniczone,
a zatem z3 istnieje dla kazdej chwili czasu t.
O

Udowodniony powyzej Lemat 4.1 zostanie wykorzystany teraz przy dowodzie Twierdzenia 4.4.
Przy zalozeniach 4.1 (ograniczono$¢ trajektorii zadanej &14) 1 4.2 (ograniczono$é sterowania),
algorytm sterowania adaptacyjnego z globalna asymptotyczna zbieznoscia bledu $ledzenia e
zapewnia jednostajna ograniczono$¢ e oraz jego pochodnej €, co implikuje z kolei jednostajna
ograniczonosé¢ &; i v dla dowolnych wartosci €;(t). Przy podstawieniach z, = &, z, = v,
3 = €, warunek 1 Lematu 4.1 jest spelniony. Przyjmujac ponadto, ze g(z1,z2,23) = S3(€)v
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oraz zakladajac jednostajna ograniczonosé macierzy S3(€), zapewniamy spelnienie warunku 2

Lematu 4.1, a zatem &;(¢) jest ograniczone.
O

W grupie algorytméw sterowania adaptacyjnego spelniajacych zalozenia Twierdzenia 4.4 (asymp
totyczna zbieznos¢ bledu sledzenia e do zera) znajduja sie réwniez i takie, ktore zapewniaja
eksponencjalna zbiezno$é przy spelnieniu warunku trwalego wzbudzenia [53]. Dla tego typu
algorytméw sterowania mozemy sformulowaé dodatkowo nastepujace twierdzenie [29].

Twierdzenie 4.5 Zalozmy, ze:
o trajektoria zadana &14(t) spelnia Zalozenie 4.1;
o b€ Ly;
e algorytm sterowania adaptacyjnego zapewnia spelnienie warunku é € Lq;
o S53(&) jest jednostajnie ograniczone.
Przy spelnieniu powyzszych zalozen &y(t) jest jednostagnie ograniczone.
Dowdd:
Przy zalozeniu 4.1 (ograniczonos¢ trajektorii zadanej) algorytm sterowania adaptacyjnego za-

pewnia jednostajna ograniczonosc £, i v dla dowolnych wartoéci £,(t) (patrz dowéd Tw. 4.4).
Przy jednostajnej ograniczonosci S3(€) mozemy zapisaé:

L&, (4.70)

SN 1< S v ll< K

gdzie:
K =maz ¢ || S52(¢) ||.

Ponadto, korzystajac z definicji bledu sledzenia e, otrzymujemy:
& lI<llell + 1l &all - (4.71)
Jezeli é 1 {:m naleza do przestrzeni Ly, wtedy sluszne jest nastgpujace oszacowanie:

I &) I €00) I +5 [ éwall + 1) € Dt < oo, (72)

ktére implikuje, ze €2(t) jest jednostajnie ograniczone.

4.2.5 Analiza zastosowania klasycznego algorytmu sterowania adap-
tacyjnego Slotine’a-Li

W rozdziale dokonamy analizy zastosowania do modelu matematycznego ukladu nieholono-
micznego klasycznego algorytmu sterowania adaptacyjnego robotéow manipulacyjnych, ktéry
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spelnia zalozenia Twierdzenia 4.4. Korzystajac z wynikéw pracy [52], dla ukladu (4.63-4.70)
proponujemy algorytm sterowania postaci

w = BN (JE) & + CEE6) b +3(6) —Kps), (4.73)
gdzie:
o J(&) = Jo(€) + P, Ji(€) 05
C(¢,6) = Co(€,6) + T2 Ci(¢, &) 5
o §(€) = go(€) + Ty ail€) b;;

e Kp - macierz wzmocnienia rozmiaru (n —m) x (n —m) symetryczna, dodatnio okreslona;

e 0 - wektor p-wymiarowy nieznanych parametréw barycentrycznych;
o 0 - wektor estymowanych wartosci 0;

o0 =0 —0- blad estymacji parametréw;

o ¢ = &4 — & - blad Sledzenia;

&1r = &g + Ae -predkosé odniesienia;

s = élr - él = €+A6,

e A macierz wzmocnienia rozmiaru (n —m) X (n — m), symetryczna i dodatnio okreslona

i algorytm estymacji parametréow barycentrycznych

b = I YT(E, 6,60, 60) 5, (4.74)
gdzie:
i-ty (1 = 1,...,p) wiersz macierzy Y7 jest zdefiniowany przez
Y;'T = [ ‘]i(f)flr + Ci(é‘agl) 517' 4 gz(ﬁ) ]T) (475)
I' - macierz wzmocnienia algorytmu estymacji rozmiaru p x p, symetryczna, dodatnio
okreslona.

Réwnania ukladu (4.63-4.70) z zamknieta petle sprzezenia zwrotnego mozemy przedstawié¢ w
ponizszej postaci:

$§ = J~1(6 + €14, &2) [Y(e + &4, s — Ae + §'1d, €2, éld — Ae, (4.76)
10 — As + A2e) 0 — C(e+ &a, s — Ae+ &g, §2)s — Kps);

é = s— Ag; (4.77)

0 = —TV'YT(e+ £, s — Ae+ Era, €2, b1 — Ae, E1a — As + A%€) s; (4.78)

& = Sale+&ua, &2)(s — Ae + &) (4.79)
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Dla powyzszego ukladu proponujemy nastepujaca funkcje Lapunowa:

L
V(t,e,s,0,6) = 55" Jle+&wa,&)s + 567 T6, (4.80)

¢

Réwnania zamknietej petli sprzezenia zwrotnego i wlasnosé skosnej symetrycznosci (Wlasnosé
4.4) pozwalaja na zapisanie V (¢, e,s,0,&,) w postaci:

Vite s,0,6) = —sT Kp s. (4.81)
Funkcja Lapunowa V (¢, s, e, 0, £,) jest nierosnaca a zatem
V(ta S, €, éa 62) S ‘/(07 S(O)’ 6(0)7 5(0)7 52(0))

Ograniczonos¢ od gory V(t,s,e,é,fz) implikuje ograniczonosé s, 0 a takze przez definicje s,
ograniczonos¢ e i é. 7Z kolei, jezeli trajektoria zadana jest ograniczona, wowczas mozemy
stwierdzi¢ (przy pomocy réwnania (4.76)), ze $ jest ograniczone, a zatem v jest ograniczo-
ne i V jest jednostajnie ciagla. Stosujac standardowy lemat Barbalata [51] otrzymujemy:

Jim V(t e s,06)=0 (4.82)
a zatem
tlim s(t) =0, (4.83)

co ostatecznie pozwala wyciagnac¢ wniosek

lim e(t) = 0. (4.84)

t—o00

Rozpatrywany algorytm sterowania adaptacyjnego zapewnia globalna asymptotyczna zbieznosc
do zera bledu $ledzenia e oraz ograniczonos¢ tego bledu i jego pochodnej é dla dowolnej wartosci
&,, jezeli macierz Sy(€) jest ograniczona jednostajnie.

4.2.6 Sterowanie przy pomocy wyjsc linearyzujacych dla kolowych
robotow mobilnych

Celem tego podrozdzialu jest pokazanie, ze zaloZenie o jednostajuej ograniczonosci (Zalozenie
4.3) S3(€) jest spelnione w przypadku kolowych robotéw mobilnych. Jak wspomnielismy w
rozdziale 2.2 istnieje 5 podstawowych typow robotéw mobilnych. Dla kazdego ze wspommnianych
typéw istnieja wyjécia linearyzujace, ktére posiadaja nastepujace wlasnosci [10]:

o {; jest wektorem skladajacym sie wylacznie ze wspélrzednych nogdlnionych opisujacych
pewne katy;

e macierze J(£), C'(€,v) i B(£) sa ograniczone jednostajnie dla dowolnej wartosci &;

o 55(£) jest ograniczona jednostajnie ze wzgledu na €.

W celu ilustracji wymienionych powyzej wlasnosci modeli kolowych robotéw mobilnych doko-
namy analizy dwukolowego robota mobilnego (Rys. 4.12).
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Rys. 4.12: Schemat kinematyczny robota dwukolowego.

Przyklad 4.1 Model matematyczny kinematyki i dynamiki dwukotowego robota mobilnego.
1. Ruch rozpatrywanego robota jest opisany przez wektor wspolrzednych wogdlnionych postaci:

q = (-"3, y, 0, 1, )T,

gdzie:
x,y — wspolrzedne kartezjanskie polozenia robota;
0 — orientacja robota na plaszczyznie;
i — kat obrotu i-tego kola (i =1, 2).

2. Korzystajac z metod wyznaczania ograniczen oraz wyznaczania rownain kinematyki opisanych
w rozdziale 2 rozprawy, otrzymujemy:

[ —sind 0 ]
cos ¢ sind 0 0 O COS() (1)
AT(¢)=| —sin® cos®@ L R 0 |; S(q) = 1 _L ]
sinf —cosf L 0 R R R
1 _L
L R R
gdzie:
L, R - parametry geometryczne.
3. Definicja &, &
; 0
x —esind
So= [ ] ;o b= | Y1 |;
0
Yy + ecos s
i odpowiadajgca jej postac Sy(€):
—%cos& —%sin@
S2(€) = | %sinf + % cosd — % cosf + X sind

=1

Rsi119+2%0030 %cosﬂ—{-;%siu()
Jak latwo zauwazyé, S;(€) jest jednostajnie ograniczona.
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4. Postaé energii calkowitej rozwazanego robota mobilnego we wspolrzednych &:

Ek(éa 5)

gdzie:

1
2

1
2

ot 1 . .
+e20%] + 5 (47 + 4)),

e M - masa skrzyni wozka;

e I, - moment bezwladnosci skrzyni wozka;

e [ - moment bezwladnosci kola;

e M; - masa kola;

o M + 2Mj - masa calkowita robota;

o [, +2ML?* - calkowity moment bezwladnosci robota.

5. Wybor parametrow barycentrycznych:

° Iz—}-QMkLZ,'
o M +2My;

o [;.

6. Postaé macierzy J(£), C(&,v) 1 B(€):

gdzie:

15(¢)

fo
th

I(€) = (e + 3 L{€)0:

[ sin? 6 —sin  cos 0
)
| —sinfcost cos? 0
[ L cos?0
e

L sinfcosd
€
)

1

| & sinfcosd —e%sinzﬂ

Iy;
M + 2My;
Iz + 2MkL27

[ (o3 2 L2 . .20V2 o L? 2
(sin® 0 + & cos*0) 5z sinbfcosO(m — 1)z

. 2 ? : 2 . . ;
| sinfcos0(% —1)7%  (cos?0 + L sin’0)%

(I, + 2M L2)0? + (M + 2M,)[€2, + 26110e cos 0 + €2, + 261,0esin 0 +



(f’ U) - ( () fa U 00 + Z ( fa la (-LS())

——2zsinfcos (1 — g—;) ——2z(sin® 0 + > cos? 0)
(v1cosb + vy sin 0) (vicost + uz sin )
C’()(f,v) = )
22 (cos? 0 + & > sin? 6) ——Zzsinfcosf(—1 + Lz)
(vicost + vz sin ) (vlcos() + vy sin f)
[ —Z%sinfcosd —1(cos? § — sin® 9)
(v1cosh + vy sin @) (vicosl + vy sin d)
Cl(‘f’v) = )
—1(cos? 8 — sin® 0) 2sinfcosd
| (vicost + vysind)  (vicosf + vz sinf)
[ 2}3— sin @ cos 6 —e% cos? 6
(v1cosd + vy sin ) (n cost + vy 8in )
C)(f,'l.)) = ;
L sin® O(vicost + vysind)  —%sinfcosd
(v1cos + vy sin @) (vicos + v, sin 6)
%sin()-{-%cosﬂ -——smH+ cos )
G(&) = : (4.87)

1 L o
— c089+ sm@ ﬁcos()—i—eRsm()

Jak widaé, macierze [(€), C(€,v) ¢ G(&) sq jednostajnie ograniczone ze wzgledu na €.

4.2.7 Wiyniki symulacji komputerowej

Wyprowadzony w poprzednim podrozdziale model matematyczny kinematyki i dynamiki dwu-
kolowego robota mobilnego wykorzystamy do wyznaczenia algorytmu sterowania najpierw przy
zalozeniu o znajomosci, a pdzniej przy nieznajomosci wartosci parametréow barycentrycznych.
Nalezy zauwazy¢, ze model dwukolowego robota mobilnego mozna otrzymac zaniedbujac od-
dzialywanie kola przedniego robota mobilnego typu (2,0). W efekcie, do badan symulacyjnych
przyjeto wartosci parametrow parametréw, ktére zostaly wyznaczone dla robota mobilnego
" Ulisses” [24]:

e parametry barycentryczne:
- M +2M; = 12.8 kg;
— I, + 2M L? = 0.111 kg m?;
— I, = 0.00025 kg m?;

e parametry geometryczne:

- R=0.05m;



- L =0.23m;

- ¢=0.23m.
Przedmiotem badan symulacyjnych bylo sledzenie trajektorii zadanych o ponizszej postaci:

1. linia prosta:

o &ua(t) é?

o bu(t) = §;

o 04(t) = %;

2. okrag

o £14(t) = rcosby;
o £34(t) = rsinfby;
o 04(1) = -;-;

e r=23m.

1. Zachowanie dwukolowego robota mobilnego przy sterowaniu wykorzystujacym znajomos
wartosci parametréw barycentrycznych.

1 1

1.2
1.2

1 1
. 0.8
i 0.6
o 0.4
0.2 0.2

CF) o IX; 0.8 1 17 f 22 R 0.8 5.8 1 12 .

Rys. 4.13: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu wykorzystujacym znajomosc¢ wartosc
parametréw barycentrycznych dla By = 2 i R, = 5 (trajektoria zadana - linia prosta).
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Rys. 4.14: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu wykorzystujacym znajomosc wartosci

parametrow barycentrycznych dla By = 21 R; = 5 (trajektoria zadana - okrag).

1 Y
12 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

02 R X 0.8 1 W R} ] I3 0.8 1 (E e

Rys. 4.15: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu wykorzystujacym znajomosé wartosci
parametrow barycentrycznych dla Ry = 51 R, = 2 (trajektoria zadana - linia prosta).
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Rys. 4.16: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu wykorzystujacym znajomosé¢ wartosc:
parametréow barycentrycznych dla By =21 R, = 5 (trajektoria zadana - okrag).

2. Zachowanie dwukolowego robota mobilnego przy sterowaniu adaptacyjnym.

! 1
2.5 2.5}
2 r
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
;i i i A iy . . A _
0.5 1 1.5 2 2.5 0.5 1 1.5 2 2.5

Rys. 4.17: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu adaptacyjnym dla by = ky = 5 i
A = 0.4 (trajektoria zadana - linia prosta).
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Rys. 4.13: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu adaptacyjnym dla ky = ky = 5 i
A = 0.4 (trajektoria zadana - okrag).

1 1
2.5 2.5
2 2
LS 1.5

0.5 0.5

0.5 1 1§ 2 2.5 05 1 T3 2 75

Rys. 4.19: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu adaptacyjnym dla ky = ky; = 51
A = 2.5 (trajektoria zadana - linia prosta).
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1 2 X 1 2 :
Rys. 4.20: Zachowanie robota mobilnego przy sterowaniu adaptacyjnym dla A&y = Ak, = 5

A = 2.5 (trajektoria zadana - okrag).

4.2.8 Whnioski z badan symulacyjnych

Prezentacje wnioskéw sformulowanych na podstawie symulacji rozpoczniemy od omowienia
rzebiegow dotyczacych nieadaptacyjnego algorytmu sledzenia.
) < ) J

1. Zachowanie algorytmu sterowania przy pelnej znajomosci wartosci parametrow barycen-
trycznych.
e Badany algorytm zapewnia zbieznosé¢ eksponencjalna do zera bledu sledzenia e.

o Wykorzystujac klasyczna metode analizy stabilnosci dla ukladu sledzenia, otrzymu-
jemy nastepujace warunki:

— R, > 2y/R, - sledzenie trajektorii zadanej bez przeregulowan:
— R, < 2\/R; - charakter oscylacyjny sledzenia trajektorii zadanej.
Przedstawione powyzej zaleznosci zostaly potwierdzone przez badania symulacyjne.

e Nie stwierdzono jakosciowych zmian przebiegu sledzenia przy réznych wartosciach
poczatkowych 8y i &qo.

e Podczas symulacji orientacja 0(¢) robota pozostawala ograniczona.

2. Zachowanie algorytmu sterowania adaptacyjnego przy sterowaniu adaptacyjnym (algo-
rytm Slotine’a-Li [52]):

e Badany algorytm zapewnia zbieznosé asymptotyczna do zera bledu sledzenia e.
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Zaproponowany algorytm sterowania adaptacyjnego sledzi trajektorie zadana (linia
prosta, okrag).

7, analizy stabilnosci zamknietej petli sprzezenia zwrotnego otrzymujemy:
— k > 4A - Sledzenie trajektorii zadanej bez przeregulowan;
— k < 4A - $ledzenie trajektorii zadanej o charakterze oscylacyjnym.

Otrzymane na podstawie analizy teoretycznej warunki zostaly potwierdzone przez
badania symulacyjne.

Nie zaobserwowano jako$ciowych zmian przebiegu sledzenia przy réznych wartosciach
poczatkowych 6g 1 &qo.

W czasie wykonywania symulacji orientacja 6(t) dwukolowego robota mobilnego po-
zostawala ograniczona.
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Rozdzial 5

System programowy do wyznaczania
modeli matematycznych kinematyki i
dynamiki kolowych robotow
mobilnych

Niniejszy rozdzial opisuje zestaw procedur dla systemu obliczen symbolicznych MATHEMA-
TICA, ktére stuza do automatycznego generowania modeli kinematyki i dynamiki kolowych
robotéw mobilnych. Uzytkowanie wspomnianego oprogramowania wymaga uprzedniego zain-
stalowania pod dowolnym systemem operacyjnym pakietu obliczen symbolicznych MATHE-
MATICA wraz z pakietem standardowym ANIMATION. Poprawne dzialanie opisanych pro-
cedur zostalo sprawdzone na stacji roboczej HEWLETT PACKARD 9000 Model 716/64 pod
systemem UNIX z zainstalowanym programem MATHEMATICA wersja 2.2. W kolejnych
podrozdzialach przedstawiamy opis dzialania i uzytkowania:

e procedury do wyznaczania modeli kinematyki kolowych robotéw mobilnych (rozdzial 5.1).

e procedury do wyznaczania modeli dynamiki kolowych robotéw mobilnych (rozdzial 5.2).

5.1 Wyznaczanie modeli kinematyki kolowych robotéw
mobilnych

W rozdziale 2.2 rozprawy zostala opisana metoda wyznaczania modelu kinematyki kolowych

robotéw mobilnych. Schemat blokowy wspomnianej metody przedstawiono na Rys. 5.1. W

sklad prezentowanego w tym podrozdziale oprogramowania wchodza dwie procedury, ktére
pozwalaja na uzyskanie nastepujacych funkcji:

e wykonanie schematycznego rysunku robota mobilnego zdefiniowanego przez charakterystyke
geometryczna kél (Procedura Pokmodel)

e generowanie nieholonomicznego modelu kinematyki robota mobilnego na podstawie charak-
terystyki geometrycznej kél (Procedura Obmodel). '
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Kazda z wymienionych procedur wykorzystuje dane o charakterystyce geometrycznej kol, prze-
chowywane w zmiennej globalnej, ktérej przypisuje si¢ wartosci zgodnie z przedstawiona ponizej
specyfikacja:

CHGKParam = {{lla dl) Qi, /31a717 H'l) (]51 }a {127 d‘l; g, /32a V25 B)"Za ¢2} o '}a (51)
gdzie:
l;,d;, a;, B, Vi, Ri, ¢; - parametry geometryczne poszczegdlnych kol robota mobilnego,
czyli odleglosci i katy opisujace polozenie i orientacje kol.

|
|
|
|
|
|
|
|
WE ! CHGK OK PM |
—_—L WO A .l
|

|

|

|

|

|

|

|

Rys. 5.1: Schemat blokowy metody generacji modelu nieholonomicznego kinematyki kolowego
robota mobilnego.

gdzie:
o CHGK - charakterystyka geometryczna kol;
e WO - blok wyprowadzania ograniczen kiﬁematycznych;
e OK - ograniczenia kinematyczne;
e ZJ - blok wyznaczania jadra macierzy A7(q);
e MK - model kinematyki.

Jak latwo zauwazy¢, zmienna C'HG K Param ma postac¢ k-elementowej listy siedmioelemen-
towych list, gdzie k jest liczba kél rozpatrywanego ukladu jezdnego. W programie Zrédlowym
zawarte sa przykladowe charakterystyki geometryczne kdl dla podstawowych typow robotow
mobilnych:
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CHGKParam1 - robot mobilny typu (2,0);

e
e CHGKParam?2 - robot mobilny typu (1, 1);
e CHGKParam3 - robot mobilny typu (3,0);

(
e CHGKParam4 - robot mobilny typu (2, 1);

CHGKParam5 - robot mobilny typu (1,2).

Uruchomienie programu odbywa si¢ przez wydanie komendy: << zrodlo.tzt. Procedura Pok-
model pozwala na otrzymanie na ekranie rysunku robota mobilnego zdefiniowanego przez
charakterystyke geometryczna kél zawarta w zmiennej postaci CHGKParam. Przykladowe
wywolanie opisywanej procedury postaci Pokmodel[CHGKParaml] powoduje pojawienie si¢' w
okienku graficznym systemu MATHEMATICA rysunku, ktéry przedstawia robota mobilnego
typu (2,0).

3pnu f'l | L=] X n R=0.5

Rmo.s L] Lel. Ll oniz

d=0.5
phil
f betal

1

Rys. 5.2: Schemat kinematyczny robota mobilnego typu (2,0).

Z kolei procedura Obmodel zwraca uzytkownikowi okienko graficzne z pelna analiza mobilnosci
robota okreslonego przez charakterystyke geometryczna kél. Przykladowe wywolanie procedury
postaci Obmodel[CHGKParam2] umozliwia uzytkownikowi wyznaczenie modelu kinematyki

robota mobilnego typu (1,1).

KINEMATIC MODEL

x‘[t)=-1. vl Sin(betal] Sin{Theta]

Y‘lt)=vl Cos|Thata) Sin{betal]

Theta’|t|=vl Cos|betal]

batal’[t)=v2

phil’[t]=-1.ev1*(2.%Cos[betal]"2 + 2.+*Sin|beta
Phiz‘[t)=-1.v1¢(2.¢Cos[batal] + 2.*Sin(betal)
Phi3‘(t|==1.°vie(2.Con{batal] ~ 2.%Sin(betal]

Rys. 5.3: Model kinematyki robota mobilnego typu (1,1).
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5.2 Wyznaczanie modeli dynamiki kolowych robotéow
mobilnych

7Z rozwazan przeprowadzonych w rozdziale (1.2) wynika, ze rownania dynamiki mozna zapisaé
w postaci:
D(q)n + E(q,n)n = R(q)u, (5.2)
gdzie:
VK (9)5(q);
(DK (q)S(q) + Clq, S(q)n)S(q)];

Zadaniem procedury sluzacej do automatycznej generacji modelu dynamiki jest wyznacze-
nie modelu w postaci opisanej przez (5.2). Zasade dzialania prezentowanego oprogramowania
przedstawia Rys.5.2.

—— EK

q MD
wo T

CHGK

KN

| |
| |
| |
| MK 1 S(([) |
| |
| |
T |
| |

Rys. 5.4: Procedura wyznaczania modelu dynamiki kolowego robota mobilnego - Moddyn.
gdéie:
e PB - lista parametréw barycentrycznych;
e CHGK - charakterystyka geometryczna kol;

e KN - lista z informacjami na temat sterowania robota;

e WO - blok wyznaczania wektora wspélrzednych uogdlnionych na podstawie CHGK;
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e EK - blok wyznaczania energii kinetycznej robota mobilnego;
e MK - blok wyznaczania modelu kinematyki kolowego robota mobilnego;

e MDYN - blok wyznaczania réwnai dynamiki kolowego robota mobilnego.

Zasade dzialania blokéw WO i MK przedstawiono w rozdziale 5.1 rozprawy. Z kolei w rozdziale
3.3 wyprowadzono ogdlne zaleznosci opisujace energie kinetyczna kolowego robota mobilnego.
ktore wykorzystano przy implementacji bloku EK. Koicowym etapem dzialania procedury jest
blok MD. Z Rys.5.2 wynika zatem, ze zadaniem procedury Moddyn jest wyznaczanie réwnan
dynamiki na podstawie list CHGKParam, PB, i KN.

Specyfikacja listy CHGKParam, w ktérej przechowywane sa dane o charakterystyce geome-
trycznej kol, zostala przedstawiona w poprzednim podrozdziale. Kolejna lista z danymi jest
PB. Przypisanie do zmiennej globalnej PB odbywa sie zgodnie z ponizsza specyfikacja:

PB = {{1‘/17 I? Pl) P'l}, {A/[k'Zy 1k'2) RkZ»wk'Z} cee {A/Ik/ca ]kk> Rkkawkk}}a
gdzie:

M - masa skrzyni robota mobilnego;

e [ - moment bezwladnosci skrzyni robota mobilnego wzgledem osi Zy;

Py, P, - momenty rzedu | skrzyni robota mobilnego wzgledem osi Z;;

My; - masa i-tego kola;
e [;; - moment bezwladnosci :-tego kola;

Ry; - promien i-tego kola;

o wy; - grubosc i-tego kola.

Ostatnia z list, KN, zawiera informacje, ktére ze wspédlrzednych uogdlnionych sa napedzane
przez sily zewnetrzne. Ponizej przedstawiono sposéb przypisywania wartosci dla elementow
listy KN:

KN = {dy,d,...,d,},

gdzie:
4 = 1 — i-ta wspolrzedna uogdlniona jest napedzana przez sile zewnetrzna;
v 0 — w przypadku przeciwnym;
n — wymiar wektora wspélrzednych uogdlnionych;

W programie zrédlowym zrodlo.txt umieszczono przykladowe postacie list PB i KN dla naste-
pujacych typéw robotéw mobilnych:

e PBI1, KNI - robot mobilny typu (2,0);

e PB2, KN2 - robot mobilny typu (1,1);
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e PB3, KN3 - robot mobilny typu (3,0);
e PB4, KN4 - robot mobilny typu (2, 1);

e PB5, KN5 - robot mobilny typu (1, 2).

Przykladowo, wywolanie postaci:

Moddyn(CHGKParam2,PB2,KN2)

umozliwia obliczenie modelu dynamiki robota mobilnego typu (1, 1). Z uwagi na duza zlozonos¢
niektorych modeli dynamiki i wynikajace stad komplikacje z ich wizualizacja graficzna, zostaly
utworzone dodatkowo nastepujace procedury:

e Drdq - wyprowadzanie na ekran postaci macierzy D(q) (patrz zaleznosé (5.2)):
e Dreq - wyprowadzanie na ekran postaci macierzy £(q,n);

e Drrq - wyprowadzanie na ekran postaci macierzy R(q).
W efekcie, wywolanie w nastepnym kroku:
Drdq][ ]

powoduje wyprowadzenie na ekran postaci macierz D(¢q) dla robota mobilnego typu (1,1).

THE FORM OF MATRIX D(q):

dl1=0.3%T + 0.5°M + 1.021666666666667 Mkl + 2.043333333333333*Mk2
+ 0.5°I*Cos|2.°betal|t]] = 0.35*M*Cos|2.*betal|t|| + 0.001666
666666666705 °Mk1*Cos(2.%betal(t]] + 0.00333333333333341°Mk2°C
os(2.%betal{t]|] + 0.29°Mk1*Cos|[2.*(batal(t] - l.*Theta(t])] -
0.259°Mk2*Cos(2.%(betal|t] - 1.*Theta|t])| - 0.23*Mki*Cos(2.~
(betal|t) + Theta|t))] + 0.25°Mk2*Cos[2.%(becal(t] + Theta|t]
)] - 0.3°Mk1*Sin{2.°*betal(t]] = 0.23*Mk1*Sin[2.*(betal(t] = 1

.*Theta(t])] = 0.23°Mk1°Sin(2.*(betal(t] + Theta(t])]

Rys. 5.5: Posta¢ macierzy D(q) dla robota mobilnego typu (1,1).
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Rozdziat 6

Wnioski konncowe

Przedmiotem niniejszej rozprawy byly nastepujace dwa problemy:

Problem 1 Znalezé metode umozliwiajgcq wyznaczanie w sposéb systematyczny modeli kine-
matyki © dynamiki prostych (pojedynczy robot) i wielocztonowych kotowych robotéw mobilnych.

Problem 2 Zaprojektowaé adaptacyjny algorytm sterowania dla kolowych robotow mobilnych
wykorzystujacy znane algorytmy sterowania adaptacyjnego dla robotow manipulacyjnych.

Uzyskane w rozprawie rezultaty w odniesieniu do pierwszego z powyzszych probleméw obejmuja
metode wyznaczania ograniczen kinematycznych w oparciu o notacj¢ Denavita-Hartenberga
dla prostych (Rozdzial 2.1) i wieloczlonowych (Rozdzial 2.3) kolowych robotéw mobilnych.
W rozprawie zaproponowano metody wyznaczania rownan kinematyki dla tego typu ukladow
mechanicznych (Rozdzialy 2.2 i 2.4). Wyprowadzono ogdlne zaleznosci, ktére umozliwiaja wyz-
naczanie energii kinetycznej kolowych robotéw mobilnych (Rozdzial 3).

Wyniki badain nad Problemem 2 poprzedza przeglad podstawowych algorytmoéw sterowania
stosowanych dla ukladéw z wiezami nieholonomicznymi zilustrowany przykladowymi symulacja-
mi komputerowymi (Rozdzial 4.1), ilustrujacy specyfike sterowania ukladéw nieholonomicznych.
Dla drugiego z probleméw, sformulowano warunek wystarczajacy, ktory pozwala na wyko-
rzystanie do sterowania kolowych robotéw mobilnych algorytmoéw sterowania adaptacyjnego
ukladéw holonomicznych (np. robotéw manipulacyjnych) spelniajacych zalozenia T'wierdzenia
4.4. Rozwazania teoretyczne uzupelniono badaniami symulacyjnymi, z ktérych wynikaja na-
stepujace wnioski:

1. zaproponowany algorytm sterowania adaptacyjnego pozwala na sledzenie trajektorii za-
danych (takich jak okrag, linia prosta);

2. wartosci poczatkowe wektora stanu £(¢) nie maja wplywu na charakter przebiegu sledzenia
trajektorii zadanej;
3. orientacja robota #(t) pozostaje ograniczona w trakcie sledzenia ($ledzenie z wewnetrzna

stabilnoscia);

4. algorytm sterowania wykorzystujacy znajomosé¢ wartosci parametréw barycentrycznych
zapewnia zbieznoéé¢ eksponencjalna do zera bledu sledzenia, natomiast algorytm sterowa-
nia adaptacyjnego - zbieznos¢ asymptotyczna.
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Prezentacje wynikéw rozprawy konczy przedstawienie zasady dzialania i sposobu uzytkowania
procedur napisanych pod systemem obliczen symbolicznych MATHEMATICA, ktére sluza do
automatycznego wyznaczania modeli kinematyki i dynamiki kolowych robotéw mobilnych.
Podczas badan, ktére weszly w zakres niniejszej rozprawy, wylonily sie nowe perspektywy
badawcze obejmujace, miedzy innymi, nastepujace zadania:

e systematyczne wyprowadzenie ograniczen kinematycznych dla robotéw mobilnych poru-
szajacych sie w przestrzeni tréjwymiarowej i opracowanie odpowiedniej metody wyznacza-
nia modeli kinematyki (uogélnienie metody przedstawionej w rozprawie);

e klasyfikacja kolowych robotow mobilnych dzialajacych w przestrzeni tréojwymiarowej;
e opracowanie nowych algorytméw i nowych realizacji algorytméw do sterowania kolowych
robotow mobilnych:
— uniwersalnych algorytméw sterowania adaptacyjnego [39];
— realizacji algorytmoéw sterowania z wykorzystaniem obliczenn neuronowych.

e weryfikacje na modelu fizycznym robota mobilnego wybranych algorytmoéw sterowania
adaptacyjnego spelniajacych zalozenia Twierdzenia 4.4.

e rozszerzenie pakietu oprogramowania o elementy wspomagajace nastepujace czynnosci
projektowe:

- wyznaczanie modeli dynamiki pojedynczych kolowych robotéw mobilnych z uwzg-
lednieniem dynamiki silnikéw napedzajacych [24];
- wyznaczanie modeli kinematyki wieloczlonowych robotéw mobilnych [25];

- automatyczne projektowanie algorytméw sterowania przy znajomosci postaci sym-
bolicznej modelu kinematyki 1 dynamiki robota mobilnego;

- wyznaczanie $ciezek ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej i roboczej z uwzglednieniem
ograniczen nieholonomicznych.
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