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Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie modelu teoretycznego zjawisk, ktére maja
dominujacy wptyw na charakterystyke dielektryczna tkanki w przedziale dyspersji o
i dyspersji 8. Rozwazania oparte sa na publikowanych w literaturze wynikach ekspe-
rymentalnych pomiaru zespolonej podatnosci dielektrycznej x (w) = x' (w) —ix” (w)
w sinusoidalnie zmiennym polu elektrycznym w obszarze od 10° Hz do 10° Hz,
gdzie obserwuje sie¢ dyspersje a i dyspersje 8. Dane te, pochodzace z badanh prze-
prowadzonych zaréwno na tkankach zwierzecych jak i rodlinnych, wykazuja znaczne
podobienstwo charakterystyk dielektrycznych réznych tkanek, co moze $wiadczyé
o jednakowym charakterze wystepujacych tam zjawisk, niezaleznie od typu tkanki.
Dyspersja « i dyspersja B nie wynikaja ani z klasycznej dyfuzji jonéw obecnych
w tkance, ani odpowiedzi dipoli zawartych w niej zwiazkéw chemicznych. Z tej przy-
czyny do interpretacji tych obszaréw nie mozna zastosowaé klasycznych rozwigzan
teoretycznych opracowanych dla relaksacji dipolowej lub klasycznej dyfuzji. Nalezy
dodac, ze na przebieg charakterystyki dielektrycznej w obszarze dyspersji a i 3 maja
wplyw zmiany patologiczne tkanki. Dlatego badania, ktére mogtyby przyblizyé cha-
rakter wystepujacych tam zjawisk sa tak wazne i interesujace.

Do opisu zachodzacych w tkance zjawisk molekularnych proponujemy podejscie
probabilistyczne, ktére umozliwia dobry opis ukladéw ztozonych o wielu elemen-
tach sktadowych. Wykorzystany w pracy aparat matematyczny opiera sie na teorii
twierdzen granicznych dla sum zmiennych losowych, przy czym rozktady stabilne,
otrzymane w tych twierdzeniach jako rozklady graniczne, stanowia naturalne uogél-
nienie rozkltadu normalnego, najczesciej stosowanego do analizy zjawisk fizycznych.
Rezultaty rozwazan teoretycznych poparte sa symulacjami komputerowymi.

Przedstawione w pracy wyniki, umozliwiajace nowa interpretacje badanych cha-
rakterystyk dielektrycznych, moga zosta¢ zastosowane zaréwno w dziedzinie me-
dycyny [1]-[3], jak réwniez do analizy charakterystyk nie-biologicznych materiatéw
hoppingowych, ktére wykazuja odpowiedz typu LFD (ang. ”Low Frequency Disper-
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sion”).

Praca podzielona jest na pig¢ czesci. W czeSci pierwszej zapoznamy czytelnika
z typowym przebiegiem charakterystyki dielektrycznej tkanki, przyjety w niej zosta-
nie réwniez pewien model tkanki, ktéry utatwi nam dalsza analize jej charaktery-
styki. W czesci drugiej przeprowadzona bedzie Scista analiza zjawisk dyfuzyjnych za-
chodzacych w tkance, co umozliwi interpretacje przedziatu dyspersji c.. W czesci trze-
ciej rozwazony zostanie wplyw niejednorodnej struktury tkanki na jej wlasciwosci
dielektryczne i wynikajaca stad posta¢ dyspersji f. Wnioski zostang zaprezentowane
w Podsumowaniu. Informacje dodatkowe przedstawione zostang w rozdziale 5, sta-
nowiacym dwuczesciowy Dodatek. Opisane beda tam wtasnosci zmiennych losowych
o rozkladach stabilnych i z obszaréw przyciagania rozktadéw stabilnych oraz podany
przeglad literatury prezentujacej wtasno$ci dielektryczne okreslonych tkanek.

Sktadam serdeczne podzigkowania prof. Karinie Weron za opieke naukowa i po-

moc w przygotowaniu pracy doktorskiej.



Rozdziat 1

Wtlasnosci dielektryczne tkanki

1.1 Charakterystyka czestotliwoSciowa tkanki

Wtasciwosci dielektryczne uktadéw biologicznych takich jak biatko [4]-[6], DNA
[5, 7], blona biologiczna [8]-[16], tkanka roslinna [17, 18] oraz tkanka zwierzeca [2]-[5],
[18]-[26] budza duze zainteresowanie biofizykéw i lekarzy. Badany jest takze wptyw
réznych czynnikéw (temperatura, proces starzenia sie materiatu czy wystepowanie
stanéw patologicznych) na ksztalt otrzymanej charakterystyki dielektrycznej. Wynik
pomiaréw przedstawiany jest w postaci zaleznosci zespolonej podatnosci dielektrycz-
nej x (w) = x' (w) — ix” (w) od czestotliwoéci w przytozonego pola elektrycznego.
Relaksacje dielektryczng materiatéw biologicznych bada sie poprzez umieszcze-
nie prébki w zmiennym polu elektrycznym, w przedziale od 10™* Hz do 10! Hz, przy
niewielkiej, bezpiecznej dla materiatu biologicznego amplitudzie sygnatu. Pole powo-
duje wzrost wektora polaryzacji, opézniony w stosunku do zmian pola. Opéznienie
to wynika z wtasno$ci oérodka, a gtéwnie jego lepkosci i bezwtadnosci tadunkéw elek-
trycznych zmieniajacych swoje potozenie pod wplywem pola elektrycznego. Ogdlny
zwiagzek pomiedzy wektorem polaryzacji P a wektorem natezenia pola elektrycznego
E wyraza sig¢ réwnaniem [27]:
P = x&oE, (1.1)

gdzie g jest przenikalnoécig dielektryczng prézni, x podatnoécia dielektryczng ba-
danego o$rodka. Mierzac podatno$¢ dielektryczna materiatu, ktéra zmienia sie wraz
z czestotliwo$cia zewnetrznego pola elektrycznego, mozna wnioskowaé¢ o wtasno-
Sciach badanego osrodka. '
Duze znaczenie ma takze charakterystyka czasowa, ktéra odzwierciedla proces
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relaksacji materiatu spolaryzowanego uprzednio prostokatnym impulsem elektrycz-
nym. W wyniku pomiaréw uzyskujemy zalezno$¢ pradu depolaryzacji od czasu, ktéra
jest réwnowazna funkcji odpowiedzi dielektrycznej f(t). Z uwagi na to, ze zmienia-
jace sie w czasie wlasnosci materiatu biologicznego bardzo utrudniaja wyznaczenie
funkcji odpowiedzi dielektrycznej, nie dysponujemy charakterystykami doéwiadczal-
nymi w dziedzinie czasu. Mozna jednak skorzysta¢ ze zwiazku taczacego funkcje
odpowiedzi dielektrycznej f(t) z podatnodcig dielektryczng x(w) wyrazajacego sie

poprzez transformate Fouriera:

X (@) =F(F(O)iw) = [ e tf(t)dt (12)

Nasza uwaga skupi sie na wtasnosciach charakterystyki dielektrycznej tkanki.
W przypadku tkanki dysponujemy dosy¢ bogatym materialem doswiadczalnym. Po-
nadto umiejetno$¢ interpretacji charakterystyki tkanki mogtaby wzbogacié nieinwa-
zyjne metody diagnostyczne, a takze wiedze o zjawiskach zachodzacych w tkance
poddanej oddzialywaniu zmiennego pola elektromagnetycznego np. w celach tera-
peutycznych. Podczas badan prowadzonych na réznych tkankach rosdlinnych i zwie-
rzecych zaobserwowano duza zbieznos¢ wynikéw uzyskanych dla tkanek réznego
pochodzenia. Poszczegdlne obszary charakterystyki zaleza oczywiscie od badanego
materiatu - widoczne tu sa zaréwno réznice gatunkowe, jak i jednostkowe. Jednak
w wiekszoéci przypadkéw ich odpowiedz dielektryczna zachowuje podobny charak-
ter. Szczegétowe dane dotyczace literatury, w ktérej mozna znalezé charakterystyki

dielektryczne przebadanych tkanek, przedstawione sa w Dodatku (rozdziat 5.2).

1.2 Model dielektryczny tkanki

Tkanka jest systemem struktur otoczonych pélprzepuszczalnymi blonami fosfoli-
pidowymi, w ktérych przestrzen miedzyfazowa wypelniona jest ptynnym medium.
Struktura taka jest komdrka otoczona blona komoérkowa o grubosci 5-10 nm oraz
wiekszosé organelli komoérkowych. Uproszczona budowe takiego uktadu dobrze re-
prezentuje model Schwanna [28, 29|, ktéry traktuje tkanke jako o$rodek przewo-
dzacy (plyn zewnatrzkomdérkowy) z zawieszonymi w nim sferycznymi czasteczkami
(komorki). Czasteczki te wypelnione sa dobrze przewodzacym plynem wewnatrzko-
moérkowym i otoczone bardzo stabo przewodzacymi membranami. Model ten mozna
rozszerzy¢ uwzgledniajac wystapienie struktur wewnatrzkomoérkowych takich jak re-

ticulum endoplazmatyczne, mitochondrium, czy jadro komérkowe. Btony biologiczne
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wystepuja rowniez na poziomie ponadkomdrkowym. Tkanke mozna wiec rozpatry-
wac jako samopodobny system membran zanurzonych w srodowisku elektrolitu. Na
to samopodobienstwo tkanki powoluja sie autorzy modeli fraktalnych tkanki [18].
Model membranowo-elektrolitowy tkanki jest oczywiscie uproszczeniem, wystarcza-

jacym jednak do modelowania jej wiasnosci dielektrycznych.

1.2.1 Budowa blony biologicznej

Blona biologiczna [30, 31| jest struktura skiadajaca sie gltéwnie z biatek i lipidéw.
Stanowi ona plynna dwuwarstwe fosfolipidowa z wbudowanymi membranowymi bial-
kami globularnymi. Na zewnatrz obu warstw blony znajduje sie¢ hydrofilowa czesé
fosforanowa, zakonczona gtéwka polarna. Wnetrze natomiast stanowi hydrofobowy
obszar niepolarnych tancuchéw weglowodorowych. Pomiedzy nimi wystepuje obszar
acetylowy.

Z badan mikroskopowych i chemicznych [30] wynika, ze utozenie fosfolipidéw
w blonie nie jest jednorodne. Fosfolipidy jednego typu moga tworzy¢ klastery w ptasz-
czyznie membranowej lub moga by¢ wybidrczo potaczone z niektérymi biatkami.
Ulozenie samych gléwek polarnych w stanie réwnowagi wynika z warunkéw ener-
getycznych. Najstabilniejsza i najsztywniejsza jest konfiguracja heksagonalna. Na
zwiekszenie plynnosci btony, moze mie¢ wplyw zaréwno temperatura, jak i obec-
nos¢ niektérych zwiazkow chemicznych.

W dwuwarstwe fosfolipidowa moga by¢ wbudowane rézne zwiazki chemiczne,
z ktérych najwazniejsze sg biatka. Ze wzgledu na ciezar czasteczkowy biatka stano-
wia przewazajacy sktadnik naturalnych bton biologicznych (ok. 60 %). Bialka maja
istotny wplyw na utrzymanie konformacji btony. O ile fosfolipidowa struktura btony
utrzymywana jest przez stabe wigzania niekowalencyjne, to usztywnienie struktury
jest spowodowane przez silne wigzania miedzy biatkami a lipidami. Najistotniejsza
jest jednak rola bialek w czynnym procesie przewodnictwa jonéw poprzez btony.
Cze$é fosfolipidowa bardzo dobrze izoluje wnetrze blony przed substancjami ze-
wnetrznymi, natomiast przewodnictwo jonéw niezbednych do podtrzymania proce-
séw zyciowych jest mozliwe dzieki wbudowanym biatkowym kanatom jonowym. Ka-
natéw tych brak w badanych czesto blonach syntetycznych - tzw. BLM (ang. ”Black
Lipid Membrane”). Hydrofobowe tancuchy boczne aminokwaséw tworzacych biatka
musza znajdowaé sie na powierzchnibocznej taczacej biatka i lipidy. Gleboko$é wnik-
niecia biatka do blony lipidowej zalezy od jego budowy, a zewnetrzne fragmenty tych
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biatek posiadaja obszary natadowane elektrycznie. Fragmenty te moga stanowié pe-
wien rodzaj putapek zakldcajacych swobodny transport jondw poruszajacych sie

w elektrolicie.

1.2.2 Kanaly jonowe

Kanaly jonowe sa duzymi strukturami biatkowymi, przez ktérych wnetrze moga by¢
transportowane jony [30]. Lokuja sie one w poprzek btony lipidowej a ich struktura
ulega ciagtym fluktuacjom, przy czym tylko niektére z przyjmowanych przez nie
form sg otwarte dla przewodnictwa jonéw. Energia potrzebna do zmian konforma-
cji pochodzié¢ moze (w zaleznosci od typu kanalu) z wiazania okreslonych zwiazkéw
chemicznych, z przytozonego w poprzek btony napiecia lub fluktuacji termicznych.
Kanaly jonowe sa czesto selektywne tzn. przepuszczaja tylko okreslone jony. Badanie
przej$¢ pomiedzy stanami przewodzenia i nieprzewodzenia umozliwia bardzo czula
technika zwana " patch clamp” (nagroda Nobla dla jej twércéw w roku 1991) [30, 32],
ktora polega na pomiarze mikropipeta przeptywajacego przez btone pradu o wielko-
sci rzedu pikoamperéw. Przewodnictwo przez membrany stato sie takze przedmiotem

analizy teoretycznej (m.in. [32] - [34]).

1.3 Analiza czynnikéw ksztattujacych charakte-
rystyke dielektryczna tkanki

W oparciu o wyniki eksperymentu w charakterystyce dielektrycznej tkanki wyréznia
sie cztery przedzialy [1, 18, 28]: dyfuzji, dyspersji «, dyspersji B oraz dyspersji v
(Rysunek 1.1).

Poszczegdlne dyspersje rozdzielone sa przedzialami o niemal staltej wartosci po-
datnosci dielektrycznej. Za wystepowanie odrebnych przedzialéw odpowiada nie-
jednorodna budowa tkanki, w ktérej zachodza procesy relaksacji dipoli o réznych
momentach dipolowych oraz rozmaite procesy dyfuzyjne. (Przyblizone wartosci gra-
niczne poszczegdlnych dyspersji podane sa na przyktadzie tkanki roélinnej - Crassula
Portulacaceae [17], ktérej charakterystyka zostala zmierzona w najszerszym zakresie

czestotliwosci).

Dyfuzja - obserwowana ponizej czestotliwosci wy (ok. 1 Hz), szczegdlnie wyraznie

w gabczastej tkance roélinnej. Za charakterystyke w tym zakresie czestotli-
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log x(w)
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Rysunek 1.1: Typowe cechy charakterystyki podatno$ci dielektrycznej tkanki w fun-

kcji czestotliwosci.

wosci odpowiedzialne s3 prawdopodobnie zjawiska transportu jonéw poprzez
blony oraz relaksacja podwdjnych warstw jonowych, tworzacych sie na granicy

badanego materiatu z elektrods.

Dyspersja « - obserwowana w przedziale od wy do wy ( ok. 1 Hz - 108 Hz). Ze
wzgledu na przedstawiona w dalszej czeSci pracy interpretacje, do obszaru o
zaliczamy takze przedziat od 10° Hz do 10° Hz, w ktérym podatnoéé dielek-
tryczna x(w) zmienia sie duzo wolniej. Na charakterystyke w tym zakresie
czestotliwo§ci moze mie¢ wplyw: dyfuzja jonéw poprzez biony biologiczne,
transport jonéw wzdluz blon, przewodnictwo jonowe w medium zewnatrz-
komoérkowym, interakcje jonéw obecnych w elektrolicie z natadowanymi elek-
trycznie obszarami bton biologicznych, zjawiska miedzyfazowe wewnatrz struk-

tury dwuwarstwy fosfolipidowej btony, relaksacja statych dipoli éciany komér-
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kowej (roliny, bakterie) oraz relaksacja bardzo duzych czastek biatka wyste-
pujacych w blonach biologicznych. Dominujace jest tu jednak zjawisko dyfuzji

anomalnej jonéw, ktérego mechanizm nie zostal dotad poznany.

Dyspersja (3 - zachodzaca w przedziale od w, do w, (ok. 10° - 10° Hz). Pojawia sie
w wyniku zjawisk wynikajacych ze wspétistnienia w tkance wielu faz, interpre-
towanych teoria Maxwella-Wagnera [35], a takze niewielkiego wplywu relaksa-
cji dipoli biatek. Niektérzy autorzy rozpatruja tu réwniez zjawisko transportu

jonéw wewnatrz struktur membranowych [18].

Dyspersja 7 - zachodzaca powyzej w, (ok. 10° Hz). Wynika gléwnie z relaksacji
stalych dipoli wody.

Zauwazmy, ze na charakterystyke dielektryczna tkanki wplywaja gléwnie trzy

zjawiska relaksacyjne:
1. Dyfuzja jondw,
2. Zjawiska miedzyfazowe,

3. Relaksacja dipoli stalych i indukowanych. Charakterystyczne czestotliwosci
dyspersji dla poszczegdlnych typéw dipoli maleja wraz ze wzrastajacym roz-
miarem i masa molekularna (np. dla bialek jest to powyzej 10° Hz, a dla wody
10%% Hz). Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze duzy rozmiar dipoli bialek oraz ich
potozenie (pomiedzy $cile otaczajacymi je czasteczkami lipidéw) bardzo ogra-
nicza ich zdolno$¢ do rotacji. W efekcie wplyw statych dipoli biatkowych na

charakterystyke dielektryczna tkanki jest znikomy [1].

W dalszej czesci pracy analizowaé bedziemy jedynie gléwne zjawiska zachodzace

w przedziatach dyspersji o oraz dyspersji 5.



Rozdziatl 2

Wplyw transportu hoppingowego
jonoéw na charakterystyke
dielektryczng tkanki w obszarze

dyspersji o

2.1 Wlasnosci dielektryczne tkanki w przedziale
dyspersji o

W charakterystyce dielektrycznej tkanki dyspersja o obserwowana jest w zakresie od
wq (ok. 1 Hz) do wp (ok. 10° Hz) (Rysunek 1.1). Mozna w niej wyrézni¢ dwa obszary
charakteryzujace sie odpowiedzia typu CPA (ang. ”Constant Phase Angle”), czyli
proporcjonalnoscia czesci rzeczywistej 1 urojonej podatnosci dielektrycznej w funkcji
czestotliwo$ci. W obu przedziatach podatnosé dielektryczna zalezy od czestotliwosci

w sposéb potegowy:

w™™ dla wg <w < we,

X (w) o X" (w) { (2.1)

w™™ dla wp > w > we,

gdzie wy, we, wy oraz 0 < n, m < 1 sg staltymi charakterystycznymi dla danej tkanki,

przy czym z danych literaturowych wynika, ze n jest bliskie 1, zas m bliskie 0.
Badania nad przewodnictwem jonowym w tkance wykazaly wystepowanie la-

teralnego transportu tadunkéw o charakterze hoppingowym na powierzchni blon

biologicznych tkanki [4]. W przewodnictwie hoppingowym jony przemieszczaja sie

ki
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w sposob skokowy pomiedzy kolejnymi stanami zlokalizowanymi, w ktérych zostaja
na pewien czas zatrzymane. Podejrzewa sie, ze Zrédlem tego zjawiska moga by¢
przeskoki protonéw pomiedzy wiazaniami wodorowymi tworzacymi sie na granicy
pomiedzy woda a lipidami blony [4] lub transport tadunkéw pomiedzy zjonizowa-
nymi obszarami biatka wbudowanego w blony [36].

Wystepowanie przewodnictwa hoppingowego w tkance moze ttumaczyé podo-
bienstwo dyspersji o do zjawiska znanego pod nazwa LFD (ang. ”Low Frequency
Dispersion”), wystepujacego w dielektrykach o przewodnictwie hoppingowym. Zja-
wisko ”Low Frequency Dispersion” zostato odkryte w 1978 roku przez Chelsea Die-
lectrics Group [27, 37] i od tej pory zostalo wielokrotnie potwierdzone przez inne
grupy do$wiadczalne [38]-[45]. Obserwuje si¢ je w tych systemach dielektrycznych,
w ktérych procesy transportu no$nikéw tadunku pomiedzy stanami zlokalizowanymi
przewazaja nad klasyczna dyfuzja lub typowym zachowaniem dipolowym. W dziedzi-
nie czestotliwoéci w tym typie odpowiedzi wystepuja dwa obszary potegowej zalezno-
$ci podatnosci dielektrycznej jak w (2.1), co zostalo przedstawione na Rysunku 2.1.
Charakterystyczna dla LFD jest bardzo duza dyspersja zaréwno czesci rzeczywistej,
jak 1 zespolonej podatnos$ci dielektrycznej, wystepujaca w niskich czestotliwo$ciach,
ktérej nie obserwuje sie w innych uktadach dielektrycznych. Zachowanie takie uwaza
sie za wynik powolnego procesu transportu tadunku (cze$¢ urojona charakterystyki
czestotliwosciowej), przy réwnoczesnym jego magazynowaniu w systemie (czesé rze-
czywista charakterystyki czestotliwoSciowej). Wéréd badaczy nie ma zgodnoSci, czy
przetrzymywanie to ma miejsce we wnetrzu dielektryka, czy tez na granicy mie-
dzy dielektrykiem a jego otoczeniem. Z analizy wielu charakterystyk pomiarowych
wynika, ze odpowiedZ dielektryczna jest typu LFD, jedli speinione sa nastepujace

warunki:
1. Obecno$¢ w materiale swobodnych lub kwazi-swobodnych tadunkéw.

2. Wystepowanie w materiale stanéw zlokalizowanych, miedzy ktérymi przemiesz-

czajg sie tadunki.
3. Transport typu hoppingowego.

Charakterystyke podatnosci dielektrycznej bardzo przypominajaca charaktery-
styke typu LFD obserwuje si¢ réwniez w wielu materiatach biologicznych, takich jak
tkanka, hemoglobina, biatko, DNA i melanina [1, 4, 46, 47|. Poniewaz przewodni-

ctwo w tych materiatach speinia te same warunki, co w materiatach syntetycznych
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log x(w)

I
@ 0g ®
Rysunek 2.1: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej w funkcji czestotliwosci dla mate-

riatéw hoppingowych (zjawisko LFD).

wykazujacych LFD mozna podejrzewac, ze réwniez tutaj mamy do czynienia z tym
samym zjawiskiem. Sadzimy wiec, ze dyspersja o w charakterystyce dielektrycznej
tkanki to szczegdlny przypadek zjawiska LFD.

Do chwili obecnej brak jest pelnego teoretycznego modelu zjawiska LFD [37, 50].
Jonscher [40] sugeruje, ze wystapienie dwéch odmiennych przedzialéw charaktery-
styki podatnoéci dielektrycznej wynika z dwdch niezaleznych proceséw relaksacyj-
nych. Zalozenie to stalo si¢ podstawa klasterowego modelu zjawiska LFD [18, 39, 51].
Model ten przewiduje, ze charakterystyke typu LFD wykazywaé beda jedynie ma-
terialy o budowie klasterowej. Struktura tych materialéw jest nieuporzadkowana,

wystepuja w nich jednak pewne ograniczone obszary, ktére w przeciwienstwie do
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swojego otoczenia maja budowe regularna. Obszary te nazywane sa klasterami [39].

Zaktada sie¢, ze na charakterystyke dielektryczna dla w > w, dominujacy wplyw
majg migracje jonéw wewnatrz poszczegélnych klasteréw. W formalnym opisie tego
zjawiska rozpatruje si¢ przemieszczenie efektywnego tadunku na odlegtoéé, ktéra nie
przekracza rozmiaru klastera. Natomiast, gdy w < w, przewaza transport miedzykla-
sterowy, w ktérym dtugo$¢ skokéw czastki nie jest ograniczona rozmiarami klasteréw
1 moze si¢ ona znacznie waha¢. Warto tu nadmieni¢, ze o ile w materiatach synte-
tycznych z wartosci czestotliwosci przejscia w, mozna wnioskowaé o dtugoéci skokéw
w przewodnictwie hoppingowym [52], to w przypadku materialéw biologicznych nie
jest to mozliwe, gdyz dotychczas nie zostaly eksperymentalnie wyznaczone wszystkie
niezbedne do tego charakterystyczne state.

Istnienie klasteréw zostalo udowodnione dla wielu sposréd materialéw wykazu-
jacych LFD [39, 46, 50]. W przypadku tkanki klasterem moze by¢ kazdy element
strukturalny otoczony membrana. Okazuje sie réwniez, ze budowe klasterowa po-
siadaja takze same blony biologiczne, w ktérych tworza sie domeny. Domeny te sa
wynikiem nieréwnomiernego rozktadu biatek i lipidéw w btonie. Zaobserwowano, ze
maja one wyrazny wplyw na przebieg procesu dyfuzji (36, 48].

Réwniez w przebiegu czasowym proceséw dyfuzyjnych zachodzacych w materia-
tach o budowie klasterowej obserwuje si¢ dwa rézne zachowania [48]. W przypadku
zjawiska typu LFD prad relaksacji I(t), réwnowazny funkcji odpowiedzi dielektrycz-

nej f (t), zalezy od czasu w sposéb potegowy:

"l odla t<w]l,

2.2
2l dla t>al?h (2:2)

f(t)=f(t)0<{

Wtasnos¢ ta otrzymujemy na podstawie relacji (1.2) z wtasnosci (2.1) podatnosci

x(w) [37].
Gesto$¢ pradu j(t) opisana jest zalezno$cia:

J(t) = noqV (2),

gdzie ny oznacza koncentracje jonéw, ktéra w naszym zalozeniu jest stala, ¢- tadu-
nek migrujacego jonu, a V'(t) jego $rednig predkosé. Wnioskujemy stad, ze istnieje
zwiazek pomiedzy pradem relaksacji a potozeniem efektywnej czastki reprezentuja-

cej caty uktad:
dX (t)

I(t) x et

(2.3)
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gdzie X (t) oznacza $rednie potozenie czastki efektywnej w chwili ¢.
Dalej przedstawimy probabilistyczny opis zjawiska przewodnictwa hoppingowego
w tkance 1 pokazemy jaki charakter transporu jonowego odpowiada obserwowanemu

do$wiadczalnie pradowi relaksacji (2.2).

2.2 Btladzenie losowe jako kumulacyjny proces

stochastyczny

Zjawisko transportu hoppingowego jonéw w polu elektrycznym bedziemy interpre-
towaé za pomocg procesu bladzenia losowego. Modele btadzenia losowego wywodza
sie z rozwazan Einsteina dotyczacych ruchu Browna. Ruch Browna zostal po raz
pierwszy zaobserwowany w 1785 r. przez holenderskiego lekarza Jana Ingenhasza
na podstawie zachowania czastek wegla drzewnego na powierzchni alkoholu. Swoja
nazwe zjawisko to zawdziecza Robertowi Brownowi, ktéry w 1828 roku przedstawil
wyniki obserwacji ruchu czastek pytkéw kwiatowych, kurzu i sadzy na powierzchni
wody. Natomiast teoretyczny model tego zjawiska z 1905 roku, oparty na bladzeniu
losowym, pochodzi od Alberta Einsteina. Od tej pory stale rozwijana teoria btadze-
nia losowego bytla stosowana do interpretacji réznych zjawisk, zwiazanych nie tylko
z migracja czastek.

Modele wykorzystujace bladzenie losowe z czasem ciaglym, w skrécie CTRW
(ang. ”Continuous Time Random Walk”), zostaly zaproponowane przez Montrolla
i Weissa w roku 1965 [53]. Zaklada sie¢ w nich nie tylko losowe dtugosci skokdéw
czastki, ale réwniez losowe czasy oczekiwania pomiedzy kolejnymi skokami (Rysunek
2.2). Bladzenie losowe z czasem ciaglym jest czesto stosowane w fizyce statystycz-
nej do modelowania zjawisk dyfuzji. Szczegdlnie przydatne okazuje sie¢ w analizie
wlasno$ci dynamicznych systemdéw niejednorodnych, w ktérych wystepuje zjawisko
dyfuzji anomalnej [54]-[66]. W dyfuzji takiej Srednie przemieszczenie czastki nie jest
proporcjonalna do t/? jak w zwyktej dyfuzji, ale do t/% | gdzie d,, # 2, w zwiazku z
czym nie mozna jej opisa¢ za pomocy klasycznej teorii dyfuzji Einsteina, a rozktad
odlegtoéci R(t) osiaganej przez przemieszczajaca sie czastke w czasie ¢t odbiega od
rozktadu normalnego. Badania nad charakterem transportu lezacego u zrédet dyfu-
zji anomalnej wykazaly, ze moze on by¢ wynikiem dtugoogonowego rozktadu czaséw
oczekiwania pomiedzy kolejnymi skokami (rozdzial 5.1). Zalozenie takie stalo sie

podstawa do wprowadzenia w modelach dyfuzji anomalnej tzw. bladzen Lévy’ego
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(ang.”Lévy walks”), w miejsce ruchu Browna [54]-[66].

R(t)

Rysunek 2.2: Zalezno$¢ potozenia czastki od czasu w btadzeniu losowym CTRW.

Z powodu niejednorodnosci materiatéw biologicznych przypuszczano, ze do opisu
zjawisk dyfuzyjnych, ktére zachodza na powierzchni bton biologicznych, mozna sto-
sowa¢ réowniez rozklady dtugoogonowe. Przeprowadzone badania fluorescencyjne me-
toda FRAP (ang. ”Fluorescence Recovery After Photobleaching”) dowiodly, ze ki-
netyka czastek migrujacych wzdtuz bton biologicznych rzeczywiscie charakteryzuje
sie dlugoogonowoscia czasu oczekiwania na kolejny skok [67].

W modelach CTRW analiza asymptotycznego polozenia czastki R(t) prowadzona
jest zwykle w jezyku transformaty Fouriera-Laplace’a przy pewnych ograniczeniach
czasowo-przestrzennych [53]-[60]. Takie podejscie nie pozwala jednak w pelni wy-
korzysta¢ aparatu matematycznego proceséw stochastycznych. Nie umozliwia takze
opisu zjawiska typu LFD. Ponizej analizowaé¢ bedziemy bezposrednio odlegtosé R(t)
efektywnej czastki reprezentujacej zachowanie migrujacych jonéw, osiagnieta od
punktu startu po dlugim czasie t. Odlegto$¢ te okreslimy poprzez kumulacyjny
proces stochastyczny w jednowymiarowym btadzeniu losowym. Polozenie czastki

zdefiniowane jest wiec jako suma losowej liczby IV, skokéw o dtugosciach R;

R() =3 R, (2.4)

=0
gdzie ilo$¢ N, skokéw czastki do chwili ¢ obliczamy ze wzoru:
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k
Ny =max{k: ) T; < t}. (2.5)
1=0

Przyjmujemy Ry = 0, 7y = 0. Dtugosci skokéw {R;}iso tworza ciagg niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie; podobnie czasy oczekiwania na skok
{T;}i>0. Zmienna losowa T;, interpretowana jako czas oczekiwania, moze przyjmo-
wac tylko wartosci nieujemne, natomiast R;, ktéra reprezentuje dtugosé skoku, moze
w modelu ogélnym przyjmowac¢ wartosci dowolne. Poniewaz w rozwazanich doty-
czacych migracji jonéw skoki odbywaja sie jedynie w kierunku pola zewnetrznego
przyjmujemy, ze réwniez zmienna R; ma rozktad skupiony na pétprostej (0, c0). Po-
wyzszy opis, w ktérym rozklad polozenia R(t) wedrujacej czastki jest precyzyjnie
okreslony bez dodatkowych zalozeri ograniczajacych [61, 68], umozliwi nam wyzna-
czenie zaleznosci pradu relaksacji od czasu i okre$lenie charakteru transportu czastki

w zjawisku LFD obserwowanym w tkance jako dyspersja a [71]-[74].

2.3 Opis probabilistyczny jonowego przewodnic-

twa hoppingowego w tkance

Jednowymiarowy model CTRW zdefiniowany w rozdziale 2.2 zastosowany zostanie
do opisu ruchu czastki w procesie relaksacji tkanki. Analizowaé bedziemy przemiesz-
czanie sie czastki efektywnej, ktéra reprezentuje usrednione zachowanie migrujacych
jonéw. Losowo$¢ rozmieszczenia putapek na btonach biologicznych pozwala przyjac,
ze dlugo$¢ skoku natadowanej czastki moze by¢ opisana za pomoca zmiennej loso-
wej. Zakladamy takze, zgodnie z modelem CTRW, ze czasy oczekiwania na kolejny
skok sa zmiennymi losowymi. Przyjmujemy, ze wszystkie pary (R;,7;) maja jed-
nakowy rozklad taczny i sa niezalezne od par reprezentujacych skoki wcze$niejsze
lub pézniejsze. Rozpatrywane bedzie nieskorelowane bladzenie losowe, czyli takie,
w ktérym zmienna losowa R; jest niezalezna od zmiennej losowej 7;. Mozna zauwa-
zy¢, ze ruch czastki w procesie relaksacji charakteryzuje wystapienie dryfu u # 0
odpowiadajacego Sredniej dtugosci pojedynczego skoku.

Ze wzgledu na hoppingowy charakter transportu czastki w zjawisku LEFD oraz
wynik badan metoda FRAP przeprowadzonych dla bton biologicznych [67] nalezy
sadzié, ze czasy oczekiwania T; na kolejny skok charakteryzujg sie duza zmiennoS$cia

i moga by¢ reprezentowane przez zmienne losowe o rozktadach dtugoogonowych [70],
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czyli takich, dla ktérych:

Pr(T; > t) o t~* dla duzych ¢, (2.6)

dla pewnego A, 0 < A < 1. Rozklad czasu oczekiwania na kolejny skok nalezy
wiec do obszaru przyciagania rozktadu jednostronnej stabilnej zmiennej losowej Sy
o indeksie stabilnosci A. Poniewaz 0 < A < 1, zaréwno T3, jak S, maja nieskonczone
wartos$ci oczekiwane (T;) = (S)) = oo (rozdziat 5.1).

Chociaz definicja (2.4) jest poprawna dla dowolnej klasy rozkladéw zmiennych
R;, w klasycznych modelach CTRW zaktada sie, ze dtugo$¢ skoku R; ma skoriczong
warto$¢ oczekiwana i wariancje [70]. Nie wystarcza to jednak do wyjasnienia zjawiska
LFD. Dlatego tez proponujemy naturalne rozszerzenie zastosowanej klasy rozktadéw
z obszaru przyciagania rozktadu normalnego o rozktady dtugoogonowe, tak ze dtu-
gos¢ skokdw czastki reprezentowana jest przez zmienng losowg o rozktadzie z obszaru
przyciaggania pewnego rozktadu stabilnego (rozdziat 5.1). W proponowanym ponizej
opisie tego zjawiska przyjmujemy wiec, ze nieujemna zmienna losowa R;, reprezen-
tujaca dlugosé skoku czastki moze mieé, zgodnie z klasycznymi modelami CTRW,

skoniczona wariancje, a wiec naleze¢ do obszaru przyciggania rozktadu normalnego:
Var(R;) < oo, (2.7)

lub w pewnych warunkach zmienna losowa R; moze nie mie¢ skofczonej wariancji

1 wowczas zaktadamy, ze:
Pr(R; > r) « r~7 dla duzych r, (2.8)

gdzie 1 < v < 2, gdy dlugodci skokéw maja skonczong warto$¢ oczekiwana lub
0 < v < 1, gdy dlugosci skokéw nie maja skonczonej wartosci oczekiwanej. Mozna
zauwazyé, ze o ile wlasno$é (2.7) dotyczy skokéw o podobnej, bliskiej dryfowi p
dtugosci (Rysunek 2.3 A), to (2.8), zwlaszcza przy 0 < v < 1, odnosi sig do skokéw,
ktérych diugoéci moga by¢ bardzo zréznicowane (Rysunek 2.3 B).

Zgodnie z modelem klasterowym obecnoé¢ dwéch réznych przedziatléw w charak-
terystyce dielektrycznej systeméw hoppingowych jest konsekwencja réznego prze-

strzennego charakteru skokéw czastki, dominujacego w danym przedziale.
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Rysunek 2.3: Przyktadowe trajektorie czastki w btadzeniu losowym na ptaszczyznie
przy zalozeniu skoriczonej wariancji rozktadu diugosci skokéw (A) oraz dlugoogo-
nowego rozktadu dtugosci skokéw (B) i kilka odpowiadajacych im polozen czastki
w btadzeniu losowym zredukowanym do jednego wymiaru (ruch czastki w kierunku

prostopadlym do elektrod).
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2.3.1 Przedzial wysokoczestotliwosSciowy dyspersji o

Zgodnie z przedstawionym juz podejSciem klasterowym dominujagcym zjawiskiem
w przedziale wysokich czestotliwosci dyspersji o (w > w,) jest transport wewngatrz-
klasterowy [18, 39]. Ze wzgledu na niewielki rozmiar i regularno$¢ klasteréw skoki
maja wtedy zblizone dlugosci. Takie zachowanie jonéw przypomina ruchy rota-
cyjne dipoli, dlatego tez méwimy tu o relaksacji dipoli indukowanych [37]. Poniewaz
rozbiezno$¢ skokéw jest w tym obszarze raczej niewielka przyjmujemy, ze dtugosé
skokéw ma skonczong wariancje. Korzystajac z przejécia (1.2) pomiedzy funkcja
podatno$ci dielektrycznej x(w) a réwnowazng pradowi relaksacji funkcja odpowie-
dzi dielektrycznej f(t), dalsze rozwazania bedziemy prowadzi¢ w dziedzinie czasu.
Zachowaniu jonéw w przedziale czestotliwosci w > w, odpowiadaé beda zjawiska
w przedziale czasu t < w; .

W modelu btadzenia losowego z czasem cigglym polozenie jonu R(t) jest wyni-
kiem kumulacyjnego procesu stochastycznego. Rozklad zmiennej losowej R(t), zde-
finiowanej tak jak w (2.4) przy zalozeniach (2.6) i (2.7), to znaczy, ze dtugoéé skoku
R; ma skonczona wariancje, a czas 7; oczekiwania na kolejny skok ma rozkiad dtu-
googonowy z parametrem A, 0 < A < 1, przyjmuje dla duzych ¢ graniczng postaé
(61, 68]:

R(t) = t*H, , (2.9)
gdzie H) jest zmienna losowa o rozkladzie trans-stabilnym [82], z dystrybuanta

H,(r) okreslona wzorem:

1
H,\(r):l-—S,\ <m), (210)
w ktérym Sy(r) jest dystrybuanta jednostronnego rozkladu stabilnego o indeksie
stabilnosdci A.
Aby uzasadni¢ zalezno$¢ (2.9), pokazemy najpierw, ze przy zalozeniu (2.6) dla
dowolnego r > 0 zachodzi zbiezno$¢:
N t def 1
Pr <€A’ < r> o 11 () 1 - 8, <7~1T) , (2.11)
gdzie N; zdefiniowane jest tak jak w réwnaniu (2.5). Poniewaz N; przyjmuje tylko
wartosci naturalne, N
Pr (t—; > r) —Pr(N, > k), (2.12)
gdzie k jest taka liczba naturalna, ze

k<rt* <k+1. (2.13)
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Zauwazmy, ze k zalezy od t w taki sposéb, ze k — oo dla t — oco. Z definicji IV,

wynika, ze:

k
Pr(N, > k) =Pr (Z:/;- = t)
1=1

k

S b t
_ 1=1 "1 y
= Pr ( AV < kl/’\02> (2.14)

Dla dowolnie matego € > 0, dla dostatecznie duzych ¢ i k spetniajacych (2.13) mamy:

1 t 14¢
rl/x = E1/A < rl/a”’

i stad

k k k
SV BV T 1+e
i=1 =1 1=1 "1 =1 *1
Pr< AT < 7‘1/'\> <Pr< PR < kl/A) < Pr< I - Yy ) (2.15)

Z zalozenia (2.6) rozklad zmiennej 7; nalezy do obszaru przyciagania rozktadu sta-

bilnego Sy, a wiec dla dowolnego z > 0

]'c—lTi k—o0
Pr ;5//\ <z| = Sa(z). (2.16)

(patrz rozdzial 5.1). Z zaleznosci (2.12), (2.14)-(2.16)

Nt t—o0 1
Pe (5 27) =% 5 (53).
co réwnowazne jest zaleznosci (2.11).

Pokazemy teraz, ze z (2.11) i (2.7) wynika, ze:

R(t -
Pr (% < r> 2% b (1), (2.17)
gdzie p = (R;) # 0 (z zalozenia (2.7) 4 < 00). N; roénie do nieskoriczonosci z
prawdopodobiedstwem 1, gdy t — oo. Z prawa wielkich liczb [81] otrzymujemy
wiec:

R t — 0 . s
j(V) 2% 1 z prawdopodobieristwem 1. (2.18)
KtV

Poniewaz
R(t) _ R(t) N,
/,Lt’\ N /JNt t’\,
z relacji (2.11) i (2.18) otrzymujemy, ze prawdziwe jest (2.17), co jest réwnowazne

zaleznosci (2.9). (Zauwazmy, ze (2.9) zachodzi juz wéwczas, gdy rozktad R; ma tylko
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skoriczong wartos¢ Srednig p, tak ze zalozenie (2.7) o skoficzonej wariancji nie jest
konieczne). Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze zmienna losowa H,, w przeciwiefistwie
do zmiennej losowej Sy, ma skoficzong warto$¢ oczekiwana [82] (H,) < oco.

W oparciu o (2.9) mozemy wyznaczy¢ Srednie potozenie jonu X (t) jako wartosé

oczekiwana (R(t)) polozenia czastki:

X (t) = (R(t)) =~ t"(H,) « t*. (2.19)

-!, wyznaczona z réwna-

Funkcja odpowiedzi dielektrycznej f (t) w przedziale t < w

nia (2.3) oraz (2.19), ma zatem postac:
FO=I0)occt*! dlad< i<l

Wyniki badan eksperymentalnych (2.2) wykazuja, ze w tym obszarze funkcja odpo-
wiedzi dielektrycznej zalezy od czasu w sposéb potegowy, z wyktadnikiem m — 1.
Teoretycznie otrzymana funkcja odpowiedzi dielektrycznej pokrywa sie zatem z wy-
nikiem eksperymentu, gdy parametr A, charakterystyczny dla rozkladu czaséw ocze-
kiwania pomiedzy kolejnymi skokami, réwny jest eksperymentalnemu parametrowi
m, A=m.

Zauwazmy, ze relaksacja typu LFD, w tym dyspersja o tkanki, obserwowana jest
w stosunkowo niskim przedziale czestotliwosci (co odpowiada dtugim czasom). Wy-
daje sie wigc dopuszczalne przewidywanie trajektorii czastki w skonczonym prze-
dziale czasu, odpowiadajacym rozwazanemu obszarowi dyspersji ¢, na podstawie
wlasno$ci granicznego rozktadu zmiennej R(t), przy t — co. Zagadnienie to zosta-

nie doktadnie zbadane za pomoca symulacji komputerowych (rozdziat 2.4).

2.3.2 Przedzial niskoczestotliwo$Sciowy dyspersji «

Zgodnie z podejSciem klasterowym w przedziale niskoczestotliwo$ciowym dysper-
sjii @ (w < w,) zjawiskiem dominujacym jest transport miedzyklasterowy [18, 39].
Oznacza to, ze ruch czastki nie jest ograniczony przestrzennie do jednego klastera,
ale przewazaja przesuniecia w obszarze miedzyklasterowym. Stany zlokalizowane,
pomiedzy ktérymi przemieszcza sie czastka, s rozmieszczone znacznie mniej regu-
larnie niz wewnatrz klasteréw. Wynika z tego, ze dtugosdci skokéw moga wykazy-
waé znaczny rozrzut. Wykorzystamy wiec teraz model bladzenia losowego z czasem

ciaglym, w ktérym dlugo$¢ skoku nie ma skonczonej wartoéci oczekiwanej, tzn.

(Rs) = co.
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Zalézmy wiec, ze spetnione sa warunki (2.6) i (2.8), tzn. ze zaréwno Tj, jak R;
maja rozklady dtugoogonowe z parametrami 0 < A,y < 1. Podobnie jak w obszarze
wysokoczestotliwosciowym do wyznaczenia zaleznosci pradu relaksacji I(t) zgod-
nie ze wzorem (2.3) konieczna jest znajomo$¢ potozenia czastki R(t) zdefiniowanej
w réwnaniu (2.4). Tak okre$lona zmienna losowa R(t), przy zatozeniu (2.6) i (2.8)
oraz niezerowym dryfie p = M(R;) # 0, okreslonym za pomoca mediany dtugosci
skoku M(R;) (warto$¢ oczekiwana jest w tym wypadku nieskoniczona) dla duzych ¢

ma rozktad graniczny postaci [61, 68]:
R(t) = t""W, (2.20)

gdzie W jest zmienna losowg okreélona jako W = S, (H,\)1/7, przy czym zmienna lo-
sowa S, ma jednostronny rozktad stabilny S, (r) z indeksem stabilnosci y, natomiast
H) jest trans-stabilng zmienng losowa o rozktadzie H) (r) zdefiniowanym w (2.10).

Relacje (2.20) mozna uzasadnic¢ obliczajac postaé graniczng wyrazenia R(t)/ V7.
Z zalozenia (2.8) rozktad zmiennej R; nalezy do obszaru przyciagania rozktadu sta-

bilnego S, wiec poniewaz N; —+ co z prawdopodobiefistwem 1 mamy:

Ne R
Y(‘/‘:];f:)ll% i S,, wg rozkladu. (2.21)
IVt
Natomiast z zalezno$ci (2.11):
N, —00
;\t— i H, wg rozktadu. (2.22)

Z relacji (2.21) i (2.22) mamy [69]:

Rt TN R ()Y o 1
Y (N7t — Sy (Ha)"7,

prawdziwa jest wiec zaleznos$é (2.20).
Ze wzgledu na nieskonczona warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej R(t) érednie

polozenie czastki efektywnej X (t) wyznaczamy za pomoca mediany M (R(t)):
X (@) =M(R() =~ t""M (W) « t*7 dla duzych t.
Stad, w oparciu o (2.3), otrzymujemy dla funkcji odpowiedzi dielektrycznej f (¢):
f@)=1()oct®1dlat>wt.

Teoretycznie uzyskana funkcja odpowiedzi pokrywa sie wiec z wynikami ekspery-
mentu (2.2), gdy n = A\/7, gdzie A charakteryzuje rozklad czaséw oczekiwania na
kolejny skok, natomiast v rozktad dtugosci skokéw czasteczki.
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2.4 Symulacje komputerowe

Przedstawione dotychczas rozwazania teoretyczne wykorzystywaly przede wszyst-
kim wyniki twierdzen granicznych dla rozktadu zmiennej losowej R(t) przy t — oo,
chociaz w rzeczywisto$ci dyspersja o obserwowana jest w skonczonym przedziale
czestotliwodci (czasu). Uzycie granicznego rozkladu jako przyblizenia rozktadu R(t)
dla dyspersji @ mozna uzasadni¢ tym, ze dyspersja ta wystepuje w stosunkowo ni-
skim przedziale czestotliwosci. Aby pokazac przy jakim doborze parametréw rozkla-
déw zmiennych R; oraz 7; przyblizenie to jest uzasadnione, przeprowadzone zostaly
symulacje komputerowe zmiennej losowej R(t) zadanej wzorem (2.4), a nastepnie
poréwnano zalezno$¢ Sredniego potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu z rezul-
tatmi otrzymanymi na podstawie twierdzen granicznych. Przeprowadzone zostaly
réwniez testy wiarygodno$ci symulacji. W symulacjach wykorzystany zostal jezyk
programowania Matlab 5.0, przeznaczony gtéwnie do obliczen numerycznych.

W pierwsze] fazie symulacji zaprojektowane zostaly nowe generatory liczb loso-
wych, ktére umozliwity uzyskanie ciagu zmiennych losowych o pozadanych rozkta-
dach w oparciu o standardowe generatory rozktadu jednostajnego i normalnego.

W opisie probabilistycznym dyspersji o, zaprezentowanym wczesniej, pojawily
sie dwa typy rozktadoéw: o skonczonej wariancji i dtugoogonowe. W symulacjach jako
rozktady z rodziny dlugoogonowych rozpatrywaliémy rozktady stabilne z indeksem
stabilnoéci k, 0 < kK < 1, oraz rozktady Pareto i Burra z obszaru przyciggania tych
rozktadéw stabilnych (rozdziat 5.1), natomiast jako rozklady o skonczonej wariancji
wybrali$my rozktad normalny (jako rozklad stabilny) oraz rozklad Burra. Parame-
try rozktadu normalnego zostaty wybrane tak, aby prawdopodobienstwo wystapienia
wartosci ujemnej byto znikome (byloby to w sprzecznosci z zalozeniem o nieujem-
nych wartodciach zmiennej losowej R;, reprezentujacej dtugosci skokdéw).

W symulacjach realizacje zmiennej losowej o rozktadzie Pareto, zadanym wzo-
rem (5.5) (patrz rozdziat 5.1), z parametrem k i parametrem skali w otrzymujemy

w oparciu o zalezno$¢:
Py=w(lU*-1), (2.23)

gdzie U jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0; 1).
Natomiast realizacje zmiennej losowej o rozktadzie Burra, wzér (5.4) w Dodatku

5.1, z parametrami p i k oraz parametrem skali w otrzymujemy w oparciu o zaleznoéc:

Bpp=w (U™ - 1)1/”. (2.24)
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Rozklad Burra o parametrach p i £ jest rozktadem o skonczonej wariancji (z obszaru
przyciagania rozktadu normalnego), gdy £ > 2. W przypadku, gdy 0 < B < 1jest to
rozktad dlugoogonowy i nalezy do obszaru przyciagania catkowicie asymetrycznego
rozktadu stabilnego S, gdzie v = p/k.

Realizacje zmiennej losowe]j ¥ o catkowicie asymetrycznym rozktadzie stabilnym

z indeksem stabilnosci x, 0 < kK < 1 otrzymuje si¢ zgodnie z zaleznoscia [83]:

_ sin(s(V +7/2)) (cos(V —k(V +7/2) — ]
e P ( 7 > ; (2.25)

gdzie: 1
Ag = (1 + tg? %) " , (2.26)

natomiast V' jest zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale (—g; %) ,
a E zmienna losowa o rozktadzie wykladniczym ze Srednia 1. Zaleznosci (2.25 - 2.26 )
maja jedynie charakter przyblizony, co moze stanowi¢ zrédto btedéw w symulacjach.

Korzystajac z przedstawionych wyzej generatoréw wyznaczone zostaly trajek-
torie R(t) pojedynczych czastek rzeczywistych, a nastepnie usredniona trajektoria
X (t) czastki efektywnej. Poniewaz w poszczegélnych trajektoriach skoki czastki na-
stepuja w losowych momentach czasu, réznych dla kazdej trajektorii, w algorytmie
zostaly arbitralnie wybrane punkty czasowe, dla ktérych wyznaczana jest trajektoria
uéredniona. Wszystkie trajektorie, ktére sktadaly sie z 10* skokéw, zostaly skrécone
do dlugosci tej trajektorii, w ktérej czastka zakonczyla zadang ilo$¢ skokéw najszyb-
ciej.

Zgodnie z wynikiem teoretycznym, uzyskane w symulacjach $rednie potozenie
X (t), w skali podwdjnie logarytmicznej powinno mie¢ charakter prostoliniowy. Wspét-
czynnik nachylenia prostej uzyskanej z symulacji (na rysunkach w postaci linii prze-
rywanej) obliczany jest metoda najmniejszych kwadratéw, przy czym do obliczen
wykorzystywana jest tylko ta cze$¢ trajektorii, ktéra miesci sie powyzej dolnej gra-
nicy czasu dla danego przedziatu dyspersji a.

Osie wykreséw przedstawiajacych wyniki symulacji nie sa podane w konkretnych
jednostkach czasu i dlugodci, gdyz skala zalezy jedynie od odpowiednio dobranego
dla danego materiatu wspétczynnika skalowania rozktadéw i nie ma wptywu na uzy-
skane nachylenie krzywej. W trakcie symulacji wyznaczone zostaly jednak graniczne
wspbélczynniki skalowania rozktadéw czaséw putapkowania, przy ktérych Srednie tra-
jektorie czastki, obliczone dla 10* skokéw, maja nachylenie wystarczajaco bliskie wy-

nikowi teoretycznemu w przedzialach czasowych odpowiadajacych obu przedziatom
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dyspersji . Nalezy dodac, ze na zataczonych rysunkach przedstawiona zostala tylko
ta cze$é trajektorii, ktéra lezy w przedziale czasu odpowiadajacym badanej czesci
dyspersji a. Na zakonczenie wyniki symulacji poréwnano z rezultatem uzyskanym
teoretycznie.

Na Rysunku 2.4 przedstawione sa symulacje odpowiadajace przedzialowi ¢t >
w; . Rozkladem czaséw oczekiwania na kolejny skok byl rozktad Pareto z para-
metrem k = 5 (co odpowiada (2.6) z A = 0.2) oraz wspdlczynnikiem skalowania
w = 1073, rozktadem dlugosci skokéw - rozklad Burra z parametrami p = 0.3,
k = 1.2, tak ze p/k = 0.25 < 1 i spelniony jest (2.8) z v = 0.25.

Na wykresie podwdjnie logarytmicznym otrzymano trajektorie X (¢) zblizong
do prostej o nachyleniu ngym = 0.78131, podczas gdy wynik teoretyczny wynosi
n = A/y = 0.8. Dla tego przypadku zostal przeprowadzony test wiarygodnosci
symulacji. Wyznaczona zostata wartoé¢ $rednia wspoétczynnika nachylenia, a takze
odchylenie standardowe od wartosci éredniej oraz wartosci skrajne. W tym celu sy-
mulacje usredniajace trajektorie dla 1000 czastek zostaty powtdrzone 50 razy (przy
wiekszej iloéci powtérzen wyniki prawie nie ulegaly zmianie), dla tych samych pa-
rametréw rozkltadéw Pareto i Burra. Otrzymana $rednia wspolczynnika nachylenia
wyniosta ym = 0.7794, odchylenie standardowe od $redniej o, = 0.0074, a wartosci
skrajne ngmin = 0.7227 oraz nmax = 0.8010. Otrzymana $rednia jest bliska wynikowi
teoretycznemu, niewielki jest takze rozrzut wynikéw, o czym $wiadczy wartos¢ od-
chylenia standardowego.

Dla poréwnania przeprowadzono serie symulacji, w ktérych rozkladem czaséw
oczekiwania na kolejny skok byl réwniez rozktad Pareto z parametrem k = 5 | za$
rozkladem dlugosci skokéw - rozklad Burra z parametrami p = 0.6, k = 2.4, tak
ze iloraz p/k = 0.25, czyli tak jak poprzednio v = 0.25. Wspéiczynnik skalowania
réwniez pozostal ten sam w = 1073. Dla tego przypadku obliczony z serii 50 trajek-
torii §redni wspélczynnik nachylenia wynosi 7isy, = 0.7451, odchylenie standardowe
od éredniej o, = 0.0087, a wartosci skrajne nmin = 0.7227 oraz nmax = 0.7628. Wi-
daé, ze érednia obliczona dla tego przypadku jest gorsza od poprzedniego wyniku.
Mozna tez zauwazy¢, ze warto$¢ maksymalna nachylenia trajektorii jest mniejsza od
warto$ci teoretycznej, co oznacza ze wynik teoretyczny lezy poza zakresem otrzy-
manych wartosci. Zbadana zostata wiec zaleznodc éredniego wspétczynnika nachyle-
nia wykresu Ty, od wspdtczynnika w skalowania rozkladu czasow oczekiwania na
skok, dla obu rozwazanych wczesniej przypadkéw. Wyniki sa przedstawione na Ry-

sunku 2.5. Okazalo sie, ze zmniejszanie wspétczynnika w powoduje, ze wspétczynnik
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nachylenia uzyskany z symulacji jest blizszy wynikowi teoretycznemu. Warunkiem
jest wystarczajaco duza ilos¢ skokéw, tak aby trajektoria pokryta caly badany ob-
szar charakterystyki, co oznacza, ze przy 10* skokéw musi byé spetniony warunek
w > 1071% Widaé takze, ze dobdér wspdlczynnika skali zalezy nie tylko od ilorazu
p/k, ale takze od ich warto$ci. Stosujac rozktad Burra z parametrami p = 0.6 i
k = 2.4 nalezy wybra¢ mniejszy wspétczynnik w niz w przypadku rozktadu Burra z
parametrami p = 0.31 k = 1.2

Symulacje wykazaly réwniez, ze dlap = 0.31 k = 1.2, przy wspdlczynnikach skali
w > 1072, wynik teoretyczny (tzn. n = 0.8) nie zawieral sie¢ w otrzymanym zakresie
wartoéci wspétczynnikéw nachylenia, gdyz juz dla w = 10~2 wartoéci skrajne wy-
nosity: nmin = 0.7441, a npmax = 0.7869. Dla rozktadu Burra z parametrami p = 0.6
i k = 2.4 maksymalna wartoscig w, przy ktérej wynik teoretyczny nalezy do prze-
dzialu otrzymanych wartosci nachylenia trajektorii jest w = 10~7. Nie zaobserwo-
wano natomiast zaleznosci odchylenia standardowego o, od warto$ci wspétczynnika
skalowania w.

Symulacje odpowiadajace przedziatowi ¢ < w;! przedstawione sa na Rysunku
2.6. Rozkladem czaséw oczekiwania na kolejny skok byt tu rozktad Pareto z para-
metrem k = 5, spelniajacym (2.6) z A = 0.2, rozktadem dlugosci skokéw - rozktad
Burra z parametrami p = 0.6, & = 0.2 czyli v = p/k = 3 > 2, a wiec rozklad ma
skoniczong wariancje. Wspdtczynnik w skalowania rozkladu czaséw pultapkowania
wynosi tutaj w = 1078, Na wykresie podwdjnie logarytmicznym otrzymano trajek-
torie X (t) bardzo zblizona do prostej o nachyleniu my,,, = 0.19877, podczas gdy
wynik teoretyczny wynosi m = A = 0.2. Dla tego przypadku zostal tez przeprowa-
dzony test wiarygodno$ci symulacji.

Otrzymane nachylenie srednie wyniosto My, = 0.1977, odchylenie standardowe
od $redniej o, = 0.0018, a wartoéci skrajne mp;, = 0.1942 oraz mp,, = 0.2018.
Otrzymana, Srednia jest wiec bardzo bliska wynikowi teoretycznemu, niewielki jest
takze rozrzut wynikéw, o czym $wiadczy warto$é odchylenia standardowego.

Takze w tym przypadku zbadana zostala zalezno§¢ Sredniego wspédliczynnika
Msym Nachylenia wykresu od wspélczynnika w skalowania rozkladu czaséw oczeki-
wania na skok. Wyniki przedstawione sg na Rysunku 2.7. Podobnie jak w przedziale
niskich czestotliwo$ci dyspersji «, zmniejszanie wspéiczynnika w powoduje zbliza-
nie sie wynikéw symulacji do wyniku teoretycznego. Mozna jednak zaobserwowac
tu znacznie lepsza zbieznoé¢. Maksymalna Wartoéciq wspolczynnika w, przy ktérym

wynik teoretyczny (tzn. m = 0.2) zawiera sie w otrzymanym z symulacji zakresie
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warto$ci wspéiczynnikéw nachylenia jest w = 1078, Nie zaobserwowano zaleznosci
odchylenia standardowego o, od wspdtczynnika skali w, chociaz warto$ci odchylenia
standardowego sa tu dziesieciokrotnie mniejsze niz w przypadku symulacji przepro-
wadzonych dla niskich czestotliwosdci dyspersji .

Analogiczne symulacje zostaty wykonane dla innych wartosci parametréw Pareto
i Burra, odpowiadajacych wspétczynnikom nachylenia m = 0.1, n = 0.9. Zostaly
one przedstawione na Rysunku 2.8 oraz Rysunku 2.9.

Dla poréwnania przeprowadzono réowniez symulacje, w ktérych zaréwno zmienna
losowa reprezentujaca czasy oczekiwania na kolejny skok, jak i zmienna losowa repre-
zentujaca diugosci skokéw maja rozktad stabilny. Indeks stabilno$ci rozktadu czaséw
oczekiwania na skok wynosi A, 0 < A < 1, natomiast indeks stabilnosci rozktadu
dtugoéci skokéw wynosi 7, 0 < v < 1 dla przedzialu ¢t > w;! lub v = 2 przy
symulacjach dla przedzialu ¢ < w;'. W tym ostatnim przypadku R; ma rozktad
normalny, przy czym $rednia i wariancja rozktadu normalnego zostaly wybrane tak,
aby prawdopodobienstwo wystapienia wartosci ujemnej bylo znikome.

Symulacje dla obszaru t > w;' przedstawione sa na Rysunku 2.10. Rozkla-
dem czaséw oczekiwania na kolejny skok byt rozktad stabilny z indeksem stabilno-
sci A = 0.2, rozkladem diugosci skokéw - rozkiad stabilny z indeksem stabilnosci
v = 0.25. Wspélezynnik w skalowania rozkladu czaséw putapkowania wynosi tutaj
w = 1077. Na wykresie podwdjnie logarytmicznym potozenia X (t) otrzymano tra-
jektorie bardzo zblizong do prostej o nachyleniu ny,, = 0.77066, podczas gdy wynik
teoretyczny wynosi n = A/y = 0.8. Réwniez dla tego przypadku zostal przeprowa-
dzony test wiarygodno$ci symulacji. Otrzymana $rednia wspoélczynnika nachylenia
wyniosla ym = 0.7893, odchylenie standardowe od sredniej o, = 0.0149, a wartosci
skrajne Ny, = 0.7541 oraz nmax = 0.8248. Srednia jest wiec bardzo bliska wynikowi
teoretycznemu. Niewielki jest takze rozrzut wynikéw, o czym Swiadczy warto$¢ od-
chylenia standardowego. Zbadana zostata takze zaleznos¢ Sredniego nachylenia 7y,
trajektorii od wspéiczynnika w skalowania rozktadu czaséw putapkowania (Rysu-
nek 2.5) i por6wnana z wynikami uzyskanymi w przypadku, gdy rozktadem dtugosci
skokéw byl rozklad Burra, a rozktadem czaséw oczekiwania na kolejny skok rozktad
Pareto. Wynik dla rozkladu stabilnego jest dosyé zblizony do wyniku otrzymanego
dla rozktadu Burra z parametrami p = 0.6, k = 2.4. Okazalo sie réwniez, ze mak-
symalng warto$cig wspotczynnika w, dla ktérej wynik teoretyczny lezal w zakresie
otrzymanych wartosci nachylenia 72y, uSrednionej trajektorii WynoSi w=10"".

Wyniki symulacji dla obszaru ¢ < w; ! przedstawione s3 na Rysunku 2.11. Roz-
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ktadem czaséw oczekiwania na kolejny skok byl rozktad stabilny z indeksem sta-
bilnosci A = 0.2, rozktadem dlugosdci skokéw - rozktad normalny ze $rednig 100 i
wariancja 1, ktéry jest rozktadem stabilnym z indeksem stabilnoédci v = 2. Wspél-
czynnik w skalowania rozktadu czaséw pulapkowania wynosi tutaj w = 107%. Na
wykresie podwdjnie logarytmicznym potozenia X (t) otrzymano trajektorie bardzo
zblizona do prostej o nachyleniu mg,, = 0.19307, podczas gdy wynik teoretyczny
wynosi m = A = 0.2. Dla tego przypadku zostal takze przeprowadzony test wia-
rygodnosci symulacji. Wyznaczona zostata warto$¢ $rednia wspdiczynnika nachy-
lenia, a takze odchylenie standardowe od wartodci $redniej oraz wartosci skrajne.
W tym celu symulacje usredniajace trajektorie dla 1000 czastek zostaly powtdrzone
50 razy, przy tych samych parametrach A i . Otrzymane nachylenie $rednie wy-
niosto Msym = 0.1936, odchylenie standardowe od $redniej o, = 0.0012, a wartosci
skrajne My = 0.1888 oraz mmpma = 0.1936. Otrzymana Srednia jest wiec bliska
wynikowi teoretycznemu, jednak nie lezy on w zakresie otrzymanych wartosci na-
chylenia. Nalezaloby wiec wybraé jeszcze mniejszy wspdtczynnik skalowania w.

Zbadana zostala réwniez zaleznos¢ sredniego wspoéiczynnika 7m,, nachylenia
wykresu od wspélczynnika w skalowania rozktadu czaséw oczekiwania na skok. Wy-
niki przedstawione sa na Rysunku 2.7. Wida¢, ze w przypadku rozktadéw stabilnych
nalezy wybraé¢ mniejszy wspétczynnik w niz w przypadku analizowanych wczeséniej
rozktadéw z obszaréw ich przyciagania. Nie zaobserwowano zaleznosci odchylenia
standardowego o,, od wspotczynnika skali w, chociaz wartosci odchylenia standardo-
wego sa tu dziesieciokrotnie mniejsze niz w przypadku symulacji przeprowadzonych
dla niskich czestotliwo$ci dyspersji a.

Podobnie jak w pierwszym przypadku, gdy rozklady nalezaly do obszaru przy-
ciggania rozkladu stabilnego, analogiczne symulacje przeprowadzono dla innych pa-
rametréw rozktaddéw stabilnych, przy ktorych teoretyczne wspolczynniki nachylenia
wynoszg m = 0.1, n = 0.9009. Zostaly one przedstawione na Rysunku 2.12 oraz
Rysunku 2.13.

Symulacje potwierdzily, ze przy odpowiednim doborze rozktadéw diugosci sko-
kéw R; oraz czaséw pultapkowania 7; uzyskana trajektoria czastki efektywnej, w
przedziale czasu odpowiadajacym dyspersji o, jest bardzo bliska trajektorii przewi-
dzianej teoretycznie, na podstawie twierdzen granicznych. Parametry tych rozkla-
déw sa tutaj jednoznacznie okreslone przez wartoéci eksperymentalnych parametréw
min W przypadku rozktadu Burra, ktéry posiada dwa parametry (p i k) istotny
jest nie tylko ich iloraz, ktéry odpowiada parametrowi v z (2.8), gdyz v = p/k,
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ale takze wartodci p i k, ktére maja wptyw na graniczny wspdlczynnik skalowania
w, co wykazaly symulacje. Dobér wspétczynnika skalowania w jest bardzo istotny
ze wzgledu na zgodno$¢ wyniku teoretycznego uzyskanego dla ¢ — co z wynikiem
symulacji przeprowadzonych dla skonczonego przedzialu czaséw, odpowiadajacego
obszarowi dyspersji a. Zbadano, ze przy zadanej ilodci skokéw czastki nalezy wybrac
minimalng warto$¢ wspétczynnika w, ktéry zapewnia jeszcze wystarczajaca dtugosé
trajektorii do pokrycia catego badanego obszaru charakterystyki.

Symulacje zostaly przeprowadzone dla rozktadéw stabilnych oraz rozktadéw z ich
obszaréw przyciggania. Przy doborze odpowiednich wspotczynnikéw skalowania nie
zauwazono roéznicy w jakosci otrzymanych wynikéw pomiedzy rozktadami stabilnymi

a rozktadami z obszaréw ich przyciagania.
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Rysunek 2.4: Zaleznoéé potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t > w_! i n = 0.8. Rozklad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrami k = 5 i w = 1072, rozklad dlugosci

skokéw - rozktad Burra z parametrami p = 0.3, £ = 1.2.
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Rysunek 2.5: Zalezno$¢ Sredniego wspétczynnika nachylenia 75y, trajektorii w za-
leznoéci od warto$ci wspdtezynnika skalowania w przy réznych rozktadach dlugosci
skokéw czastki i czaséw oczekiwania na skok. Linia kropkowana: rozklad dlugosci
skokéw - rozktad Burra z parametrami p = 0.3, ¥ = 1.2 (y = p/k = 0.25), rozktad
czaséw oczekiwania - rozktad Pareto £ = 5 (A = 0.2). Linia przerywana: rozktad
dtugosci skokéw - rozktad Burra z parametrami p = 0.6, k = 2.4 (y = p/k = 0.25),
rozktad czaséw oczekiwania - rozklad Pareto z £ = 5 (A = 0.2). Linia ciagla: rozktad
dlugosci skokéw - rozktad stabilny z indeksem stabilnosci k = 0.25, rozktad czaséw
oczekiwania - rozklad stabilny z indeksem stabilnoéci k = 0.2. Teoretyczna warto$cé

wspolczynnika nachylenia wynosi n = 0.8.
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Rysunek 2.6: Zaleznoé¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢ < w;! i m = 0.2. Rozklad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozkiad Pareto z parametrem k = 5, rozkiad dlugosci skokéw -
rozktad Burra z parametrami p = 0.6, kK = 0.2, w = 1078,
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Rysunek 2.7: Zalezno$¢ Sredniego wspétczynnika nachylenia m,,, trajektorii w zalez-
nosci od wartoéci wspolczynnika skalowania w. Linia kropkowana: rozktad dlugosci
skokéw - rozktad Burra z parametrami p = 0.6, kK = 0.2 (y = p/k = 3), rozklad cza-
séw oczekiwania - rozktad Pareto z k = 5 (A = 0.2). Linia ciagta: rozktad dtugosci
skokéw - rozklad stabilny z indeksem stabilno$ci £ = 2, rozktad czaséw oczekiwania -
rozklad stabilny z indeksem stabilnosci k = 0.2. Teoretyczna wartos¢ wspoétczynnika

nachylenia wynosi m = 0.2.
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Rysunek 2.8: Zalezno$¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t < w; ! i m = 0.1. Rozktad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrem k£ = 10, rozkiad dlugosci skokéw -

rozklad Burra z parametrami p = 0.5, k = 0.1, w = 1075,
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Rysunek 2.9: Zalezno$¢ potozenia X(t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢ > w_! i n = 0.9. Rozklad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrem k = 10, rozklad dtugosci skokéw -

rozklad Burra z parametrami p = 0.5, k = 4.5, w = 1073,
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Rysunek 2.10: Zalezno$¢ polozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu

1'in = 0.8. Rozklad czaséw oczekiwania

losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t > w_
na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem stabilnodci A = 0.2 i parametrem ska-
lowania w = 1077, rozklad dtugosci skokéw - rozklad stabilny z indeksem stabilnosci

7 = {.25.
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Rysunek 2.11: Zaleznoé¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t < w;' i m = 0.2. Rozklad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem stabilno$ci A = 0.2 i parametrem
skalowania w = 107%, rozktad dlugoéci skokéw - rozklad Gaussa o $redniej 100 i

wariancji 1.
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Rysunek 2.12: Zalezno$¢ potozenia X(t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu

losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t < w;! i m = 0.1. Rozklad czaséw oczekiwania

na kolejny skok - rozkiad stabilny z indeksem stabilno$ci A = 0.1 i parametrem skali
w = 107%, rozktad dtugosci skokéw - rozktad Gaussa o $redniej 100 i wariancji 1.
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Rysunek 2.13: Zalezno$¢ polozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zatozeniach ¢t > w_ ! in = 0.9009. Rozklad czaséw oczekiwania
na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem stabilno$ci A = 0.1 i parametrem
skali w = 1077, rozklad dlugosci skokéw - rozktad stabilny z indeksem stabilno$ci
v = 0.111.
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2.5 Whnioski

W rozdziale 2 rozwazane byto zjawisko dyspersji o w charakterystyce dielektryczne;
tkanki. Pokazano, ze dyspersja ta wynika z przewodnictwa hoppingowego jonéw i
jest przypadkiem szczegélnym bardziej ogdlnego zjawiska, znanego pod nazwg LFD
("Low Frequency Dispersion”). Zaproponowany zostal opis probabilistyczny tego
zjawiska, wykorzystujacy jednowymiarowe btadzenie losowe z czasem cigglym, ktéry
umozliwia powiazanie charakteru transportu czastki efektywnej z obserwowang cha-
rakterystyka dielektryczna materiatu.

Zaproponowany opis probabilistyczny dyspersji « opiera sie na zatozeniach kla-
sterowego modelu zjawiska LFD. Model ten zaktada, ze zjawisko typu LFD moze
wystapi¢ jedynie w materiatach o budowie klasterowej. W przedziale wysokich cze-
stotliwosci dyspersji @ (w. < w < wp) dominujacy wplyw na charakterystyke ma
migracja jonéw wewnatrz klasteréw. Ruch czastki moze wiec zachodzi¢ w ograni-
czonym przestrzennie obszarze klastera o regularnej budowie wewnetrznej. W opisie
probabilistycznym tego zjawiska przyjmujemy wiec, Zze zmienna losowa reprezentu-
jaca dlugosé¢ skokéw czastki efektywnej charakteryzuje sie skoriczona wariancja (a
wiec nalezy do obszaru przyciagania rozktadu normalnego), co jest zgodne z trady-
cyjnymi modelami CTRW.

W przedziale niskich czestotliwo$ci dyspersji a (wg < w < w,) na charakterystyke
dielektryczna wptywa przede wszystkim transport jonéw w medium miedzyklastero-
wym. Dlugoéc¢ skokéw nie jest w tym przypadku ograniczona rozmiarem klasterdw.
Moga wiec wystepowaé skoki o bardzo zréznicowanej dlugosci. Na zréznicowanie
dtugosci skokéw wplyw ma réwniez nieregularna budowa srodowiska, w ktérym mi-
gruje czastka. W opisie probabilistycznym proponujemy wiec naturalne rozszerzenie
klasy rozktadéw opisujacych dtugoéé skokéw czastki o rozktady dtugoogonowe, tak
ze dltugo$¢ ta reprezentowana jest przez zmienng losowg o rozkladzie z obszaru przy-
ciggania pewnego rozktadu stabilnego. Zaktadamy przy tym, ze ze wzgledu na duze
zréznicowanie dtugosci skokéw, opisujaca je zmienna losowa nie ma skonczonej wa-
riancji, ani warto$ci oczekiwanej. Oznacza to, ze prawdopodobiefistwo wystapienia
skoku bardzo dtugiego jest znacznie wieksze niz w przedziale wysokich czegstotliwosci.

W obu przedziatach przyjmujemy dlugoogonowy rozktad czaséw oczekiwania na
kolejny skok, co jest zgodne ze standardowym podejSciem do opisu zjawisk dyfuzji
anomalnej, a takze badaniami przeprowadzonymi na tkance metoda FRAP.

Teoretyczne rozwazania w oparciu o twierdzenia graniczne dla CTRW pokazaty,
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ze trajektoria czastki efektywnej dla duzych czaséw powinna mieé¢ charakter funkcji
potegowej, co odpowiada charakterystyce dielektrycznej typowej dla dyspersji «. Pa-
rametry zastosowanych rozktadéw prawdopodobienstw, charakteryzujace transport
czastki efektywnej, ktora reprezentuje migrujace jony, w $cisty sposéb wyznaczaja
nachylenia charakterystyki dielektrycznej tkanki w obu przedziatach tej dyspers;ji.
W przedziale wysokich czgstotliwosci dyspersji a (we < w < w,) nachylenie m
charakterystyki podatnosci dielektrycznej od czestotliwosci (w skali podwdjnie lo-
garytmicznej), zalezy wylacznie od parametru A rozktadu czaséw oczekiwania na
kolejny skok (zalozenie 2.6) i zachodzi zwigzek m = A. Natomiast w obszarze nisko-
czestotliwo$ciowym dyspersji @ (wg < w < w.) nachylenie n charakterystyki (w skali
podwdjnie logarytmicznej) zalezy zaréwno od parametru A rozktadu czaséw ocze-
kiwania na kolejny skok, jak i parametru v rozktadu diugosci skokéw (z zalozenia
(2.8) i zachodzi relacja n = A/7.

Poniewaz wyniki teoretyczne dotycza duzych czaséw (¢t — o0), a dyspersja « za-
chodzi w przedziale skonczonych czaséw, przeprowadzono symulacje komputerowe,
w ktérych sprawdzono na ile wlasno$ci asymptotyczne réznia sie od wynikéw do-
ktadnych otrzymanych dla czaséw z przedziatu dyspersji a. Zbadano wiec zalezno$é
$redniego polozenia X (t) czastki efektywnej od czasu, dla przedziatu czasu odpowia-
dajacego dyspersji a. Symulacje te wykazaty, ze przy odpowiednim doborze parame-
trow rozktadéw diugosci skokéw oraz czaséw putapkowania rzeczywista trajektoria
czastki efektywnej jest w tym przedziale bardzo bliska trajektorii przewidzianej teo-
retycznie na podstawie twierdzen granicznych. Potwierdza to teze, ze istotnie mozna

tu stosowaé wzory przyblizone, poprawne dla ¢ — co.



Rozdziat 3

Zjawiska miedzyfazowe wewnatrz

tkanki - dyspersja g

3.1 Wtlasnosci dielektryczne tkanki w przedziale
dyspersji 3

Dyspersja 3 materialéw biologicznych zostala zaobserwowana juz w roku 1876.
Pierwsze badania prowadzili: Stewart, Kochlrausch, Bernstein, Hober i Osterhout
[1]. W charakterystyce dielektrycznej tkanki dyspersja § wystepuje w przedziale od
wp (ok. 105 Hz) do w, (ok. 10° Hz) (Rysunek 1.1). Podobnie jak w przypadku dysper-
sji & odpowiedz ma tu charakter CPA, tzn. cze$é rzeczywista i urojona podatnosci
dielektrycznej sa proporcjonalne. Ponadto zalezno$¢ podatnosci od czestotliwosci
jest potegowa:

X (W) < x"(w) x ™ dla wy < w < w, (3.1)

przy czym 0.3 < s < 0.5.

O ile w zakresie nizszych czestotliwosci dominuja zjawiska dyfuzyjne jondéw, to
w obszarze 8 ujawniaja sie wlasnosci pojemnosciowe samych bton [1, 23]. Obserwo-
wana tu dyspersja wynika z obecno$ci wielu bton, ktérych parametry dielektryczne
charakteryzuje pewien rozrzut wartoéci [21]. W takiej sytuacji mozna zastosowaé
model Maxwella-Wagnera, ktéry opisuje zachowanie niejednorodnego ukltadu die-
lektrycznego, sktadajacego sie z obszaréw o réznych podatnosciach dielektrycznych.
Dalej do opisu zjawiska Maxwella-Wagnera, wystepujacego w obszarze dyspersji 3,

zastosujemy dobrze znane [21] podejscie elektryczne, ale z uwzglednieniem szczegdl-

43
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nych wtasciwo$ci tkanki.

3.2 Reprezentacja elektryczna zjawisk zachodza-

cych w tkance w przedziale dyspersji (3

Od poczatku XX wieku podejmowano préby opisu wtasnosci dielektrycznych tkanki
w jezyku obwoddw elektrycznych. Pierwszy taki model zostal zaproponowany przez
Philippsona [1, 20] w latach dwudziestych. Modelowal on elektryczne zachowanie
komorki za pomocg uktadu R-C (Rysunek 3.1). W ukladzie tym R,, odpowiada za
przewodnictwo poprzez blone, C), za jej zdolno$¢ do polaryzacji, natomiast R, za
przewodnictwo medium wewnatrzkomérkowego. (Philippson przyjmowal, ze wnetrze

komodrki wypelnia tylko elektrolit).

R,

A\ -

Rysunek 3.1: Model komoérki Philippsona.

Poszukiwano nastepnie elektrycznego schematu zastepczego catej tkanki [18].
Wydaje sie jednak, ze reprezentacja tkanki za pomoca jednego uktadu elektrycznego,
ktéry modelowalby wszystkie zjawiska zachodzace w tkance, a wiec zaréwno procesy
dyfuzyjne, zjawiska miedzyfazowe, jak i relaksacje statych dipoli, jest mocno dysku-
syjna. Z drugiej strony opis elektryczny tkanki w obszarze dyspersji § jest podej-
$ciem dosy¢ naturalnym. Sasiedztwo wielu faz dielektrycznych o réznej podatnosci
jest standardowo modelowane elektrycznie jako szeregowe potaczenie réwnoleglych
obwodéw R-C [21]. Taka niejednorodno$¢ uktadu powoduje pojawienie sie dodat-
kowej dyspersji podatno$ci dielektrycznej w obszarze, w ktérym czesci rzeczywiste
podatnoéci poszczegélnych faz sg statle. W przypadku tkanki mamy do czynienia
z ukladem bardzo zlozonym o wielu sktadowych. Zgodnie z przedstawionyrﬁ we

wstepie modelem, z punktu widzenia wtasnosci dielektrycznych tkanke mozemy roz-
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patrywac jako uklad wielu blon otoczonych elektrolitem. Obserwowana tu dyspersja
bedzie zalezata od wiasnosci tych elementéw. Znalezienie dobrej reprezentacji elek-
trycznej niejednorodnej dielektrycznie budowy tkanki umozliwi wiec opis obszaru
8.

W literaturze proponowane byly miedzy innymi deterministyczne modele frak-
talne tkanki [18]. Zakladaja one hierarchiczne samopodobienstwo struktury tkanki.
Oznacza to, ze tkanke moze reprezentowa¢ deterministyczny uktad hierarchiczny,
ktory powstaje w oparciu o jednostke elementarng zaproponowang w pierwszym
kroku. Za jednostke elementarna uwazany jest najbardziej zaglebiony element struk-
turalny tkanki, otoczony btona. Jego schemat elektryczny jest wielokrotnie powie-
lany w wybranej konfiguracji. Otrzymany w wyniku tej konstrukcji obwéd elek-
tryczny modeluje zachowanie tkanki w wybranym obszarze czestotliwo$ci. Przykla-
dem moze tu by¢ propozycja L. A. Dissado [18] zaprezentowana na Rysunku 3.2.
Uktad ten jest przypadkiem szczegélnym fraktalnego uktadu perkolacyjnego [77],
ktéry jest jednym z kilku proponowanych w literaturze elektrycznych modeli frak-
talnych (78, 79]. W pewnym przedziale czestotliwosci uktady te wykazuja odpowiedz
typu CPA. W proponowanym przez Dissado modelu elektrycznym tkanki uzyskuje
sie potegowa zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej od czestotliwosci. Zauwazmy jed-
nak, ze ten typ modeli przyjmuje arbitralnie prostg zaleznos¢ miedzy impedancja
blony a impedancja otaczajacego go elektrolitu oraz zaktada deterministyczng frak-
talnoé¢ uktadu.

W niniejszym rozdziale przedstawiamy model elektryczny zjawiska powoduja-
cego dyspersje 3, ktéry opiera si¢ na odmiennych zalozeniach: impedancje btony
i jej otoczenia traktowal bedziemy jako wielkoSci niezalezne od siebie, natomiast
parametry elektryczne kazdej blony jako niezalezne od parametréw innych bilon.
Z natury ukltadéw biologicznych wynika, ze ich parametry na ogdt nie przyjmuja
stalych, deterministycznie okre$lonych wartosci. W naszym modelu zaktadamy pe-
wien losowy charakter poszczegélnych elementéw. Uktad nie bedzie wiec stanowit
idealnej, deterministycznej struktury fraktalnej, gdyz poszczegdlne elementy elek-
tryczne beda przyjmowaly wartosci losowe. Konstrukcja takiego uktadu opieraé sig
bedzie na modelu Philippsona. Obwéd R,,C,,, podobnie jak w uktadzie Philippsona,
modeluje dielektryczne zachowanie btony biologicznej w tym obszarze czestotliwo-
Sci, natomiast rezystancje elektrolitu R, zastepujemy impedancja wnetrza danej
blony biologic'znej (tkanka sktada sie z calego systemu ukladéw membranowych,
ktére moga sie w sobie zawiera (patrz rozdzial 1.2)). Zakladajac uzycie elektrod
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Z Z Z,

Rysunek 3.2: Deterministyczny obwéd fraktalny jako model tkanki.

o bardzo malym rozmiarze mozna, podobnie jak w modelu Dissado, przyja¢ model
jednowymiarowy, tak ze impedancje wnetrza blony stanowi¢ bedzie suma impe-
dancji sasiadujacych ze sobag wewnetrznych uktadéw membranowych. Kazda z tych
wewnetrznych bton moze zawiera¢ uktady membranowe kolejnego poziomu, co znaj-
dzie swoje odbicie w konstrukcji hierarchicznej. Poziomem najbardziej zagtebionym
jest tutaj taka blona biologiczna, ktérej wnetrze mozna bedzie, z punktu widzenia
wtlasnosci dielektrycznych, traktowaé jako elektrolit. Najnizszy poziom zagtebienia
reprezentowany jest przez niezmodyfikowany uktad Philippsona. Mimo, ze podobnie
jak w przedstawionym wecze$niej modelu Dissado, nie zostato przyjete zadne ogra-
niczenie ilosci pozioméw, to w rzeczywistosci liczba ta jest niewielka, przy czym
réwnorzedne struktury membranowe wystepuja gltéwnie na poziomie komérkowym.

Stosujac hierarchiczna konstrukcje obwodu modelujacego niejednorodno$é tkanki
(Rysunek 3.3), w oparciu o przyjeta jednostke elementarna (Rysunek 3.1), otrzy-
mujemy uktad szeregowo potaczonych obwodéw R-C, ktdry reprezentuje wtasnosci
poszczegdlnych faz ukladu. Uzyskany uklad szeregowo-réwnolegly odpowiada mo-
delom elektrycznym zjawiska Maxwella-Wagnera [21] z ta réznica, ze dodatkowo
uwzgledniona jest rezystancja szeregowa elektrolitu. Odpowiedz systemu R-C o ta-
kiej strukturze, przy zalozeniu deterministycznie fraktalnego charakteru wielkoéci

R i C, byla analizowana m.in. w pracy [79]. Okazalo sie, ze przy pewnych zalo-
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zeniach, w okreslonym obszarze czestotliwo$ci, mozna tu zaobserwowaé¢ odpowiedz
typu CPA.

batwo mozna przewidzie¢ zachowanie sie takiego uktadu dla okreslonej liczby
elementéw sktadowych o ustalonych parametrach R, C. Jednak w przypadku tkanki
mamy do czynienia z pewng duza lecz nieznang ilodcia takich elementéw. Ponadto
elementy R, C przyjmuja swoje wartosci losowo. W przypadku uktadéw ztozonych
o pewnych, statystycznie tylko okreslonych wartosciach poszczegélnych elementdw,
bardzo pomocne jest podejscie probabilistyczne. Umozliwia ono prognoze wlasnosci
catego systemu bez doktadnej znajomosci parametréw wszystkich jego sktadowych.

Chcac poréwnaé proponowany model elektryczny dyspersji § z danymi ekspery-
mentalnymi opisanymi zaleznoscia (3.1), skorzystamy ze zwiazku miedzy zespolona
pojemnoscia C*(w) uktadu a jego przenikalnoscia dielektryczng € = &'(w) — 1" (w)

b Y (w) A .
2= (5) W -

gdzie Y (w) oznacza admitancje, A - powierzchnie przekroju badanego materiatu, d

C*(w) =

- odlegto$é miedzy oktadkami kondensatora, przy czym admitancja ¥ (w) = Z7'(w)
jest odwrotnoécia impedancji Z(w). Poniewaz podatnosé dielektryczna x(w) = e(w)—

1, wiec dla duzych w otrzymujemy:
Z(w) o (iwx(w))™ (3.2)

Na podstawie wynikéw do$wiadczalnych (3.1) oraz zaleznosci (3.2) uzyskujemy

empiryczng zalezno$¢ impedancji od czestotliwosci w obszarze dyspersji 3:
Z'(w) x Z"(w) x w™". (3.3)

Obliczajac impedancje Z(w) uktadu zaproponowanego w naszym modelu (Ry-
sunek 3.3) mozna zaniedbaé cze$¢ pochodzacy od elektrolitu R, = il R.,, ktéra
jest niezalezna od czestotliwosci i przy duzej liczbie obwodéw elementarnych nie ma
wplywu na obserwowana dyspersje. (Wplyw rezystancji elektrolitu na charaktery-
styke dielektryczna tkanki zostanie dodatkowo zbadany poprzez symulacje kompu-
terowe w rozdziale 3.3). Impedancja Z(w) wyraza si¢ wtedy wzorem:

N N
Z(w) = Z(ﬁl; +iwCi) =), 1—_*_—12_%7@,

k=1 k=1

(3.4)

gdzie N oznacza ilo$¢ poszczegélnych obwodéw R-C, Ry rezystancje, natomiast by =
(RxCx)~! jest wspéiczynnikiem relaksacji blony reprezentowanej przez k-ty obwad.
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Rysunek 3.3: Kolejne kroki w konstrukcji hierarchicznego obwodu R-C.
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Podejécie probabilistyczne zaklada, ze nie znamy wartosci poszczegdlnych ele-
mentéw i reprezentujemy je poprzez zmienne losowe, ktérych realizacje odpowiadaja
rzeczywistej sytuacji fizycznej. Zmienna losowa R reprezentowac bedzie rezystancje
pojedynczego obwodu elementarnego, natomiast zmienna losowa B - wspo6tczynnik
relaksacji. Wéwczas z prawa wielkich liczb, dla duzych N zalezno$¢ (3.4) mozna

zapisac jako:

2y =N - <Rﬁ9—> | (3.5)

Zatem dla bardzo duzej ilosci N obwodéw elementarnych impedancja Z(w) moze
by¢ przyblizona poprzez $rednia, reprezentujaca zachowanie catego uktadu.
Jezeli zalozymy stochastyczng niezalezno$é¢ zmiennych losowych R i B, to zalez-

nosé¢ (3.5) przyjmuje postac:

Zw)=N-(B)- <ﬁ_i}/_3> (3.6)

gdzie (R) jest warto$cia oczekiwang zmiennej losowej R, niezalezna od czestotliwo-
$ci w. Zalozenie o stochastycznej niezaleznosci R i B nie pozostaje w sprzeczosci
z intuicja fizyczna zjawiska, gdyz warto$¢ B zalezy tylko od wtasnoSci materiatu,
natomiast na warto$¢ R duzy wplyw ma geometria uktadu.

Impedancja Z(w) dana wzorem (3.6) spelnia eksperymentalnie otrzymany wa-

runek (3.3) wéwczas, gdy:

1
1+iw/B

(

Yxw™ dla wp < w < wy. (3.7)

Wprowadzmy oznaczenie:

K(w) = <1—+11w%> = /Ooo ﬁtT/bf(b)db,

gdzie f(b) jest gestoscia rozktadu zmiennej losowej B. Korzystajac ze wzoru:

1

— * —iwtb —btdt
1+w/b /0 ¢ ’

otrzymujemy, ze:
K(w) = / k(t)e~tdt,
0

dla -
k(t) = /0 £(b)be~tdb.
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7 wlasnosci transformaty Fouriera [80] wnioskujemy, ze dla 0 < n < 1
K(w) o« w™ dla duzych w , (3.8)
wtedy i tylko wtedy, gdy:
k(t) o< t"! dla matych ¢. (3.9)
Natomiast z twierdzenia Taubera [81] dla transformaty Laplace’a wynika, ze:

( I~ g(b)e"btdb> o ¢7 dla malych ¢ (3.10)
0

wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
g(b) < b™""* dla duzych b. (3.11)

Z (3.8) - (3.11) wynika, ze wlasno$¢ (3.7) (a tym samym (3.3)) jest réwnowazna

nastepujacej wlasnosci gestosci rozktadu wspétczynnika relaksacji B:
f(b) o< b7°~! dla duzych b. (3.12)

Warunek (3.12) jest réwnowazny wtlasnosci Pr(B > b) o« b7° dla duzych b.
Zmienna losowa B, reprezentujaca wspotczynnik relaksacji bton modelowanych przez
poszczegllne obwody elementarne w przedstawionym opisie elektrycznym dyspersji
3, ma zatem rozktad dlugoogonowy, czyli rozklad, ktéry nalezy do obszaru przycia-

gania catkowicie asymetrycznego rozktadu stabilnego o indeksie stabilnosci s.

3.3 Symulacje komputerowe

Otrzymany w rozdziale 3.2 wynik teoretyczny formalnie dotyczy w — oco. Zbadamy
teraz za pomoca symulacji komputerowych czy i dla jakich wartosci parametréw roz-
kladu zmiennej losowej B poprawne jest zastosowanie go do opisu zjawiska dyspersji
B wystepujacego w skoniczonym przedziale czestotliwos$ci.

W symulacjach podatnosé dielektryczna x(w) w funkcji czestotliwosci, w zalez-
noéci od rozktadu zmiennej losowej B reprezentujacej wspolczynnik relaksacji bton
odpowiadajacych poszczegdlnym obwodom R-C oraz od ilosci N obwodéw w ukta-
dzie, otrzymujemy na podstawie relacji:

-1

x(w) < iler/bk), (3.13)

k=1
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gdzie by, bs,...,by sa realizacjami zmiennej losowej B. Zalezno$¢ (3.13) wyznaczona
zostala na podstawie wzoréw (3.2) i (3.4), przy czym przyjeto, ze Ry jest stale
i réwne (R). Obliczenia wykonano dla trzech typéw rozkladéw (jednego rozktadu
stabilnego oraz dwdch rozktaddéw z obszaru jego przyciagania), dla dwéch wybranych
indekséw stabilnodci s. Wyniki symulacji zostaly poréwnane z rezultatem uzyskanym
teoretycznie, zgodnie z ktérym w skali podwdjnie logarytmicznej zaleznosci obu
czesci podatnosci dielektrycznej x'(w) oraz x”(w) od czestotliwoéci powinny mieé

asymptotycznie charakter prostoliniowy o jednakowych wspdlczynnikach nachylenia:
@ =a =5—1, (3.14)

gdzie a' oznacza nachylenie czesci rzeczywistej podatnosci dielektrycznej, natomiast
a" nachylenie cze$ci urojonej. Przeprowadzono réwniez testy wiarygodno$ci symu-
lacji. Podobnie jak w przypadku symulacji dla obszaru dyspersji o (rozdzial 2.4)
wykorzystany zostal jezyk programowania Matlab.

Pierwszym analizowanym rozktadem byt rozktad Pareto (5.5) (rozdzial 5.1) z pa-
rametrem k£ = 1/s, 0 < s < 1, z obszaru przyciagania rozktadu stabilnego S;. Reali-
zacje zmienne] losowej B otrzymano w oparciu o zalezno$é (2.23). Na Rysunkach 3.4
1 3.5 przedstawiona jest czes¢ rzeczywista i urojona podatnosci dielektrycznej catego
uktadu elektrycznego, obliczona ze wzoru (3.13),dla k =2 (s = 0.5), w = 107°, dla
réznych ilosci NV obwodéw elementarnych (N = 103 i N = 10°). Linia pogrubiona na
osi czestotliwosci okresla obszar wystepowania dyspersji 3. Mozna zauwazyé, ze dla
skoriczonej liczby elementéw odpowiedz o charakterze potegowym typu CPA jest
obserwowana w ograniczonym zakresie czestotliwodci. Otrzymane zaleznosci maja

w tym przedziale charakter prostoliniowy o nachyleniu zblizonym do uzyskanego

teoretycznie (a},, = —0.49, aj,, = —0.52 w przypadku 10° elementéw, podczas
gdy wynik uzyskany teoretycznie wynosi o’ = a” = —0.5). Wraz ze wzrostem ilosci

elementéw obszar ten rozciaga sie w kierunku coraz wyzszych czestotliwosci.
Badanie zostalo przeprowadzone réwniez dla £ odpowiadajacego s = 041w =
1075, przy 10° elementéw R-C (Rysunek 3.6). W tym przypadku przeprowadziliémy
tez test wiarygodnoséci symulacji. Obliczenia powtérzono 100 razy i wyznaczono
warto$ci Srednie nachylenia czesci rzeczywistej i urojonej podatnosci dielektrycznej
x(w), odchylenie standardowe od wartoéci $redniej oraz wartosci skrajne. Zgodnie z
wynikiem teoretycznym nachylenia powinny wynosi¢ a’ = a"” = —0.6000. Uzyskana
$rednia z symulacji dla czesci rzeczywistej podatnosci dielektrycznej wyniosta @y,,, =
—0.5989, odchylenie standardowe o, = 0.0072, a wartosci skrajne a;, = —0.6151,
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Opnax = —0.5817. Dla czeéci urojonej @y,,,, = —0.6009, odchylenie standardowe ogr =
0.0043, a wartoéci skrajne an, = —0.6130, a, .. = —0.5817. Otrzymane $rednie

sa bardzo bliskie wynikowi teoretycznemu, niewielki jest takze rozrzut wynikéw, o
czym $wiadczy odchylenie standardowe.

Podobne symulacje zostaly przeprowadzone przy zatozeniu, ze zmienna losowa
B, reprezentujaca wspoéltczynniki relaksacji poszczegélnych blon, ma dlugoogonowy
rozktad Burra (5.4) (rozdzial 5.1), ktéry nalezy do obszaru przyciagania rozktadu
stabilnego. Realizacje zmiennej losowej B otrzymano w oparciu o zalezno$é¢ (2.24).
Obliczenia przeprowadzone dla p = 41 k = 10 (co daje s = 0.4), w = 107> przed-
stawione sa na Rysunku 3.7, natomiast dlap =51k =10 (s = 0.5), w = 1075 na
Rysunku 3.8. Otrzymane wyniki nie réznia sie jakosciowo od tych, ktére uzyskano
dla rozktadu Pareto. Dla rozktadu Burra o wspétczynnikach p = 4, £ = 10 zgodnie
z wynikiem teoretycznym nachylenia powinny wynosi¢ o' = a” = —0.6000. Uzy-

skana Srednia z serii 100 symulacji dla czesci rzeczywistej podatnosci dielektrycznej

wyniosta E’sym = —0.5981, odchylenie standardowe o, = 0.0071, a warto$ci skrajne
apin = —0.6130, ag,,, = —0.5821. Dla czesci urojonej ay,,, = —0.6010, odchylenie
standardowe o+ = 0.0037, a wartosci skrajne aj, = —0.6095, a, = —0.5898.

Otrzymane tu rezultaty sa bardzo bliskie wynikom uzyskanym w poprzednim przy-
padku oraz wynikowi teoretycznemu.

Nastepnie przeprowadzone zostaly symulacje, w ktérych zmienna losowa repre-
zentujaca czasy relaksacji obwodéw R-C ma catkowicie asymetryczny rozktad sta-
bilny (rozdzial 5.1) z indeksem stabilnosci kK = s dla k = 0.4 1 k = 0.5 (odpowiednio
Rysunek 3.9, 3.10). Realizacje zmiennej losowej o rozktadzie stabilnym otrzymano
zgodnie z zaleznoscia (2.25), przy w = 107°. Podobnie jak w przypadku rozkiadu
Pareto i rozktadu Burra, dla s = 0.4 przeprowadzony zostal test wiarygodnos$ci sy-

mulacji. Zgodnie z wynikiem uzyskanym teoretycznie nachylenia powinny wynosi¢

a = a" = —0.6000. Uzyskana S$rednia z serii 100 symulacji dla czeSci rzeczywi-
stej podatnosci dielektrycznej wyniosta E’sym = —0.6001, odchylenie standardowe
0w = 0.0070, a wartodci skrajne al;,, = —0.6174, a,,, = —0.5812. Dla czesci uro-
jonej @y, = —0.6069, odchylenie standardowe o,» = 0.0045, a wartosci skrajne
ar.. = —0.6173, al .. = —0.5937. Takze tutaj otrzymane $rednie sa bardzo bliskie

wynikowi teoretycznemu, oraz przedstawionym wczesniej rezultatom otrzymanym

dla rozktadéw z przedzialéw przyciggania rozwazanych tu rozktadéw stabilnych.
Na koniec zbadano wplyw szeregowo potaczonej rezystan'cji elektrolitu na ksztalt

charakterystyki x(w) (Rysunek 3.11). Badanie potwierdzilo, ze przy duzej liczbie
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elementéw zmiana charakterystyki jest niewielka i nie ma wplywu na prostoliniowy
obszar dyspersyjny.

Mozna zauwazyC, ze uzyskana w wyniku symulacji cze$¢ rzeczywista x'(w) i
urojona X"(w) podatnodci dielektrycznej x(w) zaleza od czestotliwosci w w sposéb
potegowy jedynie w ograniczonym przedziale czestotliwosci. Ograniczenie tego prze-
dziatu od strony niskich czestotliwodci jest w pelni uzasadnione przez wyprowadzenie
teoretyczne, ktore jest poprawne tylko dla odpowiednio duzych wartosci czestotli-
wosci w. Z rozwazan teoretycznych nie wynika natomiast ograniczenie przedziatu
CPA od strony wysokich czestotliwosci. Wyjasnienia tego ograniczenia nalezy szu-
ka¢ w roznicy miedzy dwoma przedstawionymi tu opisami tego samego zjawiska:
probabilistycznym, przedstawionym w (3.5) i elektrycznym (3.4), zastosowanym w
symulacjach. Mamy tu do czynienia z sytuacjg odmienna niz w przedziale dyspersji
«, gdzie symulacje oparte byty doktadnie na przedstawionym opisie probabilistycz-
nym. Tutaj podejécie probabilistyczne mialo na celu jedynie uzyskanie informacji o
postaci rozkladu zmiennej losowej B, reprezentujacej wspotczynnik relaksacji bton
biologicznych. (Przypomnijmy, ze z rozwazan probabilistycznych wynikalo, ze po-
winno sie bra¢ pod uwage jedynie rozklady z obszaru przyciagania catkowicie asy-
metrycznego rozkladu stabilnego z indeksem stabilno$ci réwnym wyktadnikowi s).
Ponadto, w opisie probabilistycznym przyjeto nieskoniczona ilos¢ N obwodéw ele-
mentarnych. Umozliwilo to przedstawienie impedancji Z(w) calego uktadu, jako
$redniej z impedancji poszczegdlnych obwodéw elementarnych, wzér (3.5). Symu-
lacje komputerowe prowadzimy natomiast w oparciu o model elektryczny opisany
wzorem (3.13) dla skonczonej liczby obwodéw elementarnych, bez wprowadzonej w
rozwazaniach probabilistycznych operacji usredniania, przy czym rozktad zmiennej
losowej B wybrany zostal zgodnie z wynikiem rozwazan teoretycznych. Wydaje sie
wiec, ze otrzymane w symulacjach ograniczenie obszaru typu CPA od strony wyso-
kich czestotliwoéci wynika ze skonczonej ilosci N obwodéw elementarnych. Teze te
potwierdza rozciaganie si¢ analizowanego obszaru w kierunku coraz wyzszych cze-
stotliwoéci wraz ze wzrostem liczby N obwodéw (Rysunki 3.4 oraz 3.5). Dodajmy,
ze obustronne ograniczenie obszaru czestotliwosci, w ktérym zgodnie z przedstawio-
nymi rozwazaniami moze wystapi¢ odpowiedz CPA typu potegowego nie pozostaje
w sprzecznosci z wynikami badan eksperymentalnych, gdyz dyspersja § réwniez jest

obserwowana w skonczonym zakresie czestotliwosci.
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Rysunek 3.4: Zalezno$¢ podatno$ci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych obwodéw R-C
przyjmuje rozklad Pareto z parametrami s = 0.5, w = 1075, dla 10® obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.5: Zaleznoéé podatnoéci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwodci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych obwodéw R-C
przyjmuje rozklad Pareto z parametrami s = 0.5, w = 1073, dla 10° obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.6: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwoéci,

gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych obwodéw R-C

przyjmuje rozklad Pareto z parametrami s = 0.4, w = 1073, dla 10°> obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.7: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,

gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegélnych obwodéw R-C

przyjmuje rozktad Burra z parametramip =41 k = 10, w = 107°, dla 103 obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.8: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czgstotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegélnych obwodéw R-C
przyjmuje rozktad Burra z parametrami p = 51 k = 10, w = 1073, dla 10° obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.9: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegélnych obwodéw R-C
przyjmuje rozkiad stabilny z parametrami s = 0.4, w = 107°, dla 10° obwoddéw

elementarnych.
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Rysunek 3.10: Zaleznoé¢ podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych obwoddéw R-C
przyjmuje rozklad stabilny z parametrami s = 0.5, w = 107%, dla 10° obwodéw

elementarnych.
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Rysunek 3.11: Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwoéci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych obwodéw R-C
przyjmuje rozklad stabilny z parametrami s = 0.5, w = 107%, z uwzglednieniem
rezystancji elektrolitu reprezentowanej jako dodatkowa rezystancja szeregowa R,

obwodu elementarnego.
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3.4 Wnioski

W rozdziale 3 rozwazane byto zjawisko dyspersji § w charakterystyce dielektryczne;j
tkanki. Jako gtéwne zrédto tej dyspersji wskazano niejednorodng budowe tkanki, w
ktorej wystepuje wiele bton biologicznych o réznych statych relaksacji. Zjawisko to
zostalo opisane w jezyku obwoddéw elektrycznych, zatozono przy tym, ze elementy
obwodu sa wielko$Sciami o charakterze losowym. Zaproponowano wiec odejscie od
modeli deterministycznych, w ktérych poszczegdlne elementy maja ustalone war-
tosci, skalujace sie w sposéb deterministyczny. Pokazalismy, ze skalujace wiasnosci
rozktadu wspélczynnika relaksacji poszczegdélnych bton sa warunkiem koniecznym
1 wystarczajacym na wystapienie odpowiedzi potegowej typu CPA w przedziale §
charakterystyki dielektrycznej tkanki. Wyktadnik s tej charakterystyki jest réwny
parametrowi rozktadu wspoétczynnika relaksacji poszczegdlnych bton.
Przeprowadzono tez symulacje komputerowe, ktére badaly zalezno$¢ podatnosci
dielektrycznej x(w) tkanki w funkcji czestotliwodci, dla przedziatu czestotliwosci od-
powiadajacego dyspersji §. Wykazaly one, ze przy odpowiednim doborze rozktadu
wspOlczynnika relaksacji B blon uzyskana charakterystyka jest bardzo bliska cha-

rakterystyce obserwowanej do$wiadczalnie.
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Podsumowanie

Celem przedstawionych w pracy badan byta analiza charakterystyki dielektryczne;
tkanki i propozycja opisu zjawisk odpowiedzialnych za jej przebieg w przedziale dys-
persji « i dyspersji . W rozwazaniach przyjety zostal model elektrolitowo-membra-
nowy tkanki, co pozwolito skoncentrowac sie na jej najistotniejszych z punktu wi-
dzenia odpowiedzi dielektrycznej elementach. W pracy zastosowano podejscie pro-
babilistyczne, a wykorzystany aparat matematyczny opieral sie gtéwnie na twier-
dzeniach granicznych dla zmiennych losowych o rozktadach stabilnych i rozkladach
z ich obszaréw przyciagania oraz na zaleznosciach miedzy asymptotyka funkcji i ich
transformatach Laplace’a lub Fouriera (twierdzenia tauberowskie).

W wyniku przeprowadzonej analizy ustalono, ze zjawiskiem dominujacym w prze-
dziale dyspersji @ moze by¢ hoppingowy transport jonéw wzdluz bton biologicznych
pomiedzy stanami zlokalizowanymi. Za charakter tego transportu odpowiedzialne
sa wigzania wodorowe tworzace sie na styku bton biologicznych z elektrolitem lub
zewnetrzne fragmenty bialek blonowych. Dyspersja o jest przypadkiem szczegdl-
nym bardziej ogélnego zjawiska, znanego jako LFD (”Low Frequency Dispersion”),
obserwowanego w materiatach o budowie klasterowej, w ktérych wystepuje przewod-
nictwo hoppingowe. Przyjmuje sie, ze za charakterystyke dielektryczna w przedziale
wysokich czestotliwoéci dyspersji a odpowiada transport jonéw wewnatrz klaste-
réw, natomiast w przedziale niskich czestotliwo$ci dyspersji a - migracja jondéw w
medium miedzyklasterowym. Zaproponowany opis probabilistyczny tego zjawiska
wykorzystywal pewien model btadzenia losowego z czasem ciaglym. Rézny charak-
ter przestrzenny skokéw czastek w dwdch przedziatach dyspersji a zostal wyrazony

poprzez odpowiedni dobdr rozktadéw zmiennych losowych reprezentujacych dtugosci
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skokow. Korzystajac z twierdzen granicznych dla rozktadéw stabilnych dowiedzione
zostalo, ze rozszerzenie tradycyjnych modeli btadzenia losowego z czasem ciaglym
tak, aby uwzgledniaty cala klase rozkladéw stabilnych i rozkltadéw z ich obszaréw
przyciagania (a nie tylko rozklad normalny) prowadzi do uzyskania opisu dyspersji
typu LFD.

Z innego typu zjawiskiem spotkaliSmy sie w przedziale dyspersji 5. Tutaj charak-
terystyka dielektryczna tkanki wynika z obecnodci wielu faz dielektrycznych (blony
biologiczne), ktérych parametry dielektryczne moga nie mieé¢ identycznych wartosci.
Efekt ten moze by¢ opisywany za pomocg obwodéw elektrycznych R-C. W oparciu
o model elektrolitowo-membranowy tkanki oraz uktad elektryczny Philipsona skon-
struowany zostal obwdd, ktéry reprezentuje niejednorodna budowe tkanki. Zatozono
takze losowo$¢ poszczegdlnych elementéw R, C wchodzacych w sktad tego uktadu.
Przedstawiona analiza teoretyczna umozliwila wyznaczenie rozktadu zmiennej lo-
sowej, ktéra opisuje wspdtczynnik relaksacji poszczegdélnych blon. Zaproponowane
przez nas ujecie probabilistyczne jest alternatywa dla znanych dotychczas determi-
nistycznych modeli fraktalnych.

Dla obu rozwazanych przedziatéw charakterystyki dielektrycznej tkanki: dysper-
sji i dyspersji § przeprowadzone zostaly takze symulacje komputerowe. Pozwolity
one znalezé doktadne parametry wyznaczonych teoretycznie rozktadéw zmiennych
losowych tak, aby wyniki asymptotyczne stosowaly sie w skoficzonych przedziatach
czestotliwoéci. W obu przypadkach symulacje potwierdzity, ze mozna zastosowaé
wyniki rozwazan teoretycznych do opisu dyspersji « i dyspersji (.

Rezultaty pracy umozliwity Scisty opis mechanizméw, ktére odpowiadaja za prze-
bieg charakterystyki dielektrycznej tkanki w przedziale dyspersji o i dyspersji S.
Przedstawiona interpretacja moze stanowi¢ wstep do dalszych badan nad aspektem
medycznym omawianych zjawisk. W kontekscie naszych wynikéw mozna analizowac
zar6wno wplyw zmiennego pola elektrycznego na organizmy zywe, jak i rozwazyé

wynikajace stad mozliwosci diagnostyczne lub terapeutyczne.
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Dodatek

5.1 Rozklady stabilne

Fizyka klasyczna wywodzaca sie z praw Newtona opisywala prawa natury w sposéb
deterministyczny. Podejécie probabilistyczne do badanych zjawisk zaczeto stosowaé
znacznie pézniej w postaci metod fizyki statystycznej. Przy analizie uktadéw zlozo-
nych z bardzo wielu elementéw i o duzej liczbie stopni swobody fizyka statystyczna
celowo abstrahuje od szczegétéw dotyczacych mikroskopowych sktadowych uktadu.
W zamian za to do rozwazan wprowadza element przypadkowos$ci, ktéry obcy jest
rozwazaniom fizyki klasycznej. Przy duzej ilosci elementéw uktadu istotng role za-
czynaja odgrywaé prawa statystyczne, dzieki czemu ogdlne prawidlowosci dotyczace
uktadu makroskopowego mozna wyprowadzi¢ bez znajomosci stanu poszczegdlnych
elementow.

Pierwszymi rozktadami probabilistycznymi, ktore stuzyty do opisywania zjawisk
fizycznych, byty rozktady o skonczonej wartosci éredniej i wariancji. Najbardziej
popularnym przyktadem jest tu rozktad normalny, ktéry mozna otrzymaé miedzy
innymi jako przypadek graniczny rozkladu dwumianowego zwiazanego z ciagiem
doswiadczen Bernoulliego. Z czasem uznano, ze mozna budowa¢ modele réwniez
w oparciu o rozklady, ktérych wariancja a nawet Srednia moga nie mieé skonczonej
wartosci. Przykladem jest tu wykorzystanie rozktadéw stabilnych i rozktadéw z ich
obszaréw przyciagania.

Rozklady stabilne zostaly zdefiniowane w latach trzydziestych XX wieku przez
francuskiego matematyka Paula Lévy’ego jako rozktady, ktére podobnie jak rozklad

normalny, maja te ceche, ze odpowiednio unormowana suma niezaleznych zmiennych
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losowych X, Xs,...,X,, o tym rozkladzie ma doktadnie ten sam rozktad, co mozna

zapisa¢ w postaci warunku:

Y X £ an Xy + do,

=1

gdzie £ oznacza réwnosé rozktadu, a, > 01 d, sa pewnymi stalymi. Wiadomo,

ze wéwczas postaé statych a, nie jest dowolna, tylko a, = nl/*

dla pewnego k,
0 < k < 2. Parametr k nazywamy indeksem stabilnodci. Od jego wartoéci zaleza w
sposéb istotny wlasnosci rozktadu stabilnego. Jesli & = 2 to rozktad jest normalny i
ma wszystkie momenty skonczone. Natomiast dla 0 < kK < 2 otrzymujemy rozktady
Lévy-stabilne inne niz normalny i wtedy skonczone sa tylko momenty rzedu mniej-
szego niz k. W szczegdlnosci, wariancja jest wtedy zawsze nieskonczona, a dla k < 1
nie istnieje réwniez wartos¢ oczekiwana rozktadu. Rozktady stabilne sa rozktadami
ciagglymi.

Niestety, oprécz kilku wyjatkéw tj. rozktadu normalnego, rozktadu Cauchy’ego
(o indeksie stabilnosci k = 1) i rozktadu Lévy’ego (o indeksie stabilnoéci x = 0.5),
nie mozna przedstawié¢ ich gestoéci za pomoca funkcji elementarnych. Dlatego tez
zazwycza] rozklad stabilny okresla sie podajac (zamiast gestosci f(z)) jego funkeje

charakterystyczna:

ot) = [ e f)da
{ exp [—o’" |t]* (1 — 1€ sgn(t) tg &) + ict] dlad< k<2 k#1,

5.1
exp [—o |t] (1 + i€2 sgn (t) log |t|) + ict] dlak =1, L)

Wystepujacy we wzorze (5.1) parametr £, —1 < £ < 1, charakteryzuje sko$no$¢ roz-
ktadu, natomiast parametry ¢ € Rio > 0 odpowiadaja odpowiednio za przesuniecie
1 skale.

Wséréd rozkladdéw stabilnych wyrdzniamy rozktady symetryczne, asymetryczne
i catkowicie asymetryczne. O symetrii rozkltadu $wiadczy wystepujacy we wzorze
(5.1) wspétczynnik €. Dla rozktadéw symetrycznych £ = 0, i wtedy wzér (5.1) przyj-
muje postaé o(t) = e~ ()" 0 < k < 2, dla rozktadéw asymetrycznych 0 < €] < 1.
Rozklady calkowicie asymetryczne, tzn. skupione na pewnej pétprostej, odpowiadaja
|| = 1 przy takim ograniczeniu indeksu stabilnosci k, ze 0 < K < 1. W przypadku
rozktadéw stabilnych, ktore stosujemy w niniejsze] pracy, nosnikiem jest pdtprosta
(0,00), co odpowiada 0 < kK < 11ic = 0. Zmienne losowe o takich rozkladach |

przyjmuja jedynie wartosci nieujemne. Wzdr (5.1) ma wtedy posta¢ skomplikowanej
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funkcji zespolonej, natomiast transformata Laplace’a takiego rozkladu to funkcja

wyktadnicza:

50 = [~ e @)z = e,

0
przy czym 0 < K < 1.

Popularno$¢ rozktadu normalnego wynika przede wszystkim z faktu, ze na pod-
stawie Centralnego Twierdzenia Granicznego jest on asymptotycznym rozkladem
sumy niezaleznych zmiennych losowych o dowolnym, jednakowym rozktadzie, jesli
tylko rozktad ten ma skonczona wariancje. Okazuje sie, ze innymi asymptotycznymi
rozktadami takich sum (gdy wariancja jest nieskoniczona) moga by¢ tylko rozklady
stabilne. Moéwiac doktadniej, jezeli dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych Y7,
Ys,... 0 jednakowym rozktadzie F'(y) mozemy dobraé stale b, > 0, d,, tak, ze

=1 Yi —dy
bn
dla pewnej, niezdegenerowanej zmiennej losowej X, to wtedy X ma rozklad sta-

— X wg rozkladu, (5.2)

bilny z pewnym parametrem . Méwimy wtedy, ze rozkltad F(y) nalezy do obszaru
przyciagania rozktadu zmiennej losowj X. Poniewaz rozktad graniczny w (5.2) nie
moze by¢ innym rozkladem (niezdegenerowanym) niz stabilny, wiec tylko rozktady
stabilne, z rozkladem normalnym jako szczegdlnym przypadkiem, maja swoje ob-
szary przyciagania. Ze wzgledu na to rodzina rozktadéw stabilnych uwazana jest za
naturalne rozszerzenie rozktadu gaussowskiego.

Wiadomo, ze jesli rozklad F'(y) ma skonczong wariancje to, niezaleznie od po-
zostalych cech tego rozktadu, granica X w (5.2) ma rozktad normalny tzn. stabilny
z kK = 2. Jest to treScig Centralnego Twierdzenia Granicznego. Warunki na rozktad
F(y), przy ktérych otrzymujemy inne rozktady stabilne (z k # 2) jako rozklady
graniczne w (5.2), sa dobrze znane i zbadane (np. [81] - [83]). Wiadomo, miedzy in-
nymi, ze jesli rozktad F'(y) nieujemnych zmiennych losowych w ciggu Y7, Y3,...spelnia

warunek

dla pewnego k (0 < k < 1),1— F(y) = Pr(Y; > y) «c y " dla duzych y, (5.3)

to granica X, otrzymana w (5.1) dla b, = n'/*id, = 0, ma catkowicie asymetryczny
rozklad stabilny skupiony na pétprostej (0, 0c0) z parametrem stabilnoéci réwnym «.
Krétko moéwiac, rozktady spetniajace warunek (5.3), nazywane dlugoogonowymi,
nalezg do obszaru przyciggania catkowicie asymetrycznego rozktadu stabilnego o

indeksie stabilnosci k. Ogon takich rozkltadéw ma wtasnosci skalujace, tzn.:

dla dowolnego a > 0, Pr(Y; > ay) o< a " Pr(Y; > y) dla duzych y.
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Cecha szczegdlng rozktadéw dlugoogonowych jest ich zdolnoéé do opisywania
wielkosci charakteryzujacych sie duzymi fluktuacjami. Jest to jedng z przyczyn dla
ktérych rozklady te odgrywaja duza role w modelowaniu zjawisk z réznych dziedzin
takich jak: fizyka, biologia, chemia, astronomia, ekonomia [53]-[76], [81]-[85]. Sa one
takze bardzo przydatne do opisu uktadu o wtasnosciach fraktalnych [85].

Najbardziej znanymi przyktadami rozktadéw diugoogonowych sa:

1. Rozktad Burra [86] o dystrybuancie zdefiniowanej jako:

-

g

Fly)=1- (1 + (%) ) dlay >0 (5.4)
dla parametréw p, k, w > 0, o ile 0 < 2 < 1. Funkcja F(y) speinia wtedy
warunek (5.3) z x = 2. Parametr w to parametr skali. Gestos¢ f(y) tego

=21+ (&) @) ) vo

przedstawiono na Rysunku 5.1 dlap=5 k=101 w = 1.

rozkladu

Ogdlnie rozktad Burra nalezy do obszaru przyciggania rozktadu stabilnego
innego niz normalny wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < % < 2. Natomiast gdy
£ > 2, to rozktad ten ma skoficzona wariancje i nalezy do obszaru przyciagania

rozkladu normalnego.

2. Rozktad Pareto [81], ktéry jest szczegdlnym przypadkiem rozkltadu Burra z
p = 1. Dystrybuanta tego rozkladu ma wiec postac

~1
F(y)zl—(l—i—%) fLy>0, (5.5)
dla parametru k£ > 0 i parametru skali w > 0. Gesto$¢ tego rozktadu
1 —%1
s == (1+5) ">,
w w

przedstawiono na Rysunku 5.1 dla ¥ = 2 i w = 1. Rozklad ten nalezy do ob-
szaru przyciagania catkowicie asymetrycznego rozktadu stabilnego z indeksem
stabilnosci k = 1/k, 0 ile 0 < ¢ < 1.

3. Calkowicie asymetryczny rozktad stabilny z indeksem stabilnosci k, 0 < k < 1.
W przypadku x = 0.5 jest to tzw. rozktad Lévy’ego, ktérego gestos¢ zadana

jest wzorem analitycznym:

fly) = (y) 2 Y®) 4y >0,
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(gdy parametr skali w = 1). Gesto$¢ te réwniez przedstawiono na Rysunku 5.1.

(x)

Rysunek 5.1: Gesto$¢ jednostronnego rozkiadu stabilnego (linia ciagta) z indeksem
stabilnoéci k = 0.5 oraz gestosci dwéch rozktadéw z obszaru przyciagania tego
rozkladu stabilnego: rozktadu Pareto (linia przerywana) z parametrem k = 2 (k =
0.5) i rozktadu Burra (linia kropkowana) z parametramip =5, £ = 10 (k = a/b =
0.5), w skali liniowej 1 podwdjnie logarytmicznej. We wszystkich trzech przypadkach

przyjeto parametr skali w = 1.
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5.2 Przeglad typow tkanki, ktérej charaktery-

styki dielektryczne zostaly opublikowane w li-

teraturze
TKANKA ZAKRES CZE- | LITERATURA
STOTLIWOSCI

tkanka ludzka:

jelita z zawarto$cia 10® Hz —10"Hz 1]
kosé 10° Hz —107 Hz [1]
krew 10° Hz — 107 Hz 1]
krew 10* Hz — 10® Hz (3]
mie$nie 10° Hz — 107 Hz [1]
mig$nie szkieletowe 10° Hz — 10® Hz [26]
mézg 10° Hz — 107 Hz 1]
nerka 10° Hz — 107 Hz 1]
oko 10° Hz — 107 Hz 1]
pier§ zdrowa 10° Hz — 10% Hz (1]
pier§ z nowotworem zlosliwym 10° Hz — 10° Hz (1]
ptuco 10° Hz — 107 Hz 1]
skéra 10° Hz — 10%° Hz [1]
$ledziona 10° Hz — 107 Hz 1]
tetnica 10° Hz — 107 Hz (1]
tkanka tluszczowa 10° Hz — 107 Hz 1]
watroba 10% Hz — 107 Hz (1]
watroba 10° Hz [25]
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TKANKA

ZAKRES CZE-
STOTLIWOSCI

LITERATURA

tkanka zwierzeca:

kora mézgowa - substancja szara (krolik)
kora mézgowa - substancja szara (mysz)
krew (krolik)

mie$nie (szczur)

miesnie (krélik)

miesénie (wot)

mieénie (mysz)

miesnie szkieletowe (pies, §winia, szczur)
mie$nie szkieletowe (mysz)

moézg (szczur) ‘
mozg - substancja szara i biata (krélik)
nerka ($winia, pies, krowa)

nerka (woét)

oko - soczewka (wot)

oko - soczewka (krélik)

skéra (krolik)

Sledziona ($winia, pies, krowa)

tetnica (wot)

tkanka ttuszczowa (krolik)

trzustka (pies)

watroba (krélik)

watroba ($winia, pies, krélik, krowa)
watroba (wdét)

spozywcze mieso wotowe oraz drobiowe
warunkdéw

w zalezno$ci od czasu 1

przechowywania

103 Hz — 10° Hz
10" Hz - 10%° Hz
ok. 10° Hz

108 Hz - 10%° Hz
ok. 10° Hz

ok. 10° Hz

10" Hz - 10%° Hz
105 Hz - 10® Hz

10° Hz - 10'° Hz
108 Hz - 10'° Hz
ok. 10° Hz

105 Hz - 10® Hz

ok. 10° Hz

10° Hz - 10® Hz

ok. 10° Hz

ok. 10° Hz

10° Hz - 10® Hz

ok. 10° Hz

ok. 10° Hz

10° Hz - 10® Hz

103 Hz — 10° Hz
10° Hz - 10% Hz

ok. 10° Hz

10° Hz - 10° Hz
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specyficzne tkanki nowotworowe

jelito - Hemangiopericytoma, Leimysar-
coma ($winia), mie$nie - Fibrosarcoma
(pies), guz KHT (mysz), $ledziona - He-

matoma (szczur), Hepatoma 23 (szczur)

10° — 10° Hz

[1]

TKANKA

ZAKRES CZE-
STOTLIWOSCI

LITERATURA

tkanka roslinna:

Aceraceae, Agavaceae, Aquifolaceae,

Araliaceae, Berberidaceae, Celastra-
ceae, Commelinaceae, Compositae
Crassula portulacaceae
Curcurbitaceae, Ericaceae, Gerania-
ceae, Gramineae, Hyperiacaceae, Irida-
ceae, Labiatae, Lauraceae, Lequmino-
sae, Liliaceae, Loganiaceae, Moraceae,
Myrtaceae, Oleaceae, Primulaceae, Po-
lygonaceae, Rosaceae, Sacifragaceae,

Salicaceae, Solanaeae, Theaceae

1072 Hz — 10* Hz

1072 Hz — 10° Hz
10~2 Hz — 10* Hz

23]

[17]
[23]
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Spis rysunkow

1.1

2.1

2.2
2.3

2.4

Typowe cechy charakterystyki podatnos$ci dielektrycznej tkanki w fun-

keji czestotliwosei. . . . Lo Lo

Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej w funkcji czestotliwosci dla ma-
terialéw hoppingowych (zjawisko LFD). . . ... ... ... .. ...
Zalezno$¢ potlozenia czastki od czasu w bigdzeniu losowym CTRW.
Przyktadowe trajektorie czaﬁtki w bladzeniu losowym na ptaszczyz-
nie przy zatozeniu skonczonej wariancji rozktadu dtugosci skokéw (A)
oraz dlugoogonowego rozktadu dtugosci skokéw (B) i kilka odpowia-
dajacych im potozen czastki w btadzeniu losowym zredukowanym do
jednego wymiaru (ruch czastki w kierunku prostopadlym do elek-
trod). ...
Zalezno$¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢ > w; ! i n = 0.8. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrami k = 5
i w = 1073, rozklad dtugosci skokéw - rozklad Burra z parametrami
P=03, B =008 5 5 5 % 0 o s < n o om e wsa ..
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2.5

[\)
D

2.7

2.8

2.9

Zaleznos¢ éredniego wspoétczynnika nachylenia 75y, trajektorii w za-
leznoéci od warto$ci wspoétczynnika skalowania w przy réznych roz-
ktadach dlugosci skokéw czastki i czaséw oczekiwania na skok. Linia
kropkowana: rozktad dtugosci skokéw - rozktad Burra z parametrami
p=0.3, k=12 (y =p/k =0.25), rozklad czaséw oczekiwania - roz-
ktad Pareto £ = 5 (A = 0.2). Linia przerywana: rozktad dtugos$ci sko-
kéw - rozktad Burra z parametramip = 0.6, k = 2.4 (y = p/k = 0.25),
rozklad czaséw oczekiwania - rozktad Pareto z k = 5 (A = 0.2). Li-
nia ciggta: rozktad dlugosci skokéw - rozktad stabilny z indeksem
stabilnosci k = 0.25, rozktad czaséw oczekiwania - rozklad stabilny
z indeksem stabilnosci k = 0.2. Teoretyczna warto$¢ wspélczynnika
nachylenia wynosi W =10.8. . 5 . ¢ s ¢ 5 5 6 25 5 ¢ 2 4 5 22 o 5 =
Zalezno$¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w btadzeniu
losowym CTRW, przy zatozeniach ¢t < w;!im = 0.2. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrem k£ = 5,
rozktad diugosci skokéw - rozkitad Burra z parametrami p = 0.6, k =
0.2, w=1075. . . . ...
Zalezno$¢ sredniego wspétczynnika nachylenia i, trajektorii w za-
leznoéci od wartosci wspétczynnika skalowania w. Linia kropkowana:
rozktad dtugosci skokéw - rozktad Burra z parametrami p = 0.6,
k =0.2 (y =p/k = 3), rozklad czaséw oczekiwania - rozktad Pareto
z k =5 (A = 0.2). Linia ciagta: rozklad dlugosci skokéw - rozkiad
stabilny z indeksem stabilnoéci x = 2, rozklad czaséw oczekiwania -
rozklad stabilny z indeksem stabilnosci k = 0.2. Teoretyczna wartoscé
wspoélczynnika nachylenia wynosim =0.2. . . ... ... ... .. ..
Zalezno$é potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach t < w;'im = 0.1. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozkiad Pareto z parametrem k& = 10,
rozktad diugosci skokéw - rozklad Burra z parametrami p = 0.5, k =
0.1, w=1075. . . ...
Zalezno$¢é potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢ > w; ! in = 0.9. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozklad Pareto z parametrem k£ = 10,
rozklad dlugosci skokéw - rozklad Burra z parametrami p = 0.5, k =
4.5, w=1073. . ..
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2.10 Zalezno$¢ potozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢ > w;!in = 0.8. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem stabilnosci
A = 0.2 i parametrem skalowania w = 1077, rozktad dtugosci skokéw
- rozklad stabilny z indeksem stabilnosci v =0.25. . . ... ... .. 37

2.11 Zalezno$¢ polozenia X (t) czastki efektywnej od czasu w biadzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t < w;'im = 0.2. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem stabilno$ci
A = 0.2 i parametrem skalowania w = 107%, rozklad dlugosci skokéw
- rozklad Gaussa o $redniej 100 i wariancji 1. . . . . .. .. .. ... 38

2.12 Zaleznoé¢ polozenia X(t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach ¢t < w;'im = 0.1. Rozklad czaséw
oczekiwania na kolejny skok - rozkiad stabilny z indeksem stabilno$ci
A = 0.1 i parametrem skali w = 107®, rozklad dlugoéci skokéw -
rozktad Gaussa o $redniej 100 i wariancji 1. . . . . .. ... ... .. 39

2.13 Zaleznoé¢ polozenia X(t) czastki efektywnej od czasu w bladzeniu
losowym CTRW, przy zalozeniach t > w;! i n = 0.9009. Rozklad
czasow oczekiwania na kolejny skok - rozklad stabilny z indeksem

stabilnosci A = 0.1 i parametrem skali w = 1077, rozklad dlugosci

skokéw - rozktad stabilny z indeksem stabilnoéci v = 0.111. . . . . . 40
3.1 Model komérki Philippsona. . . . . . . . ... ... ... 44
3.2 Deterministyczny obwdd fraktalny jako model tkanki. . . . . .. .. 46
3.3 Kolejne kroki w konstrukeji hierarchicznego obwodu R-C. . . . . . . 48

3.4 Zalezno$é podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwodci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozktad Pareto z parametrami s = 0.5, w =
1073, dla 10® obwodéw elementarnych. . . .. ... .. .. ...... 54
3.5 Zaleznoé¢ podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozklad Pareto z parametrami s = 0.5, w =
1073, dla 10° obwodéw elementarnych. . . .. ... .. ... ..... 55
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3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

5.1

Zalezno$é podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegélnych
obwodéw R-C przyjmuje rozklad Pareto z parametrami s = 0.4, w =
1073, dla 10° obwodéw elementarnych. . . . . .. ... ... ... ..
Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozkiad Burra z parametramip =41 k = 10,
w = 1075, dla 10° obwodéw elementarnych. . . . . . ... ... ...
Zalezno$¢é podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwoddéw R-C przyjmuje rozktad Burra z parametramip = 51 k = 10,
w = 107%, dla 10° obwodéw elementarnych. . .. ... ... .....
Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozklad stabilny z parametrami s = 0.4,
w = 107%, dla 10° obwodéw elementarnych. . . . .. ... .. ....
Zaleznoéé podatnosci dielektrycznej x(w) ukladu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozkiad stabilny z parametrami s = 0.5,
w = 1073, dla 10° obwoddéw elementarnych. . .. .. ... ... ...
Zalezno$¢ podatnosci dielektrycznej x(w) uktadu od czestotliwosci,
gdy zmienna losowa reprezentujaca czasy relaksacji poszczegdlnych
obwodéw R-C przyjmuje rozktad stabilny z parametrami s = 0.5,
w = 1075, z uwzglednieniem rezystancji elektrolitu reprezentowane;

jako dodatkowa rezystancja szeregowa R, obwodu elementarnego.

Gestoé¢ jednostronnego rozktadu stabilnego (linia ciaggta) z indeksem
stabilno$ci x = 0.5 oraz gestosci dwdch rozktadéw z obszaru przycia-
gania tego rozkladu stabilnego: rozktadu Pareto (linia przerywana) z
parametrem k£ = 2 (k = 0.5) i rozktadu Burra (linia kropkowana) z
parametrami p = 5, k = 10 (kx = a/b = 0.5), w skali liniowej i po-
dwdjnie logarytmicznej. We wszystkich trzech przypadkach przyjeto

parametrskaliw=1. . ... . ... ... ... 00 L

81

61






Raport dostępności





		Nazwa pliku: 

		kotulska_analiza_odpowiedzi_dielektrycznej_phd.pdf









		Autor raportu: 

		



		Organizacja: 

		







[Wprowadź informacje osobiste oraz dotyczące organizacji w oknie dialogowym Preferencje > Tożsamość.]



Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.





		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2



		Zatwierdzono ręcznie: 0



		Odrzucono ręcznie: 0



		Pominięto: 1



		Zatwierdzono: 28



		Niepowodzenie: 1







Raport szczegółowy





		Dokument





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności



		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy



		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF



		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu



		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony



		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym



		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki



		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów



		Zawartość strony





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana



		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane



		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury



		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

