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WAZNIEJSZE OZNACZENIA.

X, ,J{,MR - zbiory,przestrzenie.

{Q&} - zbidér pusty.

R = zbidr liczb rzeczywistych.

C = zbidr liczb zespolonych.

c{a,b) - zbiér funkecji ciggiych na odcinku <g,b).

F(+) - funkcjonai,

f(+) - odwzorowanie.

(C(a,b),Rn) - n-wymiarowa przestrzen wektorowa taka, ze kazda

sktadowa wektora jest elementem C{a,b).

Rn(a,b> = {(x1,.. X ) sal %y Lbyi=1,2,40 ,n}

X,¥,2 - kreska nad literg oznacza wektor np. [:(1,.. ,X;JT
/ T oznacza transpozycje /

1= [1,1,..,{| :

0 = [o,o,..,()] T

-

o(xk) - nieskoriczenie maa wyzszego rzedu niz k,

L - macierz operatordéw liniowych.

o..ax.be.o - cigg zer z wyjgtkiem miejscax ,gdzie wystepuje a,
. miejsca £, gdzie wystepuje b‘ itd.

?F(m) - m-wymiarowa transformata Fouriera.

5(') - dystrybucja delta Diraca.

& - wartosé sprzezona do A,

Zxb - dziaranie /wzdr /3+8//ytzw. iloczyn tensorowy.

D

Z4sZ,Y eo. = litera podkreslona oznacza macierz,

—

- operator rdézniczkowy /wzdr /3.9//.



t')(.) - operator /wzér /5.8//.
(Sbb - operator /wzér /3.13/ lub /5.10//.

AE,U - litera podkreslona dwukrotnie oznacza amplitude¢ zespo-
long sygnazu harmonicznego.
w =21Tf=2‘ﬁ/T

@ - suma prosta przestrzeni.



1. WSTEP.

Koniecznos¢ badania ukzadow nieliniowych wydaje sie oczywi-
sta, gdyz praktycznie kazdy rzeczywisty ukiad elektroniczny Jjest
ze swe] natury nieliniowy. W jednych ukadach efekty nieliniowe
traktuje sie jako zjéwisko niepozgdane, a w innych sz one pod-
stawg ich dziaZania. istnieje wiele sposobdw, bgrdziej lub mnie}
ogélnych, analizy tych ukaddéw, zardéwno analitycznych jak i nume-
ryczﬁych w wiekszoséci wykorzystujgcych, posrednio lub bezposre-
dnio, analize w dziedzinie czasu. Ogdlne metody sg podane np. w
[23,27,30,57,61,75,116] .

W chwili obecnej nie ma w zasadzie systematycznych i pez-
nych metod analizy tych uktadéw, szczegdlnie w dziedzinie czes-
totliwoséci,

Rozpowséechnianie metod analizy ukiaddéw liniowych, opartych
na transformacjach Fouriera i Laplace’a /a tez i przeksztaice~
niu 24 ¥aczacych sie w sposéb naturalny z pojeeiem czestotliwo-
gci drgan, funkejg transmitancji oraz charakterystykami czegstot-~
liwosciowymi, spowodowazo che¢é przeniesienia tych metod na ukia-
dy nieliniowe, do czego czesto znajdowanb uzasadnienie tecre-
tyczne[m} "

Rozwigzanie takie nie moze by¢ jednak zadowalajace i w dal-
szym ciggu poszukuje sie¢ metod ogdlniejszych, Wydaje sie, ze ko=
rzystne pod tym wzgledem jest zastosowanie szeregéw Volterry ma-
jacych reprezentacjg zardwno w dziedzinie czasu,jak i czestotli-

wosci,
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Odpowiedz ukZadu nieliniowego w postaci szeregu Volterry opi-
gat po raz pierwszy N.Wiener w 1942r. [110}, choé¢ podstawy matema-
tyczne tej teorii siggaja lat 1880 do 1920 i nalezg do V.Volterry
oras M.Frecheta[33,115J. W dalszych latach metoda szeregéw Volter-
ry zostazZa szeroko rozpowszechniona do badar nad zjawiskami nieli-
niowymi, zardéwno w ukiadach elektronicznych, jak i innych zjawis-
kach fizycznych. Miarg tego rozpowszechnienia jest duza ilos$é pu-
blikacji, ktdére, 2z grubsza, mozna podzielié na dwie grupy przeni-
kajgce sig nawzajem. Pierwszg z nich sg publikacje majgce aspekt
bardzie]j teoretyczny i zajmujgce sie takimi zagadnieniami jak ist-
nienie reprezentacji.danego problemu w postaci szeregu Volterry
i wigzgey si¢ z tym problem jego zbieznosci [7,10,18,29,39,41,50,
04,66,67,109,117,120,121,122,123]. Do drugiej grupy nalezg prace
wykorzystujgce szereg Volterry w konkretnych zastosowaniach /acz=
kolwiek czgsto uzupeiniajg rozwazenia teoretyczne/, przy czym moz-
na tu wydzielié takie /réwniez si¢ przenikajgce/ grupy zaintere-
sowan, Jjak:

- ukfady nieliniowe 2z sygnazami deterministycznymi[?,3,12,13,14,
15,16,17,20,22,25,31,43,44,45,52,53,62,68,69,71,72,76,77,78,79,
H2,83,84;85,86,89,90,97,98,99,100,101,102,103,107,108,114,11?],

- protesy stochastyczne w ukiadach nieliniowych [4,5,8,26,28,37,
40,42,5&,59,60,74,118,119} , _

- nieliniowe ukZady sterowania [1,24,32,34,35,36,38,63,65,91,92,
93,94,95,96,105,106]

- inne zjawiska fizyczne majgce reprezentacj¢ w postaci szeregu
Voltersy np. [6,55,124] .

- Nas bedzie interesowaZa piexwsza z tych grup, w odniesieniu do

nieliniowych ukzaddéw elektroniéznych. W przytoczonych publikac-

jach na ten temat szeregilem Volterry opisywano uklagy 0 jednym
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wejsciu i jedhym wyjsciu /choé w [55,11bj zastosowano go do opi-
su tréjwrotnika, ale w sposdéb mazo ogdélny/.

Bogatg bibliografie dotyczacy szeregdéw Volterry mozna zna-
lezé réwniez w monografiach [95,10iJ , gdzie oméwiono mozliwodci
zastosowania szeregow Volterry w aﬁalizie ukt*adéw elektronicznych

jednowejsciowych i ukzaddéw sterowania,
1«1. Cel pracy.

Celem pracy jest podanie metody mazosygnatowej analizy
wielootworowych uk*addéw elektronicznych oraz stworzenie prakty-
cznego narzedzia takiej analizy w postaci uniwersalnego progra-
mu komputerowego, Dla osiggniecia powyzszego celu wykorzystana
zostanie metoda szeregdéw Volterry, przy czym cel bedzie zreali-
zowany
1/ w zakresie rozwazall teoretycznych przez:

- wyprowadzenie zaleﬁnoéci'w postaci szeregu Volterry opisujace]
nieliniowy ukZad elektroniczny o wielu wejsciach i wielu wyj-
Sciach., Zalezncsci takich nie spotkano w znanej autorowi lite-~
raturze,

- przeanalizowanie interpretacji fizycznej oraz pewnych cech nie-
liniowych funkeji tranémitancji opisujgcych wielootworowe, nie-
‘liniowe ukiady elektroniczne,

- zrealizowanie, opartego na wyprowadzonych zaleznoSciach, uni-
wersalnego programu komputerowego analizy wielootworowych
uk¥adéw elektronicznych z maXymi nieliniowoScizmi, Istnienie’
takiego programu nie Jest autorowi znane,

2/ w zakreéie badari eksperymentalnych przez:

- pokazanie praktycznych mozliwosci zastosowania opracowanego



programu komputerowego,
- rozpatrzenie zakresu stosowalnosci opracowane] metody w ana-
lizie ukzaddéw elektronicznych,
Pomyslna realizacja tak sformuiowanego celu bgdzie kolej-
nym krokiem do znalezienia ogdélnych i systematycznych metod ana-
lizy nieliniowych ukaddéw elektronicznych, ktérych brak sygna-

lizowano na wstepie tego rozdziazu.
1.2. UkZzad pracy.

W rozdziale drugim wychodzgec od pojecia odwzorowania na
zbiorach dowolnych, poprzez twierdzenie Frecheta, anélizg W prze-
strzeniach Banacha, dochodzi sig do uogdlnionego szeregu Volter-
ry bedacego rozwinieciem odwzorowania F:(C(a,b}Ri)-+(?{é,b),ﬁl).
Pokazano przy tym, Ze istnieje pewien niezerowy obszar zbiezno-
$ci tego szeregu. Hozwazania teoretyczne przeprowadzone w tym
rozdziale sa niezbedne do wyprowadzenia zaleznosci /2.61/=/2.64/
zaproponowanych przez autora do opisu wielootworowych, nielinio-
wych ukXadéw éiektronicznych.

Rozdziat trzeci prezentuje sposéb obliczania wyrazdéw uogdl-
nionego szeregu Volterry bedgcego rogwigzaniem pewnego réwnania
rézniczkowego opisujgcego wielootworowy ukiad elektroniczny.
Wprowadzenie przez autora operatordéw /3.9/ i /3.13/ pozwoliZo
sformalizowaé zapis poszczegdélnych wzordéw, lwierdzenia 3.5 i
3,6 zostary podaﬁe przez autora,

W rozdziale czwartym przedstawiono reprezentacje uogdlnio-
nego szeregu Volterry w dziedzinie czestotliwosci podajgc inter-
pretacje fizycznq’nieliniowych funkcji transmitancji oraz ich

istatne wasnosci., Rozdziar ten zawiera  szereg uwag niespot-
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kanych przez autora w znanej mu Jditeraturze,

RozdziaZ pigty podaje dwa sposoby obliczania nieliniowych
funkcji transmitanc ji uogélnionego szeregu Volterry dla elektro-
nicznych ukxaddéw wielootworowych., Wprowadzenie niespotykénych
dotychczas w literaturze operatordéw /5.8/ i /5.9/ pozwoliXo na
zwarty zapis wzordéw, W rozdziale tym przedstawiono réwniez moz=-
liwoéé obliczania wielowymiarowych funkecji transmitancji za po-
mocg napisanych przez éutora programéw komputerowych,.

Szésty rozdziax zawiera w caXosci, wyniki uzyskane przez
autora, Prezentuje on przyktady analizy ukaddéw elektronicznych
za pomocg szeregu Volterry, wraz z weryfikacjg pomiarowg. Podano
tam wiele wnioskéw,dotyczqcych prezentowanych ukladéw, trudnych
do ﬁyciqgniqcia w innej niz szeregi Volterry metodzie anélizy.
Do istotnych zagadnien zawartych w tym rozdziale zaliczyé mozna
szacowanie promienia zbieznosci szeregu Volterry oraz okreslenie
zakresu aproksymacji sygnaiu wyjsciowego wk*adu eléktronicznego
przez wielomian Volterry,

Opracowany przez autora rozdziax siddmy pozwala spojrzed
na -metode analizy ukaddéw elektronicznych za pomocg szeregdw
Volterry przez pryzmat problemu modelowania uk*adu elektronicz-
neéb, z czego wyciaggnieto rdéwniez interesujgce konkiuzje.

Wnioski dotyczgce caze]j pracy zebrano w rozdziale Osmym.



2. _REPREZENTACJA CDFPOWIEDZI NIELINIOWEGO UKZADU ELEKRONICZNEGO

PHZEZIFUNKCJGNkL NIELINIOWY,
2.1.Funkcjonazy nieliniowe. [U:J

Wprowadzimy na poczgtek pojg¢cie odwzorowania -na zbiorach
dowolnych:
Dei‘.2..1. Niech dane bgdg dwa zbipry M i L/V . Przez-odwzorowanie,
ktérego argumenty przebiegajg zbidr M , wartosci zas naleza do
zbioru cA/‘, rozumiemy kazdy podzbidr f iloczynu kartez jariskiego
./«(x/ o tej wxasnosci , ze dla kazdego x €M istnieje Jjeden i
tylko jeden element yét/rtaki y 2€ (x,y)é f =

Zamiast pisaé (x,y)€f bedziemy uzywali zapisu y=f(x) lub

f:c/('{._’f,

Jezeli w przytoczone] definicji zbidr JV zastgpimy zbiorem
liczb rzeczywistych R , a zbidr M bgdzie funkcyjng przestrzenig
metryczng to odwzorowanie f(v) nazwiemy funkcjonalem[S’l‘-l,

Natomiast jez‘eli M jest przestrzenig liniowg nad ciatem R
/lub C/ oraz.spetnione sg dla f(+) warunki:

a/ £(x, +x,) = f(x1) + £(x,) i Xq9%,

b/ f(a}:)'= af(x) - § xE-L/(’t y 2R /1lub C/
/

to f(*) nazywamy odwzorowaniem liniowym,

Przyk¥adem odwzorowania liniowego jest operator postaci

y(t) = g k(t,7)x(T)dT 12,4/

R{a,b)



okreslony na zbiorze funkcji ciggiych C(a,t}. We wzorze tym k(tﬂj
jest funkcjg ciggtg dwdéch argumentow t i T . Jezeli rozpatrywaé
argument t jako parametr funkcjonaiu przeksztaicajqcego_funkch
xft) € G(a,b> w liczbe y(t) , to mozna zapisaé operator /2.1/

jako rodzing jednoparametrowych funkcjonazéw liniowych
y(t) = 7(x(t),t). 12,2/

Niech dalej X oznacza liniowg przestrzen metryczng.

Def.2.2. Odwzorowanie f(x1,..,xn) o n argumentach okreslone na
iloczynie kartez jarskim 3(1XJ:2X...*JCn nazywamy n-liniowym ,
jezeli jest ono liniowe ze wzgledu na kazdy argument.

Np. fukcjonat w przestrzeni (C(a,tD,Rn) o postaci

(T e ) = | HlTpoee T () o T, )T, /223
R"(a,b

jest odwzorowaniem n-liniowym,

W szczegdlnosci dla tego typu odwzorowania mamy

HE(xq5000x )= JEMIx,]| o olIx, 1, /2.4/

Jezeli w odwzorowaniu n-liniowym dokonamy podstawienia X,=

=X e e=X =X to f(x) = f(x,..,x)‘quzie jednorodnym odwzoro-

waniem rzedu n , tzn. bgdzie spelniaé warunek

f(ax) = a’f(x) ; a€R /lub C/, /2.5/

Tak wiec funkcjonat liniowy
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F1(x(T)) - RTCT)X(Qﬁd'U /2.6/
R{a,b)

jest jednorodnym funkcjonatem rzedu 1 , a wyrazenie

Fz(}:(‘l’)) = S k(7. ,TQ) X(T1) x(‘T, 2) d7v2 /2.7/

Hz(a,b>

jest jednorodnym funkcjonarem rzedu 2. Jednorodny funkcjonak

rzedu n bedzie wyrazat sig wzorem

P (x(Y) = gkh(T1,..-,’§n)X(T1)...x(’Yn)dTvn, /2.8/

R"(a,b)

Funkeje kn(-) w /2.8/ nazywamy jgdrem funkcjonau Eﬁ@). Jezeli
dodatkowo kn(°) jest symetfycznq funkcjg swoich argumentéw , to
funkcjonat /2.8/ nazywamy jednorodnym i regularnym funkc jonaXem
rzedu n. '

Sume¢ regularnych , jednorodnych funkcjonazdw Fn(') rzedu ngN

quz;emy nazywali jednorodnym wielomianem funkcjdnalnym stopnia N

Op(x(T) = Fy + Fo(x(¥) +enos Fo(x(%)), /2.9/

gdzie P Jest staig., Wielomiany tej postaci wykorzystywane sg do
aproksymacji funkcjona¥*déw nieliniowych , podobnie juk wielomiany
rzeczywiste wykorzystuje sig do aproksymacji funkcji zmienne}
rzeczywistej /tw. Weiestrassa/,

Do opisu nieliniowych systeméw dynumicznych wykorzystuje sie



wielomiany Volterry , ktérych sktadniki sg funkcjonatuami jedno-

rodnymi , zaleznymi od parametru t,

Vn(X(-T),t) = Sk (t 'r1...,q;n i ..X(L T, - /2.10/

R?(a, b)

Regularnosé¢ tych funkcjonaxoéw rozumieé¢ nalezy tak samo jak
poprzednio , tzn., 2e Jjadro kn( t,') jest symetryczne wzgledem

T,!,..,"Cn dla dowolnego t. Poza tym zakYada sie , ze
kn(t,“r1,..,’rn) = 0 dla T, ¢ {a,b);i=1,..,0n. /[2.11/

Jezeli t w wyrazeniu /2,10/ bgdziemy rozpatrywaé¢ jako zmienng ,

to wielomian Volterry
| N

GN(X(T)’T') =Z Vn(X(T),t) 12,12/

n=0

bedzie jednorodnym odwzorowaniem zbioru . I funkeji x(t) ,
w przestrzen\d funkeji y(t) /W szczegdlnosci przesnrzeniex ";j

moga pokrywac sie z przestrzeni @, b)/
2.2.Aproksymacja funkcjonazéw ciggtych. [81,117]

Jak juz wspomniano, aproksymacja funkcjonaséw ciggsych wigze
si¢ - przez analogig¢ , z twierdzeniem Weiestrassa o aproksymacji
funkcji zmiennej rzeczywistej okreslonej na przedziale domknietym

za pomocg wielomiandw,



Dla funkcjonuasdéw istnieje analogiczne twierdzenie Frecheta{11ﬂi
Tw.2.1. Jezell tunkcjonas F(x(t)) jest okreélony 1 ciggly w prze-
strzeni C{a,b), t0 na dowolnym Obszarze e C(a,ﬁ)_ mozna
go przedsiawié W postaci granicy regularnych wielomiandw funkejo-

nalnych

F(x(t)) = i_i’mmGr (x(%)). /2.13/

n

wWykorzystujgc /2.8/ i /2.9/ mozna ten wzdér zapisaé jako

F(x(t) = lim(kon + 8k1n(‘t')x('r)d’t+ ceu +

n-ao
R{a,b)
/2.14/

+ eee + g krz(Tﬁ,..,T;n)x(TH)...xvtrn)dtkr 3
n

an(a,b)

gdzie kpn(') sg funkcjami symetrycznymi i ciggtymi swoich argu-
mentdw,

Ponadto , wykorzystujac wasnoSci funkcjonaléw na przestrze-
niach zwartych , mozna pokazaé[é1] y 2e Jezeli ﬁ) w twe2.1. Jjest
‘zbiorem zwartym , to zbieznosé wx/é.13/ i /2.14/ ma charakter
jednostajny.

W ogdélniejszym przypadku , kiedy funkcjonax zalezy od para-
metru tela,b), jego aproksymacja na odecinku <4a,b) odbywa sie
za pbmocq wielomianéw postaci

nN->o

y(8) = F(x(t),t) = lim(koh(t) + S k2 (6 Ve aCaeur  J2:457

‘R<{a,b)
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& ;
oot &krn(t,'[1,..,Trn)x(T1)...x(Trn)dTvr ). /2:15/

n
RTn{z, by

Warto tu zauwazy¢ , ze granica funkcji kpn(f) przy n —» oo

moze nie istnieé¢ w zwyklym sensie , lecz bedzie nig dystrybucja.
2.%.Ré0zniczkowanie w przestrzeniach Banacha.[51,70,81,117]

Oznaczmy délej przez :I:irj przestrzenie Banacha /rzeczy-
wiste bgdZz zespolone/. Niech dane bedzie odwzorowanie f: LY
okreSlone na pewnym obszarze DX . Wybierzmy dowolny punkt x eD
i taki element 5&:633 s 2€ x+0x 63).

Def.2.3., Cdwzorowanie f(x) nazywamy rdézniczkowalnym w sensie Fre-
cheta, jezeli istnieje ograniczony i-liniowy operator f'::K‘*Ej
- taki , ze

f(x,5x) - f(x+6i )= £(x) = £1%)§x + oc(x,0%), /2.16/

przy czym,

lloc(x, Ex)|
lim ————— = 0. /2.17/
WSxiso IIdxIl
wyrazenie f{x)dx nazywamy rézniczkg Frecheta , & f1x) po-
chodng Frecheta odwzorowania f(x). Méwimy réwniez , ze f(x) jest
rézniczkowalne w sensie Frecheta , jezeli ffk) jest okreslona

jednoznacznie,

Powyzsza definicja nalezy do klasy tzw, definicji niekonstru-
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ktywnych, tzn. nie méwi , w jaki sposéb obliczaé pochodng f{x).
Mozliwoéé obliczania f{x) uzyskamy , gdy podstawimy 5x=§h , gdzie
hed i Ye¢R /1ludb C/. Wtedy , przy ¥ 0, e =l =\lalhl\->0 i ostatecz-

nie /2.16/ mozna zapisaé w postaci

f(x,4h) = £(x+gh) - £(x) = £Tx)pn +o&(x,hﬂ-h) /2.18/

oraz
lim M = lim M = 0, [2:19/
liynll> 0 {lynll y> 0 lgnl
Def.2.4. Graniceg /w sensie normy/
df(x,h) = lim ££EL&E)-= %— f(x+g@ ]2,20/
S B ¢ §=0

nazywamy rézniczkg Gateaux odwzorowania f(x) w punkcie x i kierun-
ku h, Jezeli roézniczka ta okreSla jednoznacznie liniowy operator

£7: XY taki, ze
df(x,h) = £&)n, /2.21/

to f(x) nazywamy pochodng Gateaux odwzorowania f(x).

Naleﬁy w tym miejscu zauwazyé , ze definicje rézniczek w sen-
sie Frecheta i Gateaux nie sg réwnowazne., Zachodzi miedzy nimi
nastepujgcy zwigzek [7@':

Tw;é.2. Jezeli C[ i Tj sg przestrzeniami Banacha oraz 9szorowanie
£:X>™ jest okreslone w pewnym obszarze L cX oraz jezeli £ (-)
jest rdézniczkowalne w sensie Gateaux w D w sposéb ciggty /po-

chodna Gateaux jest ciggza w D / , to istnieje pochodna Frecheta



W ﬁ) i obie pochodne s8g sobie réwne, Jezeli natomiast w D ist-
nieje pochodna Frecheta,to istnieje tez pochodna Gateaux i pochodne
te sg sobie rdwne,

Mozna pokaza¢ , 2e rézniczka pierwszego rzedu funke jonalu
/x zastepujemy tu przez Cla,b) i '5 przez R/ jes't jednorodnym
funkc jonatem rzedu pierwszegok1%] wzgledem przyrostu argumentu Sx

i ma postac

F(x(t),§i)

gF'(x (t), £)0x(¥ )ax , /2.22/

R{a,b)

co przy podstawieniu §x(t) Q(t) daje

P(x(t) ,kp(t)‘) - SF'(x(t),E)kP(E)dg ; /2.23/

R (a,b)

Nalezy zwréci¢ uwage , ze pochodna FT;)pUd catkg w dwéch os-
tatnich wyfaZeniach jest 2zwyk*a pochodng funkcji zmiennej rze-
czywistej /lub zespolonej/ - naprzéd ustalamy t=% i pochodng obli-
czamy po x(g) w ustalonym punkcieg : |

Potrzebne nam bedg jeszcze definiéje rézniczek wyzszych rze-
dow,

Def.2.5., M6éwimy , ze odwzorowanie f(x) jest n razy rézniczkowalne
Q sensie Frecheta jeZeliISf(x) = f(x+5x) - f(x) mozna przedsta-

wié¢ w postaci
Sf(x) = ftx)gx,+ soe + %!f(nkx)ﬁgx)n +C((X,Sk)3 /2.,24f

przy czymg



- 22 =

Hlexx, &x) I
lim ————— =

0. /2.25/
IS=l>0 5z o

Operator f{nkx) , Jezeli istnieje, nazywamy n-tg pochodng Frecheta
odwzorowania f(x).
Podobnie jak poprzednio:

Def.2.6. Granice /w sensie normy/

a"f (x,h) = lim &ﬁx—) = ar_ f(x+§lh) l2y26/

nazywamy roézniczkg Gateaux n-tego rzedu odwzorowaniu 1 (x) w punk-
cie x i kierunku h,

Jezeli istnieje operator n-iego rzedu f(ner) taki, ze

a"f(x,h) = f(”)(x)h“i [/2.27/

to nazywamy go n-tg pobhodnq Gateaux odwzorowania f(x).

Analogicznie do tw.2,2., istnieje nastepujgca zéleﬁnoéé Eﬂﬂ:
Tw.2.3. Jezell L1 Y sg przestrzeniami Banacha oraz f: DC‘*lﬂ
jest n-krotnie rdézniczkowalne w spdséb ciggzy w pewnym obszarze
Dc X w sensie Gateaux , to f@) jest roéwniez n-krotnie roézniczko-
walne w sensie Frecheta w9 . Jezeli natomiast odwzorowanie £(-)
jest n-krotnie rézniczkowalne w sensie Frecheta w O y, to Jjest
tez n-krotnie rdézniczkowalne w sensie Gateaux w D .

W przypadku funkcjonatu F:C{a,b)> R , podobnie juk dla rdz-

niczek pierwszego rzedu , mozna napisacd:
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$%r (x(x) ’LP(*C)) B & N OR PR Lp(gz)dgvz ’
R%(a, b |

/2.28/

§72(x(t),9(t)) - SF(’“’(X(ﬂ'swuﬁnﬂP(ﬁﬂ---W(En)“gvn'

R™(a, b)

Nalezy zauwazyé , Ze jadra catkowe F(ﬁ(x(t),§1,..,gi) 91224,
.yn , Sg funkcjami symetrycznymi argumentéw §1""gn poniewaz
kolejnosé ich zalezy od kolejnosSci obliczunia pochodnych F u)(')
/naprzéd rézniczkujemy F(x) w punkcie tzgﬂ potem w t= .‘;2 itd./
w punktach x(gi)..,x(gi ), ale wynik obliczania pochodnych czgs-
tkowych nie zalezy od kolejnosci rézniczkowania /écislej nalezy
zaXozyé dodatkowo ciggiosdé F(ik})wzglgdem x(g1),..,xG;i)/.

Jezeli f(x) ma n pochodnych Gateaux w punkcie x , to zacho-

dzi nastepujgca réwnosé analogiczna do /2.24/
n
f(x+¥h) = £(x) +v$ft;)h + eee + g&-f(n%x)hn +(x(x,xh), /2.29/
przy czym,
llo< (2, y)

lim ——-—'—'ﬁ--—-'-—- = 0 /2.30/

bl—)O ¥

2.4, Szeregi w przestrzeniach Banacha*?1,?é]

Mozna zauwazyé , ze wzory /2.24/ i [/2.29/ sg uogdlnieniem
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wzoru Taylora na przypadek odwzorowar w przestrzeniach Banacha,
Istnieje pytanie, czy przy przejsciu granicznym w tych wzorach,
n—>oo ,szeregi te sg zbiezne. OdpowiedZ na to pytanie daje ogdl-
na teoria analizy w przestrzeniach Banacha. Tu przytoczymy tylko
dwa twierdzenia pomijajgc ich dowody [39,51] .

Niech, w dalszym ciggu, " & ¥ 5 oznaczajg zespolone przes-
trzenie Baﬁacha.
Def.2.7. Niech DcX bedzie obszarem. Odwzorowanie f: :D-;\‘j nazy-
wamy analitycznym w D jezeli: |

a/ istnieje rdézniczka Gateaux pierwszego rzedu

d :
a_BL f(x+3{1) = df(x,h) I2.317
=0
dla dowolnych x € Din eI,
b/ operator f(+) jest lokalnie ograniczony, tzn. dla kazdego peD

istnieje niezerowa kula K =[x;x€:D s lx=pll <= )O] i skoriczona
liczba M(p) > 0 taka, ze

e(N < 1 (p) dala xe K, /2.32/

Tw,2.4. Jezell odwzorowanie i‘(') jest analityczne w pewnymobszarze
DeX, wtedy dkf(x,h) istnieje dla dowolnego k naturalnego

i x € .Ponadto d'kf(x,h) jest lokalnie ograniczonym operato-
rem rzedu k wzglqdem h.

Tw.2.5., Jezeli speinione sg zatozenia twierdzenia pbprzedniego,
wtedy dla dowolnego xeb istnieje liczba r> 0 taka, Ze rozwi-

niecie Taylora
(s @)

£(x+h) = E 1 a%r(x,n) 12,33/

n=0



jest zbiezne jednostajnie dla || h||<r. Poza tym odwzorowanie f (e)
jest rézniczkowalne w sensie Frecheta w ;D S

Nalezy tu zwréci.é uwage, ze gdy ¢ G | s 8g rzeczywistymi
przestrzeniami Banacha, wtedy zaleznosé /2.33/ staje sic;. niejako
tozsamoscisg, ﬁoniewaz definicja analitycznqéci w tych' przestrze-
niach zukXada istnienie pochodnej dowolnego stopnia. Wtedy wzor
/2.33/ definiuje analitycznosé odwzorowania f(*) w obezarze D .

Najwazniejszym przytoczonym tu faktem jest pokazunie zbiez-
nodéci /2.33/ w pewnymniezerowym otoczeniu punktu x o promieniu r.
Zbieznosé ta mowi, ze kazde anulityczne odwzorowanie f:x"’\j ok-
reslone w pewnym oObszarze @ mozna aproksymowaé sumg funkc jona-

¥6w jednorodnych wzgledem h

.N
f(x+h) =Z %!dni‘(x,h)_ + oC(x,h‘) F2:34/
n=0

przy czym reszta X(x,h) jest rzedu wyzszego niz N wzgledem h,

tzn. istnieje//‘>0 takie, ze

S N+1
|| (%, 0|l  =F——]Inll /2.35/
’ (1) 1
dla ||hfl<z>0.
Stosujgc /2.33/ do funkcjonatu analitycznego F:C{a,by-=> R
zgodnie z /2,28/ otrzymamy

0

F(x (t) +\{)(t)) = F + Z %! g F -(.ni(x (t) , g1 = ;. ’En)LP(EO .o 'L{)(gn)dgvn

=1
A R%(a, by /2.36)



% 6w

Szereg ten begdzie zbiezny dla x(t) z pewnego obszaru 1y o c<a,b)
i dla lp(t) € IlL[)(t) ; \{?(t) +x(t)eDd, N\{J ()l <> O} , gdzie r jest pew-
na liczba wigkszg od zera i zalezng od x(t) oraz F(°).

Stosujac /2.34/ i /2.35/ do /2.36/ otrzymamy

- N

2(x(8) +g(t) - 21 &F‘“’(xm-51,--,en)we,)-w(en)dsvn+

RN,

+ A(x(%) ,l{)(t))., /2.37/

gdzie

M>0 /2.38/

-~ 8

1G4, Y| < i ligeal ™

dla x(t) €D € cda,b) oraz|[@@)l<r > 0.

Pokazalismy w ten sposdb mozliwosé¢ aproksymacji funkejonalu
analitycznego F:C{a,b)=-> R za pomocg wielomianu postaci /2.37/.

Powrdécémy do twierdzenia.2.5. Jak juz stwierdziligmy, skzad-
niki szeregu /2.33/ sg jednorodnymi odwzorowaniami, wzgledem h
przestrzeni Banacha X W przestrzen Banachaﬁ\j i sg kolejnymi
rézniczkami Gateaux odwzorowania f: CC-*?}. Istnieje pytanie, czy
wniosek wynikajgcy z tego twierdzenia w postaci wzoru /2.34/
jest jednoznaczng aproksymacjg odwzorowania f(°) za pomoca sumy
odwzorowarn jednorodnych,

Zarézmy, ze odwzorowanie f;tIFgﬂ chcemy aproksymowaé przez

sum¢ postaci
N

f(x+h) = f(x)+ 2 Qn-(x,h) + P(x,h) 1239/

n=1



w O

v pewnym obszarze de X , gdzie Qn:X*B sg jednorodnymi odwzoro-

waniami rzedu n wzgledem h /suma ta nie musi byé wielomianem [39J /
zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Twe2.6. 1/ Niech Qn:C)C-*‘:J | bgdzie jednorodnym odwzorowan.i'am rze-

du n. Niech £:X=Y ma ciagZa k-t3 pocodng Gateaux dla wszfstkich

?C:)Hh € :}(— = {

takie S’(E)., ze speiniony jest warunek

oraz niech istnieje dla kazdego £ 2 O

||a¥ (x+n) - dkf(x‘)” < g¢|m|f¥ /2.40/

dla ”h“(g(ﬂ i 0(§E)r oraz
k

| £(x+n) - £(x) - Z Qn(x,h)H-(%!HhHN i |nll<e(®),  /2.41/
n=1
to

Qu(Xsh) = =,a"2(x,h) ; i=1,.,k, /2.4.2/

2/ Jezeli, jak poprzednio, Qn: X=Y bedzie jednorodnym odwzoro-
waniem rzedu n oraz f: XY ma cigg¥a k+1 pochodng Gateaux dla
G=x+h e X = {x+h;t|h”< r> 0} oraz istnieje M0 oraz 0< ¢ (' r
takie, ze

[T (e, )| < mfm <+ [2.43/
dla ||h||<g , 2 ponadto dla tych samych h zachodzi
kK

”f(m)-f(x)_zwh“ N oYY

n=1



to réwnosé /2.42/ tez jest speiniona,

Tak wigc rozwinigcie /2.33/ jest, przy zatozeniach powyz-
szego twierdzenia, Jjednoznaczne,

Powréémy Jeszcze raz do przyktadu funkecjonaru F:C{a,b)—>R,
ale zaleznego od parametru t, tzn. y(t) = F(x(t),t), ktéry mozna
traktowaé jako odwzorowanie F:C{a,by-=> C{a,b) /przy zaxozeniu, ze
zachowuje ono ciggzosé funkdji/. Zatd6zmy ponadto, ze F(¢) jest
rézniczkowalny n razy w sensie Frecheta. Wtedy /por./2.28//

mozna napisac

SPF(x (1) ,,P(t) = &kn(t,T1,..,Tn.x(t))LP('C1)..kp(’t .
Rn<a’b) /2.45/

gdzie kn(t,...,x(tD Jest symetryczng funkejg T,,e.,T . Poréwnu-
jac ten wzdr z /2.29/ mozna zapisad

N
n

F(x(t)+w(t),t) = Fo(g(t),t) + Zg, S kn(t,’t,l,..,’tn,x(t)))(

aal. Rn<avbk
XQ(T)) e (T )6, + K (x (1) ,J(t)) /2.46/

Przy tym, jezeli k{,Tire.,Thx(1) =0 dlaT;>t, to wzér
ten nazywamy wzorem Volterry, Ponadto, jezeli F (¢) speXnia zalo-

: & TAT vt ey o4 :
zenia tw.2.5, to szereg Volterry pcotaci

F(x (£) + §(t) ) = Z a—;n

i g i (8 Ty o o2 T () P(T,) 9T ) «t,

=0 Rr%(a,b) /2.47/



bedzie zbiezny jednostajnie w pewnej kuli K -={x (t) +W(t);\lwft)||<r>
>0 k(: 0{a,b), przy czym o promieniu r wiadomo tylko,ze jest
wigkszy od zera, W pewnych przypadkach moZna go jednak obliczyd.
Zarézmy mianowicie, Ze znane sg Jjagdra kn(-) oraz, ze okre-

glono w przestrzeni C{a,b) normg [|§ (t)| = B%Ph?(aL Wiedy

“ Z %! S kn(tf ‘t| pee !Tn'x (t)) tP(T.’) e LP(Tn)dTvnl ' é

n=0.  pYa,b)

<) sl e, skt

n=0
gdzie

a = s:p -!1;! g 'kn(t,T1,..,Tn,X(t)) l dTv /2.49/

R™(a,b)

i promien zbieznosci mozna okreélié z kryteridéw Cauchy’ego lub

d "Alemberta

|hp(t)“ < (limsup %[E;)_1 =T /2.50a/

ludb
& =1
||\P ()]l < (limsup —gﬁ-) =r;a,>0. /[2,50v/
n

2.5. Uogdélniony szereg Volterry,

Przedstawione wczesSniej wyrazenia na rozwiniecie funkecjonaku



w szereg /2.47/ jest okreslone, jak napisano, dla X =C{a,byoraz
H =C{a,b). Tego rodzaju odwzorowanie moze by¢ podstawg do anali-

zy ukzaddéw /systemdéw/ o jednym wejSciu i jednym wyjsciu /rys.2.1/.

UKLAD

S

i
0 ) NIELINIOWY v {t)

Rys.2.1. Ukzad jednowejéciowy o jednym wyjsciu opisany

wzorem /2.51/.

Gdy w /2.46/ i /2.47/ przyjmiemy x(t) = const oraz £=1
wtedy zaleznoé¢ k (+) od x(*) moze zawiera¢ sig w samym symbo-

lu ky(¢) i otrzymamy

0 =) = ) h | ) e,
n=0 - %P, 1) /2.51/

Zachodzi jednak potrzeba analizowania ukzaddow o wielu wej-
gciach i wielu wyjsciach /rys.2.2/. Wtedy nalezy przyjaé X=
=(C(a,b),Ri) oraz " =(C(é.,b),R1). Elementy zbioru )X bedg mia-
ry postaé X 3% (t) =[}c‘i (’c),..,xi(t)]T /T oznacza transpozycje/

i podobnie J > F(t) =[y1 (t)..,,yl( t)] 2 . Norme w takich przestrze-

niach mozna zdefiniowaé na wiele sposobéw, My przyjmiemy

Iif(t)ll = m%"(s}cip |X§(t)|)- /2.52/



Z tak okreslong normg powyzsze przestrzenie bedg przestrze-
niami Banacha, Oczywiscie pochodne Frecheta i Gateaux sg okre-
$lone dla tych przestrzeni, jednak ogélne wzory /2.24/ i /2.26/
oraz z nich wyprowadzone nalezy uscislidé,

Przyjmijmy na poczagtek definich[?d :
Def.2.8. Rbézniczkg czastkowgFrecheta dla odwzorowania f:j{i-%}{
/3{ jest dowolng przestrzenig Banacha/ wzgledem g—tego argumentu

nazywamy odwzorowanie rzedu pierwszego wzgledem thc%f(i,hE).

gdy
f(E(.I,..,xg-i-hE,..,xjj_T) = P{E) = ng(i,hf) +o<E(:T:,h§), /2.53/
gdzie
o Nl (Znll
||h;|}-120 1P i (ER54Y

Wtedy, przy zatozeniu, ze ng(i’hf)i €=1,..,i 83 ciggte
w pewnym otoczeniu punktu x_&a,l, suma
: 3

$£(%,h) = Zggf(i’,hs) /2455/
£=1

bedzie rézniczkg Frecheta wedtug definicji 2,3. Istotnie

| £(z+h) - £(X)- ngr(x,hg)n -
=1

_ ” f([};1+h1,..,xi+hi] T) o f('[x.,,x2+h2,-.,,xi+hi:|T) +



+ f([x1,x2+h2,..,xi+hj]T) iga f([XT'“’xE-1'x§+h(;‘""xi+hj:|T)+

i
+ f([x1,..,xg_1,x§+hg,..,xi+hJT)..;.- f(i) - ngf(i,hg)“é
£ =1

i
< ZN (2 [0,..,h§,..,hi]T,h§)H < /2.56/
=1

= g 1o(m%x||hg||)sib(|lhll)c

Analogicznie zdefiniowaé mozna rdézniczke w sensie Gateaux.
Def.2.9. Rézni_cqu czgstkowa w sensie Gateaux bedzie /przyjmuje-

my przestrzen jak w def.2.8./
» Vsfen ;
dgf(x,hg) = ,Sgif(x+ [D,. - ghg, ..,0] T) }q-zo 12457/

Analogicznie do /2.55/ mozZna napisaé

i
af(x,h) = ngf(}_f,hg) /2.58/
E=1

Wykorzystujac /2.58/ przejdziemy od razu do zapisu wzoru

/2.33/ dla I_:Rl iy =R . Bgdzie on wyglgda} nastgpujaco:
o 1

f(§+xﬁ )= Z 1 d%-(n)f(i, n)= /2.59/

n=0 E=1



oo 1
: Zﬁ,(z “’(x ng))(n) /2.59/
n=0 §=1

przy czym zapis ten jest zapisem symbolicznym. Np. dla i=2 na-

lezy go rozumieé¢ nastgpujgco

( Gz, 'y )+ f(ﬂ(x Gthz)) -

/2.60/

(Q(X®1ﬁg)+2f@)(X¥H@Q)*'f@]@ﬁl¥b)

Stosujgc dalej analogie do przejscia od./2.33/.do /2.36/
otrzymamy dla F: (C(a,b),Ri)-fR

F(x(t) + W(t)) = % (x(t))

<C

+ Z Z kT!J—ki_r & g A (x(%) 81, 1""%1 C R R

n=1 1590 R (a,b)
k1+.+ki=n

/2.61/

!"’El 1"”%1 k:)P (51,3 .JP1(§5 = "%1(51,1)'°@i(§i;ki)dE§ 7

gdzie caxka w powyzszym wzorze jest roézniczks Gateaux n-tego
stopnia funkcjonatu F(}) , Przy czym jest to rdzniczka k1—ego
stopnia po pierwszej zmiennej, kz—ego stopnia po drugiej zmien-

nej i ki—tego stopnia po i-tej zmiennej .



Jezell jeszcze zazozymy, ze F(¢) zalezy od parameiru 1;15(&1,1))7
to wszystkie funkcje k,(:’-) réwniez zalezne bedg od tego parametru

i analogicznie do /2.47/ otrzymamy

P(X(t)+ §t), 1) = ko (6,%(1) +

==

1
+Z Z g ; idataiic % x /2.62/
n=1 kyZO Rn(a )

k1+.+ki=n ’

(n) - ’ 3 - 2 o

ka1 ,..,ki(t’T1,1""""""'Ti,ki’x(t))tp'](lﬁ,‘l) "'?i(Ti,ki) dTvn,
przez co dostaniemy, przy zarozeniu jednostajnej zbieznodeci /2.62/.',
odwzorowanie F:(C (a, by ,Ri)—) ¢ (a,b) o Dalej traktujge /2.62/ nie

jako rdéwnanie lecz ukZad 1 rdéwnan

) - EROY ) ) et
n=0 k2 O
ky+otky=n /2.63/

Xg kié?),’fc.,ki(t'T1,1"‘;"*"'Ti,k;’x(t))k? 1(T1,1)”t{)i(rti.ki)d"fv

n
R" ¢a, b o -
P Slygeeey

otrzymamy funkcjonax F= [F1(0) ,.;,Fl(-)]T bedgcy odwzorowaniem
E:(c (a,b),R)~> (c (a,bY,RY), ktérego moina uzyé do opisu ukradu
/systemu/ wielootworowego jak na rys.2.2.

Jezeli w opisanym wyrazeniu zatozymy, 2Ze PU (‘) =0 przy TEV)t,
[}



x, (0)+§, () —— —— y, (%)
X, (t)+k{)2 (£) —— Ly 5’2(t)
g UKZAD '

: NIELINIOWY
xi(t)q-L?i(‘t) —_— "_)'_ Yl(t)

Rys.2.2, Uk*ad wielootworowy opisany réwnaniem /2,63/.

to wzdr /2.63/ mozemy nazwaé uogdlnionym szeregiem Volterry.
Zauwazymy przy tym, ze k&%d jest funkcjg czesciowo symetryczng.
Jest ona symetryczna wzgledem argumentéw'r,ky nig réznigecych sie
pierwszym indeksem, co koresponduje z uwagami o wzorze /2,28/
oraz pozwala nazwac¢ powyzszy funkcjonai regularnym, Nie jest na-
tomiast symetryczng funkcjg /na ogér/ argumentéw o réznych pier-
wszych indeksach, co wigze sig¢ z tym, Ze odwzorowanie nieliniowe
F:(C(a,b),Ri)-é»@}Ga,b),Rl) nie ﬁusi byé symetryczne wzgledem
sk¥adowych wektora x (t)= [x1 (£)5ee,xy( t)]T .

7 wyrazenia /2,63/ zauwazyé mozna, Ze skXadnik opisany in-
deksami k1,..,ki przy warunku k1+..+ki=n » Jest jednomianem
rzedu n wzgledem wektora @(t)_i jest rzgdu kg wzgledem sktadowej
%%Qﬁ) tego wektora,

W dalszych rozwazaniach zak¥adaé bedziemy, ze x(t) w /2,63/

jest réwne tozsamosSciowo zeru, co odpowiada rozwinieciu funkcjo-



natu wok6ét punktu zerowego oraz,ze F(fé(t),t) =0 dla \?(t) =0 /eczyli
Eéo%,)=o/, co odpowiada zaXozeniu, iz system opisany wzorem /2.63/
bedziemy traktowali jako nieautonomiczny system dynamiczny.

W sumie rozwazaé bedziemy system /ukiad/ jak na rys.2.3. opisany

zaleznoscig
- co
F(t) = F(§(t),) =Z Z WJ_‘T X
n=1 k.20
k%+.+ki=n

/2.64/

W\ @ T T A
%& kk:t,..,‘,ki(t, t1’1,..’..”'Ti’ki)\?"(r",‘l)..L?i(Ti,ki) dTv -

R™(a, b)
P, (%) —— — vy ()
Po(¥) — UKLAD vt
) NIELINIOWY 7 (%)
?i(t) ] Ylﬁt)

Rys.2.3. Dynamiczny uk*ad wielootworowy opisany rdéwnaniem

/2.64/



.

wWnioski wynikéjqce z powyzszego rozdzialu mozemy sformuo-
waé nastepujgco:

- rozwazania teoretyczne przeprowadzone w rozdziarach 2,1-do 2.4
dotyczace opisu uk¥adéw nieliniowych przez funkcjonaty ciagte
oraz aparat matematyczny podany na poczqtku-rozdzialu 2.5 pozwo=-
1ity na uogdlnienie szeregu Volterry do postaci /2.61/ - /2.64/
dotychczas w literaturze niespotykanej,

- wyprowadzone zaléznoéci [2.61/ = [/2.64/ moga by¢ uzyte do opisu

wielootworowych, nieliniowych ukzadéw elektronicznych,



%. SZEREG VOLTER&Y W OPISIE UK1ADU ELEKTRONICZNEGC.
3,1. Obliczanie jgder Volterry w dziedzinie czasu.

W poprzednim rozdziale stwierdziligmy, 2ze podany tam wzor
/2.64/ moze opisywac nieliniowy ukiad elektroniczny. Jednak by
go wykorzystaé musimy umieé znajdowaé poszczegdlme funkeje kfn')
/jadra Volterry/ dla konkretnych uktadéw elektronicznych.

Za¥ézmy, ze ukiad jak na rys.3.1 mozna opisaé réwnaniem

1}

Ly + EGE) =9 () =0, /3.1/

gizie 7@ = [v,(t),ee0, 3 (9] T €(C(arv),RY),
9'®) = [y, (8 1eeery (6] e (e RY),

L° jest operatorem rézniczkowo-catrkowym, liniowym w pos-

L}

taci macierzy ,

EIﬁTﬁD jest funkcjg nieliniows speXniajaes warunek

ealT ) I

- m T
=0 |y (%)l

= 09' /3.2/
u.=1’oa-’i}
tzn, nie zawiera czesci liniowej, ktdérg mozna zawsze
wigczyé do L”.
Oczywisdcie roéwnanie to nie jest najogdélniejszym przypad-

kiem opisu ukadu elektronicznego, Nieco ogdlniej rdéwnanie to



95 (8) —>—
o (8) ——

g

L?i('t)—-)—'

UKZAD

NIELINIOWY

Rys.3.1. UkXad opisany rdéwnaniem /3.1/.

moze wyglgdaé nastepujgco

/3:3/

L 5w + 2Fw.5 Mw,...7%w) - Lp(t) (f)(a)~=6,

?=1,.,I11§

A . Pl
gdzie y(lkt) jest i-tg pochodng po czasie wektora y(t) .
=’ e 201) - 2(m) T 'f-\(
Przyjmujgc jednak F(t) =] y(t),¥y "(t)yeery (t)] yPt) =

=[Q(t%p,0,..,@]T oraz

o
== .
/ﬁa- + an
o
o

1{%-5-1 0

0 .o O)

0 L O

O..0

/3.4/




= 4D =

otrzymamy /3.1/ przy nowych 1 =(m+1)1 4 1’=(m+1) i, Podobnie

A
mozna postgpié w przypadku, gdy g(*) zulezaXoby od catek posta-

ci S?(t)dt.

Jatwiej nam bedzie analizowal powyzsze rdéwnanie, gdy wek-

tory y(t) 1 Qtw bedg tych samych wymiaréw, a L° bedzie macie-

rzg kwadratowg, W tym celu utworzymy sume¢ prostg przestrzeni

(c<a, & )e(céa, ), ) 1 przyjmiemy 1°+1°= n. Dla tukiej

przestrzeni réwnunie /3.1/ zapiszemy w-postaci

1yt) + gG®) = Cp(t); j(a)

w ktérym poszczegdlne symbole nie wymagaja juz objasnien,

£ 50

Zatézmy, ze odpowiedz y(t) uktadu opisanego rdéwnaniem /3.5/

bedzie funkcjonatem §(t)'= F(@Cﬂ) majgcym wszystkie pochodne

czastkowe Gateaux. wWprowadzZmy funkcje

26 E) = F(PPW) 5 J96) = [ffpeee 0] T 73060/

k +..+k
i P g PR e

i poszukajmy rozwigzania /3.5/ w postaci /3.6/

WprowadZmy Jjeszcze nastgpujgce oznaczenie

[a'["-”'an]Tl # [b.l,...,bn]T

. _ 7
[a1b1,..,a1bn,azb1 gee ,azbn,..,anb,l,..,dnbn]

/3.6b/

/3e7/

/3.8/



oraz operator rdézniczkowy dziaXajgcy na g(-)

pe)- %:{([% ]w)w’ T};O :

2 2.1 5 3T §
1 — w— LR I ] . gt s -T Yy =
=-I! ([Dy.]"."ayn} H . e ﬁ[ay1’o.’ayn] )g(Y)-G
o : S =
SN
i czynnikow
- : N
ds, Ve e,
wE Wy oy, oy}
3132 | ﬁigz
— . . . . . L] L] . 1
By% Qyn
= -}1 _ b /3‘9/
/algn . Dign
-—T - * L] .. . . . . _i'-"
L0y1 Oy, p =0

gdzie kazda sktadowa powyzszej macierzy jest pochodng czgstkowg

Gateaux g(y). |
Obliézajqc kolgjne'pochodneczqstkowé Gateaux obu stron

/3.7/, co odpowiada rézniczkowaniu po kolejnych.fg, mozemy za=

pisaé

_m o .
L ZO,-}1M,.,0 = %Lﬁt); z(a,y) = 0, /3410/

O('=132’°-sn,



(2)‘ &) __(1) _(1) .
Lzo!t!.’K p.O =22 (g)(zo..‘]o(..oﬂ zO..‘lﬂ..o)v /3.113/
oc,fi =1,2,44,n,
oC £ /3
(2) _ _()

2)/=
L D ) )(g)( R Oyl ™ Zo.,'g“,_o), /3.11b/

0=1,2,00,0.

_(3) _() _( .

(3)
Ezo_1m,1p.1£.o = 31D (g)(zo.. Tce© * z0_...1@.0 = Zo..1E.o) i
. /3.12a/
e @y =D @)
+ 2Gt {2 (g)( Oe. '1“ (o) 0..1ﬁ.1€.0)}j
d,ﬁ,£=1’2vto’ny
¢ P< €.
_(3) (1) (1) (1)
(3 == = -~
L o..%‘ 1 o ™ 52 g)(zo..‘Ioc..O “ zo..1m.c> * zo..1ﬂ.o) *
/3.12b/
3o @)=/ = ool
+ 26 { g)( .2“.0 o Zo..‘tﬁ.o_)}’
Of,ﬁ=1,2,..,n,
x #/3.
(3) (3) 7~ _(1) _(1)
ézo...3 = (g)( o..10¢.o * ZO..'ID(.O ® zo..‘!o{..o) 1

X

+ 2D (2)(g )(z

Oee2ye0 zo"1o('°)1

D(=1,2’_ot,n1

gdzie pominigto, dla uproszczenia, argumenty funkcji Z M(t,ﬁ)



oraz o0zZnaczono

) _(») _(m=a=b)
(stm,{ J.,. % Zeyge HooeX Zaye ) = £3.13/
_(a) (v)
-I)mﬂ(g){suma wszystkich 1loczynow funke ji postaci Zese B Tige Moo
(m=a=Db)
.o z.,. takich, zeby rzad funkeji wypadkowej, wzgle-

dem kazde] skadowe] wektora @( s Dy% zgodny z rzedem

funkeji zf,.( *) po lewej stronie roéwn »di}'

Mozna zauwazyé, ze

©
Kataatk
- - - 1 a 1 n _ -
z2(ty1) = F(LP(t)) z k.{ﬂ.knl 33‘11{1...33‘gn Z(t’ B()- -
528 - | =0
© e
(k,+o+k - (k +o4k.)
B Z Ek1:.'knrl)(jt’0).= Z yk ’-’k n('t) - y(t) /3‘14/
k)}?;O l(y),()

i uwzgledniajac, ze rozwigzaniem /3.,10/ jest catka splotu otrzy-

mamy

_ ) : (1)
. T :
yooo 0(10( ) g "}l (TD(!I )[0.'.({)0(-(t-qjo(’1) L :| drt‘, /3. ’5/
R{a,b
( B 0(“102v~0'n7
gdzie g.b) Jest macierzs odpowiadajaca operatorowi odwrotnemu
do L , tzn, _If(gﬁ(t) =gg(t-—’c@(’t)m.
Z /3.11/ bedziemy mieli



W

T tye0(8) = 2 & n -1 el 2 - T, )P T, )

R3<a,b)
« 2T, [0 ,(T, 1)-d T} T, o /3.16/
O(,ﬁ=1323-s,n,
X4

Podstawiajgc

: S 1_1(1)(t_,c)2(z)(é){£-u)(¢_,t -1)[0”%%,1) ..d] ™

R<{a,b)
% 13(1)(’U—Tp,1)[0..\?ﬁ(7ﬁ’1)..(ﬂT}d’f - J3s17/

7 @
= h

..10(.%.0(#5-'1&’1;*5—’1:@’1‘) P ( Tty ) Yp (¥ ,1 ).

otrzymamy

(2 . A7)
Yoeel al 0(’6): ghe..T 1 .o(t—(tm,'l;t—rrﬁ,‘l)x

el o Tp
Rz(a,b>
X‘POQ(TDQ '1) k[jﬁ(.[p, '1) dq—vz 1 /3.18a/
0('153 =132500,0 ] ocaé/g,
 oraz analogicznie
= ) (2
(2 it S'ho( )2 o(+Tog, 12 =T 2))( /3.18b/
0200 A
Rz(a,b_)

1eaasl

X @o{(’rrm, 1}{)0&(((0(', 2) d.Tvz ; o
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i dalej
(3)
53 By . = )
yo..'&.ﬁp.‘IE.o(t) - & Ho,10(,1ﬂ,1£,0(t-T,c,1,t-Tp,1;-c-Te’1)X
R7 G, b)

0T, 1)% (Tp; 1)1{/"5 (T, 1) Moy

G(Jﬂ,E =1925090
“¥p¥eég

" /3.192/.

_(3) _(3) |
¥ s s oM = & B e ] .o-(t"ta,1"°"to‘,23t"rp,1)x

P : e
B 4ER) /3.19b/

X LPD((TDC; 1)LF O((TDC, Z)Tpc‘:ﬂ, 1) dfrv39

0(,{3 21,2500

X £/
2 _(3) | :
YO- B 30(- O(t) = hO . .30{. O(t-rro{, 1 't-rto‘_' 2,1:-’1'0(’3 )X
- 2
v /3.19¢/
X tPD"(TOC! 1)?0( (TOC, E)Qm({t‘o(’ 3) dTV3
o =1 9290401
itd...
Oczywiscie
oo
- _(m)
Y(t) =Z Z yk-"°!kn(t) = /3.20/
|
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_(r)

m=1 >

k1+ +k =m
;t-(tn,‘l’.'t—‘rn,k )x '/3.20/

n

Xi?1tq'?)..ﬁﬂ( Je) oo Yn(To, 1) oo (T POLLYE

co odpowiada wzorowi /2,.63/ przy podstawieniu

1 _ ) B ( /3.21/
E:T:TE;T k1"‘éﬁf ) k1’“’kn ) ’

i zaYozeniu szczegblnej zaleznosci kf?@)od t, co wynika z tego,
iz E’U)_nie zalezy wprost od t bé} i uk*ad jest uk*adem stac-
jonarnym. -

Mozna tez zapisacC, analogicznie do /2.,46/,

N
y(t) =Z Z -V]a(:13..,k (t) +o(( t)) I[3s22/
m=1 k,30
k1+.+kn=m
gdzie
||__(tN|N+1
o< ( L{)(t)” 4 AWLE—T)—.- 5 A>0 /3.23/

dla pewnych H@(t)lkﬁbo,
Co do poprawnosci i jednoznacznosci podane] powyz€j posta-
ci rozwigzania roéwnania /3,5/ istniejg nastepujace twierdzenia

dowodzone w [39} dla bardziej ogdlnych rdéwnar rézniczkowych,
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Przyjecie rozwigzania w postaci /3.25/, choc, nieco innej niz
w [39] , nie zmienia dowoddow tych twierdzer, Podamy je tu bez
uzasadnienia, gdyz wymaguioby to wprowadzenia wielu dodatko=-
wych pojeé¢ z analizy w przestrzeniach Banacha,

Twe3.1. Jezeli E(¢) z /3.5/ ma ciggte pochodne czgstkowe Gate-

aux do N-tego rzedu wigcznie oraz réwnanie /3.5/ ma rozwigza-
nie dla t€da,b) tozsamosciowo rdéwne zeru dla l—P-(t) = 0, to is-
tnieje obszar (C(a,b),Rn)DD_ # {9']] taki, ze funkcjonat F(¢)
z /3.6/ jest w nim okreslony i ma cigge pochodne Gateaux do
N-tego rzgdu wigcznie. Poza tym dla dowolnych k,,..,k ~ oraz
(Ky+o+k)) F(+)/k4+..+k = N/ 83 dane przez

Kk
1”' e s
/3.15/ do /3.19/, a jadra hf',}(-) mozna obliczyé tak, jak po-

L? (t) € N rézniczki dy

daje przykad /3.17/ lub z /3.1%/ do /3.19/ przez podstawienie
@(t):g(t) /S(t) - dystrybucja Diraca ./. Obliczone jadra sg
ciaggte ze wzgledu na wszystkie zmienne, z wyjgtkiem punktdw
*c=’t1’1 ’ T1’1='c1’2 A % 7. -

Tw.3.2. Niech g(') ma ciggie pochodne czgstkowe Gateaux do N-
tego rzedu wigcznie i niech /3.5/ ma rozwigzanie tozsamogciowo
réwne zeru na odeinku {(u,b) dla @(t) =0,‘ wtedy /w zwigzku z

/3.22// istnieja S)>o 1/-L>0 takie, ze

@< plipeol” /3241
a1a [P (@l <§.

Tw.3.3%. Niech g(*), jak poprzednio, ma ciggke pochodne Gateaux
do N-tego rzedu wigcznie i niech /3.5/ ma rozwigzanie tozsamo-
gciowo rdéwne zeru dla fﬁ(a,b) i‘L-P(t)=0.Wtedy dla dowolrego £ O
istnieje}(e)takie, ze |
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(@ @) < €GN /3.25/

aa lgwil<3(€) .
Tw.3%.4. Niech funkcja Eb)quzle analityczna, ‘Niech, jak pop-
rzednio /3.5/ ma rozwigzanie tozsamoSciowo réwne zeru na od-
cinku (a,b) dla {(t) = 0. Wtedy rézniczki &1?::?{23?(0 8g
zdefiniowane przez /3.15/ do /3.19/ dla dowolgych ky' oraz
szereg /3.22/ jest zbiezny jednostajnie przy N—>© w pewnym
niezerowym otoczeniu zera tzn, dla ”@(tNL<9 » gdzie @
jest pewng liczbg wigkszg od zera,

Zinterpretujmy wnioski wynikajgce z tych twierdzen.

Wszystkie one zuk¥adajg istnienie rozwigzania rdéwnania
/3.5/ tozsamosciowo rdéwnego zeru dla @(t)=0. Dalej pierwsze
trzy twierdzenia zzktadajg istnienie ciggfych pochodnych Gate-
aux funkcji g(¢)z /3.5/ do N-tego stopnia wigcznie, co impli-
Kuje:

- istnienie rozwigzania rdéwnania /3.5/ w postaci funkecjonau
y(t) = F(@(ﬁ» posiadajgcego rdézniczki Gateaux do N-tego
rzedu wigcznie, danych przez odpowiednie wyrazenia,

- reszta we wzorze /3.22/ jest wtedy nieskoriczenie matg rzedu
N w pewnym otoczeniu zera tzn. dla ”L_p(t)H < §’> D

- reszte tg mozna uczynié dostatecznie malg dla H@(tﬂl dosta-
tecznie matej,

- jezeli /tww.,3.4/ E(') bgdzie analityczna,tvo funkcjonak y(t)=
i‘ﬁ?@ﬂ) bedzie réwniez analityczny, co pocizga za sobg jed-
nostajna zbieznosé szeregu /3.20/ w pewnym niezerowym otocze-
niu zera, cb z kolei daje mozliwo$¢ uczynienia reszty we

wzorze /3.22/ dostatecznie mats przy N dostatecznie duzym,
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3,2, Obliczanie promienia zbiezZnosci szeregu Volterry bedace-

go rozwigzaniem réwnania rézniczkowego /3.5/.

W poprzednim rozdziale wykazano, 2Ze szereg Volterryy beg-
dacy rozwigzaniem rdéwnania réZnicékowego /3.5/, jest zbiezny
w_pewnym niezerowym obszarze przestrzeni (C(a,b),Rn) .Twier-
dzenie +tam przytoczone nie daje jednak mozliwosci okreslenia
miary tego obszaru, co pozwoliXoby oszacowaé¢ rzad wielkosci
normy sygnaiéw na wejsciu uktadu elektronicznego opisanego row-
naniem /3.5/, dla ktérych istnieje reprezentacja odpowiedzi
tego uktadu w postaci zbieznego szeregu Volterry.

Udowodnimy twierdzenie, ktére pczwoli w pewnych przypad-
kach okreélié promieni bezwzgledne] zbieznosci szeregu Volterry.
Twierdzenie to uogdlnia rezultaty =z [7] .

Tw.3.5. Jezeli czeéé liniowa réwnania./3.5/ o postaci

Ly (&) = (¢); y(@) =0 /3.26/

ma rozwigzanie stabilne, to y(t) bedace rozwigzaniem rdéwnania
/3.5/ mozna przedstawié w postaci szeregu /3.14/ zbieznego

bezwzglednie -i jednostajnie dla

P
19l < ﬂ%ﬁ - Z 6, U1 = xp, /3.21/

i=2

gdzie © jest pierwiastkiem réwnania

P
[l Z 16||7|I* =1 /3.28/

i=2
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oraz
Gy = " 2 (i)(é) ” ’

Wwidaé wiec, ze funkcje E(+) z. /3.5/ aproksymuje sieg wielomia~-
nem Taylora P-tego stopnia, W szczegdlnosci P moze byé nie -
skoriczone, pod warunkiem, ze szeregi we_ wzorach /3.27/ i /3.28/
bedg wtedy zbiezne.
Dowdd:

Rozwiqzania réwnania /3.5/ szukaé bedziemy w postaci
/3.14/, ktéra zapiszemy w skrécie

o

y () = Z 7)) /3.29/

m=1

i postepujac podobnie jak w rozdziale poprzednim otrzymamy

7 ) - L~ 'p() /3.30/

skad /normg dla ?(ﬁ)e(C(a,b),Rn )okreélamy jak w /2.52//
15 @< INIF ). /3.31/
72() = -2 %@ (5 1) w5 1) - /3.32/
- -1 E)(( ") = (@ fw),

zatem

L |

1720 < 1z 2@l 7 Polls Pe)) <
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&) = 3 - 2
<o IG = 1z g /3.33/

y P = -1 {21)‘2’(3)@“’@)@ @s) + /3.34/

D@ (7P %5 Peyny (t))} :

a wige
1yl < 121 Cepeaf @l =11 alpwl’
15625/ &
i ogdlnie
i m
17| < ||z e Amllgott)ll ; /3.36/
gdzie Am sq_pawnymi liczbami nieujemnymi.
Stad rozwigzanie przyblizZone
N
(8 = Z?w(‘c) /3.37/
i=1,
mozna majoryzowaé przez
N N
I7eel - Z v | < ZII 7w -
=1 i1
/3.38/

N
- e I S _
) I el - - oo,
i=1

gdzie 9(”@(1:)“) jest pewnym wielomianem stopnia N,

Mozna zauwazyé, Ze powyzsza suma da sie majoryzowaé przez



rozwigzanie rodownania

P
=27 Z 6, Y + |27 x, /3.39/

i=2

gdzie oznaczono X= ||Q @ i = ” ¥ @)l
Poszukajmy rozwigzania tego rdéwnania metodg kolejnych

przyblizen

o=z g

Y, = ||;‘_1||(x + ) 6¥7)
. i=2
. . | /3+.40/
A I Z 6475,
i=2
Zbadajmy zbieznosé tych iteracji
P
IYIH-"l . Ynl e ||L-1|| Z GilYiil - Yxil-1.l g
i=2
3 /3.41/
sy ) o) |y, v, ,
1=2 ;

ale ze wzgledu na /3,28/, dla Y("\g' mamy

P =
“9-1HZ 16,7777 < x <1, /3.42/
i=2



wiec
lYn+‘] - Yni < K|Yn - Yn_1l i K< 1. /3.43/

“‘Widaé wiec, 2e iteracje begdg zbiezne dla Y’<{},co implikuje
zbieznoéé /3.29/.
Nalezy zauwazyé, 2e zadna z iteracji /3.40/ nie wyjdzie

pozafey gdy speiniony bedzie warunek

P
e A ) et <9 -
i=2

skad otrzymumy bezposrednio /3.27/, co konczy dowdd,
zZaleznos¢ miedzy E)(X), X oraz Xp pokazuje rys.3.2, z

kférego widaé, ze XR jest zawsze dodatnie,

A F-6(x)

Y

Rys.3.2. Ilustracja zwigzku miedzy @(X),X oraz Xp.
Nalezy réwniez zaznaczyé, ze przytoczone fwierdzenie nie
wyklucza zbieznosci warunkowe] szeregu Volterry dla ”@X}ﬂl} XR'

Pokazemy teraz trzy proste przykiady' korzystania z tego
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twierdzenia.

a/ Niech dane bedzie réwnanie skalarne

Ly (1) + ay(t) = (), _ /3.45/

gdzie L jest pewnym liniowym operatorem rézniczkowym, wtedy

wz6r /3.39/ przyjmie postac

N N B b b /3046/
skad otrzymamy
O = —1— /3.47/
_2|a|“L 1“
oraz
: 1
Ky, = o /3.48/
YT A T

co ilustruje rys.3.3.

X

1‘
X, = —————py,
T

Rys.3.3. Ilustracja obliczania promienia zbieznogci sze-
regu Volterry bedacego rozwigzaniem rdwnania

/3.45/



b/ Podobnie mozna rozwazy¢ réwnanie
Ly(t) + ay (t) = (). /3.49/
Wyniki obl;czeﬁ w tym przypadku pokazuje rys.3.4.

L Y

e

= 1
Valalliz |

"y

2

STV TN

X

Rys.3.4. Obliczony promien zbieznodci szeregu Volterry

dle réwnania /3.49/.
c/ Rozwaﬁmy jeszcze jedno, bardzie] skomplikowane rdéwnanie
2¢ ; ‘
Ly(t) + g,y (t) + g3y3(t) - lp(t),_ /3.50/

dla ktoérego otrzymamy

)
‘ g £y |2 .
G = 'l : v/ = = ' /3.51/
HEg 5851 " slggl ILTT||
3
O 5
IR AN P 3
Xg = ] 8,19 - |es|9” . /3.52/
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Bardzie] ziozony przykiad wykorzystania udowodnionego
twierdszenia podany zostanie w rozdziale 6e261s

Pokazemy Jjeszcze prostg zaleznosé, ktdérag wykorzystywad bedzie-
my w rozdziale 6.2.1:

Tw.3.6. Jezeli w rownaniu

Ly(t) + E(F (1) = @(t) /3.53/

funkcja g(+) zalezy ‘tylko od czqéci'ﬁé(t) wektora ?(tl, to

réwnanie powyzsze zapisaé mozna w postaci

Lyg Lyz| |Tu(® £, (Talt)

_ ; + _ _ = _(t) 3.54
1Zpq Loo| |Fp(®) &y, (7, (1) kP ' /3547

skad

13455/

Ta () @y @l Za (7))
- 1 (W) '

7 (%) @ k1 @2
oraz dalej

Fa® =[@ N 2) (f?w A ACADNACAO] T), /3.56a/

o ® = [ 4 o) (@w AEACAO) ,gb@au»f) /3.56/

i zauwazymy, Ze przy obliczaniu promienia zbieZnosci szeregu

By (Ta (1)

Volterry dla takiego rdéwnania mozna braé pod uwage tylko /3.56a4

co pozwala czasami lepie]j oszacowad promien zbieznodeci XR’ gdyz

2 > | 7% ]| 3257/
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Reasumujgc rezultaty tego rozdziaru moZemy powiedziec¢, ze:

- rozwigzanie rdéwnania rézniczkowego 3.5, ktére moze stanowid
opis wielootworowego, nieliniowego uk?adu elektronicznego
mozna przedstawié w postaci uogdlnionego szeregu Volterry
/3.20/. Przytoczone twierdzenia 3,1 - 3.5 uzasadniajg ten wnio-
sek.

- wprowadzone przez autora dziatanie /3,8/ oraz operatcry /3.9/
i /3.13/ pozwalajg na sformalizowanie zapisu poszczegdlnych
zaleznoéci,

- udowodnione przez autora twierdzenia 3.5 1 3.6 umozliwiajg
szacowanie promienia zbieznosci szeregu Volterry, co prezen—

tujs przedstawione przykzady.
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4., UOGOLNIONY SZEREG VOLTERRY W DZIEDZINIE CZESTOTLIWOSCI.
4.1, Transformata Fouriera uogdlnionego szeregu Volterry.
Przepiszmy wzér /3.20/ w postaci skalarnej oraz zamiast

przestrzeni (C(a,b) ,Rn) przyjmi jmy (C (oo, +eo) ,Rn) /zatészmy dalej,

%e zbidr C(’“‘ﬁw) jest zbiorem funkcji ograniczonych/.

(v &)
” § g (m),of
3m(t) = | yk1,.,k (t) =

m=1. kpzo
- /4.1/

(m)
E § Shk,l,'.,k TR TRS DR YA nk)X
]’_'ﬂ: k‘..,)/O Rm

-k1+.+kn=m

)(l{J1( )l{?n k)dv' X=1,.,n.

WprowadZmy nowg funkcje¢ m argumentéw takg, ze

m)tx .. ' »
Yé1,..’ (t1,1'"'t1,k1""tn,1’f"tn,k¥) =
‘ t = 1t
y!E /4.2/
( )X m) e
Tf" (t) é1,trk (t1:1—qa:1'.""'tn,k -Tﬁ,k ))<
n n
Rm

XG1 (G, e T O
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o ktérej zatozymy, Ze jest bezwzglgdnie caikowalna HeEEE)

RSNSOI PAWAT toSehCaucly o ...

(m ), 5 i I
g lyk1’ﬁ.’kn(t1’1vooyoc,-.,tn’kn) dtv

m

<u<ew. 7 /4,3/

m

R
Zdefiniowana jest wiec dla niej m-wymiarowa transformata Fou-
riera, ktdérg oznaczymy przez %:(m](') /jezeli transformata Fou-
riera nie istnieje w sensie powyzszym, 10 mozna to pojecie roz-
szerzy¢ na tzw, dystrybucyjna‘ transformate Fouriera |:116] y CO
bedzie wykorzystane do okreslenia transformaty Fouriera funkcji
bezwzglgdnie catkowalnych w okresie/.

Mamy wiegc

(m) [ (m),ex L . }
¢¥ yk{:--’kn(t1,1’..""’°"tn,kn) - [4.4/
. (m)x (. s -
= S yk1,’.’kn(t1’1’..’...,..'tn,kn)x
Rm
v
m
_ v (m)& .t )
= Yk1:°"kn(f1’1’..’...’..,fn,kn)! .m:1,2,.....
oraz odwrotnie
(-m) [ y(m)X o B
?y Yk1:..’kn(f1’1’--oo-,t¢,fn,kn) = /4.5/

(m)d - -
g Yk1’i..,kn(f1,1,co,.oo,.q,fn’kn)x

Rm



‘- B0 -

-32fl(z +...+f

= (m);O{ . z
yk1’o-,kn(t‘l,‘1""'*-,0.,tn’kn)

gdzieigl'm%f)oznacza odwrotng transformatg¢ Fourlera.

Obliczmy teraz

Yoc(f) = ’?3_(1{%;( t)} =

(1) @ o

m

k1+.+kn—m E

(1) ( )X
Z f; { T..,k (t‘l 19°c3ecyeny n,k)

&
(¢)
S T
' ) ? (1) (m), X j -
= W SYk.l”o’kn(f1,1’..;.';..'fn'k )X
n
m=1 kpZO R
k1+.+kn=m
.-j2ﬂ'(f +eo+f )t
X e L I“kn) af -
v
m
@
= Y('m)‘m f .o L] i
% k1"'kn(1!1'. l-o!o-,fn’kn)x
m=1 Kk ZO RM
k1+.+kn=m
* §oA(£, 4. .4 t
)(?}(1){6 ; n,kn) dfv -
m
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(o o]
: (m) "X
Z Z k1’..'k (f1,1’..;...;..'fn,kn)x

k' l+}%=m : /4.6/
X§ (-, 4mes .-fn,kg aty .

Biorge pod uwage /4.2/ 1 /4.4/ otrzymamy

(m)°< . . o
k.I,..’ (f1,1’..’...'..’fn,kn) = /4.7/

. HIET),‘_.., (f1 1’“,,,,“, " kn)q) (f.l ] .......(1) (fn k)

gdzie H(m%..’ () Jjest m-wymiarows transformuts Fouriera fun-
|

keji h(m) * Kk, («) oraz CPV(fV,g) jest transformata Fouriera ‘PU(TME) ‘

1’."

Stosujge /4.7/ do /4.6/ otrzymamy wzdr

wor T s

m=1 k>0
k +.+k =M
1 n /4.8/

><C1)1(1'1,1) '°"¢n(fn,kn) S(f-f1'1-...;-f

n,kn) dfvmf
ktéry nazwaé¢ mozemy uogdélnionym szeregiem Volterry w dziedzi-

nie czqstotliwoéci.

Ze wzoru /4,b/ mozemy zinterpretowad Yé?"”k'() jako

sk¥adowg sygnaiu na wyjsciu & ukXadu elektronicznego o czestot-

liwodci bedgce)j sumg je] argumentéw. Biorge pod uwage /4.7/ moz-

na napisad



(mL .
k-]icO'k (f1,1’..;"°"‘9fn’kn) = /4.9/

¢1(f1,1) ............(bn(fn,kn) g

co pozwala zinterpretowac H(m{d Jk () Jako transmitancje
i L

wielowymiarowg od wszystkich wejéc do wyjscia o«

4.2, OdpowiedZz ukiadu opisanego uogoélnionym szeregiem Volterry

na wymuszenie harmoniczne,

Niech wymuszenie na V-tym wejéciu uk*adu ma postad

N,

i A joAif, ot
2
%(t) = %5 e b /4.10/
=
gdzie wszystkie f%g sa niewspéimierne,

Biorgc odwrotng transformate Fouriera w postaci

(=2}

- Q) g (m), &

¥y () =TV () - k1,.k (£ 1,1,.;;;.,fn,k,)"

m=1 kp;o RE

k1+,+kn=m
- FXU GRS S L
| ;K
x¢1(f1’1) n(fn’kr)le modfy /4.11/
i uwzgledniajgc
gleg g M,

'(Pu(lf) = {Em{%(t)} = Z gjf‘g(fffy,g) /4.12/
£
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dostaniemy
o 1...1':' a “;-)E
T
: (k *otk -1) (1 )'
ne !t

k,=0 V§ =0 V=1 §=1
Kytetk 21 1%4+ +1ﬁﬂf

g:::kn)%([f ] USNES M1]11, TS 1]11, ,..[f MJ ,Mn)

- n My
5 ' 4413
Xexp jzﬂ(z Z 1]4,5. fp: E)t, / 2
y=1 §£=1 K =1,2,0en .

gdzie wprowadzono oznaczenle

€
1V, ——
[V §] = 2y greeenfy g /4.13b/

W dalsze] czgdci pracy bedziemy uzywali tego wzoru w pos-

taci skrdcone]

o (6) =5 ZZB(Avg W 1V§)ka),ik G55

3211 ZZ 1‘1§f¢4‘§' t
vV §

/4e13c/

gdzie znaczenie symbolu B(*) jest widoczne z /4;13a/

Wyrazenia powyzsze beda rdéwniez stuszne dla fMS.wspékmier-
nych, a wie¢c i wymuszen sinusoidalnych, nalezy jednak pgmiqtaé.
se wtedy sktadowa sygnaXu o danej czestotliwodei nie bedzie
reprezentowana przez Jjeden skladnik, a przez sume pewnego sze-
regu o ski*adnikach réﬁnych rzedéw bedacych wyrazami /4;1%¢/.

/Przykrad takiego przypadku prezentuje rozdziai 6.1/.



o BA .=

Wzdr /4.13/ pozwala wyraznie] zinterpretowaé¢ funkcje prze-
noszenia'ﬁk)(.)jako nieliniowg funkcje¢ transmitancji ukzadu
nieliniowego,

Dla lepszego zilustrowania wezmy, Jjako przykiad, ukZad

dwuwejéciowy Jjuk na rys.4.1. Jezeli na wejécia tego ukkadu

W1(t) —_—

K({y4),0,®) [ y@®
g, ) —>—

RyS.4.1. UkXad tréjotworowy opisany réwnuniem /4,15/

podamy sygnaly

A jeAle, v A, 3fle t
(1) = 21 6 L . 127
1 2 2
/4.14/
A jefit . A.s Jofiesst
\?('t)=:§-1—e 21.|..'_'.._29 22?
2 2 2

gdzie liczby f11,f12,f21,f22 sg niewspétmierne, to na wyjsciu
otrzymamy sygnat postaci -

Ioe) k. +k,- | Lo
(k ’k )A 11 A 21=
(%) =K(\?1 (1) ’ng(.t)) =% z H 2'7=11 -—1& = 22 ><
Aarie Py 1, 01,01,

YT T B B e T & e
1271+1

22™¥2
320442 e #2515, )t

X Hi*

ko)
211005990 120181280102 p13 80000 T50) €
L 1 1,4 1, - /4.15/

1’k2



(F 0L %
1 (1) J2lLqqt (1) J2tL 4o
“‘2{11H1, (£,4)e + 84281, (Egp)e ¥
32111: 11: jzﬁf %
+ A, (1,108, 1) e +akqohoqily 1 @qpitpy ) %

-+ (O BN +

1 x i)

J2A @ bl AL 50 )8 }
| . e Pis L
+ 7 Byyhpohoriip,y (Bppefpityy e Fugdils

przy czym, W ostatniej rdéwnosci, wypisuno tylko niektdére wy-
razy pokazujgce sens fizyczny wielowymiarowych funkecji trans-
mltancjl. Np. funkcja H( )( ) opisuje.klasyczng transmitancje
liniowg z wejécia pierwszego na wyjscle; H(1)( ¢) jest trans-
mitancjg liniowg z wejscia drugiego do Wygscia,H(z)( ) rep=
rezentuje wytwarzanie drugiea harmonicznej sygnatu podawanego
na wejécie pierwsze; H 1 1( odpowiada zz mieszanie czestotli-
wosci sygnatow wejscia pierwszego i druglego- H(3)( ) odpowia=-
da natomiast za mieszanie obu czqstotliwosci wejscia pierwsze-
g0 2 jean'ozqstotliwoéciq wejscia drugiego itd...

Zauwazymy, e iistotne byo zalozenie o niewspéimiernosdci
wezystkich czestotliwosci fhg y £dyz inaczj, jak juz wspomgia—
no, we wzorze /4.15/ sktadowe sygna¥u o danej czestotliwosci
byxyby sumg sktadowych o réznych rzedach/tak jak w rozdziale
6.1/
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4.%, Niektdére wiasnosci wielowymiarowych funkcji transmitancji.

Przytoczymy tu pewne wiasnosci nieliniowych funkcji tran-
(o)

smitancji H, HOD ktdére pozwolg lepiej zrozumieé ich interpre-
tacje fizycznq oraz pozwalajg, W pewnych przypadkach, na gmniej-
szenie iloseil punktéw czgstotliwosciowych do niezbednego mi-
nimum  0kreé1ajqcego dang funkcje w sposdb peiny.

WIaBnC}SC 1/ Fu:nija H}Em) K (f.l'l’o’oc,.’ n, k ) 3351:

A9y

5 . o (m) X
Bprzqzona do funl‘{le Hk.l),..’k( f_] 1,-’00’., n k)
Istotnie
BN | (-t TRNAE /4.16/
it e R NTE g AR R TS -
( K
- ﬂr totf L0t )
(m), % . J2 4,1 k tnx )
!:{8 hk,’,..,kn(‘b'l,1'.,.’.’tngl_{n) Il ™n d'ﬁv =
m

R
*
{ 1’n¢,k (fl,.]’..;..;..'fn,kﬁ)}o

Stad wnioskujemy, ze wielowymiarowe funkcje transmitancji

}Hfm)ﬁ (q mozna.obliczaé¢ tylko dla czestotliwosci takich,
1!--r

ze

= (= -m
f.e{f, R. s f_.m+_...+f1’k1+.,.. eotf ’kn o}’ [4.17/

a dla wszystkich pozostaxych przyjmowaé wartosé sprzezong do
wartodei funkeji o argumentach przeciwnegp znaku,

Np. dla funkcji dwuwymiarowe] Hf?(f1,f2) wystarczy oblicze-
nie jej dla pékp¥aszczyzny z brzegiem £,45,20 /rys.4.2/.



Ryse4.2. Ograniczenie dziedziny obliczunia funkcji dru-

giego rzedu H '%)(f‘l 'f2)

Wrasnosé 2/ Punkeje H}ET::”,k (4, q00eseeionsty ) ea
Il

symetryczne wzglqdem argumentéw o tych samych pierwszych in-
deksach.
Wigze sie to bezposrednio z symetirig odpowiadajacych
im funkecji h(Tiff’ (tJt1’1,..;..;..,t-Th’kg)wzglédem odpowie-
dnich argumentéw /rozdz.2.3, wzor /2.28/ i komentarz do niego/.
Wtasnos¢ ta pozwala na zwezenie dziedziny'obliczania fun=-
keji H..() do takich czegstotliwosei, ze

Py -. m -
fE€{f;R, f1’1§f1’2€..‘$f
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Obszar ten, dla funkcji drugiego rzedu Hézé(§1,f2), ilustruje
'] :

ry5.4.3.

]
kf1

NN e

Rys.4.3. Symetria funkcji sz)(f1,f2)

Y

Wxasnogé 3/ Funkcje H(Tzft,k (f1 1,..,..,..,fn k. ) nie sg
symetryczne wzgledem argumentdéw rdéznigeych sie plerwszyml in-
deksami.

Pokazemy to na przykiadzie funkcji drugiego rzedu. WezZmy
pod uwage uklad,_jak na rys.4.4 skladajgcy sie z dwdéch elemen-
téw liniowych opisanych transmitancjemi G1(f) 1 Gz(f) oraz ide-
alnych elementdw,dodajgcego i podnoszgcego do kwadratu. Zatwo

obliczyé, ze

(2)(f1 J1051,2) = 64 (8 )6, (2 ) = 4419/
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G1(f) a(t)

—_—
b, (g4) 9, (£,5)

G>_>— (')2‘ 7?1_(t)+b (t)) 2

—— 6,(f) b(t)

4)2 (f21)*¢2(f22)

Rys.4.4. UkZad objasniajacy interpretacje symetrii funkcji
drugiego rzedu,

= G, (f1,2)G;I(f1’1) = H(z)(f1 2%y, 1), /4.19/

co mozna zinterpretowaé jako mozliwoéé zamieny miejscami Zré-
del(b1(f1 1 (#1(f 2), co nie wpiynie na zmiane¢ sygnaiu wyj-
gciowego. Ten sam wniosek dotyczy H(z')(f2 19 2 2)

Obliczmy teraz
(2)
1 (84, 1385,) = 26,(2, )ey(2, o) /4.20/

Gdyby ta funkcja byta symetryczna musiatoby - byé, dla dowolnych
e T2

co nie musi zachodzié.Mozna to zinterpretowaé jako zmiang war-
todci sygnatu wyjséciowego przy zmianie miejscami Zrédex #L(f Q
i<t2(:2,1)’ gdyz kolejnosé argument6; funkeji H(z)() uzalez~
niono od pozycji tych zZrddez.



Symetryzacja, proponowana czasami i stosowana przez auto-
réw piszgcych o sposobach obliczania nieliniowych funkecji tran-

mitancjinp.[9,79,10%Imlegajqca na znalezieniu funkcji

A(2) (2) (2)
Hyta(fy,4310,9) = ’2{ 1(£1,03%2,0) + By (E, 451y, 1)}
J4+22/

nie ma w tym wypadku zadnego uzusadnienia w interpretacji fizy-
czneje

Wrasnosé 4/ Ograniczenie pasma czegstotliwoseci przenoszenia
ukiadu elektronicznego.

Jest to wkasnos$é nieliniowych funkcji transmitancji opi-
sujacych ukiad elektroniczny polegajgca na tym, Ze dla niektd-
rych czestotliwodci wartosé ich mbdulu jest pomijalnie mala,
lub znika zupeiznie,

Wiadomo, ze kazdy ukiad elektroniczny pracuje przy ogra-
niczonych czgstotliwosciach wejsciowych i wyjsciowych. ZaXdézmy
mianowicie, ze dla kazdego z n wejsé ograniczamy pasmo czestot-'
liwosci sygnuiéw do wartosci z przedziaXdw od fg do f%,z}=1,..n

tzn.
= = d
i‘e{f;Rm, fy < fp;,gf% y V=1,2,..,n}. /4:23/

Mozna to zinterpretowaé, juko brak na VY -tym wejsciu sygnatu
o czqstdtliwoéci spoza tego pasma lub jako ograniczenie zukre-
su czestotliwosci sygnatdéw przez stopnie wejSciowe danego ukZa-
du elektronicznego, tak iz mozZna uznaé, 2Ze sygnaty spoza tego
przedziatu nie wpiywajsa na sposdb pracy dunego uktadu nielinio-

WegoO.
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Podobnie mozna ograniczy¢ pasmo czestotliwosci sygnalu
wyjéciowego dla danego wyjscia o(, co wigzaé sie moze z ogra-
niczeniem tegoz pusma przez stopnie wyjsciowe dunego uktadu,
badz z tym, ze czegstotliwosci spoza tego przedziatu nas nie

interesujs

= = 1P o, d ' - g
f(‘u{ f’R '3 fw}’r .S f1,1+f1,2+...+fn,kn‘\<-f‘!ﬂ'f o
' [4+24/
Zilustrujemy te rozwazania przyktadem juk na rys.4.b,
gdzie poszczegdlne czgstotliwosei fg i f% mogg byé czegstotli-
wodciami granicznymi. podukzaddéw liniowych Gy(f) oraz £%94

: Wy
fxég moga byé czestotliwosciami granicznymi poduk¥adéw K.(f).

—>— — — ——
y '
Q) : |  UKZAD :
OfLs0) > &) | — B(£) [ vy (%)
| NIELINIOWY
. ¢
L] .
—— — — e

Rys.4.5. Objasnienie ograniczen czestotliwosci sygnatidw

wejsciowych 1 wyjsciowych ukiadu nieliniowego.,



N
I

Na rys.4.6 przedstawiono interpretacje powyzszych rozwa-

oy ) {
zaf dla funkedi H % (£431,).

Rys.4.6. Ilustracja ograniczenia dziedziny obliczania
funke ji ngz(fT;fz)_ze wzgledu na wiasnosci
]
1,2 1 4,

Nalezy zauwazy¢, 2e wnioski tego punktu sg rézne od wyni=-
kéw w pracach [37,40,11%], gdzie definicje pasma czestotliwosci
przenoszenia ukzadu liniowego stosowano do ukaddéw nieliniowych,

czego robié¢ nie wolno, Podano tam réwniez, Ze modut wielowy-



miarowych funkecji transmitancji /dla ukzadu jednowejsciowego/
Hém%?1,..,fm) jest parzysty ze wzgledu na kazdg zmienna, co

mozna zapisad

lﬂémX?1....fn)] - lHém)-f1,f2,..,fm)| - ’H&?%}f1|,..,|fm[ﬂ_
| /4.25/

W ogélnym przypadku rdéwnosé ta,bpozwalajqca jeszcze bar-
dziej ograniczyé dziedziﬁg obliczania funkecji Hémks) /jedli
interesuje nas tylko jej modux - co sie czesto zdarza/, nie
zachodzi., Ilustruje to przykzad jak na rys.4.7, gdzie mamy do

‘czynienia z ukladem:aieliniowwnlpodnoszqcym do kwadratu i dwoma

6, (2) P P P e,(f) [

e, +d(e,) | ¥(£)

Rys.4.7. Uk%ad ilustrujgcy niepoprawnosé wzoru /4.,25/.

P =
uk¥adami liniowymi o transmitancjach G,(f) i G,(f). Zatwo obli-

czyé, 2ze

HA2(E408,) = G4(£,) G4 (£,)6,(2,+5,) /4.26/

oraz

L}

HéZkﬁ1,—f2) G1(f1)G1(-f2)Gz(f1uf2) /4.27/

i gdyby byzo
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I

0
N —

n
)
="y

-

|

H
N
—

| Hz(z)(f1'f2)| /4.28/

byzoby tez

/4.29/

I
[op]
n
P
H
-
1
Hy
A
—

IGZ(f1+f2)|

co nie musi zachodzié.

Podsumowu jgc rozdziax czwarty mozemy stwierdzié, ze:

- stosujgc do wyprowadzonych w rozdziale trzecim zaleznosci
‘wielowymiarowg transformate Fouriera uzyskuje sie postaéd
uogélnionego szeregu Volterry w dziedzinie czestotliwosei
/4.8/,

- u;yskane wielowymiarowe funkcje transmitanqji majg prosta
interpretach fizyczng - /4.9/,

- pokazane, istotne wXasnosci nieliniowych funkcji transmitan-
cji umozliwiajg oéraniczenie dziedziny ich obliczania do
czesci wspdlnej zbiordéw /4.17/,/4.18/,/4.23/ i /4.24/. Jak

-siq 6ka2e w rozdziale pigtym, czesciowa symetria nieliniowych
funkeji transmitancji, ma znaczenie zasadnicze,

- podawana w literaturze /[37;40,11é] / zaleznosé /4.25/ nie

jest w ogdélnym przypadku sZuszna.
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5. OBLICZANIE NIELINIOWYCH FUNKCJI TRANSMITANCJI UKZADOW
ELEKTRONRICZNYCH.

5.1. Metoda potencjaxdéw wezzowych obliczania nieliniowych

funkecji transmitancji.

Do obliczania nieliniowych funkeji transmitancji uk¥adu
elektronicznego zastosujemy metode potencjaxéw wezXowych, Niech
y(t)“[?1(t)""yn(ti}T oznacza wektor potencjaxdéw weztowych,

a th)=[§1(t),f.,@n(ti]T wektor wymuszeh pradomotorycznych,
gdzie n+1 jest iloscig wegzX6w uktadu /rys.5.1/.

At

LINEARYZOWANY

1)

Rys.501. Ogdélny schemat zastepczy uktadu elektronicznego.
stosowany do obliczania nieliniowych funkeji

transmitancji,



Niech 1L bedzie operatorem liniowym rdzniczkowo-cazkowym
w postaci macierzy, ktéra odpowiada nieosobliwej /zakradamy
istnienie 2-1/ macierzy admitancyjne] z(f) ukradu linearyzowa-
nego. Zaroézmy dalej, ze nieiiniowy uktad elektroniczny da sie

opisa¢ réwnaniem

t _
(1) = ) - E(F) - Sgl(ﬁ(t)) at - 2, FW), /5.1/

gdzie gg(-) ,gl(s) i By(e) sa funkf:jami nieliniowymi, ktére
odpowiadajg nieliniowej konduktancji, indukcyjnodeci i pojemno-

gci. Ponadto speiniajg one warunek

Lo 8 G@)||

(lFl>o I3 @l

0!’ /502/

tzn. nie zawieraja czgsci liniowych, ktdére wigczono do L.

Jak mozna zauwazyé réynanie.to jest uproszczone w stosunku
do /3.3/, ale mimo to opisaé¢ nim moZna szerokg klasg ukiadéw
elektronieznych /zak¥adamy tu, 2e ukXad nie zawiera elementdw
nieliniowych o opisie mieszanym,tzn. np. konduktancyjno-pojem=-
noéciowych, ktérych prgd wyraza sie wzorem_i:au1-du2/dt, gdzie
us i u, 83 népiqciami na réznych gateziach ukadu/, ‘

Stosujgec do /5.1/ trunsformate Fouriera oznaczong przez C§

otrzymany

10T =$@) “Fg G0 - TREW) +

e /5.31
- 12(eF [z )},



gdzie ¥i£) ﬁr;; ?(t)}t

@(f) =,;§ (P(t)}s

107 ~Fyw}.
Dalej, do kazdej funkeji B, (1) ,B1(*) +E.(9) zastOéudemy

rozwiniecie Taylora /zakzadamy, ze ono istnieje/ w postaci

oo

- - Ay i _ —

gg(Y(t» =:E:: D (gg(Y(th §$6yxyx...xy’ /S.42/
i=2 i

(7 ) =>_ DVE ()| ..y /5.40/
i=2 : y=—6 i

g, (T (M) =Z Q(i)@c@ () YEVH.. x5y . [S.4c/
i=2 y=0 i

gdzie _12(1)(') craz dzia*anie # zdefiniowano w rozd, 3,1 /wzory

13,81 % /3.9//)

Podstawmy do /5.3/ y(1) w postaci /4.13/ oraz
M
14

jofif, « t
% e’ VBT, /557
§=1 V=1,2,...,1\T’

gdzie wszystkie fV:E sg niewspéimierne.

(] =Y

\Fv(t) =

W tak otrzymanym rdéwnaniu pordéwnajmy ze sobg skadniki
tych samych rzeddéw wzgledem poszczegdlnych skXadowych wektora
y(t) i o tych samych czestotliwodciach, co ‘da:

- dla funkcji pierwszego rzedu
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)

Y( vV E)—o..'l},.o(fl/,g) =

N
1.5 V.o(u g) /5.6a/

“( T
IO..']V -O(fv’g) hd [0"’1ay"!1by’o.0] ]
V:1’2,-0'N,
§=1,2,."MV
skad :
(1) - _ g~ =M
HO..1 ( V,E) = :'.f. (fv;g) IO""y-O‘(fV,E) /5.6b/

-~ dla funkcji drugiego rzedu

=(2) ) & (2)
f .f = b #
HO..2U.0( Vygi’ ’ 2 Y Ei-l-fv g-) IO..Zv.O(fV‘,gi'fv,gz),
/507'3-/
) )

~—A(2)

1,. ,2V.o(f }gi l/,g ) 8, Vg V,EZ)HO.JV.O(fV,gi ) x

= 1)
Hooo.ly‘ e (fy’§2)7

V=1,2,..,N,
EJ.,EZ=1,2’..,MV

= (2)

B = (2)

i gl
0"1]/'17"0(1)5% frz,g—g)."}: (fV’E{ +f?7€2)10.'*1p'1iz_‘0(

Tye, g,
' /5.7b/

=(2) : . o p\@ .
;O"Tif"rl'c’(fyﬁfi'fifffz) =-2/\ (g,fyE +f}§2_)><_

&) §))
f
X 0..1V.0(V,§d)§Ho .1rl.o(flz,§z)y

'2,”=1,2,..,N5 M(‘Z
?1 ::‘i;‘?!c.- !MVJ
Ez=1,2,oo,r'i'z”



=1 w

gdzie wprowadzono oznaczenie

£Pg,2) = pDE () + o V@) + 226D DG ),  /5.8/

- dla tunkeji trzeciego rzegdu

-(3) ; -
H . T . X
oe-3y+0 T, +Eug, g )= 17 (En, wye o8y ¢ )
(3)
XTol.3,.0 e, A 'fv"ga)’ /5.9a/

—(3)
w4 i -
00031) .0( ngd V,gz V7§5)

== 1 i 3

—(1)
0 .-'V'O(fy’zj) ¥

¥2é(2)(§’fngi +fV’Ea +fvj§)G3J{ (2)()911{ Dy ;e

,f
VySy " R :rfai’

I) =1’2300,N)

iy Sas§3=1 120

=(3) : -1
" Pun sl ST i £ £
0..2),.1'Zo0( V,Ei ijz Q?ga) - ( y’gi ¥ ngz +_ Yifa)x
T TR (I TR N /5.9%/
0..21}.1'200 u}gi , V)Ez-’ .25?3 7 *
={%) " -
T £ S P »
0--2u-1,.2-°( 7RI PR 1179
(3= ' =) m
- , £ £ £
& e, g, * ?753) HO"“’*“’(fVﬂgi)EHO""V'O(f’?fz) .
(1)
®H f
0001,2.0( 'Z,ga) *

@ = (%), (2) ™
2 T s 4 £ .
* é (g’ V?gi + U’gz r ,2’59 Bf {H to ( ) #H Ly ( ) !f}f gi ? V Ez— ?)%}

-fz’v=1!2"'lN ; Vé?_ ;gi;g2=j!f~’--yMy; §5=1'2".’Mfﬁ
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B ly+1geteeo (J-'uagi;f?ﬁz: ‘5 ) T ;fVa§i+f?sfz+fff§3 o
><1,:§:’).1 ,11.1E.o(f '?152 &:Ea) (230
Tff’.w .1,1.15.0(fv,g1=f?=a" Teyg) =
-7, g, g, e s's'a) ol ‘v-o(‘f"r%)“%(j)-‘ oLyg)*
e

0..1€.0(P5€

5 AL2) )3 (2 &)
- 2Bty g, o) GAT m o sty oo %, o,

byl s& =1aRewnslly
V< p<e,
fi :1,2,.-,‘{4!}3
§z ﬂ1,2,..,r'1'zj
fa =1,2,.-,ME
I Tdee s
W ostatnich wzorach wprowadzono oznuczenie

m
A

H : i . fj . =
) ’fyjfi'rmfz_’ ? 8?53}

§ (&) = (b) (m-a=b)
H v )= I z
{ 1,-,1{ ( H]Cb.l,u,k.b( )?E..?El P (.)X

m—a-b, g m=a=b, n

G, B4 (000 e =R,

1l

c?uﬁﬁg
’ n
‘ = u‘l”kn 3} v!
-8y Jl=e (3, == . .
></ 1 ICU! ’ )V%..-E.I{F‘—d—bp k & yz 1’..,1'1}
l 4

/5.10/

W ten sposéb uzyskuje sie wybranie wszystkich iloczynéw funke]i
ﬁ“(), ktére oddziaXywujac na slebie w elementach nieliniowych,

dadzg sygnat o czegstotliwosel fu’§1+ : 5 ,§2+ e + fE E} ]
’



a, B8

Na przykzad

Gf(?»){ 2 ym My; fy’gi,fy’gz,fpfgsl = I5.11/
=(2) i (1
z{[ﬂo..pr (V}gi'fV ) 0.21 .O(ng§3)+

=(2) . (1) 1
+[H00t1uo1pz (fvgi f?]€3)nH0.¢1V¢0(‘fy£gz_ §+

E{Eé?).‘ly.‘l?.o(fb’,g?_ 7,53)"Hc>(j).1y.o_(fa/,gi)} :
v<n 5 §,<5,<8;.

Powyzsza zaleznoséé jest odpowiednikiem symetryzacji WpTO-
wadzanej przez rdéznych autoréw,npié,?9,10%Lpiszqcych na temat ob-
liczania nieliniowych funkeji transmitancji. Symetryzacja ta po-
lega na obliczaniu éredniej arytmetycznej wsﬁystkich iloczynodw
funkcji, dajgcych czestotliwosé wypadkowa bedgca sumg argumentdw
obliczane]j nieliniowe] funkecji transmitancji, przy czym sumowa-
nie zachodzi po wszystkich mozliwych przestawieniach czestotli-
wosci skxadowych, Tak opisana symetryzacja i wzdr /5,.,10/ dadzs
ten sam wynik w przypadku ukiaddéw jednowejsciowych. Natomiast
dla uk*adéw wielowejsciowych wynik byzby niepoprawny. Na przy-
kxad wzér /5.11/ wyglgdaxby nastepujgco

3)i, (2) (1)
3 { }. = { o..2p.o(f%§i )*Hoj.1y.o(fz§3 L /5.12/

ueled D]
= HO--ZV-O(f;jgz’fyfgi)*Hono! co(f?fg )+/
= (2) _ 1)
* Ho..1y.1 .o(q/§4 g)ﬁﬂo..1?-0(f4§z)-*

C o+

(2) D)
Ho..1y.1?.o(£5§3 )ﬁho..1y.o(fggz)'+



- (2) 1)

=(2) i ()
* HO.¢1V.1Q.O(fT1§3’ijSL) uHO..'I y.o(fl/,gi)}/e .

Wida¢, ze ostatnia zaleznos¢ nie bedzie poprawna, co wigze
sie z wtasnosécig nieliniowych funkeji transmitancji przedsta-
wiong w rozdziale 4,3 /wzér /4.22/ i uwaga o nim/.

Réwnania /5.6/ do /5.10/ pokazujg, ze analiza uktadu nieli-
niowego, oparta na obliczaniu nieliniowych funkecji transmi-
tgncji,polega na wielokrotnym rozwiqzywaniu réwnan liniowych,
co niewatpliwie jest Jjej zaletg. Rownania te pokazujg taksze,
ze przy obliczaniu nieliniowych fﬁnkcji transmitancji wyzszych
rzeddéw zozonoé¢ wyrazen wzrasta tak, ze stajg sieg 6ne trudne
do interpretacji, a ich.obliczanie zaczyna by¢é ucigzliwe, Jest
to bezposrednig przyczyné faktu, ze obliczen tych nie przepro-
wadza sie w praktyce dla funkecji wyzszego rzg¢du niz trzeci, np.
[20,103} s CO powoduje, ze modelem ukiadu elektronicznego
staje sie¢ wielomian, a nie szereg Volterry, W niniejszej pracy
obllczono réwniez funkcje rzedu czwartego i piagtego, co pozwo-
1110 na wyciagnigeie pewnych ogolnlejszych wnioskéw /rozdz.7/.

Koriczac ten rozdzia* warto zauwazyé, ze podobne rozwazaf
nia mozna by przeprowadzié interpretujac &) w /3.3/ jako
wektor praddw oczkowych czy wektor stanujqué inny zespé* zmien-
nych opisujacych ukiad elektroniczny. NalezaXoby wtedy oczywiscie
odpowiednio ihaczej zinterpretowaé pozostate wielkos$ci w rdw-

naniu /5.1/¢
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5.1.1.Progragy komputerowe WIVO i VOLT obliczania nieliniowych

funkcji transmitancji.

Metodg obliczania nieliniowych funkcji transmitancji we-
diug spbsobu pokazanego W rozdz.5.1 zrealizowanc w programach
komputerowych WIVQ i VoL b11,11é}. Pierwszy z nich umozliwia
obliczanie funkcji AY(+) do pigtego rzecdu wiscznie dls dwéch
zrédetr sygnatu, a drugi pozwala obliczaé¢ te funkcje do trzecie-
go rzedu dla trzech irédex sygnatu.

Ogdélny schemat algorytmu obu programéw przedstawia rys.5.2
/szczegdXowy opis algorytmu zhaleéé mozna w k'ﬂ% Fa

Pierwszg procedursg obu programéw jest czytanie danych o
uk¥adzie. Przeczytane w niej zostajg dane dotyczace elementdw
nieliniowych i liniowych, struktury sieci, céqstotliwoéci, dla
ktérych dokonaé nalezy analizy ukXadu oraz listy funkeji H()(.),
ktére majg by¢é obliczane., Numeruje sie je w obu programach in-
deksem L /w programie VOLT przy trzech wjmuszeniach mozliwych
jest do obliczenia 43, a w programie WIVC przy dwéch wymuszeniach
65 réznych funkcji ﬁ?%‘)/.

Zaznaczone na rys.5.2 procedury wstepne obejmuja takie
czynnosci jak znalezienie, na podstawie danych, ilosci quléw
uk¥adi i ustalenie wezZa odniesienia. Ze wzgledu na to, ze pro-
gramy wykorzystujg metodg macierzy rﬁadkich rozwigzywania ukZadu
réwnar liniowych, dokonuje sie¢ tu réwnieé urozenia wektordw za-
pamietujacych strukture macierzy admitancyjnej uk*adu, tzn. po-
lbzenie jej elementdéw nieliniowych. Wykorzystano do tego celu
tzw. metode Yaricuchowg [27] . Na procedury wstepne sktada sie

réwniez podprogram optymalnego przenumerowania wezZow ukiadu
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zaczerpniety z[ih1ﬂ,kt6rego celem jest minimalizacja iloséci
elementéw niezerowych macierzy admitancyjne} z(f), a co za tym
idzie, skrocenie czasu dziaXania programéw.

W dalszej czesci programéw ukrada sie czes$é rzeczywistg
macierzy z(f). Nastepnie ustala sie czéstotliwoéci poszczegdlnych
zrédex sygnaru /w programie WIVO instrukcje zwigzane z F3 - rys,
5.2 - nie wystepuja/. Zwiekszywszy indeks numeru funkcji L spraw-
dza sig,czy funkcje¢ te nalezy oblicza¢ i jezeli tak, to dla da-
nego L oblicza sie czestotliwoéé wypadkowa dla funkeji H(«) jako
sume jej argumentdéw oraz /jezeli dana funkcja ﬁeke)nie jest aku-
rat funkejg liniowg/ ustala sie wymuszenie ka')zgodnie ze wzora-
mi /5.7/ do /5.11/, co jest najwazniejszg procedurs obu progra-
méw., Nie dokonuje sie jednak tego dokadnie jak podano w tych
zaleznoséciach, gdyz nie optaca sie uk*adaé macierzy 2“%-)oraz
wektqroéw VoY, .05 jako wymagajgcych duze]j pami¢ci komputera,

a wykonujé sig to przez bezpoSrednie obliczanie skiadowych
wektora Q('}(-)?ﬁ?x....ﬁ? [112] .

Jak wida¢ ze wzordw /5.7/ - /5.11/ do ustalenia wektora
EFY-)nieszdna jest znajomosé poprzednio obliczonych wektordw
ﬁwp)-nizszych rzedéw. Aby zapamietaé, ktére z funkeji ﬁb%'), W
oddziaxywaniu na siebie w elementach nieliniowych, dadza skiado=-
wg © czqsfotliwoéci obliczanej wkasnie fuhkcji © numerze L, W
programie WIVC uzyto roboczego zbioru dyskowego otwartego do
czytania. W programie VOLT, ze wzglg¢du na mniejszg ilos¢ oblicza-
nych funkcji ﬁbk'), wykorzyétuje sie¢ do tego celu pamie¢ opera-
cyjng, co z kolei przyspiesza przebieg programu w/stosunku do

metody poprzedniej.
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W nastepnej czedci programéw dokonuje sig, dla obliczone]
juz poprzednio czestotliwoseci f, uzozenia czegsci urojonej ma-

cierzy Y(f), a nastgpnie rozwigzuje liniowy uk¥ad réwnus
Y(E)E) = T

bedgcy odpowiednikiem wzoréw /5.,6/ - /5.11/. W programach wy-
korzystano, do rozwiaszania liniowego ukzadu réwnaﬁ,algqrytm
Crouta;rozkiadu na czynniki fréjkgtne[??,3é]LU o duze} szy%ko-
gci dziazania, |

W dalszej czesci programéw sprawdza sie, czy obliczono
juz wszystkie zgdane funkcje ﬁt?h)i Jezeli nie, to oblicza sie
nustepne, a jezeli tak, to sprawdza sie, czy wyczerﬁano liste
punktow czqstotliwdéciowych sygnatoéw wejsdciowych, W przypadku
jej niewyczerpania mnastgepuje podstawienie kolejnej czegstotli-
wosci danggo zrédta sygnaru i ponowna analiza ukZadu,

W programach przewidziano réwniez mozliwo$é, po zukoncze-
niu jednej analizy, zmian prawie wszystkich parametrdéw ukzadu

i powtdérzenia jego analizy,

5.1.2.Model ukZadu elektronicznego dostosowany do analizy

programami WIVO i VOLT,

Jak juz wczesniej zaznaczono, aby zanalizowaé ukiad ele-
ktroniczny metodg proponowang w'rozdz.b.T powinien on daé¢ sieg
opisaé réwnaniem f5.1) /1ub /5.3//, gdzie zaXozono nieosobli-
wosé macierzy X(f) /istnienie operatora §_1/; Nalezy tu zuzna-
czyé, ze model ukZadu elektromicznego powinien by¢ siuszny dla

szerokiego pasma czgstotliwosci wigczajgc czestotliwosé zerows
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(ékf -f) czestotliwoéé wypadkowa

/gdy oblicza sie np. funkeje H
wynosi zero, a gdy obliczamy HSB%f,f,f,f,f), to czestotliwosdé
wypadkowa wynosi Hf/.

Lista elementdéw ukzadu elektronicznego akceptowana‘przez
progrdmy WIVO i VOLT jest naste¢pujgca:

a/ elementy liniowe /rys.5.3/:
ig.' j[ic 11 5
) u ) u, ) u, I ug iz'_'Gmus

Rys.5.3. Elementy liniowe wykorzystane w programach

WIVO i VOLT.
1/ konduktancje liniowe opisane rdéwnaniem
i_ = Gu /513/

2/ kondensatory liniowe opisane réwnaniem

Le = Ot /5.14/

5/ indukcyjﬁoéci liniowe opisane zaleznoscig
T
1 ;
i, = T &uldtj /5.15/
.=

4/ irédia pradowe sterowane napigciem opisane zaleznoscig

i, = G, /5.16/
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5/ auionomiczne 2Zrodio pradowe jako Zrdédio sygnaiu harmonicz-
nego,

b/ elementy nieliniowe /rys.5.4/ - dla programu VOLT podane
ponize]j wielomiany obcina sie¢ do trzech wyrazdéw; sposéb
uzyskunia ponizszych wzaleznosci dla kilku préypadkéw elemen-
téw nieliniowych podaje dodatek A - @

6/ konduktancje nieliniowe o réwnaniu

= 2 3 4 5 :
ign = GUg + Gpug + Ggug + Guuy + Ggug /5:17/
ign ten ‘in o o
u u i
s1 s2 zn
Uy u, uy
' o o
Rys.5e.4. Elemeniy nieliniowe uzywane w programach
WIVO i vOoIr.
7/ pojemnosci nieliniowe opisane zaleznoscig
_ d 2" 2 4 5
L - E%(Fuc + Coug + Cgug + Cpug + 05uc)7 /5.18/

8/ indukeyjnosci nieliniowe opisane wzoran[ZC%EEQJ
"

. _ 1 : 3
11n = g({‘ul + Dzul + 1)312:L + D4u

—Q0

femgd)gt, 519/

9/ 4rédxa prgdowe sterowane dwoma napig¢ciami o rdwnaniu



- 89 -

1+3¢5

. i,d
izn - Gijus1u32 /5.20/

,j=0
i+j21

Programy akceptujg. réwniez takie elementy jak zXacze pox-
przewodnikowe, czy zXgcze Zenera, ale nalezy mieé¢ swiadomosé,
ze elementy te zostang zawsze zastgpione modelami zgodnymi ze
wzorami /5.17/ = /5:20/.

. Jezeli w danym ukadzie elektronicznym wystgpujg inne ele-
menty, nie przedstawione wyzej, to nalezy stara¢ sig o ich zas-
tapienie elementami tu opisanymi np, transformator zastqpuie sie
kilkoma indukcyjnoéciami, z ktérych czesé¢ ma wartosé ujemng [47.4651
itp.
5.2.M¢toda transmitanc ji uk¥*adu linearyzowanego obliczania nie-

liniowych funkeji transmitancji.

W pracyi}?} zaproponowano metode obliczania nieliniowych
funkcji transmitancji wykorzysfujacq opis uk*adu liniowych fun-
kcji transmitancji zmiennej s. Metode te wykorzystano do analizy
uktadéw jednowejSciowych,

Koncepcje opisu ukiadu w postaci symboliczne] wykgrzystémy
i tu, stosujgc jg do opracowania nowe3 metody obliczania nieli-
niowych funkcji transmitancji umoili&iajqcej analize ukraddw
wielootworowych,

Postgpimy jak poprzednio wydzielajgc z uk¥adu nieliniowego
cze$é liniowg wraz z linearyzowanymi elementami nieliniowymi.
Wyodrebnimy rdéwniez ' otwory wejSciowe, wyjsSciowe oraz elementy
~nieliniowe /ryS.S.B/.

ZaXozmy dalej, ze znamy opis uk¥adu linearyzowanego w posta-

ci macierzy napigciowo-prgdowych odpowiedzi impulsowych:
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. E.io(T) %
UKZAD .
Quct) LINEARYZOWANY I Vo (t)

V=ly.,1 O X=1,4,1

2, {7) '

- 2
ih‘ L—m—l i& ==G2ubt+. -

: ' K=1r-0p
-y

Rys.5.5. Ogbélny schemat zastepczy uk*adu elektronicznego

& — -

do obliczania nieliniowych funkcji transmitancji

metodg transmitanc ji ukzadu linearyzowanego.

- Eiéﬁj o wymiarze iX1l, ktdrej skadowe opisujg odpowiedzi impul-
sowe na wyjsciach ukzadu, gdy pobudzane sg jego wejscia,

- Eidﬁj o wymiarze iXp, skladajqcej siq.z odpowiedzi impulsowych
na elementach nieliniowych, gdy pobudzane sg wejscia uk¥adu,

- Enéﬁ) o wymiarze pX*l odpowiedzi impulsowych‘na wyjSciach ukladuq
gdy pobudzenia podanc na wrota elementdéw nieliniowych,

- EnAT) 0 wymiarze pXp odpowiedzi impulsquch na elementach nie-
1inidWych, gdy pobudzane sg wrota elementdéw nieliniowych,

Przyjmujac, ze kazde napiecie na elemencie nielinéowym moz=-
na przedstawié¢ w postaci szeregu Volterry /4.13/ oraz zakradajac,

ze wymuszenia majg postaé

My

gy (¥) = e B /5.21/
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gdzie fV,§ 83 niewspdéimierne, be¢dziemy mieli

..ﬂ
Y’“(t)PZZBU Ky, Vg)ﬂ 1,}1}{ (,;;,)532 (g‘; g f‘/,ﬁ)t

/5+22/
3‘- 2192500y

s
i podobnie dla napiec¢ wyjsciowych

- gori( Low T )&
cQ(t)“'ZZZBU'KV'Vg)KL(c,',).,k GIDL ZV'EE "% 45) 1
Ky %g '

/5423/
0(=1,2,.-.1- |

Przy tych zazozeniach speZnione begdg rdéwhunia

230(t-T)P(T)T /5+24/

o 8L,f"3c+

s V@) = zin(‘l:—T)LP THT, /5+25/

8“”’”

)

L}

oo
_no (t*'f){ Dm(gg) + S %@E) +

L__....-"""'_J

d’rn‘l’(gl) u('T) #u (%) #, . -xu(’t‘)} /5.26/

v
i



T o
Tk’ =. g_z_nn (t-rf) Z[Q(i)(g‘g) + %%Q(i)(go) +
- =2

¥ gdtg‘ikglﬂ T(T)RA(Y) %o . HG(T) AT,  /5.27/
: s [ O RO
- ' 1

gdzie‘gé(ﬂ ,gf?) s8,(¢) okreslono jak w /5.1/, z tym, ze ich
argumentem jest tu u(t),.a nie y(t) , a ?(1kt)oznacza sk¥ad-
nik rzedu pierwszego z /5.23/. Poza tym ?Tt)=?(;)—§{1kt) i podo-
bnie rzecz sie ma z /5.22/ i /5.25/ oraz /5.27/.

Podstawiajae /5.21/ = /5.23/ do /5.24/ ='/5.27/ oraz,we
wszystkich rdéwnaniach, poréwnujgc sktadniki o tych samych rze-
dach, a co za tym idzie, o tych samych czynnikach exp (j2fift )
oraz stosujgc przeksztalcenie Fouriera /przez gio(f) 0zZnuczymy
transformate Fouriera giéqq - i podobnie pozostaXe macierze/
otrzymamy

- dla funkcji rzedu pierwszego

={1) . ”

HOO.’V oo(fng) o -Z-io(fV,g) [O".1y""0 s /5.283/

=(1) - '

KO"'iV'o(fvﬁg) = Zip (stE) [0’“1:/'"-0 5 /5428b/
V45 255wk

g =1’2’."PTV?

- dla funkcji drugiega rzedu /napiszemy tu tylko jedng/

fcz)

=(2)
H +f . f -
0..1V ']'Z.O(V;gd’

°"1V‘1q‘°(fuigi;f?7gl) i gno(_fv;gi 'Iigl)
‘f'Zﬁz) /5+29a/
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=(2) (2)

Ko..1‘,.1 oG Al ) = -nn(fV,g +f"f¢‘§z)1"”’uf1q’°(f"f§1;
f .
; ‘Zs’s'z)’ - /5.29/

gdzie ~ (2}
Io..1y.1rz.o(fv,§i‘fq7g?_)"‘
(2) o) =(1) s 2
B'QA (g'f*’,g&*f??g)l{o..‘ly.o(f )Ei) Ks:n.,,1 "’(f'l-;’s'z)’ /5429¢/

_IZ,V =19250091;
p< Vs
Eiz'l,z,..,ﬂyj

§Z='I,2,.. 'MQ)
- dla funkecji trzeciego rzedu /rdéwnies ;.vypiszemy tu tylko jedng

funke je/

- g3 g . _ ,
i 1, .1, .0y, 1@:;,&'%,53) # Qno(fv,gi*f ¥ )X /5.302

0.-11}' q e

=3)
X Io..‘lp.?)z.'lﬁ.o(%'fi }Z‘]EZ’ &53)
7O) _
Ko..1y.1 .1 .0 "S"L Iq,g:?_ }5 ._nn(ygi 152+f£715-3)>< /5.30‘0/
= () .
XIO..‘IV.‘I,Z 1€.o(fp;giif;zjg2vfﬁjg3);
gdzie
3(3)

0..11,.1 E'O( Jgi 'Zif?, 61'5-5

- N Glf,, ) (2) . (N
"'zé @’fV5§1+f'77§2+f §)G {K ’fyﬂgi’fﬁgz_,fer%}
™), 1) =) s
*EA (g'fwig;fq,g;fgjg;) T (fng,l Oty <0 (t ?E‘_)f
' _

KKO. . 12' .D(fejg'b)j /50300!



- 94 -

£

’Q;V =1,250991,

E<hLV, /5.30¢/
Ey=1,2,00,My,
52_ =1 !2! .o fM?’,
G =102000 1M,
(.') (t) G{.’) : _
Symbole D (.),A (') ivy zdefiniowano wczesnie].
Opuscimy wypisywanie funkcji wyzszych rzeddéw. Nadmienimy
tylko, ze w ogdlnym przypadku

7 (m) o _
k1,..,k_i(f191’..’..'..’fi.ki)- /5.313/
= _no % % U,ky Ik1,.o’ki(f1 1,..’..’..’fl,kl)
y=1 k )O
k1+.+k?—'ﬂi
b
oraz
—(m) - .
Kk.',..,k (f1 1’..’..;..,1‘1,}{ ):: /5.31b/
1 My
E 5 =(m) - | ﬂ .
= gn:n( :fy’kb‘,)Ik1,..,kn(f1,1,.‘;'.;..’1':1»,}(1))
y=1 k,»0
'k.l"l'.""kizm
gdzie
) (a) \.=(b) = (m-a=b)
T et ) Y L)
/5.31¢c/

a Y() jest pewng funkcjg, ktére) argumentami sg wielowymia-
rowe funkcje transmitancji E&](') do rze¢du m=-1 wigcznie, przy

czym kazdy skZadnik 7‘Y() zawiera iloczyn takich funkecji, 2Ze suma
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ich rzeddéw wzgledem kazde] skXadowe (&At) wektora @(t) wynosi
odpowiednio k. Nalezy réwniez zauwazyc, Ze!Y(q zawiera wszystkie
sk¥adniki bedgce iloczynami takich fuﬂkcji, ze ich wypadkowa cze=-
stotliwoéé Jest réwnajf1,1+...+fi'k .

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze przytoczone wzory siu-
szne bedg tez przy innej interpretacji z,(:) . Na przyk¥ad mogg
one opisywaé transmitancje prgdowo-napieciowe, ale wtedy réwniez
wymuszenia nalezy zastapié¢ Zréd¥ami sit elektromotorycznych, ele-
menty nieliniowe opisaé zaleznosciami u=z(i) zamiést iég(u),

a odpowiedz uk¥adu bedzie pradem ktérejs z gaxezi ukxadu.

5.2.1.Realizacja programowa metody transmitancji ukzadu lineary-

ZOwanego.,

Stosujac sposdb obliczania nieliniowych funkeji transmitan-
cji podany w rozdz.5.2 napisano program komputerowy VITO /szcze-
gé¥owy algorytm prezentuje E1%]/.

(L)

Danymi wejéciowymi tego programu sg macierze Zio(f Z.0
Zlﬁ(f iz, (f) o sk*adowych w postaci funkcji wymiernych do
trzydziestego stopnia /muszg one by¢ obliczone innym programem/,
a obliczenia przebiegajg zgodnie ze wzorami /5.28/ - /5.30/ i nie
wymagajq-stosowania tak duzego aparatu metod numerycznych jak pro-
gramy z rozdz 561610

Program VITC oblicza funkcgelf{ ) do pigtego rzedu wxacznie
dla uk¥adu pieciowejsciowego o jednym wyjsciu, W przypadku ukZa-
déw wielowyjsciowych nalezy zastosowaé analize wielokrotng dla

kazdego wyjscia osebno,.

Podobnie jak w programach opisanych w rozdz.5.1.1 wektora
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i“b) nie oblicza si¢ korzystajgc z ogdlnych zaleznoSci, co wyma-
gaXoby m.in. ukadania macierzy Qb“'), lecz przez bezpoSrednie
obliczanie skiadowych wektora fwb) pochodzgacych od poszczegdlnych
nieliniowoSci, co skraca czas obliczen i zmniejsza niezquny Ob=-

szar pamieci operacyjnej komputera,

Rezultaty tego rozdziaXu mozna sformutowaé nastepujgco:

- podano dwie metody obliczania nieliniowych funkcji transmitan=-
cji dlé wielootworowych, nieliniowych ukzaddéw elektronicznych,

- wykazano, ze wXasnos¢ tylko czesciowej symetrii nieliniowych
funkeji transmitancji /ydzdz.4.3/ zmienia w sposdéb istotny

/wzory /5.11/ i /5.12// metode analizy uk*addéw wielootworowych
w poréwnaniu do uktaddéw jednowejsSciowych,

- prezentujgc oba sposoby obliczania nieliniowych funkcji trans-
mitancji uzyto operatordw Q(l}(')r éu(')i Gf“() niespotkanych przez
autora w znanej mu 1iteraturze, a utatwiajacych opis formalny
obu mgtod,

- sposéb obliczania nieliniowych funkcji transmitancji metodsg
potencjaléw‘qulowych podang w rozdz.5.1 zrealizowano w pfo—
gramach komputerowych WIVO i VOLT. Natomiast metoda zapropono-
wana przez autora w rozdz.5.2 zostaza wykorzystana de napisa-

nia programu 0 symbolicznej nazwie VITOC.
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6.PRZYKTIADY ANALIZY STANU USTALONEGO NIELINIOWYCH UKZADOW
ELEKTRONICZNYCH METOUD4 SZEREGOW VOLTERRY.

Ponizej przedstawiono wyniki analizy trzech ukadéw wiel-
kiej czestotliwodei éa'pomocq szeregu Volterry wykorzystujac
do tego celu przedstawione w rozdziale 5.2 programy kompute-
rowe., W analizie zastosowano modele elementdéw biernych o war-
toéciach_parametréw okreslonych na podstawie pomiardw. Parametry
modeli zastepczych tranzystordw zidentyfikowano ne podstawie da-
nych katalogowych i pomiarowych wykarzystujgc metody podane wl}oéL
Wyniki analizy numerycznej pordéwnano, -w wiekszosci przypad-
kéw, z wynikami pomiaréw nieliniowych funkcji transmitancji do-

konanymi wedZug sposobu opisanegoc ponizej,

6.1. Bezposredni sposéb pomiaru nieliniowych funkcji trans-

mitancji.

Zajmiemy sie bezposrednig metods czestotliwosciowg pomia-
Tu nieliniowych funkeji transmitancji pomijajac metody czasowe
[65,91__] .

Jak pokazano w rozdziale 4,2 odpowiedZ ukiadu nieliniowego

na wymuszenie

My
A joff, . t
PyLe) = Z ENF o U . /6.1/
5 :
| §=1 V=1,2',¢Q,I1,

gdzie wszystkie %45 sg niewspdXmierne,ma postad



LA ]

6.2/
Ky 1v /

3 (8) =3 ZZB(A Tl ws')H(m)D(kn(,.;;.,)ejzﬂ(;);1*551”’?5)2

V=1 2,..,11-

(m),0x
k, ,.,k (f ,1000 8

,,.,,.,f k ) polega na pomiarze skZadowe] sygnalu y&(t) /uw—

W tym wypadku pomlar odpowiedniej funkeji H

zgledniajgc wspoiczynnik B(+)/ o czestotliwodci bedacej sumg
jej argumentdéw, co jest bezposrednim wynikiem interpretacji
fizycznej te] funkeji.

W rzeczywistosci jednak, sprawa ta nie jest taka prosta,
gdys wymuszenie w ﬁostaci /6.1/ w praktyce nie wystepuje., Naj-
czescie] stosowany, harmoniczny sygnal pomiarowy ma postaé

Pl ~jof
@(t) = Iélcosﬁut+¥0'= %(&eaz ft X é Jzzﬂt) Fe. 57

atuf i -f sg wymiernie zalezne,
Problem ten mozna Jjednak rozwigzaé., WyjasSnimy 1o na przy-
k*adzie ukadu dwuwejsciowego o jednym wyjééiu.

Niech wymuszenie w tym przypadku ma postad

joft, .t -yofle, ¢
1 1,1 * 1y
\P1 (t) = 2(;_;1’19 .’_ + A7 4e ’ )+
j2fe, ¢ -jofff, _t
* 1,2
* -2-(;;_&1’2e ' * 'é1928 , ) e
jofie, .4 -52f, %
1 24" & " 2,1
f, ) = Tz’(éz,*l_e ' 42,1¢ 7).

i przypusémy, ze chcemy zmierzyé funkcje H(B)(f1 Tr 1,2 2 1)
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Amplituda skadowe] sygnaiu y (t) takiego ukadu o czestot=-

liwosci f1,4+f1,2+f2,1 bedzie wynoéié
(&)
u (s, 1+, 0%, DER > 1(i1 1054, 2855 1)n1 149, oBo 1 £ /6.5/

I {5)1 (f -f

1,1259, 10T, 1054, 2315, 1)A1 1é1 181,280 1 *

% T 2 K
+ 1\ 0Ty 0Ty 00Ty iTo 1)By, 487 087,000 ¢ +

(5) -
A CONPTE YT L PYTE SYPTIS PYP) | VEDT PRPY ¢ Y VA SO

Jak widad¢ mierzgc tg skXadowg uzyokamy informacje o
sumie pewnego szeregu, 2 nie interesujacej nas funkecji. Zauwa-
symy jednak, ze tylke pierwszy sktadnik we wzorze /6.,5/ jest
rzedu trzeciego, a pozostate rzedu pigtego i wyzszych., Mozna
wiec dobraé¢ tak amplitudy §1 1,§1 5
‘ i L |
wyzszych rzeddéw niz trzeci byry pomijalnie mare /tw.3.2/. Mozna

i é2’1,_ﬁeby sk¥adniki

wtedy napisac
(3)
U(f‘l 1+f1 2+f2 1) (f'l 1’f1 0¥ 2 1)=1 1 14 2 2.4 /6.6/

tak wiec pomiar skiadowej o czqstotliwoéci.f1’1+f1'2+f2’1 prazy
dostatecznie mazych amplitudach A1 4 31 o i 52 1 pozwoli
wyznaczy¢, 2 dowolnie maiym biedem, funkcje H(3 (” 'I, 1,2 2 1).

W praktyce pomiary w tym przypadku /ogolnlej jest to po-
miar funkeji Hb%ﬁjdla ktérej wystepujs sktadowe o te]j same]

czestotliwosel wyzszych rzqdéw/ przeprowadzamy nastepujgco:

- budujemy ukiad pomiarowy jak na rys.6.1,
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- dobieramy tak amplitudy generatordéw A i

By,4 0 84,20 1 85 40 28Dy
mierzona sktadowa sygnazu y(t) o czestotliwosci £1 1+f1 2+
] RS
+:t’2’1 byza proporcjonalna do A1 1=1 2=2 4 9 CO pozwoli za-
Yozyé poprawnosé wzoru /6.6/. W przypadku braku tej propor-
cjonalnoSci nalezy sadzié, 2e skladowe wyzszych rzeddéw w /6.5/
odgrywajg znaczgcg role i nalezy zmniejszy¢ amplitudy wymu-
szen,

- obliczyé

uls,,

1 ot 2 1‘ 1647/
=1,1=1,232,1

(3) ‘ o~
3571 (8y, 4024, 2315, )%

UKZAD

BADANY

Rys.6.1. Ukzad do pomiaru nieliniowej funkcji transmitancji
(3)(f1 1,f1 2, 1) /G - generatory, T - tiu-

miki regulowane, VS = woltomlerz selektywny/
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Zastanéwmy sie jeszcze, jak zmierzyé np. wartosé funkeji
(5)(f1 1,f1 1,—f1 1,f1 0} 2 1) /ogélniej chodzi o pomiar fun-

keji, ktdre] czestotliwosé wypadkowa pokrywa si¢ z czestotli-
woscig funkecji nizszego rzedu/. Wyodrebnienie sk¥*adnika szere-
gu /6,5/, zawierajacego te funkcjg¢ nie jest na ogér mozliwe,
a wiec pomiar skiadowe] sygnaiu wyjéciowego o tej czestotli~
woéei nic nie da.

Préponujemy postapi¢ nastepujaco:

~ do uk¥adu 2z Tys.6.1 dolqczyé dodatkowy generator o czestot-

liwosci f1 1nf1 1+Af1 1 i amplitudzie A1 17

- zmierzyé skiadows sygnatu wyjsciowego y(t) o czestotliwosei
_f1’1+f1’1+f1’2+?2’1-f1’1=f1’1—AI1’1+f1’2+f2;1 , dobierajac
tak amplitudy wszystkich czterech generatoréw, aby sygna o
*
te] czqstotliwogci byl proporcjonalny do Al 1( a é1,2é2’1,

- wyznaczy¢
(5) [ 4 . (8
; (f1 1014, 'i"f1,1'f1,2'f2,1) . /6.8/

o U(E1 47Oy 40y p4E5 )

2
A7, 1(4, 2% 285

- powyzsze trzy punkty powtérzyé dla czestotliwosci g¥nerato-
- ra dodatkowego f1'1 = f1’11&f1'1 i wyznaczyd

(5) ~
o PG  CTUPE SUPPLE SAOTE MDY S R /6.9/

o U4, 40Ty 459 o5 )
~ bk, 0, 222,




/wzory ostatnie sg poprawne, gdyz w zaleznosci analogiczne]
do /6.5/ na U(f1 11 f1 1+f1 2+f2 1) funkcje pigtego rzedu
z réwnan /6.8/ i /6.9/ sa skradnikami najnizszych rzqdow/,

- zak¥adajac cigg¥osé funkcgl_d(s)(f1 10 £4 49 f1 1fy it 1)
] ) ’ - ’
mozemy interpolowac
(5) : _
Hy 1 (g, 000,105, 1000, 235, 1) = F et

1[:(5) /f . ,
= 7{#4,1(f1,1'f1,1'"f1,1'f1,2'f2,1) *

(5) : g .
CTIPIE RS SSE e ) 3

Interpolacja ta bedzie lepsza, gdy'Af1'1 bedzie maxe, co zmu-
sza do korzystania 2z mieinika o duzej selektywnosci. Trudno
jednak okreslié jakie powinno byé;ﬁf1'1, aby popeiniany bzad
byt dostatecznie maty.

Kontynuujgc podobne rozwazania dla funkeji wyzszych.rzedéw,
W ktérych néstqpuje kompensacja czestotliwosci skzadowych docho-
dzi sie do wniosku, ze na kazdg pare¢ czg¢stotliwosci kompensujg-
cych sie nalezﬁ uzyé, w pokazanej metodzie pomiarowej, dodat-
kowego generatora,

Poza przedstawionymi, bezposrednimi, metodami pomiarowymi
nieliniowych funkecji transmitancji istniejg réwnies métody po-
érednie wykorzystujgce sygnaty zmodulowane, Np, pomiar wspdz-
czynnika modulacjl skrosne} odbiornika radioweéo pozwala na -

/

okreslenie nlellniowej funkeji transmitancji postaci H 3kf1, 2,
5'f2) /dodatek B/. W niniejsze} pracy takich metod jednak nie
wykérzystano i dlatego ich opis pominiemy.

W powyzszych rozwazaniach zak¥adano mozliwo$é pomiaru wiel-

kosei U(*) jako wielkosci zespolonej. Ze wzgledu na to, ze jest
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to trudne, mierzy sig zazwycza] tylko modu? E(q , &
w konsekwencji nie wyznacza sie wartosci funkeji HY'(-), a je}
modut, co w wielu prakiycznych przypadkach jest wystarczajace.
Prezentowane w dalszej czesci tego rozdziatu wyniki pomia-
réw, .uzyskane opisanymi metodami, sg obarczone bi¢dem mniej-
szym niz 1dB, z wyjgtkiem funkcji|HE?(f1,f2,-f2H , dla ktdrej*
btad ten oszacowano na 4dB,
W rozdziale tym nie dyskutowano szerze]j rozbieznodci wyni-
kéw pomiardéw i obliczend, gdyz ich przyczyny.oméwiono dok*adnie

w rozdziale 7.
6.2 Wzmacniacz selektywny.

Pierwszym przyktadem zastosowania szeregu Volterry do ana-
1lizy nieliniowych uk?addéw ‘elektronicznych bedzie prosty wzmac—
niacz selektywny nastrojony na czestotliwosé fo=200kHz, ktére=-

go schemat ideowy pokazano na rys.6.2.

Rys.6.2. Schemat ideowy wzmacniacza selektywnego.

Wézystkich pomiaréw dokonano w ukiadzie z rys.6.3.
Dla celéw analizy numerycznej wzmacniacz wraz z generato-

rami i obciqzeniém /woltomierz selektywny/ zastgpiono ukZadem
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z rys.6.4. Zastosowano model tranzystora sluszny przy zaloze=-

niu, Ze pracuje on w obszarze aktywnym,

.4
7

G4 &

UDb

Rys.6.3. Ukad pomiarowy wzmacniacza z rys6.2, /Gi'_ ge-

neratory, Tj

duny,VS - woltomierz selektywny/.

- t¥umiki regulowane, W -uk¥ad ba-

Wartosci elementéw schematu zastepczego wzmacniacza poda-

je tablica 6.1,

R3 R5 11 13 RP1 ¢ CT1 'Ry
R1 LIR2 R4 |IRET C1 12 “b(
' J_ 1g i R8 TR9

CN1 GN1

M |
es)

Rys.6.4. Ukad zastepczy wzmacniacza z rys.6:2.

Jak wida¢ przyjeto tu uproszczony model zastepczy tran-
zystora,Ograniézajqc sie do jedne] konduktancji nieliniowej,
jednej pojemnosci nieliniowej i nieliniowego Zrddia pradowego
sterowanego jednym napieciem., Sposdéb obliczania wspdiczynnikéw

wielomiandw opisujacych elementy nieliniowe podaje dodatek A.
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Tablica 6.1.

Wartosci elementow ukadu z rys.6.4.

Elementy liniowe:

R, 100 QL Rg : 50

R, 100 Ry 30 0.
Ry 25 0 c, ~ 10nF
R4 1Dl Copq . O.4pF
Rg 2.2k L L, 42.12uH
R - 10k Q. %o 2142,H
R, 2.2k 0 Ly =14, 1uH
Rg 75 QL P

Elementy nieliniowe:

-2 2
T,8*10 4ub+ 1,52+10" uy + O,198uz + 1,93u§ + 15,1u5

g b

-12

. - i IO 2
i,= -tﬁ(24'6 «10” Uy = 4y 6110~

+ 5,58.1070 3

- 5,34-10“8u4 + 4,17+10~7 5)

1g= 3,8°107%u + 0,745u3 + 9,690 + 94,4u} + 736,6u7
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6.2.1. Szacowanie promienia zbieznosSci szeregu Volterry repre-

zentujgcego odpowiedZ wzmacniacza selektywnego,.

Przy szacowaniu promienia zbieZnosci szeregu Volterry
kor%ystaé-bgdziemy z twierdzen 3,5 i 3.6. Rozumowanie popro-
wadzimy w sposob nastepujgey:

a/ zauwazymy, Ze gléﬁn@ nieliniowoScia wzmacniacza w zakresie
interesujgcych nas czgstotliwosci /50 - 2000kHz/ jest konduk-
tancja ﬁieliniowa GN1 i Zrddzo prqdowe sterowane napieciem

iy /Tys.6.4/+ Pominiemy natomiast nieliniowa pojemnosé CN1,
Nie popexnimy tez duzego biedu, jezeli pominiemy kondensator
CT1, co spowoduje, ze na mocy tw,3,6 nie quziemy musieli uw-
zgledniaé Zrédra prqéowego ige
b/ przyjmiemy, 2e interesuje nas odpowiedZ ukadu w stanie
ustalonym na pobudzenie przebiegiem ciggiym i okresowym o czeg-
stotliwoseci f =200kHz.

¢/ przyjmiemy, ze ukiad pobudzany jest przez Zrdéd*o pradowe
o.wydajnoéci Q(t) bezposrednio na bgzq idealng tranzystora

tak, Jak na rys.6.5.
30!1 128501

% iﬁ %m

1830 100nF O+ 2omH
2(w)

Rys.6.5. Uproszczony ukiad zastepczy wzmacnizcza do obli-

czania promienia zbieznosSci szeregu Volterry.

d/ ze wzgledu na zaZozenia 0 Y(ﬁ) przyjcte w punktach b/ i cf



mamy

s
“y(t)“ = sgpl Sh((t)lp(t-'t)d't'| < /6.11/

-

< S]h(’t)l av H‘{’(t)“ ;

R

skad, jezeli czesé linearyzowang ukladu opiszemy réwnaniem

Ly(t) = Q(¥), /6.12/
to /[61]/
”]:_1” =“$5.£1|y(‘c)l = glh(’r)l av, /6.13/
R

h(T) znajdziemy jako transformate odwrotng impedancji lineary-

zowane j 7 (w) /rys.6.5/. Latwo obliczyé

9449000, 0 w
162249,6W + 157976210 ¢ = (o

72(w) = 29,3 + 5 I-_QJ , 16414/

skad i
1(T) =g z(zﬂf)eszﬁ#fgf = /6.15/
.R
= 29,3d(%) + (9449000,00081256889,01: - 233988,851:11_256889,01:))(
xexp (-31124,8%) [Q/5]
i dalej /obliczenia wykonano numerycznie/

[\ leve 2z [0], ey

R
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e/ podstawiajac ta wartosé do /3.27/ oraz przyjmujec w tym
wzorze Gi jako wspbiczynniki wielomianu opisujgcego prad kon-

duktancji nieliniowej GN1 /tablica 6.1/ otrzymamy
222,57( e E A
» 33\ 0,0304Y + 0,594Y° + 7,72Y7 + 75,29Y") = 1. /6.17/

‘Pierwiastek tego rdéwnania wynosi WQ‘Z 0,051[V] 1z /3.28/
| otrzymujemy

222,73

Xp, = - 0,01520%40,1988%41,930%415, 1P =
= 1,4535¢1074[4], /6.18/

co odpoﬁiada maksymalnemu napieciu jakie moze wystapié¢ na ba-

zie tranzystora

7

Xp = 0,0326 V = 32,6 [mV], /6.19/

Mozna stwierdzié, ze dla sygnatéw ciaglych i okresowych
o dowolnym ksztatcie, ktdérych amplituda napigcia na bazie tran-
zystora nie przekroczy 32,6mV szereg Volterry reprezentujacy
sygnal bedzie zbiezny bezwzglednie /nie wjkiucza sie, ze ob-

szar zbieznosci warunkowej jest szerszy/.
6.2.2, Wyniki analizy wzmacniacza,

Jak juz wspomniano wszystkich pomiardéw wzmacniacza doko-
nano w ukradzie z rys.6.3. W celu okreélénia zakresu napieé
wej$ciowych, dla ktdérych aproksymucja sygnatu wyjSciowego zu
pomocg wielomianu Volterry jest skuteczna, pomierzono i obli-

czono przebieg amplitudy napigecia pierwszej, drugiej i trzeciej
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harmonicznej sygnaru wyjséciowego w funkcji amplitudy §s(fo)
harmonicznego sygnalu wejéciowego o czestotliwosci f0=200kHz.
Wyniki przedstawiono na rys.6.6.

Na wykresie tym aproksymowano sygnal wyjsciowy wiélomianem
Volterry piqtego stopnia, ktérego-ﬁspélczynniki obliczono pro-
gramem WIVO., Wielomiany te majg postac: -

- dla skiadowe] o czestotliwosci podstawowe]
1) % (3) 2 *
|E(fo” - |H1 (fo)gs(fo) o (fo’fo’—ro)gs(fo)gs(fo) "

2
(5)
+ %HSS (-fo!fo! foi"fo!‘fo)gz (fo)(g}; (fo)) ’, /6. 20/

- dla drugiej harmoniczne}

1] (2) 2 (4)
|0eg,)] = 3557 Xe0r0)BELS) + g Aes Tor for=t B (1) EL(S,)),
/6.21/
- dla trzeciejharmonicznej
. )
262,)| = E et B () s o5

(5) ;
¥ %HSB(fo’fo’fo'fo’-fo)gg(fo)gg(fJl'

Jak widaé réznica wynikéw pomiardéw i obliczen nie przekra-
cza bredu pomiarowego /1dB/, jesli amplituda napiqcia ginu-
soidalnego 0 czestotliwosci podstawowej f0=200kHz na zxgezu
baza~-emiter tranzystora jest mniejsza od okoxo 50mV, Jest to,
wartosdé wieksza niz uzyskiwano wczesniej [25,103] s PTzy apro-

ksymacji sygnaiu wyjsciowego wielomianem Volterry trzeciego
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Rys;6.6. Okresélenie zakresu poprawnosci opisu ukadu wzmacnia-
cza przez wielomian Volterry pigtego stopnia. Eb - am-
; :
plituda napiecia harmonicznego o czgstotliwosci f0=200kHz

na zxgczu baza-emiter tranzystora,



stopnié. Wartosé ta jest wigksza o okozo 36% od obliczonego
w rozdziale poprzednim promienia zbiezZnosci szeregu Volter-
TVe

Na wykresie 6.6 zaobserwowa¢ mozna zjawisko zwiekszania
sie sygnatu o czestotliwosci podstawowej ponad wartoéé]H§1{fJX
{Xég(fo)‘ pPrzy pewnym-zakresie napieé sygnatu wejsciowego na
skutek oddziaXywania nieliniowoSci trzeciego i pigtego rzedu
/wzér/6.20//. Dalszy spadek tego sygnaiu przy wéroécie ampli-
tudy sygnatu wejSciowego spowodowany jest oddziarywaniem nie-
liniowo8ci wyzszych rzeddw, Podobne wnioski mozna wygunqé dla
pozostatych harmonicznych sygnaiu wyjsciowego,

Jako przykradowe charakterystyki wzmécniacza pomierzono
i obliczono modux transmitancji liniowe] H$1kf1) oraz modu-
2y funkecji drugiego i trzeciego rzedu — Hézkf1+fo,—f1) oraz

Hé3k2f1+f0,-f1,—f1) s W funkecji czestotliwosci /ezestotliwosc

wypadkowa dwéch ostatnich funkcji jest czestotliwo$cig rezo-
nansowg wzmacniacza, podczas gdy wszystkie ich argumenty sg
rézne od czgstotliwosei f , czyli funkcje te opisujg zjuwisko
intermodulacji dwéch sygnaXoéw na.nieliniowoéciach drugiego i
trzeciego rzgdu/. Zastosowane wielkoSci napieé pomiarowych
sygnaXdéw wejéciowych byty takie, ze amplituda sygnau na zg-
czu baza-emiter trahzystora nie przekraczéka 25mV /zgodnie z
warunkami z rozdz.6.1/. Jak widaé¢ z wykresdéw na rys.6.7,6.8
i 6,9 rozbieznosé miedzy wynikami  pomiardw i obliczen za-
réwno dla transmitancji liniowej, Jjak i dla funkcji drugiego
i trzeciego rzedu nie przekracza trzech decybeli.

Kolejny wykres na rys.6.10 pokazuje przebieg moduiu fun-

keji transmitancji trzeciego rzedu HéBKfo,f1,-f1) odpowiada=-
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f / - --0Obliczenia
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5 6 7 8 10° 2 3 4 5 6 17 Hz

Rys.6.7. Przebieg |H1U)(i‘1)| dla wzmacniacza z rys.6.2.

d’%\v# IHéz)(fﬁfo"f*Dl

| N
)

-180 4 -
. / \. © - pomiary

\ - - obliczenia

-190 R e

-200 - \

-210 Ea

1
5 6 7 8 10° 2 3 4 5 6 7 Hz

T

Rys.6.8. Przebieg lHéz)f1+fO,-f1)| dla wzmacniacza z rys,6.2,
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(
dB
/\AV
3 7(3 =
2|u5 ot 4t ,-1,-1,)|
=30 ’
-310
© « pomiary
L - — =~ vbliczenia
320 _ 7 .

-330 [ ] \
-340 z '//- “

=350 //
| [0} / i
.//
/
-360 \\
=370 ; :
o | s
-
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Rys.6.9. Przebieg moduiu funkeji trzeciego rzgdu
Hés%?f1+fo,-f1,-f1) dla wzmacniacza rezonansowego

Z TYSe 6. 2e
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az b 3lug? e 1,1
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© - pomiary

— - Obliczenia
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-280 /
=290 /v /( \D

=310 | \

-320 5 2

1

-
>

9 107 2 | 3 Hg
. Rys.6.,10, Przebieg |H;3kfo,f1,-f1ﬂdla wzmacniacza z rys.6.2.

jacej za modulacje skrodng /zalezno$¢ wspdétezynnika modulacji
skrosnej od funkcji transmitancji trzeciego rzedu podaje doda-
tek B/,

Aby okreslié¢ amplitudy napieé¢ wyjsciowyeh wzmacniacza,
pochodzgce od réznych nieliniowych' funkeji transmitancji dru-

giego i trzeciego rzgdu korzystamy ze wzoréw Jodpowiednio do /6,2//
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(2) :
U(E+0,) = By Hyo (04+1))E 4 (24)Eg,(T,), /6.23/

gdzie B2=1, gdy f1=f2 b B2=% y Edy f1=f2 oraz

Uleyeeyrts) = By H§31f1'f2'f3)§s1(f1)§éz(£2)§s3(f3)y /6.24/

gdzie By=3 , gdy £,Af,=f5 1 Bg=3 , gdy £,AL, 4,41, oraz Bs=1y
Nalezy zwrdcié uwage, zZe wszystkie wykresy wielowymiaro-
wych funkcji transmitancji, w tym i w pozostazych rozdzialach,
sporzadzono w decybelach w stosunku do'jednego mikrowolta
/dgpy/, co oznacza, e podstawiajgc we wzorach /6.23/ lub /6.24/
. 4 A O T8
Esi(fi) w dB . oraz wartosc¢ funkecji H () w d?ﬂy uzyskamy wynik

S

w dB/ujvr .

6.3. Analiza mieszacza radiowego.

Jako bardzie} z&ogony przykzad przeanalizowano mieszacz
pracujacy jako stopien wejsciowy odbiornika radiofonicznego na
falach dZzugich. Schemat ideowy mieszacza pokazano na rys.6.11.
Uk¥ad o takiej konfigufacji jest praktycznie stosowany w odbior-
nikach'radiowych dostosowanych do wspélprécj g anteng zewne-
trzne.

‘Do analizy wybrano czegstotliwos¢ kanaXu uzytecznego L=
=200kHz, ezestotliwo$é heterodyny fh=665kHz i czestotliwosé
poérednig £ =465kiiz.

Pomiary mieszacza przeprowadzono w ukiadzie z rys, 6,12

zawierajgcym dwusygnaiowg antene sztucznq{éd} « W analizie
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C1 R14
C14 '_H—__:H) e wy
} I} { } CZ.
I I 7 P D,
= P R15
c12 :
R6
R8
L2 Co
f2 fo 1 g c8 .
C';'I csl c’?J_
= R10
we C9 T
het, ©  —
R12
T f
1 moI h
Rys.6.11. Schemat ideowy analizowanego mieszacza.'
#
A
Gy T ‘ '
AS M ¥ VS
.4
/ 3
4 3
G2 4y
f
1
Gy

Rys.6.12. Uk¥ad pomiarowy mieszacza /G, - generatory, T; -
tXumiki,AS - antena sztuczna,M - badany mieszacsz,

VS - woltomierz selektywny/.

numerycznej mieszacz wraz z generatorami pomiarowymi, ‘anteng
sztuczng i obcigzeniem /woltomierz selektywny/ przedstawiono

w postauci jak na rys.6.13. Tranzystor zastapiono, jak poprzednio,
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Ryse6o013s Schemat zastepczy mieszacza z rys.6.11,
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Tablica 6.2,

Wartosci elementéw uk?adu z rys.b.13.

Elementy liniowe:?

R, 1604 | Rjg 7500 C,o  47nF
R, 1608 Ryg 750 Cqq  A7nF

¢ Ry 320 Rpg 22 0L Cqs 1,8nF
Ry 130k £ "Bno 50M 0 Cos 2,3pF
Rg 80 01 Rps 78k SL L, 10,8
Rg 3,3k 0 c,  125pF L, 3, 6mi
R, 16k L O 400pF Ly 8,113ul
Rg 33K Cy 1,6nF L, -8,425uH
R 17k Q C,  10,5pF L 0,135
. 1k Cg  120pF L 3,846uH .
R, 13,30, Cc  68pF L, 2,27+107uH
Ry, 39Kk 0 C,  *680pF T =0, 305H
R13 5.5 08 22nF L9 ~0,305uH
R,, 2200 Cq 22nF s 0, 305uH

Elementy nieliniowe:

“3 10 “hug+5,850107 uS+7,71. 10720740, 724ud +5,787u2

=12 “1%u243,8. 1070243, 7 10~8u442,89. 1077 5)

ub+2\., 9e 10 b

. d 3
i,4= 35(15 10

“1%u243, 13410 16u2—9,89-1o'18u4 "

o A =13 g q.

+3,05'10f20u2)

-2 2
i, = 3,2:107%u, + 0,624u} + 8,11up + 79,1u} + 617u2




modelem siusznym przy pracy w obszarze aktywnym /przyjeto up-
roszczony model zastepczy tranzystora Ebersa-Molla - dodatek A/.
Wartodci elementdéw ukadu z rys.6.,13 podaje tablica 6,2,
Zakradajac, ze w prakiyce napigcia sygnaxow trafiajqcych
z anteny na wejécie tranzystora sg znacznie mniejsze od napie-
cia heterodyny, mozna okresli¢ maksymalne napiecie baza-emjter
/niezalezne od wielko$ci sygnaxdéw z anteny/ pochodzgce od hete-
rodyny, dla ktdérego biad aproksymacji sygnatu wyjsciowego wielo-
mianem Volterry nie przekracza bxedu pomiarowegoJDla jego okre-
$lenia pomierzono i obliczono przebieg amplitudy pierwszej har-
monicznej napiecia heterodyny na obcigzeniuw funkecji amplitu-
dy Eh(fh) SEM heterodyny o czgstotliwosei f,=665kHz /przenika-
nie bezposrednie heterodyny na wyjécie/. Zmierzono i obliczono
tez przebieg amplitudy napiecia posrednie] czegstotliwosci
/=Ty = f =465kHz/ w funkcji B, (f,) SEM heterodyny /przemiana/,
przy amplitudzie napigcia sygnaiu uzytecznego gs(fo)takiej, ze
na ztgczu baza-emiter tranzystora byZo ono znacznie mniejsze
od napie¢cia pochodzgcego z heterodyny. Wyniki przedstawiono
na rys.6.14, na ktérym wykreslono réwniez zaleznosdé amplitudy
napiecia sygnazu heterodyny i sygnaiu o czqstotliﬁoéci posre=-
dniej aproksymowane_wieldmiahami Volterry rzedu pigtego, przy
-zarozeniu E < E , co pozwala pominac sk¥adniki z kompehsach

czestotliwosci sygnazu uzytecznego - %

o) = | m h) Sy F 2 3(;3?: (fh'fh"f )EhF* ¥ /6.25/

2.3 re .
+ 74, o (Epifor=fo) BLELER +



- 320 =

5.+ (5)
+ iy’ AR TR ]:'i

n

r 2117 (i orformTons >Eh=a-

lH o (B)E, + ZHG) (£00 Tyo=23 ) BB, & /6.25/

* Eﬁ(s)(fh'fh’fh'"fh’ )23131?-.3;2

‘E(fp)‘ =%|H1(??‘ (ti=To) BB + 385 (e fyo=Ips =£ ) REES /6.26/
6426

~

+ H(4) (fh!fo!—fo’ -f )Ehgs_*z

\H(?J(fh' £ )EnEs + 7 m(fh*fh’ ~£y3-1 ) ERERES

Jak widaé¢ z rys.6.14 Dbigd aproksymacji sygnaxu wyjscio-
wego mieszacza przez zaleznosci /6.26/ i /6.26/ nie przekracza
1dB dla amplitud napiecia sinusoidalnego heterodyny o czestot-
liwosci fh=665kHz na zigczu baza-emiter tranzystora /Eb na
rys.6.14/ mniejszych niz 40mvV,

Dla analizowanego mieszacza pomierzono i obliczono, po-
dobnie jak dla wzmacniacza, kilka przyk*adowych funkcji prze-
noszenia do rzedu trzeciego. Rys.6.15 ilustruje przebieg moduzu
liniowe} transmltancgi z wejscia ukZadu do wyjécia H(1)(ﬁ )

Na wykresie tym widoczne sg maksima przy czestotliwosci dostro-

jenia f =200kHz i czgstotliwosci pcsrednie] fp=465kﬂz. Minimum
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tora, na ktérym widoczny jest wyrazZny rezonans w tym miejscu.

dB |
- 15 (2]
0,1( 2) !
|
=401
-50 : :
i K O =~ pomiary
' ) ) — = obliczenia
-60 / o)
-
-70 / - \

=80

N

-390 ; : : > \
| ' \ /T o [ °

} _ 0
| £
| || | 2
10° 2 3 & 5 6 7T 8 "10°  Hz
1N

Rys.6.15. Transmitancja liniowa IHD 1(f2)|mieszacza.
’

Na rys.6.17 /wkxadka/ przedstawiono wykres warstwicowy mo-
duzu funkcji[Hffz(f1;f2)| /zauwazyé mozna, ze funkcja ta nie jesf
symetryczna wzgledem prostej f,=f,, zgodnie z wiasnoscig 3 z roz-
dziatu 4.%/. Na rysunku tym widocznyéh jest szesé maksiméw. Dva
z nich = B 1 C - wynikaja ‘odpowiednio, z istnienia wspomnianego

weczesnie]j rezonansu ‘pasozytniczego cewki L, oraz rezonansu obwo-
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Rys.6.16. Transmitancja obwodéw wejsciowych mieszacza od

wejécia‘sygnalﬁ do bazy tranzystora,

du wejéciowego. Pozostale cztery odpowiadajg:
A - kaﬁalowi lustrzanemu f2=fh+fp=1130kHz i f1=-fh=-665kﬁz

oraz czestotliwosci wypadkowej fwy

. =f1+f2=fp=46§RH29
D - kanarowl sumacyjnemu przy odstrojeniu heterodyny f1=265kHz



E = kanatowi sumacyjnemu tiumionemu przez filtr p.cz. f1ufh-
=665kHz ’ f2=f0=200kﬁz i fwy=f1+f2=865kﬂz,

F - kanatowi uzytecznemu f,=-f =-200kHz , f2=fh=665kHz i

fwy=f1+f2=fp=46bkﬁz.

Aczkolwiek pomiary i obliczenia peinej funkcji Hifi(f1;
;fz)l sa mozliwe, to w prakiyce czgsto ogranicza sig je do
znalezienia przekrojoéw tej funkcji dla f,= 2f, = }665kHz /na
rys.b.i7 przekroje te zaznaczono jako a-a i a’-a’/, co pozwala
okre$lié¢ charzkterystyki funkeji lﬁgfi(f1;fé)| w poblizu kana=-
Tu uzytecznego /przekrdj a=-a/ i kanatu lustrzanego /przekrd)
a‘=a’/. Wyniki obliczer i pomiaréw tych przekrojéw pokazuje
rys.6+.18,

Na kolejnych rysunkach /rys.6.19 , 6,20 i 6.21/ pokazano
charakterystyki niektérych rodzajdéw transmitancji| Hg?(ﬁl.
‘Pomiary i obliczenia dotyczg przypadkéw, gdy sygnar wyjsciowy
jest sygnatem o czestotliwosci posrednie] fp=465kHz; Na pod-
stawie wykreséw 6,19 ,6.20 i 6,21 mozna stwierdzié,ze uzyskano
dobra zgodnos¢ wynikéw pomiaréw i obliczen,

Okre$lenia amplitud napieé wyjsciowyech pochodzaecych od
poszezegdlnyeh transmitancji Hﬂ(d dokonuje sie¢ analogicznie
jak w przypadku wzmacniacza /wzory /6.23/ i [6.24//.

Zak¥adajgc idealng selektywnosé i liﬁiowoéé toru wzmacnia-
cza posredniej czestotliwosci, mozna okreslié wpiyw wazystkich
interesujgcych kanazdw odbioru na s}gnal wy jéciowy odbiornika,
Wielkosc tfansmitancji sygnalu.pOZQdanego'charakteryzuje
\H:f%(fh;—gg\ - TyS.6,18 /pomirimy w tym miejscu nieliniowe
funkcje transmitancji rzqdéw.wyiszych niz trzeci/. Dla przy-

jetej wielkosSci amplitudy SEM heterodyny E, mozna obliczyé
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Rys.6.20, Przebieg funkcji IH(B)(fh,fz,-f ~f, =
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Rys.6.21. Nieliniowa funkcja transmitancji mieszacza

(%)
|H1,2(fh;f2,-f2+f0)

wptyw roéznych kanaxdéw zakiécajgeych na sygnar wyjsciowy odbior-
nika.

Kana* charakteryzujgcy przenikanie.bezposrednie sygnatu o
czestotliwosei posdredniej okredla Héj%(fp) /Tys.6.15/.

Trumienie sygnaXdéw z tego kanaXu mozna wyznaczyé ze wzoru



(1) (f )

LN T‘“(fh. £,)E,

¢ /6e2T/

Kanatr o czestotliwosci lustrzane]j opisuje transmitancja
(2)(fh, l-fTD. Trumienie sygnaréw lustrzanych mozna wyznaczyé

7z zaleznosci

(2)
H %4 (Eps-2y -;&

7
H{%Y (£3-E )

Ty /6.28/
Poza tymi podstawowymi kanarami zak¥dcajacymi mozna okre=-

§1ié¢ wpiyw innych sygnaxéw niepozadanych opisanych przez fun-

kcje trzeciego rzedu /rys.6.19 , 6,20 , 6,21/, Trumienie tych

sygnatXdw mozna wyznaczy¢ ze wzoru

(3)
) 2(psty 1055 DB, (5, JE, (£, )
S 1Y% (Eps =20 o2, )

/6.29/

gdzie f2’1+£2’1 = -f, , a E, oznacza amplitudg¢ napigcia syg-
natu zakXdcajgcego /wzdér ten opisuje trumienie intermodulacji
lz udziaXem heterodyny/.

Kanaty zak&écajqce wyzszych rzeddéw opisane przez trans-
mitancje drugiego i trzeciego rzedu mogg rdéwniez powstad bez
udziélu heterodyny, analogocznie jak w rozwazanym wczesnie]
wzmacniaczu. Czgstotliwosei kunaxdw zakidcajaeych muszg byé
takie, by czestotliwosé wypadkowa byta rdéwna fpe465kHz. %
Tunkcje drugiego rzedu lH(E)(ﬁz,_f -1 )|0dpow1addgace tym ka-
natom przedstawia rys.6.,22. Tiumienie tych kanaXdéw mozna ob-
liczyé ze wzoru /tXumienie intermodulacji drugiego rzédu bez

udziaru heterodyny/
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Rys.6.22, Moduz funkcji transmitancji drugiego rzedu
(2) '
(fzi- -1,).



= 150 =

(2) :
r =3 Ho,2(f2,1*f2,2)§z(52,1)§z(?2,2)

i H;?%(fh:-fo)éa(fh)gs(fﬁ)

/6.30/

Inng grupe kanaxow zaklécajqcych stanowia kanaly powstaja-
ce przy udziale harmonicznych heterodyny. Ta grupeg mozna oczy;
wiscie analizowaé analogicznie jak rozwazane powyzej,.

Ograniczeniem prezentowanej analizy mieszacza jest zakres
napieé heterodyny, dla ktdérych uzyskuje sie dobra zgodnosé ob-
liczen z eksperymentem /rys.6.14/. Uzyteczny zakres amplitud
napiecia heterodyny na zXgczu baza-emiter tranzystora /okeo
40mvV, a w przypadku wzoréw /6,27/ - /6.30/, ze wzgledu na ogra-
niczenie rozwazan do funkcji_najwyﬁej trzeciego rzedu okoxo
25mV/ lezy ponizej typowycﬁ wartosci /100 do 200mV/. W celu
rozszerzenia tego zakresu zastosowano nastepujgca procedurq!

w miejsce rzeczywistej /zmierzonej/ amplitudy napiecia hetero-
dyny - pkte.A /rys.6.74/ podstawiono wartosé uzyskang w wyniku
przerzutowania punktu A z charakterystyki Zmierzonej na chara-
kterystyke liniowg |H§:i(fh)§h| - pkt.A’ /zamiast 14UngV
naleZy.podstawié 133dBﬁﬁ/x. Sprawdzono, ze obliczenia.poﬁiomu sy-
gnaxéw opisanych wielowymiarowymi funkejami transmitancﬁi'za-
'wierajgcymi czqstotliwoéé heterodyny, przy zagﬁosowaniu powyz=-
szej procedury, zapewniajg dobrg zgodnosdé z wynikami pomiardw
dla amplitud napigcia heterodyny na zigczu baza-emiter tranzy-

stora do ok, 150mV i amplitud sygnaléﬁ z anteny ok, 25mV.

X Jest to stuszne w przypadku mieszaczy jednotranzystorowych,
dla ktdérych sygnaz przenikania heterodyny i sygnaty powstaze
w wyniku oddziarywania pierwszej harmonicznej heterodyny sa
proporc jonalne do 11(§h)/10(§h), gdzie 110) i Io(ﬁ s3 funk-
cjami Besse%@ pierwszego i zerowego rzedu dla argumentdw zes-
polonych [54}. |
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6.4, Analiza obwoddéw rezomansowych z diodami pojemnoSciowymi.

Poniewaz oba rozwazane wczesniej przykiady dytyczyiy przy-
padkéw z nieliniowosciami konduktancyjnymi,tu rozwaﬁono.przy-
kzad, g&y gkdwnq nieliniowoscia jest admitancja pojemnosciowa.

W przykzadzie tym rozwazono obwody rezonansowe strojone
diodami pojemnosciowymi typu BB113 w trzech wersjéch-/rys.6.23/:
I - z pojedynczg diodg
II - z dwiema diodami wigczonymi antyszeregowo

TIJ - z dwiema diodami wZgczonymi antyrdwnolegle

we © ° wy

=} 1 ¥4
IR R ke

RyS.6.23 Obwéd rezonansowy strojony diodami pojemnoscio-

wymi,.

W niniejszym przykiadzie zastosowano,K taki sam ukad po-
miarowy jak w przypadku wzmacﬁiacza /rys.6.3/.
We wszystkich trzech przypadkach obwoddéw rezonansowych
jako staxe parametry przyjeto:
- dobroé¢ Q=18,5;
- zukres strojenia obwoddéw 150kHz do 285kHz /fale dXugie/ przy
zmianie napiecia polaryzacji diod 1,4V do 24V,

- czestotliwosé dostrojenia obwododw f,=200kHz przy polaryzacji
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napieciem staiym E, =7V.

Schematy zastepcze obyodéw przystosowane do an«lizy kom=-
puterowej wraz 2z generatorami i obcigzeniem pokazuje rys.6.24,
na ktérym naszkicowano rdéwniez sposob polaryzacji diod.gojemno—
é¢iowych. Dane o elementach poszczegdlnych obwoddéw podaje ta-
blica 6.3. /8posdéb znalezienia zaleznosci opisujgcej diode

pojemnosciowg podaje rozdziazx naétqpny/.

|
|
, |
2R6 U2RT |
+7V
Es1 Ea2 |
33_[_ v éc3 L1 I <
R1 UR2 011 — L2 : Sk
c2 ﬁ% R9 IH
re L U |
| R8
R9
E, E | ?L
=S1 =82 I

+TV
Rys.6.24. a/ Schematy zastepcze analizowanych obwoddw
rezonansowych.

b/ Sposdéb polaryzacji diod pojemnosSciowych.



Wartosci elementdéw ukzaddw z rys.6,24.

Tablica 6.3.

Elementy liniowe:

I 1T II1
R1 100:L 100 L 100n
R2 1b0i1 100 L2 100 {1
R3 150k N 300k L TOkiL
R4 8011 160 L 40 L1
Rg 2,6k L 5,2k L 1,3k QL
Re 75{L 750% 750
R, Tl L 7550 1511
Rg MM MO MO
Rq - - MO
Cy 62,7pF 31,3pF 125,4pF
C, 33nF - 33nF
Cs - - 33nF
Ly 3, 66mH 7y32mH 1,83mH
L, -0,193mH -0,386mH -0,0965mH
Ly 0, 208mH O,416mH | 0, 104mH

Elementy nieliniowe:

L

i
c
é 2 R
—[ j“u ic= %{(1O1uc+5,62uc+0,283u2+Q,0225u2+0,00272u2).10 12




6.-4.1. Modelowanie diOdy po;]emn()écio“ej BB?TB.

W niniejszym przykzadzie, Jak zaznaczono, uzyto diod po-
jemnosciowych BB113, Jak sig¢ okazaro w tym przypadku, aproksy-
macja zaleznosci pojemnosci od napigcia C=C(U) réwnaniem opisu-
jgcym nieliniowg pojemnosé zigczowg o postaci[§6,5@

Co

C = —1-'.'-—1]—)&7 /6031/
(1+ g,

gdzie UD jest napigciem dyfuzyjnym, a if wspbiczynnikiem, nie
daje rezultatu. W zwigzku z tym, aby prad diody opisaé, zgod-

nie z wymaganiami,wielomianem

postapiono w sposéb nastepujacy.

Zbudowanc ukiad, pomocniczy jak na rys.6.25 i zmierzono,

47n

}—{ - +7V
1M
>
5E 100’“2,'&33113
E ™
. Ij'rs 75 )Uwy
£ ;=200KkHz -l-

Rys.6.25. Uk¥ad pomocniczy do identyfikacji parametréw dio-

dy pojemnosciowej opisunej rdéwnaniem /6.3%2a/



b

W

w
1

przy pobudzeniu sygnatem sinusoidalnym o czestotli =~

woéci f =200kHz i amplitudzie do 3V oraz napieciu polaryzujgcym
+7V, zawartos¢ pieciu pierwszych harmonicznych sygnaiu wyjscio-
wego, Nastepnie tak dobrano wspéXczynniki wielomianu /6;32a/,
aby w analizie komputerowej ukradu z rys.6.25 uzyskaé ten sam
wynik, Innymi sXowy, zastosowano metod¢ szeregéw Volterry do
identyfikacji parametréw‘elementu nieliniowego, Uzyskano naste-

pujace wyniki /z dokadnodcig ok, 5%/

o, = 101 pF

8o = 5262 DF/V

oz = 0,285 pF/v2 /6.32b/
sg = 0,0235 DF/V>

0,00272 pF/v4

"N

Ze wzoru /6,32/ mozna uzyskaé zaleznosé pojemnosci rdéz-

niczkowej od napiecia

5

5
d dQ dt dt _ d k dt K1
c=3. B, F-% E R G o= % ki u - 16433/
k=1

k=1

Zalezqoéé powyzszg nuniesiono na wykres zmierzonej, meto-
ds klasyczna, zaleznosci C = C(U) /rys.6.26/. Jak widaé wielo-
mian /6.33/ o wspéxczynnikach /6.32b/ dobrze'bpisuje pojemnoéé
diody w zakresie 1 do 12V /bxad jest mniejszy od 10%/..



- 136 -

pF | C

200 '

100

80 . N

AN

A)

\ / ; 6.
60 s W8 [6.33/

40
|
| pomiar
30 i T l _ \
20 \\
N U

10 : .

1 2 3 4 5 6 7 8 10 20 30 V

Rys.6.26., Pojemnosé diody BB115 w funkcji napigcia polaryzu-

jacego.



6.4.2. Wyniki analizy obwodéw rezonansowych z diodami

pojemnoéciowymi,

7Zgodnie z zaXozeniem o staXos$ci dobroci i czestotliwosci
dostrojenia wszystkich trzech obwoddw, powinno aié uzyskaé¢ dla
nich niezmienng transmitancje liniowg H$1¥i). W celu aprawdze;
nia, czy rzeczywiscie ma to miejsce, obliczono przebieg moduiu
funkcii transmitancji H1“ {¢) i sprawdzono ja pomiarowo w kilku
punktach,czqstotliwoéciowych. Wyniki przedstawiono na rys.6.27.

Jak poprzednio, sprawdzono zakres napieé, dla ktérych apro-
ksymacja sygnaiu wfjéciowego za pomocg wielomianu Volterry pig-
tego stopnia daje dobre rezultaty. W tym celu zmierzono i obli=-
czono zaleznoéé¢ amplitudy trzech pierwszych harmonicznych, dla
f,=200kHz, na wyjsciu ukiadu T w zaleznosci od amplitudy Eg
sygnatu wejsciowego., Jak mozna zauwazyd /rys.6.28/ rozbieznosé
wynikéw jest mniejsza od 1dB dla amplitud napiecia na obwodzie
rezonansowym /a2 tym samym na diodzie pojemnosciowej/ do ok.5V,
Na wykr?sie tym amplitudy poszczegdlnych harmonicznyéh aproksy-

mowano -za pomocg wielomianéw Volterry postaci
(1) Bk D ' 2 4
|lu(£)]| = |H1 (£, )Bg + Tz %fo,fo,-fo)gsgg + /6.34a/

:5.:(5) . 3 2
+ §H5 fo,fo,fo,-fo,-fo)gsgg

?

(2) 2 (
|u(22,)] = 3B e0r 2 ED + By i Tor T oot ) E2RS |, 160340/

7

' &0
|E(5fo)|= EIH33(fg'foifo)§z * %Hé5{£o'fo’fo'fo"fojgggé

/6.34c/
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Rys.6.27. Liniowa funkcja transmitancji |H}1kf)| dla trzech

obwodéw rezonansowych.
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Podobnie jak w poprzednich przykzadach i tu obliczono
oraz zweryfikowano pomiarowo kilka nieliniowych funkcji trans-
mitancji rzedu drugiego i trzeciego. Rys.6,29 przedstawia modu?

: 2) o d : ' :
funkeji Hé (I1,f2) przy fo= -f1tf0 opisujacej intermodulac je

2V p
az | o [£,21e 52 -2 |
(2)
b/|H2 (f,l,-l-fo—f‘l).lh n
=240 ,
| - O - ﬁomiary
1 ; — = Obliczenia
a/ | A~
-260 I"""""r‘\\
o /o |y )
~-270
Ly
-280 /
‘/.
a/r;f
. ‘/
=290 =T —14
TR
~ Qe d=O= o == o
; o | 294/ 9. N
-300 7 N &K
111 \\ |
i g
-310 : : =
10 2 3 4 5 6 7 8 10 Hg

Rys.6.29, ModuX funkeji Hz(z’(f1,—f1ifo) dla obwodéw

rezonansowych I,II i III,



- 14} =

drugiego rze¢du 2z tym, 2e dla ukXaddéw II i III sg to tylko prze-
biegi mierzone, gdyz teoretycznie, w tych przypadkach, znie-
ksztutcenia drugiego rzedu pochodzgce od obu diod powinny

sie kompenéowéé. Jak widaé¢ kompensac ja ta zauchodzi lepiej dla
ukzadu III niz‘w przypadku uktadu II, co wigze si¢ z mniejszg
wrazliwoscig tego ukzadu na rdéznice charakterystyk pojemnosci
nieliniowej diody /szczegdétowo rozwazonc to w dodatku C/.

Dla wszystkich trzech obwoddéw obliczono réwniéz modu%
funkeji trzecigo rzedu Héjkf1,f1,—f2) /f2=f0+2f1/ reprezen-
tujacej intermodulacje trzeciego rzedu dwéch sygnaXdw /rys.6.30
6.31 1 6,32/. Jak widaé najwiekszg wartos$é funkcja ta osigga
dla obwodéw I i III, przy czym w pierwszym przypadku wystepuje
lokalne maksimum dla f,=100kHz /oddziatywanie drugiej harmoni-
cznej/, ktére nie ma miejsca dla obwodéw II i III, gdzie znie-
ksztaXcenia drugiego rzedu ulegajg kompensacji. Najmniejsza
wartoéé tej funkcji dla ukradu II wiagze sie z wystepowaniem
w tym ukZadzie podziaiu napigcia na obwodzie rezonansowym na
dwie diody pozgezone antyszeregowo,

Obliczono réwniez meduxz funkcji trzeciego rzedu HéBKfo,
,f1,-f1) /rY8.6433 , 6,34 1 6,35/ odpowiadajgee]j za modulacjg
- skrodng trzeciego rzedu, Jak wida¢ najwiekszg wartosé funkeja
ta przyjmuje dla ukzadu III /znieksztaXceénia drugiégo rzedu
sie kompensujg,ale trzeciego dodajg i dlatego jest ona wig-
ksza niz w uktadzie II/. ﬁieco nizszg wartosé¢ osigga ta funkcja
dla‘ukladu'l, ale je] przebieg w funkcji czestotliwocsei jest
skomplikowany: wystepuje maksimum dla f1=4OOkHz {oddzialywapie
znieksztaXcen drugiego rzedu o czestotliwosci f1—fo=f0=200kHz/

oraz lokalne minimum miedzy 750 a 800kHz. Jak stwierdzono,
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Rys.6.30. Przebieg funkcji |H§3R§1,f1,-f0-2f1)|d1a obwodu I.
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Rys.6.31. Przebieg funkcji |H§3k;1,f1,-fo-2f1)l dla obwodu IT.
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Rys.6.32. Przebieg funkcji |H§3)(f1,f1,-f0-2f1)‘ dla uk¥adu III,
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Rys.6.33. Przebieg funkcji IHéEKfo,fj,—f{)l dla obwodu I.
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Rys.6.34.‘Przebieg.funkcji |Hé3kfo,f1,—f1)| dla obwodu II.
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Rys.6.35. Przebieg funkcji I_H;B)(fo’f‘lt'f'l)l dla obwodu IITI.



w toku dokzadniejszej analizy,mechanizm powstawania tego mini-

mum jest nastepujacy:

- wymuszenie do obliczania funkcji Héjkyo,f1,—f1) ma postad
/zgodnie ze wzorami /5.9//

1, (Ege9s-Ty) = J2f(fo+f1'f1){[?ﬂ1(1)(fo)Hz(m(f1"f1) .
' ),
i 2H1(1)(f1)H2(2)(f0¢"f1) + 2H1(1)(-f1)H§2 (fo!f1)] &2/3 +
[y \ o @)
+[H1(1 (fo) H1(1 (f1)H1(1)(-f1):|d£3} /6:34/

- w zaleznosdci tej, dla czestotliwosci miedzy 750 a 800kHz
nastepuje kompensacja skXadnikéw drugiego rzedu /mnozonych
przez §®,/ ze skadnikiem trzeciego rzedu /mmozonym przez K,/
Nalezy stwierdzié, 2ze wniosek taki byzby trudny do wysnucia
przy stosowaniu innej niz szeregi Volterry, metodzie analizy,
gdyz nie byXoby mozliwe zrekonstruowanie réwnania /6.,3%4/,

Jak widac¢ z przytoczonych analiz, ukady II i III sa ko~
rzystniejsze do stosowania ze wzgledu na znacznie mniejsze '
znieksztazcenia drugiego rzedu., Wybdr miedzy ukXadami II i III
jest trudniejszy:

- ukzad II ma mniejsze znieksztaicenia trzeciego rﬁqdu ze wzgle-
du na podéial napigcia na obwodzie rezonansowym na dwie diody
potaczone antyszeregowo,

- uk¥ad III jest mniej wrazliwy nua rdznice charakterystyk diod
sk*adowych /bedzie miax, na ogdt, mniejsze znieksztatcenia
drugiego rzedu - dodatek C/,

- catkowita pojeﬁnoéé diod w ukradzie IIT jest czterokrotnie

wieksza niz w ukadzie 1I, co pozwala, w przypadku obwoddéw
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rezonansowych, na stosowanie czterokrotnie mniejszej indukecyj-

nosci.

Rezultaty rozdzia?u szostego mozna sprowadzié¢ do nastgpu-
jacych punktow:

- mozliwe jest szacowanie za pomocg twierdzen 3.5 i 3.6 promie-
nia zbieznoéci szeregu Volterry dla rzecéywistych uktaddw ele-
ktronicznych /rozdz.6.2.1 I3

- aproksymac ja sygnalu wyjSciowego uktadu elektronicznego przez
wielomian Volterry pigtego stopnia Jjest lepsza niz stosowana,'
np. przez [ 23,103},aprokaymacja wielomianem trzeciego stopnia,
aczkolwiek wielkosc¢ sygnaidéw, dla ktdérych dokradnosé aproksy-
macji jest zadowalajaca jest, w niektdrych przypadkach, jesz-
cze zbyt mara /np. mieszacz z rozdz.6.3/,

- mozliwe jest zastosowanie metody szeregéw Volterry do identy-
fikacji nieliniowych elementdéw ukiadu elektronicznego - rozdz.
6.4.1. Podobnego eksperymentu nie spotkano dotychczas w lite-
raturze,

- istnieje pewna klasa uktadéw elektronicznych, a w tym uktaddw
wielootworowych,o dostatecznie matych nieliniowosciach, dla
ktérych metoda analizy za pomocg szeregéw Volterry jest wys-
tarczajgaco dokradna, co zweryfikowano eksperymentalnie metodz
pomiarows przedstawiong w rozdz.6.1.

- stosowanie metody analizy uk¥addéw nieliniowych za pomocg sze-
regéw Volterry pozwala wyciggngé szereg wnioékéw trudnych do

- -przewidzenia w innej metodzie analizy /np. wnioski dotyczace

obwoddéw rezonansowych z rozdz.6.4/.
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7. METODA SZEREGOW VOLTERRY W ANALIZIE UKLADOW ELEKTRONICZNYCH,

W rozdziale tym postaramy sie okreSlié miejsce metody szere-
géw Volterry w analizie uk¥adéw elektronicznych. Nie bedziemy tu
metody tej poréwnyfaé z metodami podobnyﬁi lub pokrewnymi /np.
metodg zaburzeﬁ[?OJ /s @ wyjdziemy od pojecia modelu uk*adu ele-
ktronicznego,

Ilustracjg rozwazan bedzie rys.7.1.

Zaxdzmy, ze mamy do czynienia z pewnym uktadem elektroni-
cznym /ukYadem rzeczywistym/ i badamy /mierzymy/ jego odpowied?
na okreslone wymuszenie /pobudzenie i sam uktad traktujemy tu
jako jedna caxosé/. Ocsziécie w badanym sygnale wyJjéciowym za-
.warta bedzie pewna cz¢s¢ informacji o budowie samego uk*adu i
od konkretnego problemu zalezy, czy kwestia ta nas interesuje
czy nie., Zazwycza]j jednak, w pracach projektowych, na podsta-
wie tej informacji staramy sig zmienié¢ ukxad tak, ab& odpowiedz
jego byia zgodna z wymaganiami projektowymi, Juz tu w rzeczywi-
stosci korzystamy z modelu uktadu, ktérym jest "koncepcja pro-
jektanta o sposobie jegb-dzia&ania". Stad poprzez staranie sie
6 zapis tej koncepcji za pomocg symboli matematycznych docho-
dzimy do pojecia modelﬁ ukt*adu elektronicznego /"modelowanie 1"
na rys.7.1/, ktéry nazwiemy tu modelem analitycznym, a symbolicz=-

nie opiszemy go réwnaniem uwikanym

1(8,1,u,i) = 0 ; E,I€D,, /7.1/
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Rys.7.1. Metoda szeregéw Volterry w analizie ukzaddw

elektronicznych.



gdzie u oraz 1 Bsj napieciami i prgdami wystepujgecymi w ukzadzie,
a E oraz 1 sg wymuszeniami elektro- i prgdomotorycznymi,
Konieczne jest rowniez okreslenie dziedziny napieé¢ i prag-
déw wymuszajgcych /np. pasma czgstotliwoSei, amplitudy, ksztaXtu
itp./, dla.ktoérych model ten bg¢dzie siuszny i oznaczmy te dzie-
dzing przez D, /co zaznaczono juz we wzorze /7.1//. Dziedzing

te mozna okreslié w dwojaki sposébs:

a/ przez przyjecie zarozen o danym modelu /np. zaktadamy, ze
prad pryngcy przez zigcze pdéiprzewodnikowe okresla wzdr
i=1a:(exp3n-1) w zakresie napieé u€ (u,[,uz), wtedy ])1=(u1 ,uz) L

b/ przez pordéwnanie odpowiedzi rzeczywiste] ukiadu z odpowie=-

dzig wynikajgeg 2z rozwigzania rdéwnania /7.1/ o postaci

u = Y(8I),

i) F7s9]
i przyjecie dziedziny modelu DM takiej, 2e dla E,I€ Dﬂ réz=-
nica miedzy odpowiedzig uktadu rzeczywistego a modelem /7.2/
jest dostatecznie matra /kryterium mozna okres$lié na wiele
sposobéw/ .

Oczywiscie powinno zachodzié Dy=Dys @ jezeli tak nie Jest,
to powinnidmy uzna¢ to zg  przypadek /jezeli DM jest szersza.nii
D1/ lub btad w okresleniu D,.

Nastepnym krokiem niech dezie przyjecie modeli elementow
uktadu elektronicznego tak, Jjak podaje rozdziax 5.2,l,gdzie
najistotniejszym éaloﬁeniem Jjest przyjecie opisu elementdw
nieliniowych w postaci wielomiandéw pigtego bgds trzeciégo sto-

pnia /"modelowanie 2" na rys.7.1/. Przyjmijmy, Ze modele takie



sg prawdziwe dla pewnej dziedziny D29 E, 1.

Na przyklad w rozdziale 6 /jezeli powoiujemy sie na prazy-
k*ady z rozdz.6, to za dziedzing rozumieé bedziemy wielkosé
amplitud napieé¢ i prgddéw/ przyjeto model zXgcza pdéXprzewodniko-
wego w postaci /pordéwnaj dodatek A/

2 3 4 5
2
izzIo(b’-u-fg-u +§u3+%lz_u4+%_6u5) 3 /7.3/
ktéry to wzér miax aproksymowaé zaleznosé
u
1, = Io(eal -1), /7.4/

Zbadajmy, jak dokXadna jest ta aproksymacja.
Na rys.7.2 wykreSlono btgd wzgledny

2
jak /T7.3/, lecz zawierajacy tylkd trzy pierwsze wyrazy.

5 = T 100% /7.5/
oraz
i, =45
§5 = —'100%, /1.6/
i1-
gdzie i, jest aproksymacjg zaleznosci /T.4/ przez wielomian

7 wykresu tego widaé, ze aproksymacja réwnania /7.4/ przez
réwnanie /7.3/ zachodzi dla szersze] dziedziny niz aproksymacja
wieloﬁianem trzeciego stopnia. Przyjmujgc arbitralnie, Ze bzad
aﬁroksymacji nie powinien przekroczyé np.2% mozemy powiedzied,
2e-dziedzina D2 przy aproksymacji wielomianem trzeciegostopnia

wynosi D2=(Q;0,9)5 gu, a w przypadku wielomianu pigtego stopnia
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Rys.7.2. Bxgd aproksymacji wyrazenia /7.4/ przez wielo-

miany Taylora trzeciego i- pigtego stopnia,

D2= (0;2,1)91-11. Potwierdzeniem poszerzenia dziedziny D2 przez
zwiekszenie stopnia wielomianu aproksymujacego sg wykresy na
Tys.Te3 3 Te4, ktére 88 powtérzeniemlekreséw 6.6 i 6,14, przy
‘czym nzniesiono tam réwniez wyniki analizy uzyskane przy apro-
ksymacji elementdéw nieliniowych wielomianem trzeciego stopnia.
OczywiScie zakladamy tu, ée D1 s -2 wch 6bszar stusznosci za-
leznosci /7.4/, jest szerszy niz D, oraz, ze w "modelowaniu 1"
nie popexniono duzego bxedu.

Nieco inaczej postgpiono w przykradzie z rozdziau 6,4.
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Rys.7.4. Przebieg zaleznodci sygnatu heterodyny oraz sygnaiu
czgstotliwosci posredniej w zaleznoSci od poziomu

Oznaczenia jak na rys.7.3.

Tam nie dysponowuno analitycznym modelem opisujgcym element nie-

liniowy, w zwigzku z czym wspbtczynniki wielomianu opisujgcego

zaleznos¢ pradu diody od napiecia
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znaleziono przez przeprowadzenie dodatkowych pomiardw, co na
Tys.T. | odpowiada pfzejéciu "identyfikacja elementdéw nielinio=
wych" , a co,jak widuc;omija brad zwigzany z "ﬁodelowaniem 1,
Aby oﬁreélié dziedzing D, w tym wypadku, wykreslono zaleznosé
pojemnﬁéci od napiecia C=C(U) na podstawie pomiaréw bezposred-
nich oraz wykorzystujac /7.7/ =/rys.6.26/

>

C = ké‘lkuk-1 R /708/

K=1

7 wykresu tego widaé, ze zgodnosé obu zaleznodci zachodzi dla
napieé w€(1,0312)v] /przy brcdzie mniejszym niz 10%/ i taka
mozna przyjqé'dziedzinq D, W tym przypadku,

Powrdéémy do wykresu 7.1, na ktérym, wykdrzystujqc przykza-
dy, okreslilismy Jjak nalezy rozumieé¢ model ukadu elektronicz-
nego z elementami nieliniowymi opisanymi wielomianami oraz
dziedzing¢ D,, dla ktérej model ten jest siuszny.

Oczywiscie model ten ma pewne swoje rozwigzanie dokZadne
okreslone w dziedzinie Dv1’ ale na podstawie poprzednich rozwa-
zanl nad zaleznoscig D, i DM mozemy przyjacé, 2é powinno byé D,=
=Dv1' W niniéjszej pracy w;pomniane rozwigzanie dok*adne apro-
ksymuje sie z Kkolei wielomianem Volterry piatego,badé trzecie-
- go stopnia /rys.7.1/.'Aproksymacja ta jest stuszna w dziedzinie
nvE:DZ, a przykady z.rozdz.6 frye.ds3 o Ted Y Ti5/ ﬁotWierdzajq
to,.

Nalezy w tym miejscu powiedzie¢ o problemie zbieznosci sze-
regu Volterry., Pokazalismy na przyktadach, ze dziedzina modelo-

wania uktadu elektronicznego wielomianem Volterry /mozna tak nazwac



aproksymacje sygnaiu wy jsciwego wielomianem Volterry/ D% zawie=
ra sig w Dy Nie uwzgledniono jeanak promienia zbieznoSci szere=-
gu Volterry, ktéry oszacowano w przykladzie 6.2 s, & ktdére to
szacowanie jest wgzsze niz przyjgta dziedzina Dv dla tege przy-
k¥adu /rys.7.3 = na rys.7.3 , 7.4 i 7.5 D, oznaczone przyjmujgec
orcjonalnie, ze btad aproksymacji nie powinien przekraczas 1dB/.
Aby byé wigc scistym naiezaldmyzaquiénv,dla tego przykradu, do
obszaru zbieznosci szeregu Volterry, Mozna mieé¢ jednak zastrze-
zenia, czy szacowanie 1o nie jest zbyt'grube /okreéla ono zbiez-
noéé bezwzgledna oraz zachodzi dla dowolnego ograniczonego wymu-
szenia, co wynika z przyjetej normy “L-1“/rozdz.6.2.1ﬂﬁ W zwia-
zku z powyzszym oraz ze wzgledu na zmniejszanie sie¢ niedokzad-
nosci aproksymacji sygnaizu wyjsciowego ukiadu przy zwiqkszeniu
stopnia wielomianu Volterry z trzeciego do pigtego /rys.7.3=7.5/
pominmy to ograniczenie.

Dla pexznosci obrazu na rys. (.1 zaznaczono tez miejsce meto-
dy anualizy ukiadu linearyzowdnego w powyzszych rozwazaniach.
Oczywiscie na rys.7.1 D3 powinno pokrywacé sie z D, oraz powinno
zawierac sie w Dye

Podsuﬁowujqc,mozemy stwierdzié:

- wskazuano miejsce metody szeregdéw Volterry w analizie ukaddw
elektronicznych,
- z rozwasai wynika, ze bedy tej metody moga powstaé w wyniku:
- zXego przyjecia "modelu anélitycznego", a wiec z niedokzad-
nosci modelowania elemehtéw liniowych i nieliniowych-"bXad
- = redukcji modelu analitycznego do modelu z opisem elementodw
nieliniowych za pomocg wielomiandw skoniczonego stopnia -
"bxad 2",

- przez aproksymacje odpowiedzi ukZzadu wielomianem Volterry

A

"
b4
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/zamiast szeregiem/ - "biad L
- z wymienionych trzech przyczyn beddéw, Jjak pokazujg przykrady,
najwieksze znaczenie ma druga z nich, co jest w pewnym stop-

niu sprzeczne z konkluz jami innych autordw, np. [20].



8.PODSUMOWANIE 1 UWAGI »ONCOVWE.

Rogwazania teoretyczne,wynikajgce z postawionego celu prze-
prowadzone W pracy pozwalajg wysunac¢ nastepujace wnioski:

- Skorzystanie z metod analizy w przestrzeniach Banacha /rozdz.2/
pozwolizo podaé zwigzek miedzy szeregiem Taylora w tych prze-
strzeniach, a szeregiem Volterry. Wyprowadzono rdéwniez rozwi-
niecie odwzorowania F:(C(a,b},Ri)—+(C(a,b),Rl) w uogdélniony
szereg Volterry o postaci /2.64/ dotychczas w literaturze nie-
spotykanej, ktdry zaproponowano do opisu nieliniowego, wielo-
otworowego ukiadu elektronicznego.

- Podano metode /rozdz.3/ znajdowania rozwiazania pewnego rdéwna-
nia rdézniczkowego /3.5/, ktdore moze stanowié opis wielcotworo-
wego ukzadu elektronicznego, w pestaci uogdlnionego szeregu
Volterry. W oblieczeniach wprowadzonc (lizia"ianie /%.8/ oraz ope-
ratory /3.9/ i /3.13/, co pozwoliYo sformalizowaé zapis rdéwnan
w postaci dotychczas nieznanej, Przytoczono réwniez twierdzenia
/rozdz.3.1/ dowodzace poprawnoééi tej metody.

- Udowodnione twierdzenia 3,5 i 3.6 /rozdz.3.2/ pozwalajgace w pe-
wnych p:zypadkahh oszacowac promien zbieznogci szeregu Volterry.

- 7€ wzgledu na potrzebg analizy nieliniow&ch ukiaddéw elektronicz-
nych pobudzanych sygnaXami harmonicznymi w stanie ustalonym: Za-
stosowano do wielowymiarowych upgélnionych cdpowiedzi impulso-
wych transformate Fouriera uzyskujac nieliniowe funkcje transmi-
tancji orisujgce dany,wielocotworowy ukZad elektroniczny w dzie-
dzinie czgstotliwosci. Nieliniowe funkcje transmitancji sa, jak

pokazano, Zatwe do interpretacji i wygodne do opisu odpowiedzi



wielootworowego, nieliniowego ukiadu elektronicznego na pobudzenie
harmoniczne /rozdz.4.1 i 4.2/. |

Pokazano dalej kilka istotnych wZasnosci wielowymiarowych funkeji’
transmitanciji /rozdz.4.3/, ktére pozwalaja na zmniejszenie ilosci
punktéw czestotliwosciowych potrzebnych do okreslenia, wlsposéb
peiny, danej funkcji transmitancji._?okazaﬁo, Ze wysuwane czasem
/[37,40,113}/ poglady na wXasnoSci nieliniowych funkcji transmi=-
tancji byry biedne.

Opisujac metode obliczania nieliniowych funkéji transmitancji
/rozdz.5.1/ opartz na metodzie potencjatdéw wezXowych wprowadzono,
niespot kane dotychczas w literaturze, operatory Q“('),A“(-)i Gi{--)('),
ktére pozwolily na zwarty zapis wzordw. Pokazano tez, powoXujge
sie na rezultaty z rozdz.4.3, ze metoda obliczania nieliniowych
funkecji transmitancji, dla uk*addéw wielootworowych jest inna, niz
stosowana dotychczas w przypadku ukzaddw jednowejsSciowych. Zapro-
ponowano rdéwniez /rozdz.5.2/ nowy sposéb obliczania nieliniowych
funkcji transmitancji dla ukadow wielootworowych oparty na zna-
jomosci 1iniowych funkc ji transmitancji ukzadu linearyzowanego.
Rozwazania teoretyczne pozwolilry stworzy¢ narzedzie w postaci uni-
wersalnyth programéw komputerowych /rozdz.5.1.1 i 5.2.1/, opar-
tych na metodach wspomnianych w punkcie poprzednim, s*uzacych

do obliczania nieliniowych funkcji transmitancji ukiaddéw wielo-
otworowych, podczas gdy dotychczas znane programy analizy ukXa-
déw elektronicznych za pomocg szeregdéw Volterry fnb.[éé]/ ogra-
niczaty sie do ukladéw jednowe jsciowych.

GXowng zalets przedstawionej metody analizy wielootworowych
uktradéw nieliniowych jéét podanie jawnego zwiqzku‘miqdzy-syg-

natami wejsciowymi i wyjsciowymi 2z jednoczesnym uwzglednieniem



nieliniowosei i inercyjnogci uktadu, Natomiast podstawowa wa-
da metody jest duza z%ozonosé rozwigzania, co ogranicza w spo-
séb istotny rzad nieliniowych funkcji transmitancji mozliwych
do efektywnego obliczania, |
Powyzsze wnioski wskazujé, ze cel postawiony w punkcie 1/
rozdziaxu 1,1 zostaz zrealizowany.
Opisany w rozdziale sz6stym eksperyment polegajacy na ana-
lizie pewnych ukladdéw elektronicznych za pomocg szeregu Volter-
ry i pordwnanie uzyskanych wynikéw z rezultatami pomiardw ukza-
déw rzeczywistych prowadzonymi wediug.podanych w rozdz,6.1 me-
tod pozwala stwierdzié, ze:

- mozliwe jest szacowanie, za pomocg twierdzen z rozdz.%.2, pro-
mienia zbieznosci szeregu Volterry konkretnego ukXadu elektro-
nicznego /rozdé.6.2.14 - :

- aproksymacja sygnaiu wyjsciowego ukiadu elekfronicznego za po-
moca wielomianu Volterry piatego stopnia Jjest lepsza niz apro-
ksymacja wielomianem stopnia trzeciego stosowana np. przez
[23, 103] , aczkolwiek zakres wielkosci sygnaxdéw, dla kto-
rych dok*adnosé aproksymacji jest zadowalajgca, jest w niektd-
przypadkach jeszcze zbyt maty /np. mieszacz 2z rozdz.6.34

- w pewnych przypadkach mozliwe jest /rozdz.6.4.1/ zasfosowanie
metody szeregdw leterry do identyfikacji elementdw nielinio-
wych /podobnego eksperymentu nie spotkano dotychczas w litera-
tur294 |

- istnieje pewna klasa uk¥addéw /o dostatecznie maXych nielinio-
wogciach/, dla ktérych metoda analizy za pomocg szeregdw Vol-
terry jest wysta%czajqco dokzadna, a.naweﬁ, W pewnym sensie,

odpowiednia, gdyz pozwala wyciggnaé wnioski nie dajgce sie
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przewidzie¢ w innej metodzie analizy /np. wnioski dotyczace
obwod6éw rezonansowych z rezdz.6.4.2/.

Przedstawione w rozdziale sidodmym rozumowanie pozwala umiej-
scowié¢ metode analizy za pomoca szeregéw Volterry w metodach ana-
lizy ukadow eiektronicznych, a przede wséystkim Zwraca uwage na
przyczyny btedéw tej metody, na co, w znanej autorowi literaturze
nie zwracano nalezytej uwagi,np. w[zé}.

Podsumowujac mozna stwierdzié, ze wnioski wyprowadzone z
rozdz.6 i 7 dowodza speinienia celu pracy postawionego w punkcie
2/ rozdz.1.1.

Pordwnujgc wyniki otrzymane w niniejszej pracy ze znanymi
z literatury problemami opisu nieliniowych ukzaddéw elektronicz-
nych nalezy podkreslié,ze zastosowanie szeregdw Volterry do opisu
wielootworowych uk*addow elektronicznych jest przvdatne i stanowi
pewien krok naprzdéd w stosunku dc dotychczasowe] wiedzy., Wyjécie
od analizy w przestrzeniach Banacha, poprzez opracowanie metody
obliczania nieliniowych funkecji transmitancji oraz wykazanie is-
tnienia niezerowego promienia zbieznosci szeregu Volterry, a na-
wet ﬁokazanie mozliwoééi jego szacowania i stworzenie praktycz-
nych narzedzi analizy w postaci uniwersalnych programdéw kompute-
rowych, pozwala-stwierdzié, ge cel postawiony w rozdziale 1.1
starano sie zrealizowad w sposéb peiny i wszechstronny,

Oméwione wyniki wyznaczajs nastepujgce perspektywy:

- podniesienie dokzadnosci aproksymacji sygnazu wyjsciowego ukZa-
du elektronicznego za pomocg wielomianu Volterry, co w dwietle
wnioskéw z rozdz.7 moze odbyé sie przez zwigkszenie rze¢du obli-
czanych nieliniowych funkcji transmitancji oraz szﬁkanie lep=-

szych modeli uk¥adow elektronicznych,
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.- opracowanie algorytméw obliczania nieliniowych funkcji trans-
mitancji z wykorzystaniem innych metod niz prezentéwane.w roz-
dziale 5 np. zmiennych stanu , impedancji oczkowych itp,

- znalezienie zﬁiqzkéw /cﬁqéciowo opisane w[joé}/ miedzy nieli-
niowymi funkcjami transmitancji, a znieksztatceniami w syste-
mach telekomunikacyjnych, w tym ewentualne znajdowanie innych
miar £ych znieksztélceﬁ wykorzystujacych nieliniowe funkcje
transmitanc ji,

- przeniesienie przedstawionego tu aparatu na sygnary losowe,

co moze mieé. duze gnaczenie w telekomunikacji,.



DODATEX A.
Modele zastepcze zracza pdiprzewodnikowego i tranzys-

tora bipolarnegc,

W dodatkﬁ tym podamy tylko modél zZzgcza pbéiprzewocdnikowego
oraz uproszczony model tranzystora bipolarnego Ebersa-Molla,
gdyz tyko tycﬁ modeli uzyto w prezentowanych w pracy przykXadach.
Inne modele tych i innych przyrzgddéw elektronowych znaleiZé mozna
np. w [21.46,49,5%]!

W rozdz.5 powiedziano, ze modele elementéw nieliniowych
w analizie metodg szeregdéw Volterry sg opisywane wielomianami
trzeciego lub wyzszego stopnia. Wielomiany te opisuja‘'elementy
dynamiczne, tzn. Jjezeli dany element ma charakterystyke pradowo-
napieciowg ‘postaci I = I(U)‘oraz mozna napisaé I = Io+i, U=
= vo+u , gdzie I, iV, 8§ pragdem i napigciem staiym /stanowig
punkt pracy/,to interesuje nas zaleznosé¢ i = i(u).
a/ model zXgcza pdiprzewodnikowego:

- konduktancja nieliniowa zZgcza .
zakradamy, 2Ze zigcze pdé¥przewodnikowe opisane jest zalei-

noscig
5 Is(e - 1), JA1/

gdzie Is - prad nasycenia ,
1/}= Wt - potencjax elektrotermiczny..

W tym przypadku zaleznodé i = i(u) ma postaéd



oo

v v
i, = IseIEL ° e?’wt = lsekgk OZ %!(a‘u)nj : /A.2/

n=1

- pojemnos¢ dyfuzyjna opisana zaleznodcia

U
Cq = % = %Ista'-eg. ¥ /h3/

gdzie T jest czasem Zycia nosnikéw mniejszosciowych. W tym

wypadku zalezno$é i = i(u) przyjmie postaé

oo
N
14 = §a® = 5 E i J W, /hed/

C, =R a2 u<ul, /AS/

gdzie UD jest napieciem dyfuzyjnym, a 7' wspdtczynnikiem zalez-

nym od rodzaju zXgcza, Podobnie do zaleznosci /A.4/ mamy

d a 0 +1) . (7 4n-2)
i, = cz'&% = ?ﬁ:’(co ¥ Z n %:?Qmﬁ)un)‘ Ak,
: —— (n+1)!(1- T

W sumie model zXgcza pdiprzewodnikowego bedzie wygladal
jak na rys.A.1, gdzie uwzgledniono tez rezystancje szeregowa zia-
C_Zﬁ I‘S.
b/ model tranzystora bipolarnego Ebersa-Molla.

W przypadku rozdziaizu 6 przyjeto model tranzystora bipolar-

nego w postaci jak na rys.A.2, na ktérym zaznaczone elementy



(o4
(00)
|

i, Cq
Y '

> _/rf/—
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Rys.h.1. Model zlgcza pé¥przewodnikowego,

C22+Cq2
r . i ' r .
bb 2 cc
[+9 J———— \g
=T = ——o
ALe? )v02+“268
Co1*Car [V, A | [.Rc
1 01+¥4
Te=Icotie
Tee’

Rys.A.2. Model tranzystora bipolarnego.

opisane sg zaleznosciami

Vv u
Cy4 m'TNXIBe¥ 0133 1 ; JAT/
\ ., :
8.0 =*I'IhxlseaL °_2eal & /A.8/
C .
C,yq = o1 7, /A.9/
(1 _ V01+u1) e
8]
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C02

1
Ue

Cz2 =

/A.10/

gdzie:'tN,TI - czasy przejscia nosénikow mniejszosciowych dla
wigczenia trapzystora normalnego i odwrotnego,
NerNe = wspézczynniki jak we wzorze /A.5/,
UE'UC = napiecia dyfuzyjne dla zxgcza emiter-baza i kole=-
ktor=baza

oraz
1 x(v +u,)
S 01 ™1
Ig1 = ﬁg(e = 1) 3 /A.11/
Igf f(Vgotu )
S 02" 72
Igo -/'5‘;(9 | = 1), /h.12/
co daje zaleznofci dynamiczne
. I, J(Vm +u,)
lg1 ] _ﬁ 9 /A.13/
I JKF <+ )
2 8 02 2 j
1g2 =ﬂ_1 g /A.14/

gdzie{SN i (31 83 wspléXczynnikami wzmocnienia pradowego dla
wigczenia tranzystora normalnego i odwrotnego,.
fréd¥o pradowe opisuje zaleznosé

ehl(vo 1#+14) ) egﬁ (Vol?+u2) )

co przeksztaXca sig¢ do zaleznosci dynamiczne]
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. ; Vo1 Z (gu)” - b‘\’oz'z (w)" o
Te T 7s° T st nt
n=1

n=1

n
~ IBEBNMZ () . /A 16/
: n!

Nulezy tu zaznaczyé, ze czg¢sto pomija sig¢, w normalnych

warunkach pracy tranzystora, jako nieznaczgce, pojemnosci Cz1
> 3 Cd2' W przykiadach z rozdz.6 pominigto réwnies konduktanc je

nieliniowg zwlgzang ze zigezem D, /rys.Ae2/, cO nie wiywa istot-

nie na uzyskiwane wyniki,



DODATEK B

WspdXeczynnik modulacji skros$nej dla uk¥adu opisanego-wielomianem Volterry trzeciego

stopnia~—[25] ’

Tablica B,1

sygnat sygnax

uzyteczny . zakXdcajacy

stosunek sygnal usyteczny/zakXdcenia

po detekeji
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DCDATEK C,
Pordéwnanie poXaczenia antyszeregowego i antyrdwnoleg-
ego diod /rozdz.6.4/ ze wzglegdu na znieksztaXcenia drugiego

rzedu.

Zaxdzmy, 2e mamy dwie pojemnosci nieliniowe opisane réwna=-
niami

-l g 3
11 = E¥(£0u1 + Kquy o+ K2u1)f [0,/

- 1 u2 3
(Lou2 L1u2 + Lzuz)'

=

E;ID-

i,

zy poxgeczeniu antyrdéwnolegtym tych diod /III w rozdz.6.4

tzn. dla wuy=u,=u oraz i=i1+12/ otrzymemy wypadkowe réwnanie
2
i=i4+4i, = %—{((Ko-i-l.o)u + (K1-L1)_u. + (K2+L2) u3), /Ce2/

W tym przypadku znieksztaXcenia drugiego rzedu bedg proporcjo-
ﬁalne do rdéznicy K1-L1‘ W idealnym przypadku moze byé K1=L1 : |
znieksztazcenia te znikng, ZnieksztaXcenia trzeciego rze¢du, Jjak
ratwo zauwazyé, proporcjonalne bedg do suﬁy K2+L2.

W przypadku potaczenia antyszeregowego /II w rozdz.6,4
tzn. u=u4+u, oraz i1=12/ otrzymamy rdéwnanie wypadkowe

i

2
P 2P,-P P b
d (1 1 ..2 1 ™0~ 2 'U.3 )7 /0.3/

= m———l—= U - u +
dt\P, 'I',B'



I
—

J
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I

gdzie
1 T
P = + = 0.5/
o fo L, 7
Pp==3 -3, /0:6/
Lo K0
2 : 2
2K, - K K 2Ly - L L
P2‘= 1502 + 15 02. /C.T/
Ko L -
o

W tym przypadku znieksztazcenia drugiego rzedu proporcjo=
nalne beds do wspéiczynnika

P X L
Pb L0+K0 LofKO

zaleznego nie tylko od parametrodw L1 i K1 lecz i od L, oraz Ko

/fizyecznie mozna to rozumied jako nierdéwny podziat napiecia
u=u,+u, na calyﬁ obwédzie na.skladowe u, i v, i powstanie w
ten sposéb znieksztaXcer drugiego rzgdu nawet, gdy K1=L1/.
Podobnie jak poprzednio, gdy obie diody sg dobrze dobrane /K1=
=L, oraz Ko,=L,/ wspétezynnik ten zeruje sig.

zZaxézmy, ze charakterystyki obu diod nie sa dobrze dqbfane

i przyjmijmy

(0] O

o =0, = E,

K4 =04+ §, /-5l
Ly=0Cy =%

wtedy, w przypadku potgczenia antyréwnolegkego /III/, otrzymamy
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wspo¥czynnik drugiego rze¢du

K, = L, = 2§, /C.10/

e w przypadku poXgczenia antyszeregowego /II/ wspéczynnik ten

wynosi

%: %(E - 3C1EE_) . o/Ca11/
o o

Jak widaé jest on zalezny od niezrdéwnowazenia zardéwno skxadowych
liniowych jak i nieliniowych obu diod. W uktadzie II /rozdz.6.4/
wtadnie ten wspdiczynnik byx wieckszy niz w przypadku ukiadu III
i dlatego znieksztaXcenia drugiego rzedu w tym ostatnim byzy
mniejsze.,

Przeprowadzajgc, na podstawie pomiaréw znieksztuXcern dru-
giego rzedu dia-ukl;déw II i ITI, identyfikacje obu diod, uzys-

kano wyniki obliczen tych znieksztaXcen jak na rys.C.1. Diody

opisane byxy zaleznosciami

e
-
319-

Qo1u + 5, 62u + O,283u3)-10-12’. /Ce12/

Da'ﬁ-'

003 Tu - 5,55u° +0 283u3) =12
/G.13/

Jak widaé¢ niezgodnosé wspdXczynnikow drugiegO-rzedu wynosi 1, 2%,

a wspl¥czynnikdéw liniowyech -2,7% , co za pombcq metody pomiaro=-

we ] opisanej w rozdziale 6.4.1, nie byXo mozliwe do okre$lenia.
Wnioski:

- jak wykazuno pozgczenie antyrdéwnolegre diod jest mniej wrazliwe
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Rys.C.1. Przebieg funkcji intermodulacji drugiego rzedu

-

l Hém(f.} ,ifo-—-f.‘ )l dla obwoddéw rezonansowych z rozdz.6.4

przy zmodyfikowanych modelach diod pojemno$ciowych

/Cet12/ = [C.13/.
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na niezgodnosédé ich charakterystyk /w szczegdlnosci znieksztai-
cenia drugiego rzedu nie zaleza od pojemnosci liniowych KD i
Tals

ze wzoru /C.8/ widaé, ze wspdiczynnik ten mozna wyzerowal przez
zmiang K lub L, /tylko dla jednego napiecia pblaryzujqcego
diode/,

podobne wnioski dotyczyé bedg nie tylko diod pojemnosciowych,
‘ale i innych elemenidw nieliniowych wxgczanych antyszeregowo

i antyrdéwnolegle,
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Podsumowanie
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