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WAŻNIEJSZE OZNACZENIA.

- zbiory,przestrzenie.

|0] - zbiór pusty.

R - zbiór liczb rzeczywistych.

C - zbiór liczb zespolonych.

C(a,b) - zbiór funkcji ciągłych na odcinku <ą,b>.

F(«) - funkcjonał, 

f (•) - odwzorowanie.

(c^ajb^R11) - n-wymiarowa przestrzeń wektorowa taka, że każda 

składowa wektora jest elementem C<a,b>.
Rn<a,b) = ^(x1t..,xn) ;a^x± $b,i=1,2,..,n}

x,y,a - kreska nad literą oznacza wektor np. [xir..,x^T 

/ T oznacza transpozycję /
- r 1 T

r n To = [o,o,..,o|
/ ic \ , /

o(x ) - nieskończenie mała wyższego rzędu niż k«

1 - macierz operatorów liniowych.

o^a^b^o - ciąg zer z wyjątkiem miejsca<x ,gdzie występuje a, 

miejsca £, gdzie występuje b itd.

- m-wymiarowa transformata Fouriera.

- dystrybucja delta Diraca.

A*^ - wartość sprzężona do A.

and - działanie /wzór /5.8//^tzw. iloczyn tensorowy.

Z,z,Y ... - litera podkreślona oznacza macierz.

D^-) - operator różniczkowy /wzór /5.9//.
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/M*)- operator /wzór /5.8//.

Gtt*)" operator /wzór /3.15/ lub /5.10//.

A,E,U - litera podkreślona dwukrotnie oznacza amplitudę zespo- z sz sz .
loną sygnału harmonicznego.

oj = 2<f = 2<i/T

& - suma prosta przestrzeni.



_ g _

i .wsięp.

Konieczność badania układów nieliniowych wydaje się oczywi­

sta, gdyż praktycznie każdy rzeczywisty układ elektroniczny jest 

ze swej natury nieliniowy. W jednych układach efekty nieliniowe 

traktuje się jako zjawisko niepożądane, a w innych są one pod­

stawą ich działania. Istnieje wiele sposobów, bardziej lub mniej 

ogólnych, analizy tych układów, zarówno analitycznych jak i nume­

rycznych w większości wykorzystujących, pośrednio lub bezpośre­

dnio, analizę w dziedzinie czasu. Ogólne metody są podane np. w 

[23,27,30,57,61,75,1 16].

W chwili obecnej nie ma w zasadzie systematycznych i peł­

nych metod analizy tych układów, szczególnie w dziedzinie częs­

totliwości.

Rozpowszechnienie metod analizy układów liniowych, opartych 

na transformacjach Fouriera i Laplace'a /a też i przekształce­

niu Z/r łączących się w sposób naturalny z pojęciem częstotliwo­

ści drgań, funkcją transmitancji oraz charakterystykami częstot­

liwościowymi, spowodowało chęć przeniesienia tych metod na ukła­

dy nieliniowe, do czego często znajdowano uzasadnienie teore­

tyczne 61 ,

Rozwiązanie takie nie może być jednak zadowalające i w dal­

szym ciągu poszukuje się metod ogólniejszych. Wydaje się, że ko­

rzystne pod tym względem jest zastosowanie szeregów Yolterry ma­

jących reprezentację zarówno w dziedzinie czasu^jak i częstotli­

wości.
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Odpowiedź układu nieliniowego w postaci szeregu Yolterry opi­

sał po raz pierwszy N.Wiener w 1942r. 11o] , choć podstawy matema­

tyczne tej teorii sięgają lat 1880 do 1920 i należą do V.Yolterry 
oraz M.Frecheta [33,11 5 • W dalszych latach metoda szeregów Yolter­

ry została szeroko rozpowszechniona do badań nad zjawiskami nieli­

niowymi, zarówno w układach elektronicznych, jak i innych zjawis­

kach fizycznych. Miarą tego rozpowszechnienia jest duża ilość pu­

blikacji, które, z grubsza, można podzielić na dwie grupy przeni­

kające się nawzajem. Pierwszą z nich są publikacje mające aspekt 

bardziej teoretyczny i zajmujące się takimi zagadnieniami jak ist­

nienie reprezentacji danego problemu w postaci szeregu Yolterry 

i wiążący się z tym problem jego zbieżności 7,10,18,29,39,41,50, 

64,66,67,109,117,120,121,122,123 . Do drugiej grupy należą prace 

wykorzystujące szereg Yolterry w konkretnych zastosowaniach /acz­

kolwiek często uzupełniają rozważania teoretyczne/, przy czym moż­

na tu wydzielić takie /również się przenikające/ grupy zaintere­

sowań, jak: 

- układy nieliniowe z sygnałami deterministycznymi 2,3,12,13,14,

15,16,17,20,22,25,31,43,44,45,52,53,62,68,69,71,72,76,77,78,79,

82,83,84j85,86,89,90,97,98,99,100,101,102,103,107,108,1 14,115J , 
- procesy stochastyczne w układach nieliniowych 4,5,8,26,28,37,

40,42,58,59,60,74,118,119] ,

- nieliniowe układy sterowania 1,24,32,34,35,36,38,63,65,91,92, 
93,94,95,96,105,106] ,

- inne zjawiska fizyczne mające reprezentację w postaci szeregu

Yolterry np. 6,55,124

Nas będzie interesowała pierwsza z tych grup, w odniesieniu do 

nieliniowych układów elektronicznych. W przytoczonych publikac­

jach na ten temat szeregiem Yolterry opisywano układy o jednym
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wejściu i jednym wyjściu /choć w [85,115 zastosowano go do opi-

su trójwrotnika, ale w sposób mało ogólny/.

bogatą bibliografię dotyczącą szeregów Yolterry można zna­

leźć również w monografiach 95,107 gdzie omówiono możliwości

zastosowania szeregów Yolterry w analizie układów elektronicznych 

jednowejściowych i układów sterowania.

1.1. Cel pracy.

Celem pracy jest, podanie metody małosygnałowej analizy 

wielootworowych układów elektronicznych oraz stworzenie prakty­

cznego narzędzia takiej analizy w postaci uniwersalnego progra­

mu komputerowego. Dla osiągnięcia powyższego celu wykorzystana 

zostanie metoda szeregów Yolterry, przy czym cel będzie zreali­

zowany 

1/ w zakresie rozważali teor&tycznych przez: 

- wyprowadzenie zależności' w postaci szeregu Yolterry opisującej 

nieliniowy układ elektroniczny o wielu wejściach i wielu wyj­

ściach. Zależności takich nie spotkano w znanej autorowi lite-» 

raturz e, 

- przeanalizowanie interpretacji fizycznej oraz pewnych cech nie­

liniowych funkcji transmitancji opisujących wielootworowe, nie­

liniowe układy elektroniczne, 

- zrealizowanie, opartego ną wyprowadźcnych zależnościach, uni­

wersalnego programu komputerowego analizy wielootworowych 

układów elektronicznych z małymi nieliniowościami. Istnienie' 

takiego programu nie jest autorowi znane, 

2/ w zakresie badań eksperymentalnych przez: 

- pokazanie praktycznych możliwości zastosowania opracowanego
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programu komputerowego,

- rozpatrzenie zakresu stosowalności opracowanej metody w ana­

lizie układów elektronicznych.

Pomyślna realizacja tak sformułowanego celu będzie kolej­

nym krokiem do znalezienia ogólnych i systematycznych metod ana­

lizy nieliniowych układów elektronicznych, których brak sygna­

lizowano na wstępie tego rozdziału.

1.2. Układ pracy.

V/ rozdziale drugim wychodząc od pojęcia odwzorowania na 

zbiorach dowolnych, poprzez twierdzenie Frecheta, analizę w prze­

strzeniach Banacha, dochodzi się do uogólnionego szeregu Yolter- 
ry będącego rozwinięciem odwzorowania F: (^C-(a^.R1) .

Pokazano przy tym, że istnieje pewien niezerowy obszar zbieżno­

ści tego szeregu. Rozważania teoretyczne przeprowadzone w tym 

rozdziale są niezbędne do wyprowadzenia zależności /2.61/-/2.64/ 

zaproponowanych przez autora do opisu wielootworowych, nielinio­

wych układów elektronicznych.

Rozdział trzeci prezentuje sposób obliczania wyrazów uogól­

nionego szeregu Yolterry będącego rozwiązaniem pewnego równania 

różniczkowego opisującego wielootworowy układ elektroniczny. 

Wprowadzenie przez autora operatorów /3.9/ i /3.13/ pozwoliło 

sformalizować zapis poszczególnych wzorów, twierdzenia 3.5 i 

3.6 zostały podane przez autora.

W rozdziale czwartym przedstawiono reprezentację uogólnio­

nego szeregu Yolterry w dziedzinie częstotliwości podając inter­

pretację fizyczną nieliniowych funkcji transmitancji oraz ich 

istatne własności. Rozdział ten zawiera szereg uwag niespot- 
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kanych przez autora w znanej mu literaturze.

Rozdział piąty podaje dwa sposoby obliczania nieliniowych 

funkcji transmitanoji uogólnionego szeregu Volterry dla elektro­

nicznych układów wielootworowych. Wprowadzenie niespotykanych 

dotychczas w literaturze operatorów /5.8/ i /5.9/ pozwoliło na 

zwarty zapis wzorów. W rozdziale tym przedstawiono również moż­

liwość obliczania wielowymiarowych funkcji transmitancji za po­

mocą napisanych przez autora programów komputerowych..

Szósty rozdział zawiera w całości , wyniki uzyskane przez 

autora. Prezentuje on przykłady analizy układów elektronicznych 

za pomocą szeregu Yolterry^wraz z weryfikacją pomiarową. Podano 

tam wiele wniosków^dotyczących prezentowanych układów^ trudnych 

do wyciągnięcia w innej niż szeregi Yolterry metodzie analizy. 

Do istotnych zagadnień zawartych w tym rozdziale zaliczyć można 

szacowanie promienia zbieżności szeregu Yolterry oraz określenie 

zakresu aproksymacji sygnału wyjściowego układu elektronicznego 

przez wielomian Yolterry.

Opracowany przez autora rozdział siódmy pozwala spojrzeć 

na-metodę analizy układów elektronicznych za pomocą szeregów 

Yolterry przez pryzmat problemu modelowania układu elektronicz­

nego, z czego wyciągnięto również interesujące konkluzje.

Wnioski dotyczące całej pracy zebrano w rozdziale ósmym.
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2.REPREZENTACJA ODPOWIEDZI NIELINIOWEGO UKŁADU ELEKRUNICZNEGO 

PRZEZ FUNKCJONAŁ NIELINIOWY.

2.1. Funkcjonały nieliniowe. 81

Wprowadzimy na początek pojęcie odwzorowania na zbiorach 

dowolnych:
Def.2.1. Niech dane będą dwa zbiory JA i J^ . Przez-odwzorowanie, 

którego argumenty przebiegają zbiór JA , wartości zaś należą do 

zbioru JA, rozumiemy każdy podzbiór f iloczynu kartezjańskiego 

JA^JA o tej własności , że dla każdego x6 JA istnieje jeden i 

tylko jeden element y £ JA taki , że (x,y)6 f

Zamiast pisać (x,y)tf będziemy używali zapisu y=f(x) lub

Jeżeli w przytoczonej definicji zbiór zastąpimy zbiorem 

liczb rzeczywistych R , a zbiór będzie funkcyjną przestrzenią 
metryczną .,to odwzorowanie f(») nazwiemy funkcjonałemjBI .

Natomiast jeżeli JA jest przestrzenią liniową nad ciałem R 

/lub C/ oraz. spełnione są dla f(*) warunki:

a/ f(x1 +x2) = f(xn) + f(x2) ; xvx2

b/ f (ax) = af(x) ’ ; x6v/f , a&R /lub C/,

/
to f (») nazywamy odwzorowaniem liniowym.

Przykładem odwzorowania liniowego jest operator postaci

k(t A)x(T)dT /2.1/

R<a,b)
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określony na zbiorze funkcji ciągłych c(a,b) . We wzorze tym ^t,^) 

jest funkcją ciągłą dwóch argumentów t i V . Jeżeli rozpatrywać 

argument t jako parametr funkcjonału przekształcającego funkcję 

fe c(a,b) w liczbę y(t) , to można zapisać operaror /2.1/ 

jako rodzinę jednoparametrowych funkcjonałów liniowych

y(t) = ?(x(t),t) /2.2/

Niech dalej OC oznacza liniową przestrzeń metryczną.

Def.2.2. Odwzorowanie f(x.p..,x^ o n argumentach określone na 

iloczynie kartezjańskim 3C^X 2X» • • X^~n nazywamy n-liniowym , 

jeżeli jest ono liniowe ze względu na każdy argument.

Np. fukcjonał w przestrzeni (c(a,b^,Rn) o postaci

’ • • *xn^n)) “ J kn(^1 ’ * *’%a)xl(^J‘'^n^n) d Z2’^ 

Rn(M

jest odwzorowaniem n-liniowym.

W szczególności dla tego typu odwzorowania mamy

|jf(x1,..,xn)||= ...||xn|| /2.4/

Jeżeli w odwzorowaniu n-liniowym dokonamy podstawienia x^ = 

=X2fc...=xn=x , to f( x) = f(x,..,x) będzie jednorodnym odwzoro­

waniem rzędu n , tzn. będzie spełniać warunek

f (ax) - anf(x) ; a€R /lub C/, /2.5/

Tak więc funkcjonał liniowy
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= \ /2.6/

R<a,b)

jest.jednorodnym funkcjonałem rzędu 1 , a wyrażenie

k2^1 /2.7/

R2(a,b)

jest jednorodnym funkcjonałem rzędu 2. Jednorodny funkcjonał 

rzędu n "będzie wyrażał się wzorem

/2-b/

Rn(a,b)

Funkcję kn(») w /2.8/ nazywamy jądrem funkcjonału Jeżeli

dodatkowo kn(«) jest symetryczną funkcją swoich argumentów , to 

funkcjonał /2.8/ nazywamy jednorodnym i regularnym funkcjonałem 

rzędu n.

Sumę regularnych , jednorodnych funkcjonałów F (•) rzędu n^N 

będziemy nazywali jednorodnym wielomianem funkcjonalnym stopnia N

= Fo + P^fT)) /2.9/

gdzie Fq jest stałą. Wielomiany tej postaci wykorzystywane są do 

aproksymacji funkcjonałów nieliniowych , podobnie jak wielomiany 

rzeczywiste wykorzystuje się do aproksymacji funkcji zmiennej 

rzeczywistej /tw. Weiestrassa/.

Do opisu nieliniowych systemów dynamicznych wykorzystuje się 
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wielomiany Yolterry , których składniki są funkcjonałami jedno­

rodnymi , zależnymi od parametru t.

vn(x(T),t) = UJtA, 

Rn<a,b>

/2.10/
n

Regularność tych funkcjonałów rozumieć należy tak samo jak 

poprzednio , tzn., że jądro kn(t,«) jest symetryczne względem 

dowolnego t. Poza tym zakłada się , że

kn(t,T1>..,Tn) - 0 dla T £ <a,b>; 1=1,.. ,n . /2.11/

Jeżeli t w wyrażeniu /2.10/ będziemy rozpatrywać jako zmienną , 

to wielomian Volterry
N 

' 
GN(x(T),t) = / Vn(x(T),t) /2.12/

n=0

będzie jednorodnym odwzorowaniem zbioru . JL funkcji x(t) , 

w przestrzeń^ funkcji y(t). /W szczególności przestrzenie OC i ^3 

mogą pokrywać się z przestrzenią C (a,b)/.

2.2. Aproksymacja funkcjonałów ciągłych. 81,117

Jak już wspomniano, aproksymacja funkcjonałów ciągłych wiąże 

się ' przez analogię , z twierdzeniem Weiestrassa o aproksymacji 

funkcji zmiennej rzeczywistej określonej na przedziale domkniętym 

za pomocą wielomianów.



Dla funkcjonałów istnieje analogiczne twierdzenie Frecheta£l1 

Tw. 2.1. Jeżeli funkcjonał F(x(t)) jest określony 1 ciągły w prze­

strzeni C<a,b>, to na dowolnym obszarze 3) c C<a,b) można 

go przedstawić w postaci granicy regularnych wielomianów funkcjo­

nalnych

F(x(t)) = lim G ( x(t)\ 
n->°° n

/2.13/

Wykorzystując /2.8/ i /2.9/ można ten wzór zapisać jako

F(x(t)) = lim(kon + \ k1n(T)x(/Y)dT + ... +
n->«A J

R<a,b)
ę

+ ... * \ k/),
J n n n r

r
R n<a,b)

gdzie kpn(*) są funkcjami symetrycznymi i ciągłymi swoich argu­

mentów.

Ponadto , wykorzystując własności funkcjonałów na przestrze­
niach zwartych , można pokazać 81 , że jeżeli 5) w tw.2.1. jest 

zbiorem zwartym , to zbieżność w/2.13/ i /2.14/ ma charakter 

jednostajny.

W ogólniejszym przypadku , kiedy funkcjonał zależy od para­

metru t6<ą,b), jego aproksymacja na odcinku ^.,b} odbywa się 

za pomocą wielomianów postaci

y(t) = F(x(t),t) = lin/k^t) + \ k1n(t,'i)x(T)dT + ...+ /2O15/

R<a,b>
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Rrn^a,b/

/2.15/

Warto tu zauważyć , że granica funkcji kpn(e) przy n —> 00

może nie istnieć w zwykłym sensie , lecz będzie nią dystrybucja.

2.5.Różniczkowanie w przestrzeniach Banacha. 51,70,81,117

Oznaczmy dalej przez -A- i J przestrzenie Banacha /rzeczy­

wiste bądź zespolone/. Niech dane będzie odwzorowanie f: 

określone na pewnym obszarze Dc3C , Wybierzmy dowolny punkt x 6 2) 

i taki element Sx, że x+5x & 5).

Def.2.3. Odwzorowanie f(x) nazywamy różniczkowalnym w sensie Fre­

cheta jeżeli istnieje ograniczony i-liniowy operator 

taki , że

f(xjx) = fęX+Jx ) - f(x) = f'(x)£x + c>c(x,óx)? /2.16/

przy czym,

||oc(x,£x)||
lim ---------------- = O . /2.17/

U5“xU

Wyrażenie f*{x)(Sx nazywamy różniczką Frecheta , a f '(x) po­

chodną Frecheta odwzorowania f(x). Mówimy również , że f(x) jest 

różniczkowalne w sensie Frecheta , jeżeli f^x) jest określona 

jednoznacznie.

Powyższa definicja należy do klasy tzw, definicji niekonstru-
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ktywnych, tzn. nie mówi , w jaki sposób obliczać pochodną f'(x). 

Możliwość obliczania f'(x) uzyskamy , gdy podstawimy &x=^h , gdzie 

hfcD i /lub C/. Wtedy , przy 0, UJ"xU =|^h|l->0 i ostatecz­

nie /2.16/ można zapisać w postaci

f(x,£h) = f(x+^h) - f(x) = f{x)^h + o<(x,^h) /2.18/

oraz

. |Mx,^h)|| yoc(x4h)ll
lim ---------------- = lim ----------------- = 0, /2.19/

||^h|H0 l^hll ^0 ||^h||

Def.2.4. Granicę /w sensie normy/

df(x,h) /2o20/

nazywamy różniczką Gateaux odwzorowania f(x) w punkcie x i kierun­

ku h. Jeżeli różniczka ta określa jednoznacznie liniowy operator 

f':3C“*^ taki, że

df(x,h) = f*(x)h , /2.21/

to f^x) nazywamy pochodną Gateaux odwzorowania f(x).

Należy w tym miejscu zauważyć , że definicje różniczek w sen­

sie Frecheta i Gateaux nie są równoważne. Zachodzi między nimi 

następujący związek 70 j

Tw-.2.2. Jeżeli OC i ^3 są przestrzeniami Banacha oraz odwzorowanie 

f:X**n3 jest określone w pewnym obszarze j) oraz jeżeli f (*) 

jest różniczkowalne w sensie Gateaux w w sposób ciągły /po­

chodna Gateaux jest ciągła w D / , to istnieje pochodna Frecheta 
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w Z) i obie pochodne są sobie równe. Jeżeli natomiast w D ist­

nieje pochodna Frecheta,to istnl*eje też pochodna Gateaux i pochodne 

te są sobie równe.

Można pokazać , że różniczka pierwszego rzędu funkcjonału 

/ X zastępujemy tu przez C<a,b> i przez R/ jest jednorodnym 

funkcjonałem rzędu pierwszego 11? względem przyrostu argumentuj 

i ma postać

p(x(t)Jx) = ^F'(x(t), , /2.22/

R<a,b)

co przy podstawieniu j(t) = l^(t) daje

F(x(t) ,^(t)) = F'(x(t),ę)^M * /2.2J/

R<a,b>

Należy zwrócić uwagę , że pochodna FY»)pod całką w dwóch os­

tatnich wyrażeniach jest zwykłą pochodną funkcji zmiennej rze­

czywistej /lub zespolonej-/ - naprzód ustalamy t= i pochodną obli­

czamy po x ) w ustalonym punkcie^ .

Potrzebne nam będą jeszcze definicje różniczek wyższych rzę­

dów.

Def.2.5. Mówimy , że odwzorowanie f(x) jest n razy różniczkowalne 

w sensie Frecheta jeżeli ^f^x) = fęx+óx) - f (x) można przedsta­

wić w postaci

j(x) = f'(x) j. + /2.24/

przy czynią
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lim --------------  = O. /2.25/

/ \

Operator f1 u(x) , jeżeli istnieje, nazywamy n-tą pochodną Frecheta 

odwzorowania f(x) •

Podobnie jak poprzednio:

Def,2.6. Granicę /w sensie normy/

dnf(x,h) = lim = Ą- f(x+ri /2.26/
fO f1 dUn J ’

r°
nazywamy różniczką Gateaux n-tego rzędu odwzorowania f (x) w punk­

cie x i kierunku h.

Jeżeli istnieje operator n-xego rzędu f x) taki, że 

dnf(x,h) = f ^(x)hn /2.27/

to nazywamy go n-tą pochodną Gateaux odwzorowania f(x).

Analogicznie do tw.2.2. istnieje następująca zależność 70 : 

Tw,2.3« Jeżeli X i są przestrzeniami Banacha oraz f: 

jest n-Krotnie różniczkowalne w sposób ciąg<y w pewnym obszarze 

sensie Gateaux , to f(») jest również n-krotnie różniczko­

walne w sensie Frecheta w . Jeżeli natomiast odwzorowanie f(*) 

jest n-krotnie różniczkowalne w sensie Frecheta w , to jest 

też n-krotnie różniczkowalne w sensie Gateaux w 2) ,

W przypadku funkcjonału F:C^a,b^~> R , podobnie jak dla róż­

niczek pierwszego rzędu , można napisać:



S2f(x(t),^(t)) =

R2<a,b>

/2.28/

smxomw) =

Rn<a,b>

Należy zauważyć , że jądra całkowe F ^(x(t),,.•,) ,i=2,. 

. ,n , są funkcjami symetrycznymi argumentów ponieważ
kolejność ich zależy od kolejności obliczania pochodnych F^\ł) 

/naprzód różniczkujemy F (x) w punkcie t=^? potem w t= itd./ 

w punktach x(^^..,x(^i ), ale wynik obliczania pochodnych cząs­

tkowych nie zależy od kolejności różniczkowania /ściślej należy 

założyć dodatkowo ciągłość F względem x(^ ,.. ,x^ )/.

Jeżeli f(x) ma n pochodnych Gateaux w punkcie x , to zacho­

dzi następująca równość analogiczna do /2.24/

A 1f(x+jLh) = f(x) +^-f'(x)h + ... + £T f(n)(x)hn +rx(x,yh)y /2.29/

przy czym^

im --------- ------- =
+ 0 f

12.^1

2.4 Szeregi w przestrzeniach Banacha. 51,70

Można zauważyć , że wzory /2.24/ i /2.29/ są uogólnieniem 
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wzoru Taylora na przypadek odwzorowali w przestrzeniach Banacha. 

Istnieje pytanie, czy przy .przejściu granicznym w tych wzorach, 

n -> oo ,szeregi te są zbieżne. Odpowiedź na to pytanie daje ogól­

na teoria analizy w przestrzeniach Banacha. Tu przytoczymy tylko 

dwa twierdzenia pomijając ich dowody 39,51 .
Niech, w dalszym ciągu, DC i D5 oznaczają zespolone przes­

trzenie Banacha.

Def. 2.7» Niech będzie obszarem. Odwzorowanie f: nazy­

wamy analitycznym w X) jeżeli'.

a/ istnieje różniczka Gateaux pierwszego rzędu

dla dowolnych x 6 D i h & DC

b/ operator f(«) jest lokalnie ograniczony, tzn. dla każdego p € 

istnieje niezerowa kula JC = {x;xS7D , (|x—pil <r >0^ i skończona

liczba M(p) > 0 taka, że

||f(x)|| < M(p) dla xtDCe /2.32/

Tw. 2.4. Jeżeli odwzorowanie f(«) jest analityczne w pewnym obszarze 
Ir z \

DcJL wtedy d f(x,h) istnieje dla dowolnego k naturalnego
i x G ćD .Ponadto d^f(x,h) jest lokalnie ograniczonym operato­

rem rzędu k względem h,

Tw.2.5. Jeżeli spełnione są zawożenia twierdzenia póprzedniego, 

wtedy dla dowolnego x^X) istnieje liczba r>0 taka, że rozwi­

nięcie Taylora
co

f(x+h) = i,dnf(x,h) /2.33/

n=0
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jest zbieżne jednostajnie dla||h|[<r. Poza tym odwzorowanie f (•) 

jest różniczkowalne w sensie Frecheta w 3) ,

Należy tu zwrócić uwagę, że gdy 9C i są rzeczywistymi 

przestrzeniami Banacha, wtedy zależność/2.33/ staje się niejako 
f 

tożsamością, ponieważ definicja analityczności w tych przestrze­

niach zakłada istnienie pochodnej dowolnego stopnia. Wtedy wzór 

/2,33/ definiuje analityczność odwzorowania f (•) w obszarze .

Najważniejszym przytoczonym tu faktem jest pokazanie zbież­

ności /2.33/ w pewnym niez er owym otoczeniu punktu x o promieniu r. 

.Zbieżność ta mówi, że każde analityczne odwzorowanie f:X~>B ok­

reślone w pewnym obszarze I) można aproksymować sumą funkcjona­

łów jednorodnych względem h
N

f(x+h) V l,dnf(x,h) + oc(x,h) /2.34/

n=0

przy czym reszta oc(x,h) jest rzędu wyższego niż N względem h?

tzn. istnieje 0 takie, że

aj. N+1 
||c<(x,h)||< / ■ llhll /2.35/

, (N+1) !

dla ||h||<r>0.

Stosując /2.33/ do funkcjonału analitycznego F:C^a,b^-» R 

zgodnie z /2.28/ otrzymamy

F(x(t)

n=1
/2.36/
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Szereg ren będzie zbieżny dla x(tj z pewnego obszaru 5)GC(a,b^ 
i dla £ ^p(t) ; \^(t)<r > 0 , gdzie r jest pew­

ną liczbą większą od zera i zależną od x (t) oraz F(*) .

Stosując /2.34/ i /2.35/ do /2.J6/ otrzymamy

• N

n"1 Rn<a,b>

+ A(x(t) ,lf(t)), /2.37/

gdzie 

||a(x(t) ,^(t))|| -J^|[ę[)(t)|| N+1
/2.38/; M >0

dla x (t) &D C C<a,b) oraz ||lp(t)||<r > 0.

Pokazaliśmy w xen sposób możliwość aproksymacji funkcjonału 

analitycznego F:C^a,b)-> R za pomocą wielomianu postaci /2.37/.

Powróćmy do twierdzenia 2.5. Jak już stwierdziliśmy, skład­

niki szeregu /2.33/ są jednorodnymi odwzorowaniami^względem h5 

przestrzeni Banacha 3C w przestrzeń Banacha^) i są kolejnymi 

różniczkami Gateaux odwzorowania frOC-*^. Istnieje pytanie, czy 

wniosek wynikający z tego twierdzenia w postaci wzoru /2.34/ 

jest jednoznaczną aproksymacją odwzorowania f(•) za pomocą sumy 

odwzorowań jednorodnych.

Załóżmy, że odwzorowanie f:chcemy aproksymować przez 

sumę postaci
N , 

f(x+h) = f(x)+ Qn(x,h) +p(x,h) 72.39/

n=1



- 27 -

w pewnym obszarze , gdzie Q są jednorodnymi odwzoro­

waniami rzędu n względem h /suma ta nie musi być wielomianem 59 / 

Zachodzi następujące twierdzenie:

Tw.2.6. 1/ Niech Qn: będzie jednorodnym odwzorowaniem rzę­

du n. Niech ma ciągłą k-tą pocodną Gateaux dla wszystkich
x=x+h t x+h;||h|| < r > oj oraz niech istnieje dla każdego £ / O

takie , że spełniony jest warunek

||dkf(x+h) - dkf(x < elMk /2.4O/

dla ||h||<5l^ i O< J(O<r oraz

f(x+h) - f(x) - /2.41/

to

Qn(x»k) " n!dn^(x,k) * i=1,.,k. /2.4.2/

2/ Jeżeli, jak poprzednio, Qn: będzie jednorodnym odwzoro­

waniem rzędu n oraz ma ciągłą k+1 pochodną Gateaux dla

x=x+h (= | x+h; ||h|| 4 r> 0} oraz istnieje M > O oraz 0 < < r

takie, że

||dk+1f(x,h)|| <M||h||k+1 /2.45/

dla ||h||< , a ponadto dla tych samych h zachodzi 

n=1

M 
(k + 1) JM**1, /2.44/
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to równość /2.42/ też jest spełniona.

Tak więc rozwinięcie /2.55/ jest, przy założeniach powyż­

szego twierdzenia, jednoznaczne.

Powróćmy jeszcze raz do przykładu funkcjonału F:C<a,b>-»R, 

ale zależnego od parametru t, tzn. y(t) = F(x(t),t), który można 

traktować jako odwzorowanie F:C<a,b>-* C<^a,b) /przy założeniu, że 

zachowuje ono ciągłość funkcji/. Załóżmy ponadto, że F(«) jest 

różniczkowalny n razy w sensie Frecheta. Wtedy /por./2.28// 

można napisać

$nF(x (t) ,t,Vf (t)) - \ kn(t,T|,.. ,'Tn,x(tj)(p(fV.1) . dTy * 
n

Rn<a,b> /2.45/

gdzie kn(t,... ,x(t^) jest symetryczną funkcją Porównu­

jąc ten wzór z /2.29/ można zapisać

N

n=1 Rn<a,b>.

+ ^(t). /2>46

Przy tym, jeżeli k^,^^ ,.. ,Tn,x(t)) = O dla Ti> t , to wzór 

ten nazywamy wzorem Yolterry. Ponadto, jeżeli F (•) spełnia zało­

żenia tw.2.5, to szereg Yolterry postaci 

/2.47/
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będzie zbieżny jednostajnie w pewnej kuli X «= |x (t)<r> 

>0 j Q 0(a,b), przy czym o promieniu r wiadomo tylko,że jest 

większy od zera. W pewnych przypadkach można go jednak obliczyć.

Załóżmy mianowicie, że znane są jądra k^.) oraz, że okre­

ślono w przestrzeni C(a,b^ normę (t)H = sup\^ (t)[. W-tedy

i promień zbieżności można określić z kryteriów Cauchy'ego lub

d'Alemberta

limsup /2.50a/

lub

an+1
a n

-1
; an>0. /2.50b/

2.5. Uogólniony szereg Volterry.

Przedstawione wcześniej wyrażenia na rozwinięcie funkcjonału 
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w szereg /2.47/ jest określone, jak napisano, dla X =C<a,b)oraz 

=C(a,b). Tego rodzaju odwzorowanie może być podstawą do anali­

zy układów /systemów/ o jednym wejściu i jednym Wyjściu /rys.2,1/.

Rys.2.1. Układ jednowejściowy o jednym wyjściu opisany

wzorem /2.51/,

Gdy w /2.46/ i /2.47/ przyjmiemy x (t) = const oraz^- = 1, 

wtedy zależność k (») od x(#) może zawierać się w samym symbo­

lu k (•) i otrzymamy

oc

n=0 Rn<a,b> /2.51/

Zachodzi jednak potrzeba analizowania układów o wielu wej- >
ściach i wielu wyjściach /rys. 2.2/. Wtedy należy przyjąć X =

= (c <a,b) ,Ri) oraz = (c (a, b^ łR1) . Elementy zbioru X będą mia­

ły postać X 5 x (t) = [x1 (t) ,. . jZ^t)] T /T oznacza transpozycję/

i podobnie 3 y(t) = [y1 (t)..,, y-^ t)J T . Normę w takich przestrze 

niach można zdefiniować na wiele sposobów. My przyjmiemy

/2.52/
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Z tak określoną normą powyższe przestrzenie będą przestrze­

niami Banacha. Oczywiście pochodne Frecheta i Gateaux są okre­

ślone dla tych przestrzeni, jednak ogólne wzory /2.24/ i /2.26/ 

oraz z nich wyprowadzone należy uściślić.

Przyjmijmy na początek definicję 70 :

Def.2.8. 

/K jest

nazywamy

Różniczką cząstkowąFrecheta dla odwzorowania

dowolną przestrzenią Banacha/ względem F-tego argumentu
* r»

odwzorowanie rzędu pierwszego względem h^ <51f(x,h|) ,

gdy

f (|x1,..,Xę+hę,..,x

gdzie

lim —^rrr—rII^H Fp O

Wtedy, przy założeniu, że 

w pewnym otoczeniu punktu xe^.

,i są ciągłe

yr(x,h) =

suma

będzie różniczką Frecheta według definicji 2,3. Istotnie 
i

xl+h1,..,xi+h. 1,x2+h2,..,xi+hi
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+ f f [x1,x2+h2,..,xi+hi] M ff[xq

Analogicznie zdefiniować można różniczkę w sensie Gateaux.

Def.2.9« Różniczką cząstkową w sensie Gateaux "będzie /przyjmuje­

my przestrzeń jak w def.2.8./

/2.57/

Analogicznie do /2.55/ można napisać

/2.58/

Wykorzystując /2.b8/ przejdziemy od razu do zapisu wzoru

/2.55/ dla X=V i . Będzie on wyglądał następująco.

/2.59/
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n=0

przy czym zapis ten jest zapisem symbolicznym. Np. dla i=2 na­

leży go rozumieć następująco

fi(1Vx4h2^ * "

/2.60/

= f 12f1t2 + f2,2

Stosując dalej analogie do przejścia od /2.33/ do /2.36/ 
otrzymamy dla F: fc^a,b^,R^)-> R

gdzie całka w powyższym wzorze jest różniczką Gateaux n-tego 

stopnia Funkcjonału f(») , przy czym jest to różniczka k1-ego 

stopnia po pierwszej zmiennej, k^-ego stopnia po drugiej zmien­

nej i k^-tego stopnia po i-tej zmiennej .
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Jeżeli jeszcze założymy, że F(*) zależy od parametru tć/a,b)j 

to wszystkie funkcje k^*) również zależne będą od tego parametru 

i analogicznie do /2.47/ otrzymamy

/2.62/

przez co dostaniemy, przy założeniu jednostajnej zbieżności /2.62/9 

odwzorowanie F: (c (a, b} jR1)-* C ^a,b) , Dalej traktując /2.62/ nie 

jako równanie lecz układ 1 równań

y*W - / ląrAp*
n=0 k^ 0

/2.63/

otrzymamy funkcjonał F= [f\«) , .j,F będący odwzorowaniem

F: (a,b) (c(a,b),R ), którego można użyć do opisu układu 

/systemu/ wielootworowego jak na rys.2.2.

Jeżeli w opisanym wyrażeniu założymy, że k^(’)=0 przy
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x2 (t )+^2 (t)

yj (*)

Rys.2.2. Układ wielootworowy opisany równaniem /2.63/.

to wzór /2.63/ możemy nazwać uogólnionym szeregiem Volterry, 

Zauważymy przy tym, że k^C*) jest funkcją częściowo symetryczną. 

Jest ona symetryczna względem argumentów^ , nie różniących się 

pierwszym indeksem, co koresponduje z uwagami o wzorze /2.28/ 

oraz pozwala nazwać powyższy funkcjonał regularnym. Nie jest na­

tomiast symetryczną funkcją /na ogół/ argumentów o różnych pier­

wszych indeksach, co wiąże się z tym, że odwzorowanie nieliniowe 
F: (c (a,b} ,Ri)~» (c (a,b^ jR^) nie musi być symetryczne względem 

składowych wektora x (t) = |x1 (t) ,.. t)jT .

Z wyrażenia /2.63/ zauważyć można, że składnik opisany in­

deksami k^,..,^ przy warunku k1+..+k;Ł=n , jest jednomianem

rzędu n względem wektora l^(t) i jest rzędu k- względem składowej

tego wektora.

W dalszych rozważaniach zakładać będziemy, że x(t) w /2.63/ 

jest równe tożsamościowe zeru, co odpowiada rozwinięciu funkcjo­
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nału wokół punktu zerowego oraz^że F^(t),t) =0 dla ^(t) =0 /czyli 

kJ°^o^aO/f co odpowiada założeniu, iż system opisany wzorem /2.63/ 

będziemy traktowali jako nieautonomiczny system dynamiczny.

W sumie rozważać będziemy system /układ/ jak na rys.2.3. opisany 

zależnością

k(n)
Kk1f d\

/2.64/

Rn<a,b>

------------ y1 (t)

UKŁAD 72^'

yW
NIELINIOWY 

------------ yiW

Rys.2.3. Dynamiczny układ wielootworowy opisany równaniem

HM/.
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Wnioski wynikające z powyższego rozdziału możemy sformuło­

wać. następująco:

- rozważania teoretyczne przeprowadzone w rozdziałach 2.1 do 2.4 

dotyczące opisu układów nieliniowych przez funkcjonały ciągłe 

oraz aparat matematyczny podany na początku rozdziału 2.5 pozwo­

liły na uogólnienie szeregu Yolterry do postaci /2.61/ - /2.64/ 

dotychczas w literaturze niespotykanej)

- wyprowadzone zależności /-2.61/ - /2.64/ mogą być użyte do opisu 

wielootworowych, nieliniowych układów elektronicznych.
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5. SZEREG YOLTERRY W OPISIE UKŁADU ELEKTRONICZNEGO.

3.1. Obliczanie jąder Yolterry w dziedzinie czasu.

W poprzednim rozdziale stwierdziliśmy, że podany tam wzór 

/2.64/ może opisywać nieliniowy układ elektroniczny. Jednak by 

go wykorzystać musimy umieć znajdować poszczególne funkcje k^f 

/jądra/Yolterry/ dla konkretnych układów elektronicznych.

Załóżmy, że układ jak na rys,3.1 można opisać równaniem

+ s'(y'O = y(a) = o, 73.1/

gdzie y'(t) = [y1 (t),..., yx( t)_ T (c(a,b) ,R1) ,

- tfjt).......... T€(c(a,b>,Ri),

L* jest operatorem różniczkowo-całkowym, liniowym w pos­

taci macierzy

g^^t)) jest funkcją nieliniową spełniającą warunek 

l|gK(.y'(t))ll
lim -------- ----- ■—

lly^H0 II y' CO U
= o,

cx =1,...,ij

73.2/

tzn. nie zawiera części liniowej, którą można zawsze 

włączyć do L*.

Oczywiście równanie to nie jest najogólniejszym przypad­

kiem opisu układu elektronicznego. Nieco ogólniej równanie to
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^2^

O)
y2 (*)

y(t)

yiC1)

Rys.3.1« Układ opisany równaniem /3.1/.

może wyglądać następująco

73.3/
L y(t) + g^y(t),y = (p(t); y®(a)=O9

gdzie y ^(t) jest i-tą pochodną po czasie wektbra y(.t) .

Przyjmując jednak y'(t) = [y(t) ,y t1\t) »• • ty^Yt)] T ,tf(t) = 

, 0,.., Ó] T oraz

73.4/
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otrzymamy /5.1/ przy nowych 1'= (m+l) 1 i i/=(m+l)i. Podobnie 
A

można postąpić w przypadku, gdy gC*) zależałoby od całek posta­

ci Jy(t)dt.

Łatwiej nam będzie analizować powyższe równanie, gdy- wek­

tory y(t) i 'f(t) będą tych samych wymiarów, a L* będzie macie­

rzą kwadratową. W tym celu utworzymy sumę prostą przestrzeni 
(c<a,b) jR1 )ffi^C<a,b^,Ri ) i przyjmiemy i'+l'= n. Dla takiej 

przestrzeni równanie /5.1/ zapiszemy w.postaci

LyCt) + g(y(t)) = kp(t)' y(a) = ó /3.5/

w którym poszczególne symbole nie wymagają już objaśnień.

Załóżmy, że odpowiedź y(t) układu opisanego równaniem /3.5/ 

będzie funkcjonałem y(t) = F (^(t)) mającym wszystkie pochodne 

cząstkowe Gateaux. Wprowadźmy funkcje

, -)kl+..+kn __

"w /5,6b/

i poszukajmy rozwiązania /3.5/ w postaci /3.6/

Lż + g(żj = E(a,^ = Ó /3.7/

Wprowadźmy jeszcze następujące oznaczenie

/3.8/
= [a1b1,..,a1bn,a2b1,.. .a^^^a^^.^a^J1
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oraz operator różniczkowy działający na g(«)

i czynników

gdzie każda składowa powyższej macierzy jest pochodną cząstkową 

Gateaux g(y).

Obliczając kole jne pochodne cząstkowe Gateaux obu stron 

/3«7/» c0 odpowiada różniczkowaniu po kolejnych , możemy za­

pisać

(D A ", -
ł2o,.,1k,.,o
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(2) z o) / \
Łzo,.',1k.1o WO..V..o« ^..o). /3.11a/

=1,2,..,n/

oć / /3«

(2) (1) ,
= B feXzo,.1K..o*zo..1(K..o), /3.11W

0f = 1,2,..,n.

_O> -(1) -O) \ ‘
Łzo.1„.1o.1,.o - 3!2 (sX%..i ” zo..1/3.o * zo..V.o) +

<A. p C C

O( £ —^»2,»»>n?

(5< E.
-<5)

- 52 (8)(zo..k.o « ZO..VO * +

ot ^ /3.

.1” O),-'/-0’ -(1) _<!’ X
^o..5o=.0 =2 (s)(zo..Vo’'zo..Vo’'zo..Vo) +

(2)_,_(2) _(1) /5.12c/
+ (sXZo..2<k.o m zo..1a.o),

gdzie pominięto, dla uproszczenia, argumenty funkcji ż ^;(t,Ó)
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oraz oznaczono

_(m-a-bk\
k:..m z.,. )J * /3.13/6^ }2 (g)(z«»« « z-»*

^\^)^suma wszystkich iloczynów funkcji postaci śĆ,. m ź.,. m. . 

. .m ź.,. takich, żeby rząd funkcji wypadkowej, wzglę­

dem każdej składowej wektora ip(t) , był zgodny z rzędem 
funkcji po lewej stronie równości}

Można zauważyć, że

i uwzględniając, że rozwiązaniem /3.1O/ jest całka splotu otrzyr

mamy

gdzie h (*) jest macierzą odpowiadającą operatorowi odwrotnemu 

do L , tzn. L~1^(t) h(t-ft)^(T)dT.

Z /3.I1/ będziemy mieli
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^.Y.i .oW -2
• • iX /3 O v

R3<a,b>

/5,16/

O(^ ^3 =1 > 2,., ,n j, 

& + fi.

Podstawiając

R<a,b>

■ /5,17/

- V. U • o 1; a, 1) '1}
p

otrzymamy

yo..i ,iA.oU) =
oc p j w p

R2<a,b>
/3-18a/

(X /3 =1,2,..,n ; 

oraz analogicznie

^^.0^)= Uo^2

R2<a,b)
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be* p* ’

-<5) ft)
y0..2 .1 .oW * 

'fb
I

J3) f
yo.,^»o^ = j

R3^

itd...

Oczywiście

y(t) =

J ’ (X ^3 • £ • ' /’ C, 1/
R’^b> '/5.19a/.

=1,2,.,n

oć / oć

j *o..2 
ŁA fO 1

*3<a»D> /3..19b/

X^(^oc, l)^oc(%g ^3’

(X,/3 =1,2,.,n 

rx / /3

/3.19c/

X M Toc, 2)^(V 3) d\

0^=1,2,.,n

co ____
\ 1 \ tm)

-L L K’-^} - '^o/
m=1 1^0

k^+.+kn=m
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* n
73.20/

•-,k,)......... lfn(fn,i)--.'(’„('tn>k )dTv ,
1 ’ n m

co odpowiada wzorowi /2.63/ przy podstawieniu

1 (m) (m)
EpnięT^,..,^-) - 73.21/

i założeniu szczególnej zależności k^0 od t, co wynika z tego 

iż g (•) nie zależy wprost od t 39 i układ jest układem stac­

jonarnym.

Można też zapisać, analogicznie do /2.46/,

gdzie

||<W)II <
_ N+1

>WH
ATn+1) ! A > 0 73.23/

dla pewnych H^(t)||<ę>0.

Co do poprawności i jednoznaczności podanej powyżej posta­

ci rozwiązania równania /3.5/ istnieją następujące twierdzenia 
dowodzone w ^39_ dla bardziej ogólnych równań różniczkowych.
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Przyjęcie rozwiązania w postaci /3.23/, choć nieco innej niż 

w 39 , nie zmienia dowodów tych twierdzeń. Podamy je tu bez 

uzasadnienia, gdyż wymagałoby to wprowadzenia wielu dodatko­

wych pojęć z analizy w przestrzeniach Banacha.

Tw.3.1. Jeżeli g(») z /3.5/ ma ciągłe pochodne cząstkowe Gate- 

aux do N-tego rzędu włącznie oraz równanie /3.3/ ma rozwiąza­

nie dla tG<a,b) tożsamościowe równe zeru dlakp(t) = 0, to is­

tnieje obszar (c (a, b) ,Rn) d taki, że funkcjonał F(») 

z /3.6/ jest w nim określony i ma ciągłe pochodne Gateaux do

N-tego rzędu włącznie. Poza tym dla dowolnych k^,..,^ oraz 
ip (t) & różniczki d^1 + ,+^ F(»)/k^+. .+kn= N/ są dane przez 

/3.13/ do /3.19/» a jądra h;.v) można obliczyć tak, jak po­

daj e przykład /3.17/ lub z /3.15?/ do /3.19/ przez podstawienie 

(p (t) = <S(t) / S(t) - dystrybucja Diraca./. Obliczone jądra są

ciągłe ze względu na wszystkie zmienne, z wyjątkiem punktów

Tw.3.2. Niech g (•) ma ciągłe pochodne cząstkowe Gateaux do N- 

tego rzędu włącznie i niech /3.h/ ma rozwiązanie tożsamościowe 

równe zeru na odcinku (a,b> dla \p(t)=O, wredy /w związku z 

/3.22// istnieją Q>0 i P-> 0 takie, że 

/3.24/

dla llif (t)IICJ.

Tw.3.3. Niech g(»), jak poprzednio, ma ciągłe pochodne Gateaux 

do N-tego rzędu włącznie i niech /3.3/ ma rozwiązanie tożsamo- 

ściowo równe zeru dla tc(a,b> iVp(t) =0. Wtedy dla dowolnego E>0 

isrmeje/(£)takie, że
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llcK(ip (t>)|| < £ IEfW||N /3.25/

dla ll^(t)|| < jOO .

Tw.5.4. Niech funkcja g(*) będzie analityczna.. :Niech, jak pop­

rzednio /3.5/ ma rozwiązanie tożsamościowe równe zeru na od­
cinku (a,b) dla ip(t) = 0. Wtedy różniczki c^1+* *+^r? F(*) są 

zdefiniowane przez /3.15/ do /3.19/ dla dowolnych k^ oraz 

szereg /3,22/ jest zbieżny jednostajnie przy N->°° w pewnym 

niezerowym otoczeniu zera tzn. dla ll^ (t)||<^ , gdzie P

jest pewną liczbą większą od zera.

Zinterpretujmy wnioski wynikające z tych twierdzeń.

Wszystkie one zakładają isTnienie rozwiązania równania 

/3.5/ tożsamościowe równego zeru dla ^(t)=0. Dalej pierwsze 

Trzy Twierdzenia zakładają isTnienie ciągłych pochodnych GaTe- 

aux funkcji g(») z /3.5/ do N-Tego sTopnia włącznie, co impli­

kuje:

- isTnienie rozwiązania równania /3.5/ w postaci funkcjonału 

y(t) = posiadającego różniczki Gateaux do N-tego

rzędu włącznie, danych przez odpowiednie wyrażenia,

- reszta we wzorze /3.22/ jest wtedy nieskończenie małą rzędu 

N w pewnym OToczeniu zera Tzn. dla l|<p(t)|| < ^ > 0,

- reszTę Tą można uczynić dostatecznie małą dla ||ip(T)|| dosta­

tecznie małej,

- jeżeli /tw.3.4/ g(ł) będzie analityczna^TO funkcjonał y(t) = 

F ^(t)) będzie również analityczny, co pociąga za sobą jed­

nostajną zbieżność szeregu /3.2O/ w pewnym niezerowym otocze­

niu zera, co z kolei daje możliwość uczynienia reszty we

wzorze dostatecznie małą przy N dostatecznie dużym.
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3.2. Obliczanie promienia zbieżności szeregu Yolterry będące­

go rozwiązaniem równania różniczkowego /3.5/.

W poprzednim rozdziale wykazano, że szereg Yolterry^ bę­

dący rozwiązaniem równania różniczkowego /3.5/, jest zbieżny 
w pewnym niezerowym obszarze przestrzeni (c<a,b),Rn) .Twier­

dzenie tam przytoczone nie daje jednak możliwości określenia 

miary tego obszaru, co pozwoliłoby oszacować rząd wielkości 

normy sygnałów na wejściu układu elektronicznego opisanego rów­

naniem /3.5/, dla których istnieje reprezentacja odpowiedzi 

tego układu w postaci zbieżnego szeregu Yolterry.

Udowodnimy twierdzenie, które pozwoli w pewnych przypad­

kach określić promień bezwzględnej .zbieżności szeregu Yolterry. 

Twierdzenie to uogólnia rezultaty z 7 

Tw.3.5. Jeżeli część liniowa równania /3.5/ o postaci

Ly (t) (t); y(a) = ó /3.26/

ma rozwiązanie stabilne, to y(t) będące rozwiązaniem równania 

/3.5/ można przedstawić w postaci szeregu /3.14/ zbieżnego 
./ 

bezwzględnie -i jednostajnie dla

P ,

G^1 " XR> • Y5*2?/ 

i ^2 

gdzie jest pierwiastkiem równania

P

i=2
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oraz

61 = ii 2(i\g)ii

Widać więc, że funkcję g(») z. /3.5/ aproksymuje się wielomia­

nem Taylora P-tego stopnia. W szczególności P może być nie - 

skończone, pod warunkiem, że szeregi we.wzorach /3.27/ i /3.28/ 

będą wtedy zbieżne.

Dowód:

Rozwiązania równania /3.5/ szukać będziemy w postaci 

/3.14/, którą zapiszemy w skrócie

oo 
y(t) = V y^t) /3.29/

m=1

i postępując podobnie jak w rozdziale poprzednim Otrzymamy

yl1\t) = ^^(t) /3.3O/

skąd /normę dla y (t)G.(c (a, b) ,Rn ) określamy jak w /2.52//

l|y(1V*)HllŁ^ /3.31/

/3.32/

zatem
’ l|y(aH $ |lŁ-1||PW/1Wlly(1M
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y(5)(t) •-L^/aD^g)^ /3.34/

+ D^gJ^y^C^y^b^y^W^

a więc 
5 3 5 3

||y°’(t)ll $ l|Ł" II (2G2+G3)h WH =llr1ll A3l|lfW||
,/3.35/

i ogólnie

' /5.36/

gdzie są pewnymi liczbami nieujemnymi

Stąd rozwiązanie przybliżone 
N

yHW =

i=1

/3.37/

można majoryzować przez

N

73.38/N

i=1

gdzie ©(lllfWlp jest pewnym wielomianem stopnia N,

Można zauważyć, że powyższa suma da się majoryzować przez
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rozwiązanie równania

i=2

/3.39/

gdzie oznaczono X= || (|) (t)|| i Y= || y (t)||.

Poszukajmy rozwiązania tego równania metodą kolejnych 

przybliżeń

/3.4O/

Zbadajmy zbieżność tych iteracji
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więc

/3.43/

•"Widać więc, że iteracje będą zbieżne dla Y <17^ co implikuje 

zbieżność /3.29/.

Należy zauważyć, że żadna z iteracji /3.4O/ nie wyjdzie 

poza'O’, gdy spełniony będzie warunek

P

+||i^ /3.44/

i=2

skąd otrzymamy bezpośrednio /3.27/> co kończy dowód.

Zależność między 6 (x), X oraz XR pokazuje rys.3.2, z 

którego widać, że X^ jest zawsze dodatnie.

Rys.3.2. Ilustracja związku między 6(x),X oraz XR.

Należy również zaznaczyć, że przytoczone twierdzenie nie

wyklucza zbieżności warunkowej szeregu Yolterry dla ||*PCO|| X^.

Pokażemy teraz Trzy proste przykłady korzystania z tego
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twierdzenia.

a./ Niech dane będzie równanie skalarne

Ly(t) + ay^(t) = kf (t), # _ /3.45/

gdzie L jest pewnym liniowym operatorem różniczkowym, wtedy 

wzór /3.39/ przyjmie postać

Y - |a|||l-1||Y2 = ||L-1||X, 73.46/

skąd otrzymamy

Rys.3.3. Ilustracja obliczania promienia zbieżności sze­

regu Yolterry będącego rozwiązaniem równania 

73.45/
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b/ Podobnie można rozważyć równanie

Ly(t) + ay^(t) = lp(t). /5.49/

Wyniki obliczeń w tym przypadku pokazuje rys.5.4.

Rys,5.4. Obliczony promień zbieżności szeregu Yolterry

dla równania /5.49/.

c/ Rozważmy jeszcze jedno, bardziej skomplikowane równanie

iy(t) + g2y2(t) + g^y^(t) = kf(t);

dla krórego otrzymamy

/5.5O/

/5.51/

/5.52/
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Bardziej złożony przykład wykorzystania udowodnionego 
t

Twierdzenia podany zostanie w rozdziale 6.2.1.

Pokażemy jeszcze prostą zależność, którą wykorzystywać będzie­

my w rozdziale 6.2.1;

Tw.3.6. Jeżeli w równaniu

+ g(y(t)) = (t) /3.53/

funkcja g (•) zależy-tylko od części y^t) wektora y(.t), to 

równanie powyższe zapisać można w postaci

oraz dalej

yaw ), /5.56a/

-[^1 o2] (ipw + A(yaw)]T) /5.56W

i zauważymy, że przy obliczaniu promienia zbieżności szeregu 

Yolterry dla takiego równania można brać pod uwagę tylko /3.56a/? 

co pozwala czasami lepiej oszacować promień zbieżności Xn, gdvż
K

1)n 73.57/
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Reasumując rezultaty tego rozdziału możemy powiedzieć, że: 

- rozwiązanie równania różniczkowego 5.5, które może stanowić 

opis wielootworowego, nieliniowego układu elektronicznego 

można przedstawić w postaci uogólnionego szeregu Volterry 

/5.2O/. Przytoczone twierdzenia 5.1 - 5.5 uzasadniają ten wnio­

sek.

- wprowadzone przez autora działanie /5.8/ oraz operatory /5.9/ 

i /5.15/ pozwalają na sformalizowanie zapisu poszczególnych 

zależności,

- udowodnione przez autora twierdzenia 5.5 i 5.6 umożliwiają 

szacowanie promienia zbieżności szeregu Volterry, co prezen­

tują przedstawione przykłady.
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4. UOGÓLNIONY SZEREG YOLTERRY W DZIEDZINIE CZĘSTOTLIWOŚCI.

4.1. Transformata Fouriera uogólnionego szeregu Yolterry.

Przepiszmy wzór /5.2O/ w postaci skalarnej oraz zamiast 
przestrzeni (c<a,b),Rn) przyjmijmy (c (-%+oc) ,R^ /załóżmy dalej 

że zbiór jest zbiorem funkcji ograniczonych/.

co

m=1' k^O 
K^+.+k^m

k^+.+kn=m

................

Wprowadźmy nową funkcję m argumentów taką, że 



o której założymy, że jest bezwzględnie całkowalna

tzn.

(m)> yk\. .^h.1 ^.k ) < M <»• ' /4.5/
’ n m

Zdefiniowana jest więc dla niej m-wymiarowa transformata Fou­

riera, którą oznaczymy przez /jeżeli transformata Fou­

riera nie istnieje w sensie powyższym, to można to pojęcie roz­

szerzyć na tzw. dystrybucyjną transformatę Fouriera 116 , co 

będzie wykorzystane do określenia transformaty Fouriera funkcji 

bezwzględnie całkowalnych w okresie/.

Mamy więc

m=1,2,...........

oraz odwrotnie
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n»kntn»kn^df

ID

1,1

gdzie oznacza odwrotną transformatę Fouriera

Obliczmy teraz

/4.6/

=v

)X 
n

dfv
m

m=1
k_+.+k

•»fn,k.

(mjjCK
Yk1”

m=1

(m),* 
k

m=1 
kl+.+kn=m

df
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k.j + .+k^m /4.6/

Biorąc pod uwagę /4.^/ i /4.4/ otrzymamy

/4.7/

K1’”
................4n^fn,knX

gdzie k (•)
K i»• •»Kn

jest m-wymiarową transformatą Fouriera fun-

oraz ) jest transformatą Fouriera .

Stosując /4.7/ do /4.b/ otrzymamy wzór

X^A,i)---4n(fn,kJS(f_f ,

’ * n m
/ 

który nazwać możemy uogólnionym szeregiem Yolterry w dziedzi­

nie częstotliwości.

Ze wzoru /4.b/ możemy zinterpretować , (•) jako
R1»•’»Kn

składową sygnału na wyjściu (X układu elektronicznego o częstot­

liwości będącej sumą jej argumentów. Biorąc pod uwagę /4.7/ moż­

na napisać
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n- • • < 74.9/I

co pozwala zinrerprerować . (•) jako
Kjt..,Kn 

wielowymiarową od wszystkich wejść do wyjścia ©C .

transmitancję

4.2. Odpowiedź układu opisanego uogólnionym szeregiem Volterry 

na wymuszenie harmoniczne.

Niech wymuszenie na i/-tym wejściu układu mu postać

/4.10/

gdzie wszystkie f^

Biorąc odwrotną

są niewspółmierne

transformatę Fouriera w postaci

CO ______

m=1 k^O ^m 
k^+o+kn=m

l(f 1, ? ••••4n(%k)ej2rf(fl,l+’’+fn^ Z4-11/

’ n m

i uwzględniając M

74.12/
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dostaniemy

gdzie wprowadzono oznaczenie

/4*15b/

W dalszej części pracy ‘będziemy używali tego wzoru w pos­

taci skróconej 

i

/4.13o/

gdzie znaczenie symbolu B (•) jest widoczne z /4i13a/

Wyrażenia powyższe będą również słuszne dla współmier­

nych, a więc i wymuszeń sinusoidalnych, należy jednak pamiętać, 

że wtedy skłądowa sygnału o danej częstotliwości nie będzie 

reprezentowana przez jeden składnik, a przez sumę pewnego sze­

regu o składnikach różnych rzędów będących wyrazami /4;’13o/.

/Przykład takiego przypadku prezentuje rozdział 6.1/.
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Wzór /4.13/ pozwala wyraźniej zinterpretować funkcję prze­

noszenia H*\») jako nieliniową funkcję transmitancji układu 

nieliniowego.

Dla lepszego zilustrowania weźmy, jako przykład, układ

dwuwejściowy jak na rys.4.1. Jeżeli na wejścia tego układu

Rys.4.1. Układ trójotworowy opisany równaniem /4;15/ 

podamy sygnały

Ą _ jZlff ,t
10 (t) _ iU e 11 + — e 12

\ 1 2 2
/4.14/

Ą21 j2<f21t Ą j21ff22t
= —— e + —— e

2 2

gdzie liczby f^ >f»| 2*^21 *"^22 są niewspółmierne, to na wyjściu

otrzymamy sygnał postaci

•^l I^^^l 

12i+l22=k2

k.j ,k2=0

k^ +k2"^1

/li 112 121 322
= 11 =12 = 21 =22 

^kj+l^-1)^ n m m t 
11* 12’ 21’ 22’

»fJ2”f12J f21^f21»^22^^22 

lq2 121 122

i1 + ,+f22l22^t 
e =

/4.15/



- 65 -

T f Z \ j2l^f-^t j2l^f^ot
= )e + =1 2H1 ,o ^I2^e ■ +

= 21Ho^1 ^f2-p e + =22Ho^/f22^
j2<f22t 

e
J2lif21t

U2 H(2) (f f \ i (2) ( A 3^12+f2?t
■^11H2,o 2= 1 2=21H1,1 ^f12»f2Ve

1 A A A H0)ff f *f A^^^l 1+^ 1 2+^22^ 
2 =11=12=21n2,1 V11»I12»12V

przy czym, w ostatniej równości, wypisano tylko niektóre wy­

razy pokazujące sens fizyczny wielowymiarowych funkcji trans-
/ *1 A

Np. funkcja '(•) opisuje-klasyczną transmitancjęmitancji

liniową z wejścia pierwszego na wyjście; jest trans-
O • I

mitancją liniową z wejścia drugiego do wyjścia;Hy
4-< O

rep*

rezentuje wytwarzanie drugiej harmonicznej sygnału podawanego 

na wejście pierwsze; odpowiada za mieszanie częstotli-

wości sygnałów wejścia pierwszego i drugiego; odpowia­

da natomiast za mieszanie obu częstotliwości wejścia pierwsze­

go z jedną- częstotliwością wejścia drugiego itd...

Zauważymy, że istotne było założenie o niewspółmierności 

wszystkich częstotliwości f^ , gdyż inacżj, jak już wspomnia­

no, we wzorze /4.15/ składowe sygnału o danej częstotliwości 

byłyby sumą składowych o różnych rzędach/tak jak w rozdziale 

6.1/.
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4.3. Niektóre własności wielowymiarowych funkcji transmitancji.

Przytoczymy tu pewne własności nieliniowych funkcji tran- 

'smitancji które pozwolą lepiej zrozumieć ich interpre­

tację fizyczną oraz pozwalają, w pewnych przypadkach, na zmniej­

szenie ilości punktów częstotliwościowych do niezbędnego mi­

nimum określającego daną funkcję w sposób pełny;
Własność 1/ Funkcja Hkm^^ k (fq f,fn k ) jest

(m) (X * / 9 ’ n
sprzężona do funkcji Hk ,k (-f1,1,.;..;.,-fn>k ) .

Istotnie

(m)z x /4.16/

t k )e"^^ +'+^n’kn^n,^n^ =
n,kn' v

Stąd wnioskujemy, że wielowymiarowe funkcje transmitancji , 
H (m)<^ (•) można.obliczać tylko dla częstotliwości takich,

że 

■

a dla wszystkich pozostałych przyjmować wartość sprzężoną do 

wartości funkcji o argumentach przeciwnego znaku,
Np. dla funkcji dwuwymiarowej H^^(f^,f2) wystarczy oblicze­

nie jej dla półpłaszczyzny z brzegiem f^+fg^O /rys.4. 2/.
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Rys.4.2. Ograniczenie dziedziny obliczania funkcji dru­

giego rzędu .

Własność 2/ Funkcje (f 1 , 1;.. ,fn>k ) są

symetryczne względem argumentów o tych samych pierwszych in­

deksach.

Wiąże się to bezpośrednio z symetrią .odpowiadających 

im funkcji k -jk)względem odpowie­

dnich argumentów /rozdz.2.3, wzór /2.28/ i komentarz do niego/.

Własność ta pozwala na zwężenie dziedziny obliczania fun­

kcji do .takich częstotliwości, że

f €^f;Rm, f^^f^^*- ,k1 ’ * *’^n, fn,2$ ^^kj '

/4.18/
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Obszar ten, dla funkcji drugiego rzędu ilustruje

rys.4.3.

Rys.4.3. Symetria funkcji H-S2) (f. ,f J .
<- $ V | c.'

Własność 3/ Funkcje (f 1 , 1fn,k ) nie są

symetryczne względem argumentów różniących się pierwszymi in­

deksami.

Pokażemy to na przykładzie funkcji drugiego rzędu. Weźmy 

pod uwagę układ, jak na rys.4.4 składający się z dwóch elemen­

tów liniowych opisanych transmitancjami G^f) i G2(f) oraz ide­

alnych elementów,dodającego:i podnoszącego do kwadratu. Łatwo 

obliczyć, że

- /4.19/
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Rys.4.4. Układ objaśniający interpretację symetrii funkcji

drugiego rzędu.

G1 ^1,2^ G1 ^1,1 = H2fo^1,2*^1,1 ^7 /4.19/

co można zinterpretować jako możliwość zamiany miejscami źró­

deł C>1 (f i O-|(f1ł2) » 00 nie ■wpłynie na zmianę sygnału wyj-
(2) ściowego. Ten sam wniosek dotyczy H ' i o • 2,1’

Obliczmy teraz

H},1 (f1,1|f2,P " 2G1^f1,PG2^f2,1^ /4.20/

Gdyby ta funkcja była symetryczna musiałoby być, dla dowolnych 

f 1,1 1 f2,1

GAf1,?G2^f2,l) = G1^2, l)G2^1 ,l)l /4.21/

co nie musi zachodzić.Można to zinterpretować jako zmianę war­

tości sygnału wyjściowego przy zmianie miejscami źródeł (f^

i(j)2(f2 1) > gdyż kolejność argumentów funkcjii (*) uzależ­1,1
niono od pozycji tych źródeł.



Symetryzacja, proponowana czasami i stosowana przez auto­

rów piszących o sposobach obliczania nieliniowych funkcji tran-

mitdncji np 9,79,108 polegająca na znalezieniu funkcji

H>i,1^2,l) “ l{H1(,l(f1»1;f2,1^ + Hh1 ^2,1’^1,1^1

/4.22/ 

nie ma w tym wypadku żadnego uzasadnienia w interpretacji fizy­

cznej.

Własność 4/ Ograniczenie pasma częstotliwości przenoszenia 

układu elektronicznego.

Jest to własność nieliniowych funkcji transmitanćji opi­

sujących układ elektroniczny polegająca na tym, że dla niektó­

rych częstotliwości wartość ich modułu jest pomijalnie mała, 

lub znika zupełnie.

Wiadomo, że każdy układ elektroniczny pracuje przy ogra­

niczonych częstotliwościach wejściowych i wyjściowych. Załóżmy 

mianowicie, że dla każdego z n wejść ograniczamy pasmo częstot­

liwości sygnałów do wartości z przedziałów od f^ do f^// = 1,..n 

tzn.

/4.23/

Można to zinterpretować, jako brak na y-tym wejściu sygnału 

o częstotliwości spoza tego pasma lub jako ograniczenie zakre­

su częstotliwości sygnałów przez stopnie wejściowe danego ukła­

du elektronicznego, tak iż można uznać, że sygnały spoza tego 

przedziału nie wpływają na sposób pracy danego układu nielinio­

wego.
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Podobnie można ograniczyć pasmo częstotliwości sygnału 

wyjściowego dla danego wyjścia cń , co wiązać się może z ogra­

niczeniem tegoż pasma przez stopnie wyjściowe danego układu, 

bądź z tym, że częstotliwości spoza tego przedziału nas nie 

interesują

ffe{
74.24/

Zilustrujemy te rozważania przykładem jak na rys.4.b» 

gdzie poszczególne częstotliwości fy i mogą być częstotli­

wościami granicznymi- podukładów liniowych Gv(f) oraz i 

i0''’2 mogą być częstotliwościami granicznymi podukładów

y^(t)

Rys.4.b. Objaśnienie ograniczeń częstotliwości sygnałów 

wejściowych i wyjściowych układu nieliniowego.
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Na rys.4.6 przedstawiono interpretację powyższych rozwa­
żań dla funkcji H^^f^f^

Rys.4.6. Ilustracja ograniczenia dziedziny obliczania 

funkcji (f ;f2) ze względu na własności 

1,2 i 4.

Należy zauważyć, że wnioski tego punktu są różne od wyni­

ków w pracach 37,40,119 , gdzie definicję pasma częstotliwości 

przenoszenia układu liniowego stosowano do układów nieliniowych, 

czego robić nie wolno. Podano tam również, że moduł wielowy­
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miarowych funkcji transmitancji /dla układu jednowejściowego/

.. . »^m) ^est Parzysty ze względu na każdą zmienną, co 

można zapisać

/4.25/

W ogólnym przypadku równość ta, pozwalająca jeszcze bar­

dziej ograniczyć dziedzinę obliczania funkcji /jeśli

interesuje nas tylko jej moduł - co się często zdarza/, nie 

zachodzi. Ilustruje to przykład jak na rys,4.7, gdzie mamy do 

czynienia z układem nieliniowym podnoszącym do kwadratu i dwoma

Rys.4.7. UkładL ilustrujący niepoprawność wzoru /4.25/.

układami liniowymi o transmitancjach G^f) i G2(f). Łatwo obli­

czyć, że

= G^G, (f2)G2(fi+f2) /4.26/

oraz

H2Z,Cf1>-f2)= /4.27/

i gdyby było
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/4.28/

byłoby też

/4.29/

co nie musi zachodzić.

Podsumowując rozdział czwarty możemy stwierdzić, że:

- stosując do wyprowadzonych w rozdziale trzecim zależności 

wielowymiarową transformatę Fouriera uzyskuje się postać 

uogólnionego szeregu Yolterry w dziedzinie częstotliwości 

/4.8/,

- uzyskane wielowymiarowe funkcje transmitancji mają prostą 

interpretację fizyczną - /4.9/,

- pokazane, istotne własności nieliniowych funkcji transmitan- 

cji umożliwiają ograniczenie dziedziny ich obliczania do 

części wspólnej zbiorów /4.17/,/4.18/,/4.23/ i /4.24/. Jak 

się okaże w rozdziale piątym, częściowa symetria nieliniowych

funkcji transmitancji, ma znaczenie zasadnicze,

- podawana w literaturze / 37,40,119 / zależność /4.25/ nie

jest w ogólnym przypadku słuszna.
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5. OBLICZANIE NIELINIOWYCH FUNKCJI TRANSMITANCJI UKŁADÓW

ELEKTRONICZNYCH.

5.1. Metoda potencjałów węzłowych obliczania nieliniowych

funkcji transmitancji.

Do obliczania nieliniowych funkcji transmitancji układu 

elektronicznego zastosujemy metodę potencjałów węzłowych. Niech 

y (t) = [y^ (t) ,.. ♦yn(tj] oznacza wektor potencjałów węzłowych, 

a (f(t) = (t) ,.. T wektor wymuszeń prądomotorycznych,

gdzie n+1 jest ilością węzłów układu /rys.5.1/.

Rys.5.1. Ogólny schemat zastępczy układu elektronicznego

stosowany do obliczania nieliniowych funkcji 

transmitancji.
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Niech L będzie operatorem liniowym różniczkowo-całkowym 

w postaci macierzy, która odpowiada nieosobliwej /zakładamy 

istnienie L"1/ macierzy admitancyjnej Y(f) układu linearyzowa- 

nego. Załóżmy dalej, że nieliniowy układ elektroniczny da się 

opisać równaniem
t

Ly(t) . ip(t) - sg(y(*)) - gi(y(^) dt -

-co

gdzie gg(’) fg}/6) i gc(e) funkcjami nieliniowymi, które 

odpowiadają nieliniowej konduktancji, indukcyjności i pojemno­

ści. Ponadto spełniają one warunek

|| g. (yC^H 
lim ---- —L = o, /5.2/

||y||-»° lly(t)l|

tzn. nie zawierają części liniowych, które włączono do L.

Jak można zauważyć równanie to jest uproszczone w stosunku 

do /3.3/» ale mimo to opisać nim można szeroką klasę układów 

elektronicznych /zakładamy tu, że układ nie zawiera elementów 

nieliniowych o opisie mieszanym tzn. np. konduktancyjno-pojem- 

nościowych, których prąd wyraża się wzorem i=au^«du2/dt, gdzie 
* 

u^ i u2 są napięciami na różnych gałęziach układu/.

Stosując do /5.1/ transformatę Fouriera oznaczoną przez 

otrzymamy

= $(i) +

/5.3/
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gdzie Y (f) = ■ y (t) j 1
$(f)

Dalej, do każdej funkcji g (•) ,g_(*) » zastosu-jemy& V
rozwinięcie Taylora /zakładamy, że ono istnieje/ w postaci

gdzie D^ \*) oraz działanie m zdefiniowano w rozd. 3,1 /wzory 

/3.8/ i /3.9//.

Podstawmy do /5«5/ y(t) w postaci /4*13/ oraz

gdzie wszystkie fgę niewspółmierne.

W tak otrzymanym równaniu porównajmy ze sobą składniki 

tych samych rzędów względem poszczególnych składowych wektora 

y(t) i o tych samych częstotliwościach, coda:

- dla funkcji pierwszego rzędu
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= ) /5.6a/

// =1,2,,, ,N

^»1,2,..,Mp

skąd 

/5‘6b/

- dla funkcji drugiego rzędu

/5.7»/

_<D . .* o..1^.o(fy,ę7|

, 1/=1,2,..,N,

/5.7D/

/aoLlyO^F,^) * Ho^yo^k), . .

^,M=1,2,..,N,

='i > 2,.. ,M Vj

^=T»2,..,M 1
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gdzie wprowadzono oznaczenie

tP&f) = * J2to<n(gc(.)), /5.8/

✓ 
- dla funkcji trzeciego rzędu

—ĄCfy,^Vfiu .o (f^2 )*

-zĄ^g.Ą,^ f?W j,

=1,2t••,N;

^2 +f^3)X 

, •zv'

- ’fH°(--1ro(f^3) +

j V =1» 2, • •, N ; |/4^ ; ^^^ = 1,2,.. ,Mp,; J^=1,2, . . ,M^
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-r1 )x

*z^’^{H C ’(,) ’'<5-’ Of,}-

=1»2,..,H,

/?<£, 

^=1.2....!^,

“'.2.--.M£

ixd.•.

W ostatnich wzorach wprowadzono oznaczenie
m

W ten sposób uzyskuje się wybranie wszystkich iloczynów funkcji 

H^G), które oddziaływając na siebie w elementach nieliniowych, 

dadzą sygnał o częstotliwości f . - + fn c + ,.. + fp - .
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Na przykład

G£(5){h.(2)(.)^ = /5.11/

S(”0 /5.12/

" ^oT. 2p . O ■ 1r O G) +

+KT. v. i? o A;f ?,?3)<! iK. o (fĄ $Ji *

V . i2.0•f\ iy. O fe,i

^<7;
Powyższa zależność jest odpowiednikiem symetryzacji wpro­

wadzanej przez różnych autorów,np.9,79,108,piszących na temat ob­

liczania nieliniowych funkcji transmitancji. Symetryzacja ta po­

lega na obliczaniu średniej arytmetycznej wszystkich iloczynów 

funkcji, dających częstotliwość wypadkową będącą sumą argumentów 

obliczanej nieliniowej funkcji transmitancji, przy czym sumowa­

nie zachodzi po wszystkich możliwych przestawieniach częstotli­

wości składowych. Tak opisana symetryzacja i wzór /5.10/ dadzą 

ten.sam wynik w przypadku układów jednowejściowych. Natomiast 

dla układów wielowejściowych wynik byłby niepoprawny. Na przy­

kład wzór /5.11/ wyglądałby następująco
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h(2) 1r0 hs *'°1- • v } 4

1r o (w Y6 ■

Widać, że ostatnia zależność nie będzie poprawna, ~~co wiąże 

się z własnością nieliniowych funkcji transmitanćji przedsta­

wioną w rozdziale 4.3 /wzór /4.22/ i uwaga o nim/.

Równania /5.6/ do /5.10/ pokazują, że analiza układu nieli- 

niowegoy oparta na obliczaniu nieliniowych funkcji transmi- 

tancji,polega na wielokrotnym rozwiązywaniu równań liniowych, 

co niewątpliwie jest jej zaletą. Równania te pokazują także, 

że przy obliczaniu nieliniowych funkcji transmitanćj! wyższych 

rzędów złożoność wyrażeń wzrasta tak, że stają się one trudne 

do interpretacji, a ich obliczanie zaczyna być uciążliwe. Jest 

to bezpośrednią przyczyną faktu, że obliczeń tych nie przepro­

wadza się w praktyce dla'funkcji wyższego rzędu niż trzeci, np. 

20,103 , co powoduje, ża modelem układu elektronicznego

staje się wielomian, a nie szereg Yolterry. W niniejszej pracy 

obliczono również funkcje rzędu czwartego i piątego, co pozwo.- 

liło na wyciągnięcie pewnych ogólniejszych wniosków /rozdz.7/.

Kończąc ten rozdział warto zauważyć, że podobne rozważa­

nia można by przeprowadzić interpretując y(t) w /3.3/ jako 

wektor prądów Oczkowych czy wektor stanu^bądź inny zespół zmień-* 

nych opisujących układ elektroniczny. Należałoby wtedy oczywiście 

odpowiednio inaczej zinterpretować pozostałe wielkości w rów­

naniu /5.1/.
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5.1.1. Programy komputerowe WIVO i VCLT obliczania nieliniowych

funkcji transmitancji.

Metodę obliczania nieliniowych funkcji transmitancji we­

dług sposobu pokazanego w rozdz.5.1 zrealizowano w programach 

komputerowych WIVO i VOLT 111,112 . Pierwszy z nich umożliwia 
obliczanie funkcji H^(’) do piątego rzędu włącznie dla dwóch 

źródeł sygnału, a drugi pozwala obliczać te funkcje do trzecie­

go rzędu dla trzech źródeł sygnału.

Ogólny schemat algorytmu obu programów przedstawia rys.5.2

/szczegółowy opis algorytmu znaleźć można w 112 /.

Pierwszą procedurą obu programów jest czytanie danych o 

układzie. Przeczytane w niej zostają dane dotyczące elementów 

nieliniowych i liniowych, struktury sieci, częstotliwości, dla 

których dokonać należy analizy układu oraz listy funkcji 

które mają być obliczane. Numeruje się je w obu programach in­

deksem L /w programie VOLT przy trzech wymuszeniach możliwych 

jest do obliczenia 45, a w programie WIVO przy dwóch wymuszeniach 

65 różnych funkcji

Zaznaczone na rys.5.2 procedury wstępne obejmują takie 

czynności jak znalezienie, na podstawie danych, ilości węzłów 

układu i ustalenie węzła odniesienia. Ze względu na to, że pro­

gramy wykorzystują metodę macierzy rzadkich rozwiązywania układu 

równań liniowych, dokonuje się tu również ułożenia wektorów za­

pamiętujących strukturę macierzy admitancyjnej układu, tzn. po­

łożenie jej elementów nieliniowych. Wykorzystano do tego celu 

tzw. metodę łańcuchową 27 . Na procedury wstępne składa się 

również podprogram optymalnego przenumerowania węzłów układu
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zaczerpnięty z 11,19 ,którego celem jest minimalizacja ilości

elementów niezerowych macierzy admitancyjnej Y(f), a co za tym 

idzie, skrócenie czasu działania programów.

W dalszej części programów układa się część rzeczywistą 

macierzy Y(f). Następnie ustala się częstotliwości poszczególnych 

źródeł sygnału /w programie WIVO instrukcje związane z F5 - rys. 

5.2 - nie występują/. Zwiększywszy indeks numeru funkcji L spraw­

dza się,czy funkcję tę należy obliczać i jeżeli tak, to dla da­

nego L oblicza się częstotliwość wypadkową dla funkcji H^V) jako 

sumę jej argumentów oraz /jeżeli dana funkcja H^(e)nie jest aku­

rat funkcją liniową/ ustala się wymuszenie zgodnie ze wzora­

mi /5.7/ do /5.11/, co jest najważniejszą procedurą obu progra­

mów. Nie dokonuje się jednak tego dokładnie jak podano w tych 

zależnościach, gdyż nie opłaca się układać macierzy oraz 

wektąrów YxYm...*Y jako wymagających dużej pamięci komputera, 

a wykonuje się to przez bezpośrednie obliczanie składowych 

wektora DW(«)YmYm. . ,xY 112 .

Jak widać ze wzorów /5.7/ - /5.11/ do ustalenia wektora

•) niezbędna jest znajomość poprzednio obliczonych wektorów 

HW(*) niższych rzędów. Aby zapamiętać, które z funkcji Hl J( •) , w 

oddziaływaniu na siebie w elementach nieliniowych, dadzą składo- 
> * f

wą o częstotliwości obliczanej właśnie funkcji o numerze L, w 

programie WIVO użyto roboczego zbioru dyskowego otwartego do 

czytania. W programie VOLT, ze względu na mniejszą ilość oblicza­

nych funkcji H(’v ) » wykorzystuje się do tego celu pamięć opera­

cyjną, co z kolei przyspiesza przebieg programu w/stosunku do 

metody poprzedniej.
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W następnej części programów dokonuje się, dla obliczonej 

już poprzednio częstotliwości f, ułożenia części urojonej ma­

cierzy Y(f), a następnie rozwiązuje liniowy układ równań

= !??(•)

będący odpowiednikiem wzorów /5.6/ - /5.11/. W programach wy­

korzystano, do rozwiązywania liniowego układu równań^algęrytm 
* z r i yCroutayrozkładu na czynniki trójkątne 27,30 LU o dużej szybko­

ści działania.

W dalszej części programów sprawdza się, czy. obliczono 

już wszystkie żądane funkcje i jeżeli nie, to oblicza się 

następne, a jeżeli tak, to sprawdza się, czy wyczerpano listę 

punktów częstotliwościowych sygnałów wejściowych. W przypadku 

jej niewyczerpania następuje podstawienie kolejnej częstotli­

wości danego źródła sygnału i ponowna analiza układu.

W programach przewidziano również możliwość, po zakończe­

niu jednej analizy, zmian prawie wszystkich parametrów układu 

i powtórzenia jego analizy.

5.1.2. Model układu elektronicznego dostosowany do analizy

programami WIV0 i VOLT.

Jak już wcześniej zaznaczono, aby zanalizować układ ele­

ktroniczny metodą proponowaną w rozdz.3.1 powinien on dać się 

opisać równaniem /5.1/ /lub /5.3//, gdzie założono nieosobli- 

wość macierzy Y(f) /istnienie operatora L /; Należy tu zazna­

czyć, że model układu elektronicznego powinien być słuszny dla 

szerokiego pasma częstotliwości włączając częstotliwość zerową
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/gdy oblicza, się np. funkcję częstotliwość wypadkowa
wynosi zero, a gdy obliczamy H^Yf,f,f,f,f), to częstotliwość 

wypadkowa wynosi bf/.

Lista elementów układu elektronicznego akceptowana "przez 

programy WITO i VOLT jest następująca:

a/ elementy liniowe /rys.5.3/:

Rys.5o3. Elementy liniowe wykorzystane w programach

WIVO i VOLT.

1/ konduktancje liniowe opisane równaniem

ig = G»g, /5.13/

2/ kondensatory liniowe opisane równaniem

io “ /5.14/

3/ indukcyjności liniowe opisane zależnością 
t

h-lWh /5.15/
— CD

4/ źródła prądowe sterowane napięciem opisane zależnością

i„ = G u„ . z m s ‘ /5.16/
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5/ autonomiczne źródło prądowe jako źródło sygnału harmonicz­

nego,

b/ elementy nieliniowe /rys.5.4/ - dla programu VOLT podane 

poniżej wielomiany obcina się do trzech wyrazów; spos’ób 

uzyskania poniższych zależności dla kilku przypadków elemen­

tów nieliniowych podaje dodatek A - :

6/ konduktancje nieliniowe o równaniu

ign = Gug ł G2ug + * G4ug + G5ug ’ /5i17/

Rys.5.4. Elementy nieliniowe używane w programacn

WIVO i VOLT.

7/ pojemności nieliniowe opisane zależnością

1^ = $TlCUn + C9U^ + CXU! + C.uJ + C^] 
cn dt \ c 2 c 9 c 4 c 5 c / r 75.18/

8/ indukcyjności nieliniowe opisane wzorem 20,25

2 3+ I>2ui + D^u^ 4 ,+ D4U1 + D5u’Ut , 75.19/

9/ źródła prądowe sterowane dwoma napięciami o równaniu
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i+j^S
" ) ^ljus1UB2 /5.2O/

i7>o 
i+ni

Programy akceptują, również takie elementy jak złącze pół­

przewodnikowe, czy złącze Zenera, ale należy mieć świadomość, 

że elementy te zostaną zawsze zastąpione modelami zgodnymi ze 

wzorami /5;17/ - /5i2O/.

Jeżeli w danym układzie elektronicznym występują inne ele­

menty, nie przedstawione wyżej, to należy starać się o ich zas­

tąpienie elementami tu opisanymi np, transformator zastępuje się 

kilkoma indukcyjnościami, z których część ma wartość ujemną 47,48 

itp.

5.2. Metoda transmitancji układu linearyzowanego obliczania nie­

liniowych funkcji transmitancji.

W pracy 17 zaproponowano metodę obliczania nieliniowych 
i 

funkcji transmitancji wykorzystującą opis układu liniowych fun­

kcji transmitancji zmiennej s. Metodę tę wykorzystano do analizy 

układów jednowejściowych.

Koncepcję opisu układu w postaci symbolicznej wykorzystamy 
*

i tu, stosując ją do opracowania nowej metody obliczania nieli- 

niowych funkcji transmitancji umożliwiającej analizę układów 

wielootworowych.

Postąpimy jak poprzednio wydzielając z układu nieliniowego 

część liniową wraz z linearyzcwanymi elementami nieliniowymi. 

Wyodrębnimy również otwory wejściowe, wyjściowe oraz elementy 

nieliniowe /rys.5.5/.

Załóżmy dalej, że znamy opis układu linearyzowanego w posta­

ci macierzy napięciowo-prądowych odpowiedzi impulsowych:
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Rys.5.5. Ogólny schemat zastępczy układu elektronicznego 

do obliczania nieliniowych funkcji transmitancji 

metodą transmitancji układu linearyzcwanego.

- z^JT) o wymiarze i*l, której składowe -opisują .odpowiedzi impul­

sowe na wyjściach układu, gdy pobudzane są jego wejścia,

- z^n(T) o wymiarze i*p, składającej się z odpowiedzi impulsowych 

na elementach nieliniowych, gdy pobudzane są wejścia układu, 

- z o wymiarze p*l odpowiedzi impulsowych na wyjściach układu^ 

gdy pobudzenia podano na wrota elementów nieliniowych,

- z^t) o wymiarze pyp odpowiedzi impuls owych na elementach nie­

liniowych, gdy pobudzane są wrota elementów nieliniowych.

Przyjmując, że każde napięcie na elemencie nieliniowym moż­

na przedstawić w postaci szeregu Yolterry /4.13/ oraz zakładając, 

że wymuszenia mają postać

1
7

j2f fy .t 
e *9 /5.21/
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gdzie są niewspółmierne, będziemy mieli

ky 75.22/

i podobnie dla napięć wyjściowych

k> /5.23/

OC =1,2,..,1.

Przy tych założeniach spełnione będą rówhania

t

- oo

I5.2M

/5.25/

-00

/5O26/
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określono jak w /5.1/, z tym, że ichgdzie 'g <•) tg^*) »gc(«) 
O

argumentem jest tu u(t) , a nie y(t) , a v ^(t) oznacza skład-
—# — . (4)

nik rzędu pierwszego z /5.23/. Poza tym v(t)=v(t)-v (t) i podo­

bnie rzecz się ma z /5.22/ i /5.25/ oraz /5.27/.

Podstawiając /5.21/ - /5.23/ do /5.24/ - /5.27/ oraz,we 

wszystkich równaniach,porównując składniki o tych samych rzę­

dach, a co za tym idzie, o tych samych czynnikach exp(.j2lfft ) 

oraz stosując przekształcenie Fouriera /przez Zio(f) oznaczymy 

transformatę Fouriera - i podobnie pozostałe macierze/

otrzymamy 

- dla funkcji rzędu pierwszego

- 210^) /5.28a/

/5.28b/

V “ 1,2, • • , i ?

ę =1,2,..,^

- dla funkcji drugiego, rzędu /napiszemy tu tylko jedną/
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;fup’ /5.29b/

gdzie

K°-• V» ^P"^- • \ ■ o /5;29c/

V =1,2,..,ij

?< Ó 
^= l ,2,. . ,M^5 

^=1,2,..,M^

- dla funkcji trzeciego rzędu /również wypiszemy tu tylko jedną

funkcję/

.- Z5’**7

/5.30b/

X1F . 1?. 1£,o(^51 1%^,

gdzie

z*Ko.. V .o(f /5a^0cf
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/5.30c/
t 2f • • ,Mj/;

ik a1»2» • • »M7>
f3-1,2,..,M£,

Symbole D^0, A^ V*) i zdefiniowano wcześniej -

Opuścimy wypisywanie funkcji wyższych rzędów. Nadmienimy 

tylko, że w ogólnym przypadku

u
k^,••,k^ 1,1 fl,k. /5.31a/

1

ik-j + .+k ?m

-no
P=1 k.W

r(m)
fi,k1

oraz
-^(m) 
Kk... k. /5.31W

jCm) ( 
k1”-kn-nn

P«1 ^0 
k^+.+k^ m

i ’

gdzie

,k^i ,P- *• •»• • -^,0 -I|^( j,

/5.31c/

a YG) jest pewną funkcją, której argumentami są wielowymia­

rowe funkcje transmitancji K^t’) do rzędu m-1 Włącznie, przy 

czym każdy składnik Y*) zawiera iloczyn takich funkcji, że. suma 
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ich rzędów względem każdej składowej ^(t) wektora lf(t) wynosi 
odpowiednio k^. Należy również zauważyć, że TO zawiera wszystkie 

składniki będące iloczynami takich funkcji, że ich wypadkowa czę­

stotliwość jest równa f^ ^+.. ,+f^_^ .

Na zakończenie warto podkreślić, że przytoczone wzory słu­

szne będą też przy innej interpretacji zc.(«) . Na przykład mogą 

one opisywać transmitancje prądowo-napięciowe, ale wtedy również 

wymuszenia należy zastąpić źródłami sił elektromotorycznych, ele­

menty nieliniowe opisać zależnościami u=z^i) zamiast i=g(u), 

a odpowiedź układu będzie prądem którejś z gałęzi układu.

5.2.1.Realizacja programowa metody transmitancji układu lineary- 

zcwanego.

Stosując sposób obliczania nieliniowych funkcji transmitan- 

cji podany w rozdz.5.2 napisano program komputerowy VITC /szcze­

gółowy algorytm prezentuje 113 /.

Danymi wejściowymi tego programu są macierze Zio(f),ZnQ(f), 

Z^(f) i Znn(f) o składowych w postaci funkcji wymiernych do 

trzydziestego stopnia /muszą one być obliczone innym programem/, 

a obliczenia przebiegają zgodnie ze wzorami /5.28/ - /5.3O/ i nie 

wymagają stosowania tak dużego aparatu metod numerycznych jak pro- « 
gramy z rozdz.5«1.1»

Program VITO oblicza funkcje H^*) do piątego rzędu włącznie 

dla układu pięciowejściowego o jednym wyjściu. W przypadku ukła­

dów wielowyjściowych należy zastosować analizę wielokrotną dla 

każdego wyjścia osobno.

Podobnie jak w programach opisanych w rozdz.5.1.1 wektora 
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1%) nie oblicza się korzystając z ogólnych zależności, co wyma­

gałoby m.in. układania macierzy lecz przez bezpośrednie

obliczanie składowych wektora ) pochodzących od poszczególnych 

nieliniowości, co skraca czas obliczeń i zmniejsza niezbędny ob­

szar pamięci operacyjnej komputera.

Rezultaty tego rozdziału można sformułować następująco:

- podano dwie metody obliczania nieliniowych funkcji transmitan- 

cji dla wielootworowych, nieliniowych układów elektronicznych,

- wykazano, że własność tylko częściowej symetrii nieliniowych 

funkcji transmitanćj! /rozdz.4.3/ zmienia w sposób istotny 

/wzory /5.11/ i /5.12// metodę analizy układów wielootworowych 

w porównaniu do układów jednowejściowych,

- prezentując oba sposoby obliczania nieliniowych funkcji trans- 
mitancji użyto operatorów D^G), A^G)i Gf G) niespotkanych przez 

autora w znanej mu literaturze, a ułatwiających opis formalny 

obu metod,

- sposób obliczania nieliniowych funkcji transmitancji metodą 

potencjałów węzłowych podaną w rozdz.5.1 zrealizowano w pro­

gramach komputerowych WIVO i VOLT. Natomiast metoda zapropono­

wana przez autora w rozdz.5.2 została wykorzystana do napisa­

nia programu o symbolicznej nazwie VITO.
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6.PRZYKŁADY ANALIZY STANU USTALONEGO NIELINIOWYCH UKŁADÓW 

ELEKTRONICZNYCH METODĄ SZEREGÓW YOLTERRY.

Poniżej przedstawiono wyniki analizy trzech układów wiel­

kiej częstotliwości za pomocą szeregu Yolterry wykorzystując 

do tego celu przedstawione w rozdziale 5.2 programy kompute­

rowe. W analizie zastosowano modele elementów biernych o war­

tościach parametrów określonych na podstawie pomiarów. Parametry 

modeli zastępczych tranzystorów zidentyfikowano na podstawie da­

nych katalogowych i pomiarowych wykorzystując metody podane w -)08

Wyniki analizy numerycznej porównano, -w większości przypad­

ków, z wynikami pomiarów nieliniowych funkcji transmitancji do­

konanymi według sposobu opisanego poniżej.

6.1. Bezpośredni sposób pomiaru nieliniowych funkcji trans­

mitanc j i.

Zajmiemy się bezpośrednią metodą częstotliwościową pomia­

ru nieliniowych funkcji transmitancji pomijając metody czasowe 

65,91 .

Jak pokazano w rozdziale 4.2 odpowiedź układu nieliniowego 

na wymuszenie

są niewspółmierne,ma postaćgdzie wszystkie
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kp

x j2<(EE kcf^t 
)e P ę >> ? 

/6.2/

=l,2,..,n .

W tym wypadku pomiar odpowiedniej funkcji (f^ ^9^

f polega na pomiarze składowej sygnału yoc(t) /uw- 

zględniając współczynnik b(‘) / o częstotliwości będącej sumą 

jej argumentów, co jest bezpośrednim wynikiem .interpretacji 

fizycznej tej funkcji.

W rzeczywistości jednak, sprawa ta nie jest taka prosra, 

gdyż wymuszenie w postaci /6.1/ w praktyce nie występuje. Naj­

częściej stosowany, harmoniczny sygnał pomiarowy ma postać

/6.3/

a tu f i -f są wymiernie zależne.

Problem ten można jednak rozwiązać. Wyjaśnimy xo na przy­

kładzie układu dwuwejściowego o jednym wyjściu.

Niech wymuszenie w tym przypadku ma postać

1/ 1ł
'fi “ z(=1,1e

1 / 1 2ł A* 
= 1,2 /6.4/

, -j2*
= 2,1e

i przypuśćmy, że chcemy zmierzyć funkcję ^1,1*^1 2’^2 1
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Amplituda składowej sygnału y (t) takiego układu o częstot­

liwości f1 1+f1 2+f2,1 b?dzie wynosić

SCfiti+fl,2+f2,l) = ^H2^1 ^f1,1’f1,2;f2,l)=1,1 = 1,2=2,1 * /6»5/

* JH4J ^1,1»f1,2»f1,2»”f1,2’f2,l)^1,1^1,2=*,2=2,1 +

+ §H2^3^1,1 *^1,2*^2,1’^2, 1 *”^2, l) = 1,1 = 1,2=2,1=2,1 +•••••

Jak widać mierząc tą składową uzyskamy informację o 

sumie pewnego szeregu, a nie interesującej nas funkcji. Zauwa­

żymy jednak, że tylko pierwszy składnik we wzorze /6.5/ jest 

rzędu trzeciego, a pozostałe rzędu piątego i wyższych. Można 

więc dobrać tak amplitudy Ą. .,A. o i Ao . . żeby składniki 

wyższych rzędów niż trzeci były pomijalnie małe /tw.3.2/. Można 

wtedy napisać

2Kl+f1,2+f2,l) “ iH2,Af1,1’f1,2»f2, ^=1,1 = 1,2^2, V Z6’6/ 

tak więc pomiar składowej o częstotliwości f^ ^+f^ 2+^2 1 Przy 

dostatecznie małych amplitudach A^ , Ą-j 2 1 -2 1 P°zwoli 
wyznaczyć, z dowolnie małym błędem, funkcję Hp^f^ ^,f^ 2»f2

W praktyce pomiary w tym przypadku /ogólniej jest to po­

miar funkcji H^^dla której występują składowe o tej samej 

częstotliwości wyższych rzędów/ przeprowadzamy następująco: 

- budujemy układ pomiarowy jak na rys.6.1,
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- dobieramy tak amplitudy generatorów 2 i A2 i> żeby

mierzona. składowa sygnału y(t) o częstotliwości f1 i+fi,2*

1 , cp pozwoli za­

łożyć poprawność wzoru /6.6/. W. przypadku braku tej propor­

cjonalności należy sądzić, że składowe wyższych rzędów w /6.5/

+f2 była proporcjonalna do

odgrywają znaczącą rolę i należy zmniejszyć amplitudy wymu­

szeń ,

- obliczyć

iH2^1^1,1,f1,2»f2,l)“
S(f1t1*f1t2*f2,l)

=1,1=1,2=2,1

Rys.6.1. Układ do pomiaru nieliniowej funkcji transmitancji 
H2^f1,1*f1,2’f2,l) /Gi “ generatory, T - tłu­

miki regulowane, VS - woltomierz selektywny/
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Zastanówmy się jeszcze, jak zmierzyć np. wartość funkcji

(f 1 /ogólniej chodzi o pomiar fun­

kcji, której częstotliwość wypadkowa pokrywa się z częstotli­

wością funkcji niższego rzędu/. Wyodrębnienie składnika szere­

gu /6,5Ą zawierającego tę funkcję nie jest na ogół możliwe, 

a więc pomiar składowej sygnału wyjściowego o tej częstotli­

wości nic nie da. 
/

Proponujemy postąpić następująco:

- do układu z rys.6.1 dołączyć dodatkowy generator o częstot­

liwości f 1* ^△f 1,1 1 amplitudzie A',1?

- zmierzyć składową sygnału wyjściowego y(t) o częstotliwości 

f1,l+^,1+^,2+f2,1-fi,1=f1,1-^1,1+f1,2^ ’ dobierając 

tak amplitudy wszystkich czterech generatorów, aby sygnał o 

tej częstotliwości był proporcjonalny do 2=2 1 ’

- wyznaczyć

/6.8/

- powyższe trzy punkty powtórzyć dla częstotliwości generato­

ra dodatkowego f^ = f^1-^f1^ i wyznaczyć

^^(f^i^i, v“f1,1»fi,2»fZ,l) /6.9/

C ^l , l^^l y l^l , 2*^ 2, 1 
^1,l(£l,1^1,2=2,1
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/wzory ostatnie są poprawne, gdyż w zależności analogicznej 

do /6.5/ na u(fq ^Af-j i+fi 2+f2 1^ funkcie Piątego rzędu 

z równań /6.8/ i /6.9/ są składnikami najniższych rzędów/, 
(5) /- zakładając ciągłość funkcji.,1(f1,q, f-| 2,f2 1

możemy interpolować

1,1’f1,1 *,1 *f1,2’^2,1) /6.10/

1- m j C f -f f 1,1łl1,1» 11,1»I1,2» 

1,1*f1,1’“f1,1»f1,2»

Interpolacja ta będzie lepsza, gdy Afbędzie małe, co zmu­

sza do korzystania z miernika o dużej selektywności. Trudno 

jednak określić jakie powinno być Af 1 aby popełniany błąd

był dostatecznie mały.

Kontynuując podobne rozważania dla funkcji wyższych rzędów, 

w których następuje kompensacja częstotliwości składowych docho­

dzi się do wniosku, że na każdą parę częstotliwości kompensują­

cych się należy użyć, w pokazanej metodzie pomiarowej, dodat­

kowego generatora.

Poza przedstawionymi, bezpośrednimi, metodami pomiarowymi 

nieliniowych funkcji transmitancji istnieją również metody po­

średnie wykorzystujące sygnały zmodulowane. Np. pomiar współ­

czynnika modulacji skrośnej odbiornika radiowego pozwala na 

określenie nieliniowej funkcji transmitancji postaci Hk>(f^,f2» 

-f2) /dodatek B/. W niniejszej pracy takich metod jednak nie 

wykorzystano i dlatego Ich opis pominiemy.

W powyższych rozważaniach zakładano możliwość pomiaru wiel­

kości U(‘) jako wielkości zespolonej. Ze względu na to, że jest 



- 105 -

to trudne, mierzy się zazwyczaj tylko moduł U(-) , a 

w konsekwencji nie wyznacza się wartości funkcji , a jej 

moduł, co w wielu praktycznych przypadkach jest wystarczające.

Prezentowane w dalszej części tego rozdziału wyniki'pomia­

rów, .uzyskane opisanymi metodami, są obarczone błędem mniej­
szym niż IdB, z wyjątkiem funkc ji |h $ (f 1 ,f2,-f2)| , dla której* 

błąd ten oszacowano na 4dB.

W rozdziale tym nie dyskutowano szerzej rozbieżności wyni­

ków pomiarów i obliczeń, gdyż ich przyczyny omówiono dokładnie 

w rozdziale 7.

6.2. Wzmacniacz selektywny.

Pierwszym przykładem zastosowania szeregu Volterry do ana­

lizy nieliniowych układów elektronicznych będzie prosty wzmac­

niacz selektywny nastrojony na częstotliwość fo=2O0kHz, które­

go schemat ideowy pokazano na rys.6.2.

Rys.6.2. Schemat ideowy wzmacniacza selektywnego.

Wszystkich pomiarów dokonano w układzie z rys.6.5.

Dla celów analizy numerycznej wzmacniacz wraz z generato­

rami i obciążeniem /woltomierz selektywny/ zastąpiono układem



z rys.6.4. Zastosowano model tranzystora słuszny przy założe­

niu, że pracuje on w obszarze aktywnym.

Rys.6.3. Układ pomiarowy wzmacniacza z rys6.2. /g^ - ge­

neratory, - tłumiki regulowane, W -układ ba­

dany, VS - woltomierz selektywny/.

Wartości elementów schematu zastępczego wzmacniacza poda-

je tablica 6,i

Rys.6.4. Układ zastępczy wzmacniacza z rys;6;2.

Jak widać przyjęto tu uproszczony model zastępczy tran­

zystora, ograniczając się do jednej konduktancji nieliniowej, 

jednej pojemności nieliniowej i nieliniowego źródła prądowego 

sterowanego jednym napięciem. Sposób obliczania współczynników 

wielomianów opisujących elementy nieliniowe podaje dodatek A.
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Tablica 6.1.

Wartości elementów układu z rys.6.4.

Elementy liniowe:

R1 100 IŁ R9 7511

R2 100 IŁ ^1 3011

R3 25 IŁ 10nF

R4 75 IŁ CT1 0.4pF

R5 2.2kIŁ L1 42.12^

R6 10kIŁ L2 21.2^

R7 2.2kIŁ L3 . -u.yn

R8 7511 *

El ementy nieliniowe:

i « 7,8*10~4ub+ 1,52»10~2u2 + 0,198ub + 1,93u4 + 15,1u$

ic“ TE ^4,6.10“12ub - 4,6*10”Wu2 + 5,58»1O“$ub + 

- 5,34*1O~8ub + 4,17*10“7u^)

ib= 3,8’10~2ub+ 0,745u2 + 9,69u^ + 94,4u4 + 736,8u^ 

___________________________________________________________________
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6.2.1. Szacowanie promienia zbieżności szeregu Yolterry repre­

zentującego odpowiedź wzmacniacza selektywnego.

Przy szacowaniu promienia zbieżności szeregu Yolterry 

korzystać będziemy z twierdzeń 5.5 i 3.6. Rozumowanie popro- 
r

wadzimy w sposób następujący:

a/ zauważymy, że główną nieliniowością wzmacniacza w zakresie 

interesujących nas częstotliwości /50 - 2000kHz/ jest konduk- 

tancja nieliniowa GN1 i źródło prądowe sterowane napięciem 

i. /rys.6.4/. Pominiemy natomiast nieliniową pojemność CN1. 

Nie popełnimy też dużego błędu, jeżeli pominiemy kondensator 

CT1, co spowoduje, że na mocy tw.3.6 nie będziemy musieli uw­

zględniać źródła prądowego i,, u
b/ przyjmiemy, że interesuje nas odpowiedź układu w stanie 

ustalonym na pobudzenie przebiegiem ciągłym i okresowym o czę­

stotliwości fo=2OOkHz.

c/ przyjmiemy, że układ pobudzany jest przez źródło prądowe 

o wydajności ^)(t) bezpośrednio na bazę idealną tranzystora 

tak, jak na rys.6.5.

Rys.6.5.Uproszczony układ zastępczy wzmacniacza do obli­

czania promienia zbieżności szeregu Yolterry.

d/ ze względu na założenia o ^(t) przyjęte ni punktach b/ i c/
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mamy t

/6.11/

-od

skąd, jeżeli część linearyzowaną układu opiszemy równaniem

/6.12/Ły(t) =

/6.13/

h(T) znajdziemy jako transformatę odwrotną impedancji lineary-

zowanej Z /rys.6.5/. Łatwo obliczyć

j9449OOO,O w
Z (u) = 29,3 + ------------- 7--------------------------72---------

K j62249,6w + 157976*10 - ód
/6.14/

skąd
( -j 2^ff

hW = \ Z(2rff)e df «

R

/6.15/

= 29,3^t) + 9449000,Ocosl256889,Ot - 233988,8sin1256889,Ot

Xexp ( -31124,8t )

i dalej /obliczenia wykonano numerycznie/

\ |h W|dT= 222,33

R

/6.16/
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e/ podstawiając tą wartość do /3.27/ oraz przyjmując w tym 

wzorze jako współczynniki wielomianu opisującego prąd kon- 

duktancji nieliniowej GN1 /tablica 6.1/ otrzymamy

222,33(o,O3O4Y + O,594Y2 + 7,72Y5 + 75,29Y4) = 1. /6;17/

Pierwiastek tego równania wynosi = 0,051 [yl i z /3;28/ 

otrzymujemy

Xn = ——------ 0,0152^+0,198^+1,93^+15,-r^5 =
K 222,3

= 1,4535-1O’4[A], /6.18/

co odpowiada maksymalnemu napięciu jakie może wystąpić na ba­

zie tranzystora

||l"1||xr = 0,0326 V = 32,6 [mV]. /6.19/

Można stwierdzić, że dla sygnałów ciągłych i okresowych 

o dowolnym kształcie, których amplituda napięcia na bazie tran-- 

zystora nie przekroczy 32,6mV szereg Volterry reprezentujący 

sygnał będzie zbieżny bezwzględnie /nie wyklucza się, że ob­

szar zbieżności warunkowej jest szerszy/.

6,2.2. Wyniki analizy wzmacniacza.

Jak już wspomniano wszystkich pomiarów wzmacniacza doko­

nano w układzie z rys.6.3o W celu określenia zakresu napięć 

wejściowych, dla których aproksymacja sygnału wyjściowego za 

pomocą wielomianu Yolterry jest' skuteczna, pomierzono i obli­

czono przebieg amplitudy napięcia pierwszej, drugiej i trzeciej 
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harmonicznej sygnału wyjściowego w funkcji amplitudy E^tf.) 

harmonicznego sygnału wejściowego o częstotliwości fo=2OOkHz. 

Wyniki przedstawiono na rys.6.6.

Na wykresie tym aproksymowano sygnał wyjściowy wiel-omianem 
w

Yolterry piątego stopnia, którego współczynniki obliczono pro­

gramem WIVO. Wielomiany te mają postać: ■ 

- dla składowej o częstotliwości podstawowej

+ E45Vo.fo,fo.-Ą,.-fo)Ss(fo)^^ /6-2O/

- dla drugiej harmonicznej

U(2fo)|= + H‘+t£O.WorfO)8i<^^

/6.21/
- dla trzecie j harmoniczne j

gOf0)| + Z6-22/

Jak widać różnica wyników pomiarów i obliczeń nie przekra­

cza błędu pomiarowego /idB/, jeśli amplituda napięcia sinu­

soidalnego o częstotliwości podstawowej fQ=200kHz na złączu 

baza-emiter tranzystora jest mniejsza od około 50mV. Jest to,, 

wartość większa niż uzyskiwano wcześniej 25,103 , przy apro­

ksymacji sygnału wyjściowego wielomianem Yolterry trzeciego
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cza przez wielomian Volterry piątego stopnia, - am­

plituda napięcia harmonicznego o częstotliwości fo=2OOkHz 

na złączu baza-emiter tranzystora.
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stopnia. Wartość ta jest większa o około 56% od obliczonego 

w rozdziale poprzednim promienia zbieżności szeregu Yolter-

ry.

Na wykresie 6.6 zaobserwować można zjawisko zwiększania 
się sygnału o częstotliwości podstawowej ponad wartość [h^1 ^f^ 

><Ęs(f 0)| Przy Pewny® zakresie napięć sygnału wejściowego ńa 

skutek oddziaływania nieliniowości trzeciego i piątego rzędu 

/wzór/6.20//. Dalszy spadek tego sygnału przy wzroście ampli­

tudy sygnału wejściowego spowodowany jest oddziaływaniem nie­

liniowości wyższych rzędów. Podobne wnioski można wysunąć dla 

pozostałych harmonicznych sygnału wyjściowego.

Jako przykładowe charakterystyki wzmacniacza pomierzono 
i obliczono moduł transmitancji liniowej H^^f ) oraz modu­

ły funkcji drugiego i trzeciego rzędu - H^2^^+f0,-f1) oraz 

H^\2f^+f0,-f 1 ,-f» w funkcji częstotliwości /częstotliwość 

wypadkowa dwóch ostatnich funkcji jest częstotliwością rezo­

nansową wzmacniacza, podczas gdy wszystkie ich argumenty są 

różne od częstotliwości f0, czyli funkcje te opisują zjawisko 

intermodulacji dwóch sygnałów na nieliniowościach drugiego i 

trzeciego rzędu/. Zastosowane wielkości napięć pomiarowych 

sygnałów wejściowych były takie, że amplituda sygnału na złą­

czu baza-emiter tranzystora nie przekraczała 25mY /zgodnie z 

warunkami z rozdz.6.l/. Jak widać z wykresów na rys.6.7,6.8 

i 6.9 rozbieżność.między wynikami pomiarów i obliczeń za­

równo dla transmitancji liniowej, jak i dla funkcji drugiego 

i trzeciego rzędu nie przekracza trzech decybeli.

Kolejny wykres na rys.6.10 pokazuje przebieg modułu fun- 
/ -z \

kcji transmitancji trzeciego rzędu (fQ,f^-fP odpowiada-
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Rys.6.7. Przebieg dla wzmacniacza z rys.6.2.
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Rys.6.9. Przebieg modułu funkcji trzeciego rzędu
H^^f^+f 0,~f ,-f dla wzmacniacza rezonansowego

z rys.6.2.
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jącej za modulację skrośną /zależność współczynnika modulacji 

skrośnej od funkcji transmitancji trzeciego rzędu podaje doda­

tek B/•

Aby określić amplitudy napięć wyjściowych wzmacniacza? 

pochodzące od różnych nieliniowych' funkcji transmitancji dru­

giego i trzeciego rzędu korzystamy ze wzorów /odpowiednio do /6,2//



- 115 -

- B2 H2C2)(f1+f2)Ęs1(f1)Ęs2(f2), /6.2J/

gdzie B2=1, gdy f^fg i B2=2 • Sdy f1"f2 oraz

D(fl+f2+f5) - B5 H^f1,f2.fj)BBl(f1)Ęs2(f2)BB5(fJ), /6.24/

gdzie B5=| , gdy f^f^^ i B5=| , gdy f1 oraz B^,

gdy •

Należy zwrócić uwagę, że wszystkie wykresy wielowymiaro­

wych funkcji transmitancji, w tym i w pozostałych rozdziałach.

sporządzono w decybelach w stosunku do jednego mikrowolta 

co oznacza, że podstawiając we wzorach /6.23/ lub /6.24/

=si^i^ W dB/*V oraz wartość funkcji HW(') w dB uzyskamy wynik

w dB^y.

6.3. Analiza mieszacza radiowego.

Jako bardziej złożony przykład przeanalizowano mieszacz 

pracujący jako stopień wejściowy odbiornika radiofonicznego na 

falach długich. Schemat ideowy mieszacza pokazano na rys;6.11. 

Układ o takiej konfiguracji jest praktycznie stosowany w odbior­

nikach radiowych dostosowanych do współpracy z anteną zewnę­

trzną.

Do analizy wybrano częstotliwość kanału użytecznego f = 

=200kHz, częstotliwość heterodyny f,=665kHz i częstotliwość 

pośrednią fp=465kHz.

Pomiary mieszacza przeprowadzono w układzie z rys. 6.12 

zawierającym dwusygnałową antenę sztuczną 80 .W analizie
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Schemat ideowy analizowanego mieszacza.Rys.6.I i•

Rys.6.12. Układ pomiarowy mieszacza /G^ - generatory, - 

tłumiki,AS - antena sztuczna,M - badany mieszacz, 

VS - woltomierz selektywny/.

numerycznej mieszacz wraz z generatorami pomiarowymi, anteną 

sztuczną i obciążeniem /woltomierz selektywny/ przedstawiono 

w postaci jak na rys.6.13. Tranzystor zastąpiono, jak poprzednio,



Rys.6ol3. Schemat zastępczy mieszacza z rys.6.11.
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Tablica 6.2.

Wartości elementów układu z rye.~6.13.

--------------- ---------------- :------------- —----------------------------- _____---------------------------------- :

Elementy liniowe:

R1 160x0- R15 7551 C10 47nF"

R2 160 51 r16 7551 C11 47nF

2 32011 RT4 22 -CL ' C12 1,8nF

R4 130kH RT2 50M51 CT3 2,3pF

R5 80X1 Rt3 78k 51 L1 10^11

•R6 3,3kil 1 25pE Ł2 3,6mH

R7 16kXl °2 400pF L3 • 8,113/3

R8 33k£L C3 1,6nF Ł4 -8,425/aH .

R9 17kH C4 10,5pF L5 0,135/aH

R10 1kn C5 1 20pF L6 3,846^ .

R11 13,351 °6 68pF h 2,27-10" %H

R12 39k A C7 •680pF Le . -0,305/aH

R13 7551 C8 22nF L9- -0,305/51

R14 22051 °9 22nF ^10 0,305^

Elementy nieliniowe:

“4ub+5^85*1°“ 5%+7,71. -2 310 u^+O,724ub +5,787^5

i' = Ł
Xc1 3t

15* 10^ 2ub+2, 9»10”10ub+3,8-10“^ub+3 ,7-10“8u4+2 ,89-10“7u5)

i = xc2 3TI
7-1O~15u -9,1 

c
• 10”15u^+3,13.10“16u^-9,89•1o~18u 

w Lz

+3,05-10"2°u

c +

5^ 

c /

— 9 2it = 3,2-10 ^ub + 0,624ub + 8, 11u^ + 79,1u4 + 617u$



- 119 -

modelem słusznym przy pracy w obszarze aktywnym /przyjęto up­

roszczony model zastępczy tranzystora Ebersa-I4olla - dodatek A/. 

Wartości elementów układu z rys.6,15 podaje tablica 6.2.

Zakładając, że w praktyce napięcia sygnałów trafiających 

z anteny na wejście tranzystora są znacznie mniejsze od napię­

cia heterodyny, można określić maksymalne napięcie baza-emiter 

/niezależne od wielkości sygnałów z anteny/ pochodzące od hete­

rodyny, dla którego błąd aproksymacji sygnału wyjściowego wielo­

mianem Volterry nie przekracza błędu pomiarowegoj)la jego okre­

ślenia pomierzono i obliczono przebieg amplitudy pierwszej har­

monicznej napięcia heterodyny na obciążeniu w funkcji amplitu­

dy Ę^^f^) SEM heterodyny o częstotliwości f-^=665kHz /przenika­

nie bezpośrednie heterodyny na wyjście/. Zmierzono i obliczono 

też przebieg amplitudy napięcia pośredniej częstotliwości 

/f =fh “ fo=465kHz/ w funkcji ^(f^) SEM heterodyny /przemiana/ 

przy amplitudzie napięcia sygnału użytecznego ^(^^ej, że 

na złączu baza-emiter tranzystora było ono znacznie mniejsze 

od napięcia pochodzącego z heterodyny. Wyniki przedstawiono 

na rys.6.14, na którym wykreślono również zależność amplitudy 

napięcia sygnału hererodyny i sygnału o częstotliwości pośre­

dniej aproksymowane wielomianami Volterry rzędu piątego, przy 

założeniu E ^E^, co pozwala pominąć składniki z kompensacją 

częstotliwości sygnału użytecznego f

|s(fh)l ' 1^1
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+ łH55o(fh’fh»fh’~fh»”fh)^b +

H1^o(^h)=h + + /6.25/

+ lH5!oCfh’fh»%’”fh»"%)lhBr

4|hij^-fo)^:+ iCiMh’-fh’-fo)E^r+

/6.26/

Jak widać z rys.6.14 błąd aproksymacji sygnału wyjścio­

wego mieszacza przez zależności /6.26/ i /6.26/ nie przekracza 

1dB dla amplitud napięcia sinusoidalnego heterodyny o częstot­

liwości f^=665kHz na złączu baza-emiter tranzystora /y^ na 

rys.6.14/ mniejszych niż 40mV.

Dla analizowanego mieszacza pomierzono i obliczono, po­

dobnie jak dla wzmacniacza, kilka przykładowych funkcji prze­

noszenia do rzędu trzeciego. Rys.6.15 ilustruje przebieg modułu 
liniowej transmitancji z wejścia układu dc wyjścia (f2)•

Na wykresie tym widoczne są maksima przy częstotliwości dostro­

jenia fo=200kHz i częstotliwości pośredniej fp=465kHz. Minimum
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Rys.6»l4« Zależność amplitudy napięcia heterodyny i syg­

nału o częstotliwości pośredniej w funkcji 

amplitudy E^ SEN heterodyny.

między 800 a 900kHz spowodowane .jest rezonansem własnym cewki

L Na rys.6.16 pokazano przebieg transmitancji liniowej obwo­

dów wejściowych między generatorem sygnału a wejściem tranzys-
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tora, na którym widoczny jest wyraźny rezonans w tym miejscu.

Na rys.6.17 /wkładka/ przedstawiono wykres warstwicowy mo­

dułu funkcji;f2)I /zauważyć można, że funkcja ta nie jest 

symetryczna względem prostej f^fg, zgodnie z własnością 3 z roz­

działu 4.3/. Na rysunku tym widocznych jest sześć maksimów. Dwa 

z nich - B i C - wynikają ‘odpowiednio, z istnienia wspomnianego 

wcześniej rezonansu pasożytniczego cewki Lg oraz rezonansu obwo-
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dB

Rys.6.16. Transmitancja obwodów wejściowych mieszacza od 

wejścia sygnału do bazy tranzystora.,

du wejściowego. Pozostałe cztery odpowiadają:

A - kanałowi lustrzanemu f2=fji+fp=1130kHz , f^=-fh=-665kHz 

oraz częstotliwości wypadkowej f =f>+f2=f =465kHz9

D - kanałowi sumacyjnemu przy odstrojeniu heterodyny f^=265kHz 

f2=f0=200kHz i f =f1+f2=465kHz,
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E - kanałowi sumacyjnemu tłumionemu przez filtr p.cz. fl“fh"

=665kHz , f g^f o=2OOkHz i f^=f ^+f 2=865kHz

F - kanałowi użytecznemu f^=-fo=-2OOkHz , ff^=665kHz i 

fwy=f1+f2=fp=465kHz.

Aczkolwiek pomiary i obliczenia pełnej funkcji 

;f2) są możliwe, to w praktyce często ogranicza się je do

znalezienia przekrojów tej funkcji dla f^ If^ = 1665kHz /na 

rys.6,17 przekroje te zaznaczono jako a-a i a'-a'/» co pozwala 
określić charakterystyki funkcji |H^2^(f^jf2) w pobliżu kana­

łu użytecznego /przekrój a-a/ i kanału lustrzanego /przekrój i
a'-a7« Wyniki obliczeń i pomiarów tych przekrojów pokazuje

rys.6.18.

Na kolejnych rysunkach /rys.6.19 , 6.20 i 6.21/ pokazano 
charakterystyki niektórych rodzajów transmitancji |

Pomiary i obliczenia dotyczą przypadków, gdy sygnał wyjściowv 

jest sygnałem o częstotliwości pośredniej fr)=465kHz. Na pod­

stawie wykresów 6,19 ,6.20 i 6.21 można stwierdzić,że uzyskano

dobrą zgodność wyników pomiarów i obliczeń.

Określenia amplitud napięć wyjściowych pochodzących od 

poszczególnych transmitancji H(‘’(*) dokonuje się analogicznie 

jak w przypadku wzmacniacza /wzory /6,23/_ i /6.24//«

Zakładając idealną selektywność i liniowość toru wzmacnia­

cza pośredniej częstotliwości, można określić wpływ wszystkich 

interesujących kanałów odbioru na sygnał wyjściowy odbiornika;

Wielkość transmitancji sygnału pożądanego charakteryzuje

|H1,1 ^fh;"^| - rys.6,18 /pomińmy w tym miejscu nieliniowe

funkcje transmitancji rzędów wyższych niż trzeci/. Dla przy­

jętej wielkości amplitudy SEM heterodyny K można obliczyć
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-350

-360

-370

O - pomiary

obliczenia

dB ,, uv
-330

-340

2

78 10~ Hz

Rys.6.19. Przebieg funkcji a/la^/f
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Rys.6.21. Nieliniowa funkcja transmitanćj! mieszacza 

| 2+^o) | ’

wpływ różnych kanałów zakłócających na sygnał wyjściowy odbior­

nika.

Kanał charakteryzujący przenikanie, bezpośrednie sygnału o 

częstotliwości pośredniej określa -](fp) /rys.6.15/. 

Tłumienie sygnałów z tego kanału można wyznaczyć ze wzoru
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/6.27’/

Kanał o częstotliwości lustrzanej opisuje transmitancja

H1^1

z zależności

Tłumienie sygnałów lustrzanych można wyznaczyć

T1 - /6.28/

Poza tymi podstawowymi kanałami zakłócającymi można okre­

ślić wpływ innych sygnałów niepożądanych opisanych przez fun­

kcje trzeciego rzędu /rys.6.19 , 6.20 , 6.21/. Tłumienie tych 

sygnałów można wyznaczyć ze wzoru

gdzie f2 -\+^2 1 ~ ~fo ♦ a =z oznacza amplitudę napięcia syg­

nału zakłócającego /wzór ten opisuje tłumienie intermodulacji 

z udziałem heterodyny/.

Kanały zakłócające wyższych rzędów opisane przez trans- 

mitancje drugiego i trzeciego rzędu mogą również powstać bez 

udziału heterodyny, analogocznie jak w rozważanym wcześniej 

wzmacniaczu. Częstotliwości kanałów zakłócających muszą być 

takie, by częstotliwość wypadkowa była równa fp=465kHz.

Funkcję drugiego rzędu Odpowiadające tym ka-

nałom przedstawia rys.6.22. Tłumienie tych kanałów można ob­

liczyć ze wzoru /tłumienie intermodulacji drugiego rzędu bez 

udziału heterodyny/
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Rys.6.22. Moduł funkcji -transmiteincji drugiego rzędu
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T i

^o, 2^2,1 *^2,2)lz ^2, i) Iz (f2t2)
76.30/

Inną grupę kanałów zakłócających stanowią kanały powstają­

ce przy udziale harmonicznych heterodyny. Tą grupę można oczy­

wiście analizować analogicżnie jak rozważane powyżej.

Ograniczeniem prezentowanej analizy mieszacza jest zakres 

napięć heterodyny, dla których uzyskuje się dohrą zgodność ob­

liczeń z eksperymentem /rys.6.14/. Użyteczny zakres amplitud 

napięcia heterodyny na złączu baza-emiter tranzystora /około 

40mV, a w przypadku wzorów /6,27/ - /6.3O/, ze względu na ogra­

niczenie rozważań do funkcji najwyżej trzeciego rzędu około 

z5mV/ leży poniżej typowych wartości /'I00 do 200mV/. W celu 

rozszerzenia tego zakresu zastosowano następującą procedurę: 

w miejsce rzeczywistej /zmierzonej/ amplitudy napięcia hetero­

dyny - pkt.A /rys,6.^4/ podstawiono wartość uzyskaną w wyniku

przerzutowania punktu A z charakterystyki zmierzonej na chara- 
(.1) kterystykę liniową H^o( 

należy podstawić 133dB^/

- pkt.A* /zamiast 140dB^y

Sprawdzono,że obliczenia poziomu sy­

gnałów opisanych wielowymiarowymi funkcjami transmitancji za­

wierającymi częstotliwość heterodyny, przy zastosowaniu powyż­

szej procedury, zapewniają dobrą zgodność z wynikami pomiarów 

dla amplitud napięcia heterodyny na złączu baza-emiter tranzy­

stora do oki150mV i amplitud sygnałów z anteny ok. 25mV.

x Jest to słuszne w przypadku mieszaczy jednotranzystorowych, 
dla których sygnał przenikania heterodyny i sygnały powstałe 
w wyniku oddziaływania pierwszej harmonicznej heterodyny są 
proporcjonalne do 1^(Eh)/I0(Eh), gdzie 1^*) i Io(*) są funk­
cjami Bessela pierwszego i zerowego rzędu dla argumentów zes­
polonych 541.
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6.4. Analiza obwodów rezonansowych z diodami pojemnościowymi.

Ponieważ oba rozważane wcześniej przykłady dytyczyły przy­

padków z nieliniowościami konduktancyjnjmii, tu rozważono przy­

kład, gdy główną nieliniowością jest admitancja pojemnościowa.

W przykładzie tym rozważono obwody rezonansowe strojone 

diodami pojemnościowymi typu BB113 w trzech wersjach /rys.6.25/: 

I - z pojedynczą diodą

II - z dwiema diodami włączonymi antyszeregowo 

III - z dwiema diodami włączonymi antyrównolegle

Rys.6.25 Obwód rezonansowy strojony diodami pojemnościo­

wymi.

W niniejszym przykładzie zastosowano,taki sam układ po­

miarowy jak w przypadku wzmacniacza /rys.6.5/.

We wszystkich trzech przypadkach obwodów rezonansowych 

jako stałe parametry przyjęto: 

- dobroć Q=18,5;

- zakres strojenia obwodów 150kHz do 285kHz /fale długie/ przy 

zmianie napięcia polaryzacji diod 1,4V do 24V?

- częstotliwość dostrojenia obwodów fo=2OOkHz przy polaryzacji
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napięciem stałym EC=7V.

Schematy zastępcze obwodów przystosowane do analizy kom­

puterowej wraz z generatorami i obciążeniem pokazuje rys.6,24, 

na którym naszkicowano również sposób polaryzacji diod pojemno- 

śęiowych. Dane o elementach poszczególnych obwodów podaje ta­

blica 6.3. /sposób znalezienia zależności opisującej diodę 

pojemnościową podaje rozdział następny/.

Rys.6.24, a/ Schematy zastępcze analizowanych obwodów 

rezonansowych.

b/ Sposób polaryzacji diod pojemnościowych.
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Tablica 6.3.

Wartości elementów układów z rys.6.24.

Elementy liniowe:
•I II III

R1 100-fi- ioo -n. 100-fl

R2 100-TL 100-0. 100-CL ■

R3 - l50kru . 300k-fL 75krt

R4 80-CL 160-CL 40-Cl

R5 2,6kn 5,2k£L 1,3k_CL

r6 7511 75-0. 75-CL-

R7 75-0. 75-TL 75-CL

R8 1M-CL 1M-0- 1M-CL

R9 MM 1M<L

62,7pF 31,3pF 125,4pF

°2 33nF — 33nF

C3 •• 33nF

h 3,66mH 7,32mH 1,83mH

L2 -0,193mH -0,386mH -O,O965mH

L3 0,208mH 0,416mH 0,104mH

Elementy nieliniowe:

i C>\ 
T

/ 2
: l101u +5,62u^+O k c c

283^+0,022514+0,00272^ )• W”12 
u c c /
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6.4.1. Modelowanie diody pojemnościowej BB115.

W niniejszym przykładzie, jak zaznaczono, użyto diod po­

jemnościowych BB113. Jak się okazało w tym przypadku, aproksy­

macja zależności pojemności od napięcia C=c(u) równaniem opisu­

jącym nieliniową pojemność złączową o postaci 46,56

76.31/

gdzie UD jest napięciem dyfuzyjnym, a współczynnikiem, nie 

daje rezultatu. W związku z tym, aby prąd diody opisać, zgod­

nie z wymaganiami,wielomianem

ic /6.32a/

postąpiono w sposób następujący.

Zbudowano układ, pomocniczy jak na rys.6.25 i zmierzono,

i n47nHH—0 t7V
1M

Rys,6,25. Układ pomocniczy do identyfikacji parametrów dio­

dy pojemnościowej opisanej równaniem /6.32a/ 
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przy pobudzeniu sygnałem sinusoidalnym o częstotli - 

wości fo=2OOkHz i amplitudzie do 3V oraz napięciu polaryzującym 

+7V, zawartość pięciu pierwszych harmonicznych sygnału wyjścio­

wego. Następnie tak dobrano współczynniki wielomianu /6.32a/, 

aby w analizie komputerowej układu z rys.6.25 uzyskać ten sam 

wynik. Innymi słowy, zastosowano metodę szeregówVolterry do 

identyfikacji parametrów elementu nieliniowego. Uzyskano nastę­

pujące wyniki /z dokładnością ok. 5%/

= 101 pF

. 5^62 pF/V

= 0,285 pF/V2 /6.32b/

= 0,0235 PF/V3

•^5 = 0,00272 pF/V4

Ze wzoru /6.32/ można uzyskać zależność pojemności róż­

niczkowej od napięcia

5 5

° ® /6ł,5/ 

k=1 k=1

Zależność powyższą naniesiono na wykres zmierzonej, meto­

dą klasyczną, zależności C = C(u ) /rys.6.26/. Jak widać wielo­

mian /6.33/ o współczynnikach /6.32b/ dobrze opisuje pojemność 

diody w zakresie 1 do 12V /błąd jest mniejszy od 10%/,
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Rys.6.26. Pojemność diody BBH3 w funkcji napięcia polaryzu­

jącego.
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6.4.2. Wyniki analizy obwodów rezonansowych z diodami

po j emnoś c i owymi.

Zgodnie z założeniem o stałości dobroci i częstotliwości 

dostrojenia wszystkich trzech obwodów, powinno się uzyskać dla 

nich niezmienną transmitancję liniową H? (f). W celu sprawdze­

nia, czy rzeczywiście ma to miejsce, obliczono przebieg modułu 

funkcji transmitancji (f) i sprawdzono ją pomiarowo w kilku 

punktach .częstotliwościowych. Wyniki przedstawiono na rys.6.27.

Jak poprzednio, sprawdzono zakres napięć, dla których apro­

ksymacja sygnału wyjściowego za pomocą wielomianu Yolterry pią­

tego stopnia daje dobre rezultaty. W tym celu zmierzono i obli­

czono zależność amplitudy trzech pierwszych harmonicznych, dla 

f=200kHz, na wyjściu układu I w zależności od amplitudy E_ 

sygnału wejściowego. Jak można zauważyć /rys,6.28/ rozbieżność 

wyników jeęt mniejsza od 1dB dla amplitud napięcia na obwodzie 

rezonansowym /a tym samym na diodzie pojemnościowej/ do ok.5V. 

Na wykresie tym amplitudy poszczególnych harmonicznych aproksy- 

mowano za pomocą wielomianów Yolterry postaci

/6.34a/

gOf0)|= + H44^O-fo>fo'-fo)S5S;3 |,

gOo)|= ł + |H5Hfo’W0’fo’-fo)l8g:
/6.34c/



obwodów rezonansowych.



Rys.6.28. Określenie zakresu poprawnej aproksymacji sygnału

wyjściowego obwodu I przez wzory /6o34/^f =2OOkHZ;

U - amplituda napięcia harmonicznego na diodzie poje­

mnościowej.
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Podobnie jak w poprzednich przykładach i tu obliczono 

oraz zweryfikowano pomiarowo kilka nieliniowych funkcji trans- 

mitancji rzędu drugiego i trzeciego. Rys.6.29 przedstawia moduł 

funkcji \f1,f2) przy f2= opisującej intermodulację

Rys. 6.29. Moduł funkcji H^^f »-f ^if 0) dla obwodów 

rezonansowych I,II i III.
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drugiego rzędu z tym , że dla układów II i III są to tylko prze­

biegi mierzone, gdyż teoretycznie, w tych przypadkach, znie- 

kształcenią drugiego rzędu pochodzące od obu diod powinny 
/

się kompensować. Jak widać kompensacja ta zachodzi lepiej dla 

układu III niż w przypadku układu II, co wiąże się z mniejszą 

wrażliwością tego układu na różnice charakterystyk pojemności 

nieliniowej diody /szczegółowo rozważono to w dodatku C/.

Dla wszystkich trzech obwodów obliczono również moduł 
fuhkcji trzecigo rzędu H^\f 1 ,f ,-f2) /f2=fQ+2f1/ reprezen­

tującej intermodulację trzeciego rzędu dwóch sygnałów /rys.6.30 

6.31 i 6.32/. Jak widać największą wartość funkcja ta osiąga 

dla obwodów I i III, przy czym w pierwszym przypadku występuje 

lokalne maksimum dla f^=100kHz /oddziaływanie drugiej harmoni­

cznej/, które nie ma miejsca dla obwodów II i III, gdzie znie­

kształcenia drugiego rzędu ulegają kompensacji. Najmniejsza 

wartość tej funkcji dla układu II wiąże się z występowaniem 

w tym układzie podziału napięcia na obwodzie rezonansowym na 

dwie diody połączone antyszeregowo.
Obliczono również moduł funkcji trzeciego rzędu H^\f0> 

,f^,-f^) /rys.6,33 , 6.34 i 6.35/ odpowiadającej za modulację 

skrośną trzeciego rzędu. Jak widać największą wartość funkcja 

ta przyjmuje dla układu III /zniekształcenia drugiego rzędu 

się kompensują,ale trzeciego dodają i dlatego jest ona wię­

ksza niż w układzie II/. Nieco niższą wartość osiąga ta funkcja 

dla układu I, ale jej przebieg w funkcji częstotliwości jest 

skomplikowany: występuje maksimum dla f^=400kHz /oddziaływanie 

zniekształceń drugiego rzędu o częstotliwości f^-f0=fo=2OOkHz/ 

oraz lokalne minimum między 750 a 800kHz. Jak stwierdzono,
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Rys.6.31. Przebieg funkcji dla obwodu IIC
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Rys.6.35. Przebieg funkcji dla obwodu I.
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Rys.6.35. Przebieg funkcji 0,ft-fp| dla obwodu III.
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w toku dokładniejszej analizy,mechanizm powstawania tego mini­

mum jest następujący:
- wymuszenie do obliczania funkcji H^(f0,f,-f^ ) ma postać 

/zgodnie ze wzorami /5.9//

+

/6;34/

- w zależności tej, dla częstotliwości między 75t> a 800kHz 

następuje kompensacja składników drugiego rzędu /mnożonych 

przez (^2/ ze składnikiem trzeciego rzędu /mnożonym przez j£^/. 

Należy stwierdzić, że wniosek taki byłby trudny do wysnucia 

przy stosowaniu innej niż szeregi Volterry, metodzie analizy, 

gdyż nie byłoby możliwe zrekonstruowanie równania /6,34/.

Jak widać z przytoczonych analiz, układy II i III są ko­

rzystniejsze do stosowania ze względu na znacznie mniejsze 

zniekształcenia drugiego rzędu. Wybór między układami II i III 

jest trudniejszy:

- układ II ma mniejsze zniekształcenia trzeciego rzędu ze wzglę­

du na podział napięcia na obwodzie rezonansowym na dwie diody 

połączone antyszeregowo^

- układ III jest mniej wrażliwy na różnice charakterystyk diod 

składowych /będzie miał, na ogół, mniejsze zniekształcenia 

drugiego rzędu - dodatek C/,

- całkowita pojemność diod w układzie III jest czterokrotnie 

większa niż w układzie II, co pozwala, w przypadku obwodów
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rezonansowych, na stosowanie czterokrotnie mniejszej indukcyj- 

ności.

Rezultaty rozdziału szóstego można sprowadzić do następu­

jących punktów:

- możliwe jest szacowanie za pomocą twierdzeń 3.5 i 3.6 promie­

nia zbieżności szeregu Yolterry dla rzeczywistych układów ele­

ktronicznych /rozdz.6.2.1/,

- aproksymacja sygnału wyjściowego układu elektronicznego przez

wielomian Yolterry piątego stopnia jest lepsza niż stosowana,

np. przez 23,103 , aproksymacja wielomianem trzeciego stopnia,

aczkolwiek wielkość sygnałów, dla których dokładność aproksy­

macji jest zadowalająca jest, w niektórych przypadkach, jesz­

cze zbyt mała /np. mieszacz z rozdz.6.3/,

- możliwe jest zastosowanie metody szeregów Yolterry do identy­

fikacji nieliniowych elementów układu elektronicznego - rozdz. 

6.4.1. Podobnego eksperymentu nie spotkano dotychczas w lite­

raturze,

- istnieje pewna klasa układów elektronicznych, a w tym układów 

wielootworowych,o dostatecznie małych nieliniowościach, dla 

których metoda analizy za pomocą szeregów Yolterry jest wys­

tarczająco dokładna, co zweryfikowano eksperymentalnie metodą 

pomiarową przedstawioną w'rozdz.6.1.
i

— stosowanie metody analizy układów nieliniowych za pomocą sze­

regów Yolterry pozwala wyciągnąć szereg wniosków trudnych do 

-przewidzenia w innej metodzie analizy /np. wnioski dotyczące 

obwodów rezonansowych z rozdz.6.4/.
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7. METODA SZEREGÓW YOLTERRY W ANALIZIE UKŁADÓW ELEKTRONICZNYCH.

V/ rozdziale tym postaramy się okreslić miejsce metody szere­

gów Yolterry w analizie układów elektronicznych. Nie będziemy tu 

metody tej porównywać z metodami podobnymi lub pokrewnymi /np. 

metodą zaburzeń 30 /, a wyjdziemy od pojęcia modelu układu ele­

ktronicznego.

Ilustracją rozważań będzie rys.7.1.

Załóżmy, że mamy do czynienia z pewnym układem elektroni­

cznym /układem rzeczywistym/ i badamy /mierzymy/ jego odpowiedź 

na określone wymuszenie /pobudzenie i sam układ traktujemy tu 

jako jedną całość/. Oczywiście w badanym sygnale wyjściowym za­

warta będzie pewna część informacji o budowie samego układu i 

od konkretnego problemu zależy, czy kwestia ta nas interesuje 

czy nie. Zazwyczaj jednak, w pracach projektowych, na podsta­

wie tej informacji staramy się zmienić układ tak, aby odpowiedź 

jego była zgodna z wymaganiami projektowymi. Już tu w rzeczywi­

stości korzystamy z modelu układu, którym jest "koncepcja pro­

jektanta o sposobie jego działania". Stąd poprzez staranie się 

o zapis tej koncepcji za pomocą symboli matematycznych docho- 
/

dzimy do pojęcia modelu układu elektronicznego /"modelowanie 1" 

na rys.7.1/, który nazwiemy tu modelem analitycznym, a symbolicz­

nie opiszemy go równaniem uwikłanym

Y(E,I,u,i) = 0 } E,I€D1? /7.1/
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Rys.7.1. Metoda szeregów Yolterry w analizie układów 

elektronicznych.



- 152 -

gdzie u oraz i są napięciami i prądami występującymi w układzie, 

a E oraz I są wymuszeniami elektro- i prądomotorycznymi.

Konieczne jest również określenie dziedziny napięć i prą­

dów wymuszających /np. pasma częstotliwości, amplitudy, kształtu 

itp./, dla.których model ten będzie słuszny i oznaczmy tę dzie­

dzinę przez D^ /co zaznaczono już we wzorze /7*1//. Dziedzinę 

tę można określić w dwojaki sposób: 

a/ przez przyjęcie założeń o danym modelu /np. zakładamy, że 

prąd płynący przez złącze półprzewodnikowe określa wzór 

i=IQ (exp^jj-l) w zakresie napięć uC^,^), wtedy D^^ ,u2)/7 

b/ przez porównanie odpowiedzi rzeczywistej układu z odpowie­

dzią wynikającą z rozwiązania równania /7.1/ o postaci

u =

i przyjęcie dziedziny modelu D^ takiej, że dla E,I6Djvj róż­

nica między odpowiedzią układu rzeczywistego a modelem /7.2/ 

jest dostatecznie mała /kryterium można określić na wiele 

sposobów/.

Oczywiście powinno zachodzić D^D-p a jeżeli tak nie jest, 

to powinniśmy uznać to zą przypadek /jeżeli D^ jest szersza niż 

D^/ lub błąd w określeniu D1.

Następnym krokiem niech będzie przyjęcie modeli elementów 

układu elektronicznego tak, jak podaje rozdział 5.2,1,gdzie 

najistotniejszym założeniem jest przyjęcie opisu elementów 

nieliniowych w postaci wielomianów piątego bądź trzeciego sto­

pnia /"modelowanie 2" na rys.7d /• Przyjmijmy, że modele takie 
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są prawdziwe dla pewnej dziedziny D2^E,L

Na przykład w rozdziale 6 /jeżeli powołujemy się na przy­

kłady z rozdz.6, to za dziedzinę rozumieć będziemy wielkość 

amplitud napięć i prądów/ przyjęto model złącza półprzewodniko­

wego w postaci /porównaj dodatek A/

który to wzór miał aproksymować zależność

b - -1 )• z?-4/
Zbadajmy, jak dokładna jest ta aproksymacja.

Na rys.7.2 wykreślono błąd względny

5
1 “ X2

Ł1
100% /7.5/

oraz

3
i1 “ i2

100% , /7.6/
1

gdzie ig jest aproksymacją zależności /7.4/ przez wielomian 

jak /7.3/, lecz zawierający tylko trzy pierwsze wyrazy.

Z wykresu tego widać, że aproksymacja równania /7.4/ przez 

równanie /7.3/ zachodzi dla szerszej dziedziny niż aproksymacja 

wielomianem trzeciego stopnia. Przyjmując arbitralnie, że błąd 

aproksymacji nie powinien przekroczyć np.2% możemy powiedzieć, 

że dziedzina D2 Przy aproksymacji wielomianem trzeciego stopnia 

wynosi Dg=(0;0,9)^ ^-u, a w przypadku wielomianu piątego stopnia
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Rys*7.2. Błąd aproksymacji wyrażenia /7.4/ przez wielo­

miany Taylora trzeciego i- piątego stopnia.

D2= (0; 2,1) 2 ^-u. Potwierdzeniem poszerzenia dziedziny D2 przez 

zwiększenie stopnia wielomianu aproksymującego są wykresy na 

rys.7.5 i 7.4, które są powtórzeniem wykresów 6.6 i 6.14, przy 

czym naniesiono tam również wyniki analizy uzyskane przy apro­

ksymacji elementów nieliniowych wielomianem trzeciego stopnia. 

Oczywiście zakładamy tu, że ,-a więc obszar słuszności za­

leżności /7.4/, jest szerszy niż D2 oraz, że w ''modelowaniu 1" 

nie popełniono dużego błędu.

Nieco inaczej postąpiono w przykładzie z rozdziału 6.4.



Rys.7.3. Przebieg zależności trzech pierwszych harmonicznych 

sygnału wyjściowego wzmacniacza z rozdz.6.2. Pierwsza cyfra przy

rezultatach obliczeń oznacza stopień wielomianu Yolterry aproksy- 

mującego sygnał wyjściowy, druga zaś stopień wielomianów aproksy- 

mujących elementy nieliniowe układu.
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Rys.7.4. Przebieg zależności sygnału heterodyny oraz sygnału

częstotliwości pośredniej w zależności od poziomu 

SEM heterodyny. Oznaczenia jak na rys.7.3.

Tam nie dysponowano analitycznym modelem opisującym element nie­

liniowy, w związku z czym współczynniki wielomianu opisującego 

zależność prądu diody od napięcia

ki = •j-r / U Z? 7 /c dt /, k j 11 • l/
k=1
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znaleziono przez przeprowadzenie dodatkowych pomiarów, co na 

rys.7.i odpowiada przejściu "identyfikacja elementów nielinio­

wych" , a co,jak widać*omija błąd związany z "modelowaniem 1". 

Aby określić dziedzinę D2 w tym wypadku, wykreślono zależność 

pojemności od napięcia C=c(u) na podstawie pomiarów bezpośred­

nich oraz wykorzystując /7.7/ -/rys.6.2€/

5

C*= k^u^1 , 77.8/

k=1

Z wykresu tego widać, że zgodność obu zależności zachodzi dla 

napięć u € ( 1,0; 12)[vl /przy błędzie mniejszym niż 10%/. i taką 

można przyjąć dziedzinę w tym przypadku.

Powróćmy do wykresu 7.1, na którym, wykorzystując przykła­

dy, określiliśmy jak należy rozumieć model układu elektronicz­

nego z elementami nieliniowymi opisanymi wielomianami oraz 

dziedzinę D2, dla której model ten jest słuszny.

Oczywiście model ten ma pewne swoje rozwiązanie dokładne 

określone w dziedzinie , ale na podstawie poprzednich rozwa- 
, >

żań nad zależnością i możemy przyjąć, że powinno być D2= 

=DV^. W niniejszej pracy wspomniane rozwiązanie dokładne apro- 

ksymuje się z kolei wielomianem Volterry piątego^bądź trzecie­

go stopnia /rys.7.1/. Aproksymacja ta jest słuszna w dziedzinie 

Dv^D2» a Przykłady z rozdz.6 /rys.7.3 , 7.4 i 7;5/ potwierdzają 

to.

Należy w tym miejscu powiedzieć o problemie zbieżności sze­

regu Yolterry. Pokazaliśmy na przykładach, że dziedzina modelo­

wania układu elektronicznego wielomianem Yolterry /nożna tak nazwać 
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aproksymację sygnału wyjściwego wielomianem Yolterry/ Dy zawie­

ra się w Dg, Nie uwzględniono jednak promienia zbieżności szere­

gu Yolterry, który oszacowano w przykładzie 6,2 , a które to 

szacowanie jest węższe niż przyjęta dziedzina Dy dla tego przy­

kładu /rys,7.3 - na rys.7.3 , 7.4 i 7.5 D oznaczono przyjmując 

opcjonalnie, że błąd aproksymacji nie powinien przekraczaś IdB/. 

Aby być więc ścisłym należałoby zawęzić Dv, dla tego przykładu, do 

obszaru zbieżności szeregu Yolterry, Można mieć jednak zastrze­

żenia, czy szacowanie to nie jest zbyt grube /określa ono zbież­

ność bezwzględną oraz zachodzi dla dowolnego ograniczonego wymu­
szenia, co wynika z przyjętej normy llL“^||/rozdz.6.2.1//. W zwią­

zku z powyższym oraz ze względu na zmniejszanie się niedokład­

ności aproksymacji sygnału wyjściowego układu przy zwiększeniu 

stopnia wielomianu Yolterry z trzeciego do piątego /rys.7.3-7.5/ 

pomińmy to ograniczenie.

Dla pełności obrazu ńa rys.7.1 zaznaczono też miejsce meto­

dy analizy układu linearyzowanego w powyższych rozważaniach. 

Oczywiście na rys.7.1 D^ powinno pokrywać się z D-^ oraz powinno 

zawierać się w Dg. 
» 

Podsumowując,możemy stwierdzić:

- wskazano miejsce metody szeregów Volterry w analizie układów 

elektronicznych,

- z rozważań wynika, że błędy tej metody mogą powstać w wyniku: 

- złego przyjęcia “modelu analitycznego”, a więc z niedokład­

ności modelowania elementów liniowych i nieliniowych-“błąd 1 “ 

- redukcji modelu analitycznego do modelu z opisem elementów 

nieliniowych za' pomocą wielomianów skończonego stopnia - 

“błąd 2"?

- przez aproksymację odpowiedzi układu wielomianem Yolterry
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/zamiast szeregiem/ - ‘'błąd 3”^

- z wymienionych trzech przyczyn błędów, jak pokazują przykłady 

największe znaczenie ma druga z nich, co jest w pewnym stop­

niu sprzeczne z konkluzjami innych autorów, np. 20 .
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8. PODSUMOWANIE I UWAGI KOŃCOWE.

Rozważania teoretyczne,wynikające z postawionego celu prze­

prowadzone w pracy pozwalają wysunąć następujące wnioski: 

- Skorzystanie z metod analizy w przestrzeniach Banacha /rozdz.2/ 

pozwoliło podać związek między szeregiem Taylora w tych prze­

strzeniach, a szeregiem Yolterry. Wyprowadzono również rozwi­

nięcie odwzorowania F: (c(a,b)> ,R^)—> (c(a,b^> ,R^) w uogólniony 

szereg Yolterry o postaci /2.64/ dotychczas w literaturze nie­

spotykanej, który zaproponowano do opisu nieliniowego, wielo- 

otworowego układu elektronicznego.

- Podano metodę /rozdz.3/ znajdowania rozwiązania pewnego równa­

nia różniczkowego /3.5/» które może stanowić opis wielootworo- 

wego układu elektronicznego, w postaci uogólnionego szeregu 

Yolterry. W obliczeniach wprowadzono działanie /3»8/ oraz ope­

ratory /3.9/ i /3.13/, co pozwoliło sformalizować zapis równań 

w postaci dotychczas nieznanej. Przytoczono również twierdzenia 

/rozdz.3.1/ dowodzące poprawności tej metody.

- Udowodnione twierdzenia 3.5 i 3.6 /rozdz.3.2/ pozwalające w pe­

wnych przypadkach oszacować promień zbieżności szeregu Yolterry.

- Ze względu na potrzebę analizy nieliniowych układów elektronicz­

nych pobudzanych sygnałami harmonicznymi w stanie ustalonym, za­

stosowano do wielowymiarowych uogólnionych odpowiedzi impulso­

wych transformatę Fouriera uzyskując nieliniowe funkcje transmi- 

tancji opisujące dany,wielootworowy układ elektroniczny w dzie­

dzinie częstotliwości. Nieliniowe funkcje transmitancji są, jak 

pokazano, łatwe do interpretacji i wygodne do opisu odpowiedzi 
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wielootworowego, nieliniowego układu elektronicznego na pobudzenie 

harmoniczne /rozdz.4.1 i 4.2/.

- pckazano dalej kilka istotnych własności wielowymiarowych funkcji' 

transmitancji /rozdz.4.3/, które pozwalają na zmniejszenie ilości 

punktów częstotliwościowych potrzebnych do określenia, w sposób 

pełny, danej funkcji transmitancji. Pokazano, że wysuwane czasem 
/ 37,40,119^/ poglądy na własności nieliniowych funkcji transmi­

tanc j i były błędne.

Opisując metodę obliczania nieliniowych funkcji transmitancji 

/rozdz.5.1/ opartą na metodzie potencjałów węzłowych wprowadzono, 

niespot .kane dotychczas w literaturze, operatory 

które pozwoliły na zwarty zapis wzorów. Pokazano też, powołując 

się na rezultaty z rozdz.4.3, że metoda obliczania nieliniowych 

funkcji transmitancji, dla układów wielootworowych jest inna, niż 

stosowana dotychczas w przypadku układów jednowejściowych. Zapro­

ponowano również /rozdz,5.2/ nowy sposób obliczania nieliniowych 

funkcji transmitancji dla układów wielootworowych oparty na zna­

jomości liniowych funkcji transmitancji układu linearyzowanego.

- Rozważania teoretyczne pozwoliły stworzyć narzędzie w postaci uni­

wersalnych programów komputerowych /rozdz.5.1.1 i 5.2.1/, opar­

tych na metodach wspomnianych w punkcie poprzednim, służących 

do obliczania nieliniowych funkcji transmitancji układów wielo­

otworowych, podczas gdy dotychczas znane programy analizy ukła- 
t r 1

dów elektronicznych za pomocą szeregów Yolterry /np. 20 / ogra­

niczały się do układów jednowejściowych.

- Główną zaletą przedstawionej metody analizy wielootworowych 

układów nieliniowych jest podanie jawnego związku między syg- 
* 
nałami wejściowymi i wyjściowymi z jednoczesnym uwzględnieniem
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nieliniowości i inercyjności układu. Natomiast podstawową wa-

dą metody jest duża złożoność rozwiązania, co ogranicza w spo-

sób istotny rząd nieliniowych. funkcji transmitancji możliwych

do efektywnego obliczania

Powyższe wnioski wskazują że cel postawiony w punkcie 1/

rozdziału 1.1 został zrealizowany.

Opisany w rozdziale szóstym eksperyment polegający na ana­

lizie pewnych układów elektronicznych za pomocą szeregu Yolter- 

ry i porównanie uzyskanych wyników z rezultatami pomiarów ukła­

dów rzeczywistych prowadzonymi według .podanych w rozdz.6.1 me­

tod pozwala stwierdzić, że:

- możliwe jest szacowanie, za pomocą twierdzeń z rozdz,3.2, pro­

mienia zbieżności szeregu Yolterry konkretnego układu elektro­

nicznego /rozdz.6.2.1/, 

- aproksymacja sygnału wyjściowego układu elektronicznego za po­

mocą wielomianu Yolterry piątego stopnia jest lepsza niż apro­

ksymacja wielomianem stopnia trzeciego stosowana np.

23, 103 aczkolwiek zakres wielkości sygnałów,

przez

dla któ­

rych dokładność aproksymacji jest zadowalająca, jest w niektó-

przypadkach jeszcze zbyt mały /np. mieszacz z rozdz.6.3/?

- w pewnych przypadkach możliwe jest /rozdz.6.4.1/ zastosowanie 

metody szeregów Yolterry do identyfikacji elementów nielinio­

wych /podobnego eksperymentu nie spotkano dotychczas w litera­

turze/

- istnieje pewna klasa układów /o dostatecznie małych nielinio- 

wościach/, dla których metoda analizy za pomocą szeregów Yol- 

terry jest wystarczająco dokładna, a nawet, w pewnym sensie,

odpowiednia, gdyż pozwala wyciągnąć wnioski nie dające się 
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przewidzieć w innej metodzie analizy /np. wnioski dotyczące 

obwodów rezonansowych z rozdz.6.4.2/.

Przedstawione w rozdziale siódmym rozumowanie pozwala umiej­

scowić metodę analizy za pomocą szeregów Yolterry w metodach ana­

lizy układów elektronicznych, a przede wszystkim zwraca uwagę na 

przyczyny błędów tej metody, na co, w znanej autorowi literaturze, 

nie zwracano należytej uwagi,np. w 20 .

Podsumowując można stwierdzić, że wnioski wyprowadzone z 

rozdz.6 i 7 dowodzą spełnienia celu pracy postawionego w punkcie 

2/ rozdz.1.1.

Porównując wyniki otrzymane w niniejszej pracy ze znanymi 

z literatury problemami opisu nieliniowych układów' elektronicz­

nych należy podkreślić,że zastosowanie szeregów Yolterry do opisu 

wielootworowych układów elektronicznych jest przydatne i stanowi 

pewien krok naprzód w stosunku dc dotychczasowej wiedzy. Wyjście 

od analizy w przestrzeniach Banacha, poprzez opracowanie metody 

obliczania nieliniowych funkcji transmitancji oraz wykazanie is­

tnienia niezerowego promienia zbieżności szeregu Yolterry, a na­

wet pokazanie możliwości jego szacowania i stworzenie praktycz­

nych narzędzi analizy w postaci uniwersalnych programów kompute­

rowych, pozwala stwierdzić, że cel postawiony w rozdziale 1.1 

starano się zrealizować w sposób pełny i wszechstronny.

Omówione wyniki wyznaczają następujące perspektywy: 

— .podniesienie dokładności aproksymacji sygnału wyjściowego ukła­

du elektronicznego za pomocą wielomianu Yolterry, co w'świetle 

wniosków z rozdz»7 może odbyć się przez zwiększenie rzędu obli­

czanych nieliniowych funkcji transmitancji oraz szukanie lep­

szych modeli układów elektronicznych,
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- opracowanie algorytmów obliczania nieliniowych funkcji trans-
t

mitancji z wykorzystaniem innych metod niż prezentowane w roz­

dziale 5 np. zmiennych stanu , impedancji Oczkowych itp, 

- znalezienie związków /częściowo opisane w 108 / między nieli-

niowymi funkcjami transmitancji, a zniekształceniami w syste­

mach telekomunikacyjnych, w tym ewentualne znajdowanie innych

miar tych zniekształceń wykorzystujących nieliniowe funkcje

transmitancji,

- przeniesienie przedstawionego tu aparatu na sygnały losowe 

co może mieć duże znaczenie w telekomunikacji.
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DODATEK A.

Modele zastępcze złącza półprzewodnikowego i tranzys­

tora bipolarnego.

W dodatku tym podamy tylko model złącza półprz.ewodnikowego 

oraz uproszczony model tranzystora bipolarnego Ebersa-Molla, 

gdyż tyko tych modeli użyto w prezentowanych w pracy przykładach. 

Inne modele tych i innych przyrządów elektronowych znaleźć można 

np. w 21,46,49,56 ,

W rozdz,5 powiedziano, że modele elementów nieliniowych 

w analizie metodą szeregów Yolterry są opisywane wielomianami 

trzeciego lub wyższego stopnia. Wielomiany te opisują'elementy 

dynamiczne, tzn. jeżeli dany element ma charakterystykę prądowo- 

napięciową postaci I = l(u) oraz można napisać I = I0+i f U= 

= VQ+u , gdzie Io i Vo są prądem i napięciem stałym -/stanowią 

punkt pracy/,to interesuje nas zależność i = i(u), 

a/ model złącza półprzewodnikowego;

- konduktancja nieliniowa złącza

Zakładamy, że złącze półprzewodnikowe opisane jest zależ­

nością

1 “ Is(<e -

gdzie I - prąd nasycenia .

1/^.= - potencjał elektrotermiczny..

W tym przypadku zależność i = i(u) ma postać
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ig - Is A /A.2/

n=1

- pojemność dyfuzyjna opisana zależnością

°d - 1^1

gdzie T jest czasem życia nośników mniejszościowych. W tym 

wypadku zależność i = i(u) przyjmie postać

- pojemność złączowa opisana zależnością

TTT, ’ U<UD, /A-5/ 
utJ

gdzie Up jest napięciem dyfuzyjnym, a współczynnikiem zależ­

nym od rodzaju złącza. Podobnie do zależności /A. 4/ mamy

i _ o du _ 
xz " uzdt " dt

£+n-2) n
V0W+n+1)u /A. 6/

W sumie model złącza półprzewodnikowego będzie wyglądał

jak na rys.A.1, gdzie uwzględniono też rezystancję szeregową złą­

cza rs»

b/ model tranzystora bipolarnego Ebersa-Molla.

W przypadku rozdziału 6 przyjęto model tranzystora bipolar­

nego w postaci jak na rys.A.2, na którym zaznaczone elementy
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Rys.A.1. Model złącza półprzewodnikowego.

Rys.A.2. Model tranzystora bipolarnego.

opisane są zależnościami

Cd-,

Cd2

1 -

folPl
se e ,

/o2efu2 ,

CO1

UB '

/A.7/

/A. 8/

/A.9/
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CZ2 =
1

Co2

Vo2+u2\^C
/A.10/5

UC

gdzie:" czasy przejścia nośników mniejszościowych dla 

włączenia tranzystora normalnego i odwrotnego,

*Ze*^c ” współczynniki jak we wzorze /A.5/,

- napięcia dyfuzyjne dla złącza emiter-baza i kole- 

ktor-baza

oraz

/a-iv

hi i), M. 12/

co daje zależności dynamiczne

/A.13/

/A.14/

gdzie^N i pj są współczynnikami wzmocnienia prądowego dla 

włączenia tranzystora normalnego i odwrotnego.

Źródło prądowe opisuje' zależność

T /J(vo1+Ul) ^^o2+u2^
« 1 e — ec s\ /A.15/

co przekształca się do zależności dynamicznej



- 170

ic V
n=1

- JVo2V ^2)"

n=1

- V
n= 1

n!
/A.16/

Należy tu zaznaczyć, że często pomija się, w normalnych 

warunkach pracy tranzystora, jako nieznaczące, pojemności C . Z I
i C$2» W przykładach z rozdz.6 pominięto również konduktancję 

nieliniową związaną ze złączem D2 /rys.A.2/, co nie wływa istot­

nie na uzyskiwane wyniki.



DODATEK B

Współczynnik modulacji skrośnej dla układu.opisanego-wielomianem Yolterry trzeciego

Tablica B.1
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DODATEK C

Porównanie połączenia antyszeregowego i antyrównoleg-

łego diod /rozdz.6.4/ ze względu na zniekształcenia drugiego 

rzędu.

Załóżmy, że mamy dwie pojemności nieliniowe opisane równa­

niami

2 31+ K1u1 + K2u^I /C. 1/

2 3
^1^2 + ^2u2

Przy połączeniu antyrównoległym tych diod /III w rozdz.6.4 

tzn. dla u^=u2=u oraz i=i.]+i2/ otrzymamy wypadkowe równanie

, . . _ di - “ dt Ko+Eo)u + (^-Ł^u2 (K2+L2) u5 /C.2/

W tym przypadku zniekształcenia drugiego rzędu będą proporcjo­

nalne do różnicy W idealnym przypadku może być K^=L^ i

zniekształcenia te znikną. Zniekształcenia trzeciego rzędu, jak 

łatwo zauważyć, proporcjonalne będą do sumy K2+L2.

W przypadku połączenia antyszeregowego /II w rozdz.6.4 

tzn. u=u^+u2 oraz i^=i2/ otrzymamy równanie wypadkowe



= 173 -

gdzie

Po
1 /C.5/

2 2
“ KoK2 . 2L1 - LoL

/C.6/

/C.7/

W tym przypadku zniekształcenia drugiego rzędu proporcjo­

nalne będą do współczynnika

/c..e/

zależnego nie tylko od parametrów i K1 lecz i od Lo oraz Ko 

/fizycznie można to rozumieć jako nierówny podział napięcia 

u=u1+U2 na całym obwodzie na składowe u1 i Ug i powstanie w 

ten sposób zniekształceń drugiego rzędu nawetjgdy K^=L^/. 

Podobnie jak poprzednio, gdy obie diody są dobrze dobrane /K^ = 

=1^ oraz K0=L0/ współczynnik ten zeruje się.

Załóżmy,że charakterystyki obu diod nie są dobrze dobrane 

i przyjmijmy

Ko = Co + ?

Ło = °o - £ •

S - C1 * 5 , /°-9/

Ł1 “ °1 - ?

wtedy, w przypadku połączenia antyrównoległego /III/, otrzymamy 
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współczynnik drugiego rzędu

- L1 - - /C.1O/

a w przypadku połączenia antyszeregowego /II/ współczynnik te.n

wynosi

/C.11/

Jak widać jest on zależny od niezrównoważenia zarówno składowych 

liniowych jak i nieliniowych obu diod. W układzie II /rozdz.6.4/ 

właśnie ten współczynnik był większy niż w przypadku układu III 

i dlatego zniekształcenia drugiego rzędu w tym ostatnim były 

mniejsze.

Przeprowadzając, na podstawie pomiarów zniekształceń dru- 
, r

giego rzędu dla układów II i III, identyfikację obu diod, uzys­

kano wyniki obliczeń tych zniekształceń jak na rys.C.1; Diody 

opisane były zależnościami

i1 = + 5»62u2 + 0,283^^* 10*^ 2y /C.12/

i2 = Jt(lO3,7u " 5,55u2 + O,283u5)-1O~12 

' ' /O.13/

Jak widać niezgodność współczynników drugiego rzędu wynosi 1,2%, 

a współczynników liniowych -2,7% , co za pomocą metody pomiaro­

wej opisanej w rozdziale 6.4.1, nie było możliwe do określenia.

Wnioski:

- jak wykazano połączenie antyrównoległe diod jest mniej wrażliwe



- 175 -

Rys.C.1. Przebieg funkcji intermodulacji drugiego rzędu
|H^^f^ ,±f 0-f i)| dla obwodów rezonansowych z rozdz.6.4 

przy zmodyfikowanych modelach diod pojemnościowych 

/C. 12/ - /C.13/.
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na niezgodność ich charakterystyk /w szczególności zniekształ­

cenia drugiego rzędu nie zależą od pojemności liniowych Ko i 

LoA

- ze wzoru /C.8/ widać, że współczynnik ten można wyzerować przez 

zmianę Ko lub Lo /tylko dla jednego napięcia polaryzującego 

diodę/,

- podobne wnioski dotyczyć będą nie tylko diod pojemnościowych, 

ale i innych elemenuów nieliniowych włączanych antyszeregowo 

i antyrównolegle.
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