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Wprowadzenie

Zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu matematycznego opisu zaleznosci pomiedzy
wejsciem a wyjSciem obiektu. Zadanie to jest determinowane przez nastepujace czynniki
(por. [52], [95], [108], [127]):

e obiekt identyfikacji i informacje aprioryczng o obiekcie,

e mozliwo§ci pomiarowe i dane pomiarowe zebrane w trakcie eksperymentu (informa-
cje pomiarows),

e wybrang klase modeli obiektu, oraz

e zastosowany algorytm identyfikacji.

Obiekt identyfikacji i informacja aprioryczna. W niniejszej pracy, obiektem iden-
tyfikacji jest nieliniowa charakterystyka elementu statycznego, bedacego czescia skltadows
zlozonego systemu dynamicznego o strukturze blokowej (systemu o strukturze zbudowanej
z wyodrebnionych element6w (podsysteméw) nieliniowych statycznych i liniowych dyna-
micznych).

Problematyka identyfikacji charakterystyk nieliniowych w tego typu systemach jest te-
- matem szeregu prac (zob. np. [6], [8]-[11], 18], [44]-[57], [61]-[63], [66]-[70], [87]-[90], [103],
(107]-[108], [117], [124], [127]). Jej znaczenie wynika z szerokiego zakresu zastosowan sy-
steméw o strukturze blokowej, przykladowo: w sterowaniu [155], mechanice [134], biocy-
bernetyce [59], medycynie [75], [96], chemii [36], czy w przetwarzaniu sygnaléw [101].

Zakladamy, ze dostepna informacja aprioryczna o identyfikowanej nieliniowoSci jest nie-
wielka. Przyjmujemy jedynie, Ze nieliniowa charakterystyka jest ograniczona; natomiast od
pozostalych elementéw dynamicznych systemu wymagamy tylko aby byly asymptotycznie
stabilne.

Dane pomiarowe. Eksperyment. W pracy przyjmujemy, Ze identyfikacja przebiega w
warunkach losowych, tj., Zze wejscie zlozonego systemu jest pobudzane sygnatem losowym,
a jego wyjécie podlega losowym zakléceniom. Sytuacja taka odpowiada tzw. eksperymen-
towi biernemu i, z praktycznego punktu widzenia oznacza, ze charakterystyka nieliniowa
w systemie ma by¢ identyfikowana w trakcie jego normalnej pracy (zob. np. [37, str. 39,
(40, str. 306]). Ponadto, zakladamy, ze posiadane pomiary pochodzg z wejscia i wyjécia
calego systemu. Warunek ten jest istotny w wielu zastosowaniach, w ktérych odlgczenie
(lub rozdzielenie) systemu w celu identyfikacji jego elementéw jest, badz niemozliwe (np.
w badaniach biomedycznych [102], [120], [154], czy analizie jako$ci wody [29]), badz ko-
sztowne (np. w identyfikacji charakterystyk nieliniowych kolumn destylacyjnych [19] lub
obiektéw elektrotermicznych [125]).
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Klasa modeli. Przyjete ogélne postulaty odnodnie nieliniowosci bedacych obiektem
identyfikacji wymagajg (w celu umozliwienia zbieznoéci algorytmom identyfikacji) dobra-
nia odpowiednio szerokiej klasy ich modeli (por. [44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113],
[116], [124]). W pracy stosujemy modele falkowe, ktére opieraja sie na szeregach ortogo-
nalnych funkeji falkowych Daubechies!. Funkcje te stanowig nows rodzine ukladéw orto-
gonalnych. Ich teorii po$wigcone sg m. in. prace [16], [26], [92], [130]-[131] i monografie
2], [5], 23], [27], [98], [118] i [152]. Szereg prac traktuje réwniez o ich zastosowaniach:
[99]-[100], [148]-[149]. Poza dziedzinami, takimi jak geologia [58], przetwarzanie sygnaléw
i obrazéw [17], [24], [93], [94], [110], [118], [145], medycyna [1], [126], [146], [144], chemia
[38]-[39], energetyka [74], czy statystyka matematyczna [3], [65], [104], pewng liczbe za-
stosowan mozna odnalez¢ réwniez w obszarze modelowania systeméw [106]. Przykladami
mogg by¢ tu aplikacje odpowiednich modeli falkowych w sterowaniu samolotami woj-
skowymi [12], monitorowaniu proceséw technologicznych i wykrywaniu uszkodzen [25],
(76]-[77], [97], [147] i w medycynie [102], [120], [154]. Natomiast zastosowaniom falek w
identyfikacji dynamicznych systeméw nieliniowych o strukturze blokowej po§wiecone sg
jedynie prace [70], [82] i [108] i czgéciowo [124].

Przyjecie falek Daubechies jako podstawy modeli identyfikowanych nieliniowo$ci wynika
z nastepujacych przestanek:

e Falki te stanowig baze¢ ortogonalng przestrzeni funkcji calkowalnych z kwadratem.
Wiasnos¢ ta pozwala identyfikowac z ich pomocg szeroks klase charakterystyk nie-
liniowych.

e W odréznieniu od innych szeregéw ortogonalnych, analityczne wlasnosSci algorytmoéw
identyfikacji opartych o falki Daubechies nie zostaly, jak dotad, zbadane.

Algorytmy identyfikacji. Pojecie ,algorytmy identyfikacji” jest w pracy rozumiane
dwojako: :

e jako zbiér formut prowadzacych do uzyskania empirycznego modelu falkowego iden-
tyfikowanej charakterystyki nieliniowej, oraz

e jako zestaw procedur obliczeniowych, umozliwiajgcych efektywne wyznaczenie em-
pirycznych modeli falkowych na podstawie danych pomiarowych.

Rozréznienie to wynika ze specyficznych wiasnosSci funkcji falkowych Daubechies, ktére
nie sg dane za pomocg jawnych wzoréw, ale przy pomocy formul rekurencyjnych. Z tej
przyczyny, bezposrednie zastosowanie falkowych algorytméw identyfikacji (tj. prosta im-
plementacja odpowiednich wzoréw wykorzystujacych falki Daubechies) nie jest mozliwe i
wymaga opracowania odpowiednich algorytméw obliczeniowych uwzgledniajgcych te ce-
che funkcji falkowych. Problem staje sie istotny zwlaszcza przy losowym pobudzeniu we-
jécia systemu z powodu braku standardowych procedur obliczeniowych (zob. uwaga 1.2
w rozdziale pierwszym).

1Ze wzgledu na brak polskojezycznych publikacji dotyczacych funkeji falkowych, w pracy stosujemy
doslowne tlumaczenia terminéw angielskich z tej dziedziny.
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Cele pracy

W pracy postawiono nastepujace cele:

e Sformulowanie i zbadanie wlasnosci falkowych algorytméw identyfikacji charaktery-
styk nieliniowych.

e Zaproponowanie komputerowych (obliczeniowych) algorytméw identyfikacji, opar-
tych na prostej aproksymacji funkcji falkowych i zbadanie wplywu zastosowanej
aproksymacji falek na rezultat identyfikacji.

e Opracowanie sprawnych obliczeniowo algorytméw wyznaczania modeli falkowych.

e Przeprowadzenie badan empirycznych. Eksperymentalne zbadanie wtasnosci algo-
rytmow dla matlej i umiarkowanej liczby pomiaréw.

e Eksperymentalne poréwnanie algorytméw falkowych z algorytmami opartymi na
szeregach trygonometrycznych.

Zagadnieniom tym po$wiecone sg kolejne rozdzialy pracy:

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe wiadomoS$ci dotyczace teorii falek. Rozdzial
drugi poSwigcony jest przedstawieniu klasy rozpatrywanych systeméw nieliniowych oraz
ich schematu zastepczego. Podajemy w nim takze przykladowe systemy z tej klasy i defi-
niujemy zalozenia dotyczgce warunkéw identyfikacji.

W rozdziale trzecim prezentujemy falkowe algorytmy identyfikacji oraz odpowiadajace
im klasy empirycznych modeli falkowych charakterystyk nieliniowych. W formie twierdzen
i wnioskéw przedstawiamy warunki zbieznoéci modeli falkowych do identyfikowanych nie-
liniowosci, zaréwno w sensie lokalnym (punktowym) jak i globalnym (catkowym), érednio-
kwadratowo i wedlug prawdopodobienstwa. Pokazujemy wptyw regularnoéci (gtadkosci)
identyfikowanych charakterystyk, funkcji gestoéci prawdopodobienstwa wejscia systemu
oraz cech zastosowanych w modelach funkcji falkowych na szybko$é zbieznosci poszcze-
gélnych modeli. W szczegélnosci pokazujemy, ze w praktycznych sytuacjach, przy braku
informacji na temat gladkosci identyfikowanej charakterystyki, modele falkowe zbiegaja
do niej, w sensie catkowego bledu Sredniokwadratowego, z gwarantowang szybkoscig rzedu
O (N ~¥ 2).

Na tres¢ rozdzialu czwartego skladajg sie komputerowe algorytmy identyfikacji falkowe;.
Proponujemy tam, oparte na prostych aproksymacjach funkcji falkowych, obliczeniowe we-
rsje algorytméw falkowych i pokazujemy, ze (przy latwych do spelienia wymaganiach)
sg one asymptotycznie réwnowazne (pod wzgledem warunkéw i szybkoSci zbieznosci od-
powiednich modeli empirycznych) algorytmom ,teoretycznym”, opartym na oryginalnych
funkcjach falkowych.

Wyniki teoretyczne ilustrujemy i uzupelmiamy w rozdziale pigtym rezultatami badan
symulacyjnych. Pokazujemy w nim zachowanie modeli falkowych przy malej i umiarkowa-
nej liczbie pomiaréw, przy znanej i nieznanej funkcji gestosci wejécia systemu, dla glad-
kich i niegladkich charakterystyk, przy skorelowanych zakléceniach oraz réznych typach
systeméw. Poréwnujemy takze wiasnosci falkowych algorytméw z algorytmami wykorzy-
stujacymi szereg trygonometryczny.

W ostatnim rozdziale podsumowujemy uzyskane wyniki oraz przedstawiamy, naszym
zdaniem wazne, poznawczo i praktycznie, zagadnienia otwarte, wymagajace dalszych ba-
dan.



Rozdziat 1

Falkowa analiza wielorozdzielcza

W rozdziale przedstawiamy elementy teorii falek wybrane pod kgtem ich zastosowania w
falkowych algorytmach identyfikacji.

W teorii falek podstawowg role odgrywa para funkcji falkowych: ¢ (z), nazywana falkq-
ojcem (ang. father wavelet) lub funkcjq skalujgcq (ang. scaling function) oraz v (), zwana
falkg-matkq (ang. mother wavelet) ([27], [93], [98], [118] i [152]).

Przesuniecia (translacje) funkcji skalujacej ¢ (), tj. ¢, (z) o v (x—n), n € Z, gene-
rujg baze ortonormalng przestrzeni V;, bedacej podprzestrzenia przestrzeni L? (R) funkcji
catkowalnych z kwadratem

Vo =span{p(z —n),n € Z} c L*(R)

Translacje jej skalowanych wersji

def
Baiia (B) =

22 p (2™z — n) (1.1)
stanowig natomiast bazy ortonormalne podprzestrzeni V;, C L* (R)
Vm :Span{(romn(x):n = Z},me Z

formujacych analize wielorozdzielczq (ang. multiresolution analysis) przestrzeni L? (R.),
tj. fancuch zagniezdzonych podprzestrzeni

Vo CVWCWC - C Vo1 CVip C Vipgr--- € L2(R) (1.2)

o nastepujacych wlasnoSciach

[ Vm={0} oraz |JVm=L*{R) (1.3)

meZ meZ

Z (1.2) i (1.3) wynika zatem, ze dowolna funkcja catkowalna z kwadratem jest, w kolej-
nych podprzestrzeniach V;, (tj. ze wzrostem skali m), aproksymowana z rosnacg doklad-
noscig (rozdzielczoscig).

Falkami nazywamy skalowane przesuniecia pojedynczej falki-matki ¢ (z)
Y (z) Z 259 (272 1), I,meZ (1.4)

10
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Podstawowg cechg falek jest nastepujgca wlasnosé
[ $mi(@)dz=0 (15)
R

Falki tworzg bazy ortonormalne wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni W, C L2 (R)
Wmn =span{¢,,; (z),l € Z} ,me Z

stanowigcych podstawe falkowej dekompozycji przestrzeni L* (R)

L*(R) = é Wi (1.6)

m=—0o0

Podprzestrzenie W;, sa ortogonalnymi dopelnieniami podprzestrzeni V;, w lancuchu
(1.2) i zawierajg elementy V;,.1 lezace poza V,,

Vm (S5 Wm = Vm+1 (17)

Powyzszy zwiazek jest podstaws réwnowaznej z (1.6) dekompozycji L? (R) zlozonej z
podprzestrzeni typu V i W

L?(R) = Vi é Wi, MeZ (1.8)

m=M

W oparciu o tg dekompozycje, dowolng podprzestrzen Vi, K € Z, mozna przedstawié za
pomoca nastepujacej sumy jej podprzestrzeni

K-1
Vi = Vir €D Wi, K>M (1.9)
m=M

1.1 Rodzina funkcji falkowych Daubechies

Funkcje falkowe Daubechies ¢? (z) i ¢? (z) stanowig rodzine funkcji falkowych o zwar-
tym noSniku. Ich wlasnosci zalezg od liczby naturalnej p zwanej indeksem (numerem)
falkowym.

Uwaga 1.1 Najprostszym (i chronologicznie pierwszym, zob. [60]) ich przyktadem sq
funkcje o indeksie p = 1, zwane funkcjami Haara. Funkcja skalujgca ¢! (z) i falka-matka
Haara ¢ (z) dane sq (jako jedyne w rodzinie funkcji Daubechies) prostymi wzorami (por.
Rys. 1.1) :
¢ (z) = Ipy (z) oraz ¥'(z)= Ito 1y (2) = Iy 1y (2) (1.10)

gdzie Is (z) jest funkcjq wskainikowq zbioru S

1 ze€ 8§

IS(x)z{ 0 z¢58
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1,5 - 1,5 -
1 9"1(5) 1 - 'f)l(ﬂ?)
0,5 | 0,5 |
0 . 0 —
0 0,5 1 0 0|5
0,5 -0,5 -
1 1
-1,5 - -1,5

Rys. 1.1 Funkcja skalujgca ¢! () i falka Haara ' (z)

Wiasnosci funkcji falkowych Daubechies. Przedstawimy teraz wtasnoéci funkcji
falkowych wykorzystane w dalszej czeéci pracy podczas konstruowania i analizy propono-
wanych algorytméw identyfikacji i modeli falkowych:

e Zwarty noénik. Funkcje falkowe Daubechies maja zwarte noéniki o diugosci 2p — 1

suppy” (z) = [0,2p—1) oraz suppy”(z)=[1 —p,p)

a ich skalowane translacje noéniki o dlugosma;ch — (por. (1.1) i (1.4))
n n+(2p-1 [+ {+
SUpP ¢h,, (z) = {-5; %) oraz suppyr, (z) = (Qm L ), 2mp )

(1.11)

e Znikajgce momenty. Falki Daubechies 9 (z) posiadajg p znikajacych momentéw
]
/mk-wp(x)dxzf ¥ P (z)dz = 0, k=0...;p~1 (1.12)
R 1-p

® Brak jawnych wzoréw. Oprécz przypadku, gdy p = 1, funkcje falkowe Daubechies
nie majg jawne]j postaci ale stanowig granice procedur rekurencyjnych (zob. np. [26]-
[27]). W pracy (130, str. 616] podano przyktadowy spos6b konstrukeji tych funkcji

2p-1
@ ( \/_th(,op,. 1y (22 — t) oraz Y7, ( \/_Z cl_tgaﬁ,_l) (2z —t)
t=—2(p—1)
(1.13)
gdzie

‘10}()0) = Ijp) ()

We wzorach (1.13), {ct}t i ! jest zbiorem wspétezynnikéw Daubechies, specyficznym
dla kazdej rodziny funkcji ¢ (z) i ¢” (z) (zob. np. [27]).

W Dodatku C.5, str. 137, przedstawiliSmy jedng z metod wyznaczania tych
wspéiczynnikéw, a w znajdujacych sie tam tabelach C.1-C.2, zestawiliémy ich
wartosci dla numeréw falkowych p = 2,...6.
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Uwaga 1.2 Przedstawiona w (1.13) metoda konstrukcji funkcji falkowych Daubechies nie
pozwala (dla skofczonych r) wyznaczyé wartosci funkcji falkowych P (x) i P (z). Istnie-
jace (osobne) procedury stuzqce do ich wyznaczania dziatajq poprawnie jedynie w punktach
lezqcych na statce binarnej (tj. w punktach o postaci n/2?, gdzie n,q € Z,q < o) (przy-
ktad takiej procedury, pochodzqcej z pracy [131], przedstawiamy w Dodatku A.3, str. 115)

¥'(z)

-2 -

(]
i

Tag
By

T_ : Rys. 1.2 Funkcja skalujaca Daubechies ? (z) oraz odpowiadajaca jej falka 1 (z)

owane i przesuwane funkcje falkowe Daubechies ¢ (z) i ¢” (z) (por. (1.1) i (1.4))
P (2) =220 (2™ —n) oraz YP,(z) =23¢° (2™z — ) (1.14)

generuja, dla kazdego p, wlasne przestrzenie V2 i W2, a zatem tez, odmienne dla kazdej
z rodzin, analizy wielorozdzielcze (por. (1.2))

VB WV C---cVE_  cVECVE,---C L*(R) (1.15)

i, odpowiadajace im, falkowe dekompozycje przestrzeni L? (R) (por. (1.8))

L*(R) =V} é wr, (1.16)

m=M

1.2 Aproksymacja falkowa

Niech F'(z) bedzie dowolng funkcjg catkowalng z kwadratem, F (z) € L? (R). Jej rozwi-
nigcie w szereg falkowy, odpowiadajacy dekompozycji (1.16) ma postaé

[= =]

Fiz)= Y i@+ S S B, (2) (117)

n=—oo m=M l=—oc0

gdzie oy, 1 %, sa wspélczynnikami Fouriera tej funkcji, zwanymi réwniez jej wspdtczyn-
nikami falkowymi (ang. wavelet coefficients), o postaciach (por. (1.11))

n+;2s—11 :%#
apMn=/n * F (z) ¢, (z)dz oraz Bﬁuz/; . F (z)y? dzx (1.18)

Py 2
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Rzut ortogonalny (najlepsza aproksymacja) funkcji F' (z) w wybranej przestrzeni V¥,
K € Z, K > M, jest dany nastepujgco (por. (1.9))

.’L' Krp Z Mn‘*ppMn Z Z ﬁml mi (119)
n=-—00 m=M [=—occ

Pierwszy skladnik F' (z; K, p) mozna traktowaé jako wstepne (zgrubne) przyblizenie funk-
cji F' (z), uzupelione (w drugim ze skladnikéw) o szczegély funkeji F (z) zawarte w prze-
strzeniach WP, m = M, ..., K —1. Na mocy twierdzenia Parsevala, blad tej aproksymacji,
w metryce przestrzeni L? (R) wynosi

ISEF (z;K,p) = [|F(:c)—F(:z:;K,p)Hg:L[F(x)—F(:c;K,p)]2d3::

o0

= Z (ohe)’ + Z Z (Bo)* +
n=—oco m=M l=—cc
00 K-1 o
-(E e X 3 o) -
n=—oo m=M l=—0c0
o0 oo
= D > (B (1.20)
m=K |l=—occ
jest wigc réwny sumie kwadratéw wspélczynnikéw falkowych 37, funkeji F (), niewyko-
rzystanych w aproksymacji F (z; K, p).

Asymptotycznie (dla K dazacych do nieskonczonoéci) otrzymujemy, dla dowolnego in-
deksu falkowego p, dokladng (w sensie bledu (1.20)) reprezentacje funkcji F'(z), a zatem:

ISEF (z; K,p) =0, gdy K — o0 (1.21)

Przestrzenie V nosza nazwe przestrzeni aproksymacji (ang. approzimation spaces lub
resolution spaces), natomiast W2 czesto nazywane sg przestrzeniami detali (szczegétow)
(ang. detail spaces).

Aproksymacja falkowa w skoficzonym przedziale. Zalézmy teraz, ze funkcja F' ()
znika poza pewnym skonczonym przedzialem S = [a, b], (zob. przyklad na Rys. 1.3).

Zauwazmy, ze wspolczynniki falkowe o, i B%, odpowiadajace funkcjom falkowym
hin () 192, (z) ktérych noéniki lezg poza przedzialem S sg réwne zero, dzigki czemu
szereg falkowy funkcji F (z) redukuje si¢ do postaci (por. (1.17))

nm,(M,p) lmax(m, P)
Fo)= Y Badn@+Y 3 At (122)
ﬂ=ﬂmin(Mp) m"'Ml—fmm( ,P)

zawierajgcej w kazdej skali m skoniczong liczbe wyrazéw. Granice sumowan npyi, (M, p),
Nmax (M, p), lmin (M, P), lmax (M, p) Wyznaczane sa z nastepujacych warunkéw

= l+p
s PO
oraz (1.23)
n [+ (1-p)
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1 wynoszg
Nmin (M, p) = [2Ma| — 2p +2 lmin (M, p) = [2™a] —p+1
oraz (1.24)
Nmax (M, p) = [2Mb] — 1 lmax (M, p) = [2™b] +p — 2

gdzie |z| ([x]) oznacza najwigksza (najmniejsza) liczbe catkowita nie wigksza (nie mniej-
sz3) niz z (zob. [42, str. 87] i Dodatek A.1, str. 114).

n=n,(Mp)+1 n=n_.(Mp)
/

n=n_,(M,p) ‘ . n=n,_.(Mp)-1
a b i
; i : z I : | I . : I : ELPLH(I)
T — ()
I = : e : o I = : = : == : o "nb’);ﬁl.a(x)
- Vi)
I=l_(M+2, p]; ' =l (M32)41 . Il (M+2)1 U=l (M+2,p)

Rys. 1.3 W rozwinigciu falkowym funkcji F' () znikajacej poza przedzialem S = [a, b] wystepuja
jedynie funkcje falkowe ¢}, (z) i ¥P, (z), m > M, ktérych noéniki (przedstawione w postaci
szarych prostokatéw) przecinajg sig z tym przedzialem. Rysunek odpowiada sytuacji, gdy numer
falkowy p = 2 (zauwazmy, ze nosniki poszczegélnych funkcji falkowych w tej samej skali nachodza,
na siebie)

W konsekwencji, aproksymacje funkcji F' (z) w przestrzeniach V%, K > M, przyjmuja
postaé (por. (1.19))

ﬂmax(MP) K-1 tmu m?’
F(‘T!KEP) = Z Mn"ppMn Z Z 6m! mI (125)
N=Nmin Mp m=M l=l; n(m,p)

1 zawieraja, dla dowolnych skoficzonych skal M i K, skonczong liczbe wspétczynnikéw
ohyn 1 65, Aproksymacje (1.25) stanowia podstawe do skonstruowania falkowych modeli
teoretycznych w prezentowanych w pracy falkowych algorytmach identyfikacji.

1.3 Szybka transformata falkowa FWT

Pomiedzy funkcjami skalujgcymi a falkami Daubechies o tym samym numerze falkowym
p zachodzg nastepujace relacje (por. (1.13))

2p-1

WP (z)=vV2) g’ (2x—t) oraz =2 Z —1)' 1?2z —t) (1.26)

t=—2(p—1)
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ktére stanowig podstawe, zaproponowanego w pracy [92], algorytmu tzw. szybkiej
transformaty falkowej (ang. fast wavelet transform (FWT)) sthuzacego do wyznaczania
wspoélezynnikéw falkowych of,, i 3%,. Algorytm ten oblicza wspélczynniki falkowe w

skali m na podstawie wspétczynnikéw z wyzszej skali m + 1 za pomocg wzoréw

2p—-1 1

oy = Z Ctafn+1,2n+z oraz [, = Z ("l)t cl—tai;+1,21+a (1.27)

t=0 £=—2(p—1)

Zwrotmy uwage na nastepujace wlasnosci tego algorytmu, w odniesieniu do zadania wy-
znaczania wspétczynnikéw falkowych w aproksymacjach (1.25):

e Algorytm nie definiuje sposobu wyznaczania wspélczynnikéw poczatkowych o,
(zob. np. dyskusje na ten temat w pracy [28]).

e Jego zlozonos¢ obliczeniowa jest funkcjg liniows wzgledem liczby wspélczynnikéw
Oens (pOr. 1p. [92], [131]).



Rozdzial 2

Nieliniowe systemy o strukturze
blokowej

Proponowane i badane w pracy algorytmy stuzg do identyfikacji nieliniowej charaktery-
styki elementu statycznego, bedacego czeécig zlozonego systemu o strukturze blokowe;j.
Systemy z rozwazanej klasy zawierajg zaréwno statyczne elementy nieliniowe jak i liniowe
elementy dynamiczne.

W literaturze mozna znalez¢ szereg prac po$wieconych identyfikacji tego typu systeméw.
W odniesieniu do zagadnienia identyfikacji charakterystyk nieliniowych, w wielu pracach
na ten temat (np. [6], [8]-[11], [18], [62]-[63], [87]-[90], [103], [117], [127]) autorzy rozwa-
zajg systemy, w ktérych identyfikowana charakterystyka nalezy do znanej klasy funkcji o
skoriczonej liczbie parametréw. Z tego punktu widzenia, znacznie szersza klase systeméw,
badano w pracach ([44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [124]), w ktérych o charakterystyce
zaktadano jedynie, ze jest ograniczona lub catkowalna z kwadratem.

2.1 Zastosowania praktyczne

Jak wspomniano we wprowadzeniu, inspiracje dla rozwoju badan nad identyfikacja syste-
mow o strukturze blokowej stanowi stale rosnacy obszar dziedzin, w jakich pojawiajg sie
ich zastosowania. Oprécz zastosowan w sterowaniu (zob. np. [125] i [155]), szereg aplikacji
pojawilo si¢ takze w medycynie [96], biocybernetyce [59], [75] i chemii [36]. Kolejnymi przy-
ktadami mogg by¢: praca [143], w ktérej przedstawiono zastosowania systeméw o struktu-
rze blokowej do opisu pojedynczych komérek nerwowych (neuronéw) oraz ich czeéci (m.
in. synaps, zob. Rys. 2.5), jak réwniez komérek receptorowych zmystu stuchu; czy tez prace
78], [83], [105], w ktérych systemy Hammersteina sa wykorzystywane w dynamicznych
sztucznych sieciach neuronowych. Omawiane systemy stanowia réwniez podstawe modeli
urzgdzen stosowanych w przemysle spozywczym (np. kolumn rektyfikacyjnych, zob. np.
[19]). Nalezy takze odnotowat ich zastosowania w przetwarzaniu sygnatéw [54], [55] i [101].

17
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2.2 System zastepczy. Warunki identyfikacji

Klase rozwazanych w pracy nieliniowych systeméw dynamicznych o strukturze blokowej
(Rys. 2.1) mozna opisaé za pomocg ogélnego réwnania zastepczego (por. [108])

Yk = R (zk) + & (Th-1, Th-2, .. .) + 2 (2.1)

W réwnaniu tym wyodrebniamy identyfikowang nieliniowo$¢ R (z), natomiast pozostatg
czeSt systemu traktujemy jako zrédio zaklécenr {€; = € (zk—1,T%-2,...)} (por. np. (48]),
oddziatujace wraz z zakléceniami pomiarowymi {z} na jej wyjécie. Szczegdlowa postaé
zaklocen {£;} zalezy od struktury identyfikowanego systemu, w ogélnoéci jednakze, przy
losowym pobudzeniu, stanowig one cigg skorelowanych zmiennych losowych.

] W) e

!

|

! { C
: RESZTA SYSTEMU _]
|

|

|

|

.
'

Y

Rys. 2.1 Schemat zastepczy klasy nieliniowych systeméw dynamicznych o strukturze blokowej

Algorytmy proponowane w niniejszej pracy identyfikuja nieliniowoéé¢ R (z) na podsta-
wie dostgpnego zbioru pomiaréw wejscia-wyjécia systemu {(zx, yk)}szl. Pokazemy, ze z
tego powodu identyfikowana nieliniowoé¢ R (z) z Rys. 2.1 (wzdr (2.1)) jest, w ogélnosci,
przesunigty i przeskalowang wersjg oryginalnych charakterystyk elementéw nieliniowych
w tych systemach.

O systemie i warunkach identyfikacji przyjmujemy w pracy nastepujace zalozenia:

Z1. Wejscie systemu jest pobudzane ciggiem niezaleznych zmiennych losowych {Zk} ez O
jednakowym rozkladzie. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa wejscia f (z) istnieje
oraz jest dodatnia i ograniczona dla wszystkich z nalezacych do pewnego przedziatu
S = [a, b] i réwna 0 poza nim:

0<6< f(z) < My < oo, z€S (2.2)
dla pewnych, nieznanych §, My > 0.
Z2. Nieliniowos¢ R (z) jest ograniczona dla z z przedziatlu S = [a, b]

|R(z)] € Mg < o0, z€S (2.3)

Z3. Sygnat {{,},cz, pochodzacy od systemu, mozna przedstawié za pomocs ogdlnej
formuty

& = _Z M€ (zk—:) (2.4)

gdzie ¢ () jest nieliniowociq pasozytniczq, bedaca (nieznana) funkcja, ograniczona
dla kazdego z € S = [a, ]

I¢ (z)] < M¢ < o0, Z€S
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i dla ktérej zachodzi E¢ (z1) = 0. Ciag {\:} jest (réwniez nieznang) odpowiedzig
impulsowg liniowego ukladu dynamicznego, o ktérym zakladamy, ze jest asympto-
tycznie stabilny, Y oo |A:| < co. Odpowiednie przyktady podane sg w punkcie 2.3.

Z4. Zaklécenie pomiarowe {2}, ., stanowi wyjécie nieznanego elementu (podsystemu)
dynamicznego, o odpowiedzi impulsowej {w;};-,, asymptotycznie stabilnego,
>icolwil < oo i pobudzanego bialym szumem {ex},., O zerowej wartosci
oczekiwanej, E&; = 0, i skoficzonej wariancji, vare; < 0o

oo
Zg = E WiEk—i

1=0
Z5. Procesy {zx} i {ex}, a zatem tez {zx} i {2}, s3 wzajemnie niezalezne.

Z6. Sygnaly interakcyjne laczace poszczegdlne elementy systemu, podobnie jak zakléce-
nia {&,} i {2k}, sa niedostepne dla pomiaru.

Przy tak sformutowanych zalozeniach ogélne réwnanie zastepcze (2.1) przyjmuje postaé

Yy = R (zx) + Z Ai€ (zk—i) + Z Wi€k—i (2.5)
=]

i=0

Zwréémy uwage, ze przedstawione powyzej zalozenia stawiajg niewielkie wymagania
co do zakresu wstepnej wiedzy o charakterystykach poszczegélnych elementéw systemu.
Zalozenie Z2 obejmuje praktycznie dowolng charakterystyke, jaka mozna spotkaé w za-
stosowaniach, a wraz z zalozeniami Z1 i Z4, dotyczy sytuacji, w ktérych identyfikacja ma
miejsce:

e podczas normalnej pracy systemu w stanie ustalonym (w trakcie tzw. eksperymentu
biernego),

e w warunkach losowych, tj. przy losowym pobudzeniu wej$¢ systemu i losowym cha-
rakterze (niemierzalnych) zaklécenn pomiarowych dzialajacych na jego wyjscie,

e przy pomocy urzgdzeh o ograniczonym zakresie pomiarowym (np. woltomierze,
$wiattomierze, termometry).

Podobnie ogélny charakter ma zalozenie Z3, ktére dotyczy dynamicznej czeéci identy-
fikowanego systemu i naklada tylko wymaganie, aby byla ona asymptotycznie stabilna.

Uwaga 2.3 Przy zalozeniach Z1-Z5, xi, &, 2k 1, w konsekwencji takze yx, sq stacjo-
narnymi (w szerszym sensie) procesami losowymi drugiego rzedu, tj. dla katdego z mich
istnieje stata wartosc Srednia, ograniczona wariancja oraz funkcja autokowariancyi zalezna
tylko od odlegtosci w czasie pomiedzy poszczegdlnymi realizacjami kazdego z proceséw (zob.
np. [158, str. 64] i por. [108, str. 948)).

2.3 Przyklady systeméw o strukturze blokowej

Przedstawimy teraz przykladowe systemy o strukturze blokowej i dla kazdego z nich wy-
znaczymy postaé¢ réwnania zastepczego (2.5) oraz warunki potrzebne do spelienia zalozen
Z2-73. W spos6b szczegélny zbadamy zwiazki pomiedzy nieliniowoscig R (z) a charakte-
rystykami nieliniowymi elementéw statycznych tych systemdéw.
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2.3.1 System statyczny

Jest to najprostszy z systeméw (Rys. 2.2) nalezgcych do rozwazanej klasy, w ktérym
& = 0. Dla tego systemu réwnanie zastepcze (2.5) redukuje sie do postaci

20

Yk = p(Th) + ) wigk (2.6)

i=

i nieliniowo$¢ R (z) w systemie zastgpczym jest réwna charakterystyce u ().

& 2y

M {w‘} 1

R R T

| y |
—i-b u(x) —>®-€—>
I, Y

L ;

Rys. 2.2 System statyczny

2.3.2 System Hammersteina

W przedstawionych systemach Hammersteina (Rys. 2.3) nieliniowy element statyczny o
charakterystyce u(x) tgczy sie w kaskade z liniowym elementem dynamicznym o odpo-
wiedzi impulsowej {A;}o,.

& 2 €k ‘ Iz;
Mool s
l .
| — — 1] — ;
—Ii* u(z) »  {A} —'®-§—> —E* p(z) —>®—P {A} —:r—>
Ty | 1 Y T -

o A ] . e i it i ! g i Wit e e i e e ——————— s}

Rys. 2.3 System Hammersteina: a) z zakléceniami na wyjsciu systemu, b) z zakléceniami na
wyjsciu elementu nieliniowego

System z Rys. 2.3a mozna opisa¢ za pomocg ponizszego réwnania (por. (2.6))

Yk = Z Al (Sﬁk-—i) += Z WiCk—i
i=0

tl=0

z ktérego, po przeksztalceniu do postaci
ve=dopt (zk) +Ep(z1) 3 N+ Y Milp(@meei) —Ep(z)]+ Y wiews  (27)
i=1 i=1 1=0
otrzymujemy w réwnaniu zastepczym (2.5), ze

R(z) = hou(z) +s oraz ((z)=p(z)—Ep(z), gdries=Eu(z)> A (28)
i=1



ROZDZIAL 2. NIELINIOWE SYSTEMY O STRUKTURZE BLOKOWEJ 21

Aby system spelnial zalozenia Z2-Z3 potrzeba zatem, aby |u ()| < oo, dla z € S,|\| <
00 oraz Y oo, |Ai] < oo.

W wersji systemu z Rys. 2.3b na wyjécie elementu nieliniowego u (x) dzialajg skorelo-
wane zaklécenia zewnetrzne zj, = Y oo 7;€k—i. Otrzymujemy teraz, ze

ve =Y it (Thoi) + Y Nizis
1=0 1=0

skad, po przeksztalceniach, mamy (por. (2.7))

o0 =] o0 oo
ve = dop (z) +Ep(21) Y i+ Y Xi[w(@hi) —Ep(@)] + D D Aiye—iis)
i=1 i=1 =0 j=0

a zatem, podobnie jak poprzednio (por. (2.8)), dostajemy, ze

R(z) = dop(z) +s oraz ((z)=p(z)-Ep(z1), gdzies=Eu(z)d M (29)

=1

Zakl6cenia zewnetrzne z;, przyjmujg natomiast postac (por. zalozenie Z4)

fo’s] i
= E WiCk—i, gdzie Wi = E AjNij

W stosunku do wymagan stawianych systemowi Hammersteina z Rys. 2.3a, zakladamy
dodatkowo, ze element dynamiczny z odpowiedzig {n;} jest asymptotycznie stabilny, tj.,

ze Y oo |mil < 0.

Uwaga 2.4 Ze wzordw (2.8) oraz (2.9) wynika, ze dla systemdéw Hammersteina nielinio-
wosé R (z) w réwnaniu zastepczym (2.5) nie jest réwna charakterystyce elementu statycz-
nego (z), ale stanowi jej skalowangq i przesunietq wersje

R(z) = Xopu(z)+s (2.10)

gdzie parametr A i przesuniecie s sq statymi zaleznymi od systemu. Taka relacja pomiedzy
prawdziwg charakterystykq p (z) a identyfikowang nieliniowosciq R () jest konsekwencjq
ztozonej struktury systemu i przyjetych w zalozeniu Z6 ograniczen pomiarowych. Tozsa-
most R (z) = p(x) zachodzi tylko w szczegdlnych wypadkach, gdy Ao = 1 oraz np. gdy
charakterystyka p (x) i funkcja gestosci wejécia f (x) sq, odpowiednio, nieparzyste i syme-
tryczne wzgledem Srodka przedziatu S (wéwczas Ep(z1) =0, a stgd s =0).

2.3.3 System réwnolegtly

W ponizszym przykladzie, system stanowi polgczenie réwnolegle nieliniowego elementu
statycznego z dynamicznym podsystemem liniowym (Rys. 2.4)

Jego réwnanie ma postaé (por. (2.6) i (2.7))

o0 o0
Y = u(TK) + Z)\ixk—i + Zwigk—i (2.11)

i=0 1=0
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Rys. 2.4 Przyklad systemu o strukturze réwnoleglej

Zakladajac teraz, ze A9 = 0 (tj. ze podsystem dynamiczny wnosi opéznienie) otrzymujemy,
ze

e = p(Tk)+ Z AiTk—i + Zw‘iffc—: =
i=1 1=0
= pu(zx) +Ex Z/\f + Z)\f (zk-i —Ex1) + Zwifk—i
i=1 i=1 i=0

W rezultacie, w réwnaniu (2.5) nieliniowosci R (z) i ¢ (z) sg dane nastepujgco (por. (2.8))

R(z)=p(z)+s oraz ((z)=z-E(z;), gdzies=Em Z Ai (2.12)

i=1

Dla spetnienia zatozen Z2-Z3 nalezy przyja¢, ze |u (z)] < codlaz € Soraz Y-, |\ < .
Natomiast warunek | (z)| < oc jest spelniony na mocy zalozenia Z1 (tj. zerowania sie
funkcji gestosdci wejscia f (z) poza przedzialem S).

Rys. 2.5 Dynamiczne systemy nieliniowe o strukturze réwnoleglej stosowane sg przy modelo-
waniu powierzchni komérek nerwowych [143, str. 94]

Uwaga 2.5 Nieliniowos¢ R (z) jest réwna charakterystyce u(z) jedynie w szczegdlnych
przypadkach, gdy s =0 (np. jesli Ex; =0 lub 5 .o, A\i = 0). W przypadku gdy Ao # 0 ().
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gdy w podsystemie dynamicznym nie wystgpuje opdznienie), zaleznosc (2.11) komplikuje
sie 1 przybiera postaé

Uk = p(zx) + Aoz + Ezy Z)\i e Z)\«; (Zk—i — Ez1) + Z%‘Ek—:‘
g=] i=1 i=0

Wtedy, nawet jesli s = 0, to nieliniowosé R (x) pozostaje znieksztatcona w stosunku do
charakterystyki p (z) przez liniowy sktadnik Aoz

R(z) = pu(z) + Aoz

W sytuacji, gdy Ao = 1, mozna w celu identyfikacji p(x) skorzystaé z faktu, e p(x) =
R(z) — z.

2.3.4 System szeregowo-réwnolegty

Jest to system z Rys. 2.6, bedacy uogdlnieniem systeméw przedstawionych poprzednio.

| el ——
__1:_i_¢ K(z) {5 _M,
"o |

Rys. 2.6 Przyklad systemu szeregowo-réwnoleglego z dwoma elementami nieliniowymi o cha-
rakterystykach « (z) i 0 (z)

Liniowe podsystemy dynamiczne w obu galeziach majg odpowiedzi impulsowe, odpowie-
dnio, {n,} i {¥;} i zakladamy, ze w galezi gérnej wystepuje opéznienie, tj. ¥y = 0. Wyijscie
takiego systemu mozna opisa¢ nastgpujacym réwnaniem (por. (2.6), (2.7) i (2.11))

ye = nor(zk) +ER(z1) Y mi+EO(z) ) b,
i=1 i=1
+ D {mi [k (ki) = B (21)] + 6 [0 (2h-s) = BO (21)]} + Y wigk—s (2.13)
=1 1=0

Nieliniowo$¢ R (z) w réwnaniu zastepczym (2.5) ma teraz posta¢ (por. (2.8) i (2.12))

R(z) = nyk (z) + s, s=Ezc(3:1)Zm+E9(I1)Z193- (2.14)

Jesli zachodzi odwrotna sytuacja (opdznienie istnieje w galezi dolnej, tj. n, = 0 oraz
Yo # 0), to wéwczas
R(z) =98 (z)+s
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Gdy réwnoczesnie 7y # 0 oraz ¥ # 0, to nieliniowos¢ R (z) jest réwna wazonej i przesu-
nietej sumie obu charakterystyk nieliniowych

R (z) = nok (z) + 9o (z) + s

Aby przedstawi¢ zaki6cenia {£, } w postaci jak w zalozeniu Z3, skorzystamy z nastepujacej
notacji wektorowej (zob. [108])

Ai = [n, 9]
¢(z) = [x(z)—Ek(z1),0(z) —Ef(z1)]
dzigki ktérej otrzymujemy, ze
&= Z Ai¢T (zx—s) (2.15)

Z (2.14) i (2.15) wynika, ze zalozenia Z2-Z3 sg speione, gdy |k (z)|, |0 (z)| < oo dla
z € Soraz |do|, || < 001X oy 1Ml s Doy 9] < 0.

2.3.5 System o wielu wej$ciach (MISO)

Zalozenie Z4 dotyczace zakléceh zewnetrznych jest natury ogélnej. Nie formutuje sie w
nim Scistych wymagan co do struktury korelacyjnej zewngtrznych zaklécen (ktéra moze
by¢ dowolna), zadajac jedynie aby zewnetrzny sygnat zaklécajacy 2zx byt (podobnie jak za-
kl6cenie £,.) stacjonarnym procesem o zerowej warto$ci oczekiwanej i skohczonej wariancji,
opisanym jak w Z4. Warunki te sa spelniane przez typowe rodzaje zaklécen:

e Zakl6cenia nieskorelowane (szum bialy), dla ktérych z; = .

e Zakl6cenia skorelowane (szum kolorowy), bedace wyjsciem asymptotycznie stabil-
nych elementéw dynamicznych, pobudzanych przez stacjonarny bialy szum &.

O szumie {e;} zaklada si¢ jedynie, ze E€; = 0 oraz vare; < oo (por. Z4).

Wobec duzej dowolnosci rozkladu zx, réwnanie (2.5) moze zatem postuzy¢ do opisu sy-
steméw o wielu stochastycznie niezaleznych wejsciach (systeméw addytywnych wzgledem
swoich wej$¢ — zob. np. [114, str. 170])

““i—’ 6(e) {w} i

| |
—i—!' u(z) > {A} :
T, | I Y

Rys. 2.7 System réwnolegly z dwoma niezaleznymi wejSciami

Przykiad takiego systemu przedstawiony jest na Rys. 2.7. Przyjmujac w nim, ze wejscia
€x 1 Tx Sg stacjonarne i od siebie stochastycznie niezalezne, gérng galgZ systemu mozna
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uznac za zrédlo skorelowanego zakldcenia, dzialajacego na wyjscie systemu Hammersteina
w dolnej galezi. Réwnanie calego systemu jest teraz nastgpujace (por. np. (2.7))

Yk = Z itk (Te—i) + Z wil (€x—:)

=0 =0

Przeksztalcajac je do postaci réwnania zastepczego (2.5)

Y = Ao#(@'k)+Eﬂ(ﬂfl)z)\z‘+E9(61)Z%
i) i=0

+ Z)w [ (ze-i) — Ep(z1)] + _Zw:' [0 (ex—:) — E 0 (e1)]

otrzymujemy, ze

R(z) = dou(@)+s, s=Eu(x)d M+Eb0(a)d w
=1 =0

((z) = p(z)-Epn(z), & =0 (ex) —Eb (1)

Przyjmujemy tu, ze |u(z)| < oo dla z € S, varf(e;) < oo, oraz ze oba elementy dyna-
miczne s asymptotycznie stabilne, |Ao| < 00, 3 oo |Ai] < 001 Yooy |wi| < o0,

Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale klasa systeméw nieliniowych obejmuje systemy o strukturze
blokowej, w ktérej mozna wyodrebni¢ element statyczny o charakterystyce nieliniowej, i
w ktérych nie wystepuje sprzezenie zwrotne od wyjScia systemu.

Ze wzgledu na zlozong strukture systeméw oraz przyjete ograniczenia pomiarowe (za-
lozenie Z6) obiektem identyfikacji nie jest oryginalna charakterystyka elementu statycz-
nego, ale ogdlnie nieliniowo$¢ R (z) stanowigca jej przesuniets i przeskalowang wersje. Ze
wzgledu na szeroki obszar, w jakim rozwazana klasa systeméw znajduje swoje zastosowa-
nia (zob. przyklady w punkcie 2.1), wazna wydaje si¢ by¢ jednakze mozliwoéé identyfikacji
nawet przyblizonych w powyzszym sensie charakterystyk nieliniowych systeméw, za to w
warunkach bardzo malej wiedzy wstepnej, zaréwno o wlasnoéciach samych charakterystyk
jak i pozostalych elementéw systemu oraz przy ograniczonych mozliwosciach pomiaréw w
systemie (por. [45]). Przyjete przez nas zalozenia Z1-Z6 odpowiadajg takim wymaganiom.



Rozdzial 3

Falkowe algorytmy identyfikacji

W rozdziale prezentujemy i badamy falkowe algorytmy identyfikacji nieliniowosci R (z)
w systemie zastepczym przedstawionym na Rys. 2.1 w rozdziale drugim. Proponowane
algorytmy prowadza do wyznaczenia empirycznych modeli falkowych, opartych o falkowe
aproksymacje identyfikowanych nieliniowo$ci (por. wzér (1.25) w punkcie 1.2). Algorytmy
te mogg znalez¢ zastosowanie przede wszystkim w sytuacjach, gdy wiedza wstepna na te-
mat identyfikowanej nieliniowosci jest niewielka (gdy np. wiadomo jedynie, ze nieliniowosé¢
jest ograniczona) (por. tez np. [43]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113], [116], [124]).

Stosowane czesto w takich wypadkach tradycyjne algorytmy identyfikacji wykorzystu-
jace modele bedace wielomianami o arbitralnie przyjetym stopniu (zob. np. [8]-[9], [87],
[103] czy tez [127]) w naturalny sposéb ograniczaja klase nieliniowoéci, dla ktérej moga
zbiegac¢, do zbioru charakterystyk wielomianowych stopnia nie wyzszego niz wybrany.
Natomiast przedstawiane algorytmy falkowe (podobnie jak i inne algorytmy identyfikacji,
wykorzystujagce modele oparte na szeregach ortogonalnych) pozwalajg (asymptotycznie)
odkry¢ dowolne — w praktyce — nieliniowo$ci, znaczaco poszerzajgc klase mozliwych do
identyfikacji charakterystyk, a tym samym, dziedzine potencjalnych zastosowan.

Wlasnoéci asymptotyczne (warunki i szybkoéé zbieznoéci) algorytméw ortogonalnych
badano dotad m.in. dla szeregéw Fouriera [44], [50], [56], [86], Hermite’a [44], [50], [55],
Laguerre’a [46], Legendre’a [54] i Czebyszewa [112].

W pracy [44] zauwazono, ze asymptotyczne wlasnoéci algorytméw ortogonalnych, uzy-
skane wczedniej dla systeméw statycznych w [50], nie ulegajg zmianie, gdy identyfikowana
nieliniowo$¢ (jej wersja) jest charakterystyks statycznego elementu nieliniowego w syste-
mie Hammersteina, a w pracy [108] uogélniono t¢ obserwacje na szersza klase zlozonych
systemoéw o strukturze blokowej (obejmujgca, oprécz wspomnianego wyzej systemu Ham-
mersteina, réwniez prezentowane w rozdziale drugim systemy réwnolegle i o strukturze
mieszanej).

Algorytmy falkowe z funkcjami falkowymi Haara badano w pracach [70] i [108]. W ni-
niejszej pracy, algorytmy identyfikacji wykorzystujg dowolne funkcje falkowe Daubechies,
podobnie jak wcze$niej w [49], [71]-[72] i [109], jednak w zastosowaniu do innych algoryt-
moéw. Rozpatruje sie trzy typy algorytméw i wynikajgce z nich klasy empirycznych modeli
falkowych. Dwa z nich (algorytm ilorazowy i algorytm bezposredni) znajduja zastosowa-
nie w sytuacjach, w ktérych funkcja gestoéci wejscia systemu jest znana, trzeci (algorytm

26
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ilorazowy z estymacjg funkcji gestosci wejscia) dotyczy przypadku, gdy tej funkcji nie
znamy.

A. Znana gestoS¢c prawdopodobien-
stwa wejScia systemu

3.1 Algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. W przypadku znanej funkcji gesto$ci prawdopodobieristwa
wejscia f (z) klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowosci R (z), stanowigca pod-
stawe do skonstruowania algorytmu identyfikacji, sktada si¢ z modeli opartych o zapropo-
nowana w pracy [50] faktoryzacje nieliniowoéci R ()

R(z) = Glz) gdzie G(z) ¥ R(z)- f () (3.1)
f(z)
Modele z tej klasy (otrzymywane dla réznych p) dane sg nastepujacym ilorazem
G (z; K, p)
Rg(z; K,p) = ————= 32
(@ Kop) = =2 (3.2

w ktérym G (z; K, p) (dla danego K i p) jest teoretycznym modelem falkowym (aproksy-
macjg) funkcji G (z) (por. wzér (1.25) w punkcie 1.2)

n’max(h‘rgp) K-1 Ilmax mp)
G (.7,’; K! p) = Z: MngopMn Z Z 6m£¢rpnu (33)
N=Nmin (M P} m=M I=I mi n(m P)

o wspélczynnikach of,, i A%, réwnych wspétczynnikom jej rozwinigcia w szereg falkowy
(por. wzér (1.18) w punkcie 1.2)

n+(2p—1 I4+p
2 om
= [ 7 @ ha@ds oz = [ C@v@a (34
oM m
Granice sumowan w modelu (3.3) wynoszg (por. (1.24))
Nomin (M, p) = |_2MaJ —2p+2 lmin (M, p) = |2™a] —p+1
oraz (3.5)
ez (M, D) = [ZMb] -1 lmax (M, p) = [2™b] +p — 2

gdzie a, b sg granicami przedzialu S.

Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Zadaniem algorytmu identyfikacji
jest wyznaczenie empirycznego modelu falkowego nieliniowosci R (z) na podstawie zbioru
pomiaréw {(zk, Yx) }r—; Wejscia i wyjscia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2). Wobec zna-
jomoéci funkceji gestoéci f (z) oraz teoretycznej postaci modelu falkowego (wzory (3.2)-
(3.3)) zadanie to sprowadza si¢ do oszacowania (estymacji) nieznanych (przy nieznajomo-
Sci R (z)) wspéleczynnikéw of,,, 1 A5, modelu G (z; K, p) (dla dowolnego p) w oparciu o
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pomiary {(z, yk)}f:;l. Opierajac si¢ na znanym spostrzezeniu, ze przy zalozeniach Z1-Z5
wspoélezynniki modeli G (z; K, p) sg réwne przedstawionym ponizej warto$ciom oczekiwa-
nym (zob. np. [44], [50], [104] lub [108])

o = E @iy (21)] oraz  Bh, = E [y, (z1)] (3.6)
mozemy je oszacowal za pomocg prostych estymatoréw
Ly . e
&lpn = N Z YkPhrn (Tk)  oraz 5;1 =N Zyk%x (zk) (3.7)
k=1 k=1

otrzymujac w ten sposéb klase (dla réznych p) estymatoréw falkowych (empirycznych
modeli falkowych) nieliniowoéci R (z), odpowiadajgcych klasie modeli teoretycznych (3.2)-
(3:3):

-

G (z; K,p)

Re(z; K,p) = 3.8
gdzie
) nmax(ﬂ‘!;p) K-1 Emnx(msp) R
G(z; K,p) = Z &nPhin (T) + Z B (z) (3.9)
n=nmin(M,p) m=M I=l;,(m,p)

jest empirycznym modelem falkowym funkcji G (z).

Prowadzi to do sformulowania nastepujacego algorytmu identyfikacji (algorytm tego
typu dla innych uktadéw funkcji ortogonalnych badany byt w [43], natomiast dla falek w
(72]):

Algorytm ilorazowy:

Krok 1. Na podstawie pomiaréw {(zx,yx)}r., oblicz oszacowania &%, oraz Bfm
wedtug wzoréw (3.7) .

Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (z) jako iloraz (3.8), z liczni-
kiem danym przez (3.9).

Analiza wlasnoéci modeli empirycznych Rg (z; K, p), dla réinych p, sprowadza sie do
zbadania wlasnoséci modelu G (z; K, p) w liczniku zaleznoéci (3.8).

3.1.1 Analiza wlasnoéci modeli empirycznych G (x; K, p)
Zbieinosé oszacowan &, i Fi,

Latwo zauwazy¢, ze na mocy zalozeh Z3-Z5, estymatory &, i Bpm dane wzorem (3.7) sa
nieobcigzone

E&,, = df,, oraz BB, =62, (3.10)
Ponadto, dla ich wariancji zachodzg nastepujgce nieréwnosci
1 P 1

var &, < N (Avar + Acov) oOraz varf3,,; < N (Byar + Beov) (3.11)

gdzie Ayar, Byar Oraz Acoy 1 Beov 58 dodatnimi stalymi, zaleznymi od czeSci dynamiczne;j
systemu i charakteru zewnetrznych zaklécen (zob. (B.13) i (B.14) w Dodatku B.1, str.
116-120).

Z wiasnoéci (3.10) i (3.11) wnioskujemy zatem, Ze:
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Lemat 3.1 Wspdlczynniki &, i ﬁpm modeli empirycanych G (z; K, p) zbiegajq érednio-
kwadratowo do wspdtczynnikéw oy, i B2, modeli teoretycznych G (z; K, p) wraz z rosnqcg
liczbg pomiaréw N. Ponadto

1
MSE éi!n =K (apMn - difn)z =g (E&PMn - éi[n)‘z = var é—{\;fn < ﬁ (Ava.r + Acov)

oraz

1

MSE 3, < 2 (Byar + Beov)

Nalezy podkresli¢, ze otrzymane wyzej oszacowania nie zalezq od (patrz Dodatek B.1):

V1. Skorelowania zaklécen zewnetrznych z.
V2. Struktury identyfikowanego systemu (z klasy rozwazanych systemoéw).

V3. Regularnosci identyfikowanej nieliniowosci R (z) i funkeji gestosci f (z).

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli G (z; K, D)

Dekomponujac biad éredniokwadratowy modelu G (x; K, p) w ustalonym punkcie z

2

MSEG (z; K,p) = E{[G (z) - Eé’(az;K,p)] + {Eé‘(r;K,p) - G(z; K,p)}}

— [G(m) —»]i‘,tf:’(:s;}‘(,p)}2 +E [E@'(:r; K,p) — C?‘(x;}"{',p)]2 =
= bias’ G (z; K, p) + var G (z; K, p) (3.12)

otrzymujemy dwa sktadniki bledu modelu: kwadrat obcigzenia, bias® G (z; K, p) (wynika-
jacy z niedoskonaloéci teoretycznego modelu falkowego (G (z; K,p) = EG (z; K, p)) — je-
dynie aproksymujacego, dla skoficzonych skal K, funkcje G (z)) i wariancje var G (z; K, p),
bedacy konsekwencjg losowej natury wspétczynnikéw 64, i 3, , (pomiaréw {(zk,yx)}).

Wariancja wyjscia modelu var G (z; K,p). Z (3.10) wynika, ze modele empiryczne
G (z; K,p) — dla poszczegdlnych K i p — sa nieobcigzonymi estymatorami modeli teore-
tycznych G (z; K, p)

EG (z;K,p) = G (z; K, p) (3.13)
i w konsekwencji
% 5 2
var G (a; K,p) = E |G (z; K,p) - C (2; K, p)|
Stad oraz z oblicze przedstawionych w Dodatku B.2 (str. 120) otrzymujemy, ze w kazdym
punkcie z € S wariancja wyjécia modelu empirycznego G (z; K, p) spelia nieréwnosé
K

A 2

gdzie Cyar jest dodatnig stals, okreslong w Dodatku B.2. Zalezy ona od dynamiki systemu i
dzialajacych zakiécen. Wnioskujemy zatem, ze rzad wariancji var G (z; K, p) zalezy jedynie
od liczby pomiaréw N i przyjetych skal K modeli (por. wlasnoéci V1-V3, str. 29).
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Obciazenie bi§s2 Qa (z; K,p). Ze wzgledu na (3.13) kwadrat obcigzenia wyjécia modeli
empirycznych G (z; K, p) w punkcie z jest réwny kwadratowi bledu aproksymacji w tym
punkcie funkcji G (z) za pomocsy jej falkowych modeli teoretycznych G (z; K, p):

bias?G (3 K. p) = [G(0) ~EC (@i K,p)] =[G@)-G@wKp  (319)

Ma on zatem, w przeciwiefistwie do wariancji, przyczyny natury deterministycznej i nie
zalezy od liczby pomiaréw N. Blad ten maleje do zera, ze wzrostem skali K, w tych
punktach z, w ktérych funkcja G (z) jest ciggla (zob. [80, twierdzenie 2.1]), tj. gdy np.
jednoczesnie nieliniowo$¢ R (z) i funkcja gestosci f (z) sa ciagle,

bias %G (z; K,p) —» 0 dla K — oo (3.16)

Zbieznoéé punktowa modeli G (z; K, p)

Z (3.14) wynika, ze w ustalonej skali K i przy rosngcej liczbie pomiaréw N znika skla-
dowa losowa, wyrazana przez wariancje i w konsekwencji btad éredniokwadratowy modelu

G (z; K, p) staje si¢ (asymptotycznie) réwny kwadratowi obcigzenia
MSEG (z; K,p) — bias’ G (z;K,p) dla N — oo, K = const (3.17)

Dalsza poprawa dokladnoéci modelu wymaga zatem zredukowania obcigzenia poprzez
zwigkszenie skali K we wzorze (3.9) (por. (3.16)). Postgpowanie takie, przy ustalone;
liczbie pomiaréw N, prowadzi jednakze do wzrostu skladowej wariancji, a tym samym
zwigkszenia bledu MSE G (z; K, p) (sadzac po oszacowaniu (3.14))

MSEG (z; K,p) » 0o dla K — 0o, N = const (3.18)

Takie przeciwstawne (ze wzgledu na parameter K skali modelu) zachowanie si¢ obu skta-
dowych bledu Sredniokwadratowego (3.12) cechuje réwniez algorytmy identyfikacji oparte
o inne szeregi ortogonalne (zob. np. [50]). Jego rozwigzaniem jest uzaleznienie szybko-
Sci wzrostu skali K od liczby pomiaréw N, tak aby jednocze$nie spetnione byly ogélne
warunki (por. np. [50], [70], [108])

9K(N)
N

Dzieki temu, wraz ze wzrostem liczby pomiaréw znikaja obie sktadowe blgdu $redniokwa-
dratowego modeli empirycznych G (z; K, p) i modele te zbiegajg do wartosci funkeji G (z)
w kazdym punkcie jej cigglosci, w przedziale S = [a,b]. Otrzymaliémy zatem nastepujacy
lemat:

K=K(N)— oo oraz —0 dla N— oo (3.19)

Lemat 3.2 Jesl nieliniowo$t R (z) i funkcja gestodci f (z) sq ciagle w punkcie z € S =
(a,b], a skala K modeli empirycznych G (z; K,p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze
spetnione sq warunk:

K=K(N)—oo oraz 2¥™M/N 50, gdy N—

to dla dowolnego p modele te zbiegajg w tym punkcie sredniokwadratowo do nieliniowosci

G (z)

MSEG‘(J;;K(N),p)=E[G(m)—é(z;K(N),p)]2—>0 gdy N—oo  (3.20)
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Szybkoéé zbieznoéci punktowej modeli G (z; K, p)

Szybkos¢ punktowej zbieznoSci Sredniokwadratowej empirycznych modeli falkowych
G (z; K,p) (tempo zmniejszania si¢ bledu MSE w (3.20) ze wzrostem skali K) bedziemy
bada¢ w zaleznoéci od regularnosci (gladkosci) identyfikowanej nieliniowosci R (z) i
funkcji gestoéci f (z) oraz zastosowanych w modelach funkcji falkowych. Skupimy si¢ przy
tym na jego pierwszej sktadowej — obcigzeniu bias® G (z; K, p) poniewaz, jak pokazali$my
wezeéniej, wariancja wyjécia var G (z; K,p) (rzad jej wielkoéci) od tych wlasnoéci nie
zalezy (por. (3.14)).

Badania dotyczy¢ bedg nastepujacej klasy funkeji cigglych (por. np. [93, str. 166]):

Definicja 3.1 Funkcja G (z) nalezy do klasy C*(a,b), A > 0 (jest w przedziale (a,b)
funkcjq ciaglq z wyktadnikiem X), jezeli istnieje dodatnia stata L), taka, e

le (z,v)| € |G (z) - t(z,v)| < Ly |z — o[ (3.21)

dla wszystkich z,v € (a,b), gdzie t (z,v) jest wielomanem Taylora funkcji G (z) stopnia
q—1,q =[], w punkcie v

gt ()
bl N T el B

(3.22)

7!

Funkcja G (z) nalezy do klasy C*, A > 0, w przedziale domknigtym [a,b], jesli w punktach
brzegowych a i b jest ciggla z wyktadnikiem )\, odpowiednio, prawo- i lewostronnie.

Powyzsza klasa, w zaleznoSci od wartoéci wykladnika A, obejmuje rézne znane rodzaje
funkcji nieliniowych (zob. przyktady na Rys. 3.1 i 3.2). W szczegélnoSci:

e Dla A € (0,1) mamy ¢ = [A] = 1, stad we wzorze (3.22) t (z,v) = G (v) i warunek
(3.21) przyjmuje nastepujaca postaé

|G(z) - GW)| < Lylz—v|*, Ly>0

Do klasy C* [a,b],A € (0,1) nalezg zatem funkcje, dla ktérych w przedziale [a, b]
zachodzi warunek Holdera z wykladnikiem A.

e Dla A = 1 do klasy C' [a,b] nalezg funkcje speliajace w przedziale [a, b] warunek
Lipschitza
IG(z) -G(w)|<L|lz—v|, L>0

e Dla A = s+ a, gdzie s = 0,1,... oraz a € (0, 1], klasa C* [a,b] odpowiada czesto
rozwazanej w literaturze statystycznej klasie funkcji o s cigglych pochodnych w
przedziale [a, b], z ostatnig pochodng spelniajgcg w tym przedziale warunek Holdera
z wykladnikiem o (zob. np. [64, str. 93] i [112]).

Przyktadami funkcji posiadajacych s ciagltych pochodnych sg np. funkcje sklejane
stopnia s+ 1. Zauwazmy przy tym, ze w przedzialach pomiedzy wezlami interpolacji,
funkcje sklejane nalezg do klasy C*, przy dowolnym A > 0.

Ponadto zauwazmy, ze:
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ist. {

Rys. 3.1 Funkcja ¢/(z — 0.5) (z lewej) nalezy do klasy C'/3. Funkcja arctan (47 — 27) nalezy
natomiast do klasy C* z dowolnym A > 0

e Funkcje bedace w przedziale [a,b] wielomianami naleza do klasy C* [a,b], przy do-
wolnym A > 0 (ponadto, je$li wielomiany te sg stopnia s < A, to wéwczas zachodzi
e (z,v)] =0).

e Funkcje z klasy C* (np. sinz, arctan z) nalezg w swoich dziedzinach do klasy C*,
dla dowolnego A > 0, w dowolnym przedziale [a, b].

Hn _U
L H T

J

Rys. 3.2 Funkcje odcinkami stale nalezg w przedziatach pomiedzy skokami do klasy C*, przy
dowolnym A > 0

W trakcie analizy bedziemy tez korzystaé z nastepujacych wiasnosci funkeji nalezacych
do tej klasy:

G1. Jesli identyfikowana nieliniowoé¢ R (z) i funkcja gestoéci f (z) naleza, odpowiednio,
do klas C” [a, b] i C* [a, b], to funkcja G (z) (= R(z) - f (z)) nalezy do klasy C* [a, b],
gdzie A\ = min{a, 3} (wlasnoéé ta dla réznych przypadkéw szczegélnych zostata
pokazana w pracach [44], [50], [70], [108]).

G2. Jesli charakterystyka nieliniowa elementu statycznego systemu (z rozwazanej klasy
system6w) nalezy do klasy C? [a, b], to réwniez identyfikowana nieliniowoé¢ R (z) do
niej nalezy (por. uwagi 2.4 i 2.5 w punkcie 2.3).

Szybkosé zbieznoéci btedu obciagzenia bias® G (z; K,p).  Analize szybkoéci zbiezno-
§ci bledu obcigzenia rozpoczniemy od spostrzezenia, ze w kazdym punkcie z, w ktérym
funkcja G (z) jest ciagla, dla funkcji falkowych Daubechies zachodzi réwnoéé (zob. [80,
twierdzenie 2.1])

Nmax(M,p) Imax(m,p)

G@)= Y ol Z Y Bz (3.23)

n=nmn;,(M,p) m=M I=lmi,(m,p)
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stad (patrz wzér (3.3))

lmax(m,p)

G(z) =G(z;K,p) + Z Z BV (z)

m=K I= !mm (m,P)

a zatem
max m p)

G(z) - G (z; K,p) Z > Bt (3:24)

m=K |= imln(m p}
Z kolei, ze wzgledu na zwarto$¢ noénika falek (por. wzér (1.11) w rozdz. 1) w ustalonym
punkcie z dla kazdej skali m aktywne (rézne od zera) sg tylko niektére falki (patrz Rys.
3.3) i w rezultacie suma po prawej stronie wzoru (3.24) redukuje sie do postaci (por. [49)]

i[71])

Imax (z;m,p)

Z Z ﬁml m{( )

m=K l=l;, (z;m,p)

gdzie
Imin (z;m,p) = |2™z] —p+1 oraz Ilpax(z;m,p)=[2"z] +p—1 (3.25)

W konsekwencji, blad obcigzenia empirycznych modeli falkowych G (z; K, p) w punkcie
T jest réwny

Imax(z;m,p)

biss G (5 Kop) = G o) -G Kp) = 3 > Aot (o) (3.26)

m=K l=lyin(z;m,p)

A zatem szybko$¢ zmniejszania si¢ bledu obcigzenia w ustalonym punkcie z zalezy (w
szczegblnodci) od szybkosci zmniejszania sig, ze wzrostem skali K, wspélczynnikéw falko-
wych 4%, odpowiadajacych falkom %, (z) o noéniku zawierajacym punkt z (zob. Rys.
3.3)

=l (z;K,p) ~ N =l .(z;K.p)

Rys. 3.3 Blad obcigzenia empirycznych modeli falkowych G (z; K,p) w punkcie z zalezy tylko
od tych wspéiczynnikéw falkowych 3%, dla ktérych noéniki odpowiednich falek ¥? , zawieraja
punkt z (rysunek przedstawia sytuacje, gdy p = 2)

W Dodatku B.3 (str. 123) pokazalismy, ze je$li w przedziale zawierajacym no$nik falki
YP , (z) funkcja G (z) jest ciggla z wyktadnikiem A > 0, to wéwczas przy duzej skali m dla
odpowiadajacego tej falce wspélezynnika (7, zachodzi nastepujace oszacowanie

‘2+1

|ﬁfn£| <2 C‘n 7 = min {Ap} (327)
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gdzie C, jest dodatnig stalg, zalezng od R (z), f (z) i falek ¢ (z) (zob. lemat 2.16, str.
126).

Jesli zatem w sasiedztwie punktu z, obejmujacym noéniki wszystkich falek wystepu-
jacych we wzorze (3.26), funkcja G () jest ciagla z wykladnikiem A, to wéwczas, korzy-
stajac z powyzszego oszacowania oraz wzoru (3.26) mozna pokazat (zob. Dodatek B.4,
str. 126), ze kwadrat bledu obcigzenia empirycznego modelu falkowego e (z; K, p) spehnia
asymptotycznie (tj. dla duzych wartoéci K) w punkcie z nastepujaca nieréwnosé

bias’ G (z; K,p) < 27X - Cpias, v =min{), p} (3.28)

gdzie dodatnia stala Cyias zalezy (podobnie jak stata C,) od wlasnoéci R (z), f(z) i falek
Y? (z). Punkty brzegowe tego sasiedztwa mozna wyznaczy¢ korzystajac z granic indekséw
! (przesunigé) falek, danych w (3.25) oraz ze wzoréw (1.11) okre§lajacych noéniki falek
Y (2):
def l'!min(:17;}(-:}":')*}"1_p def lmu(m;K:p)+p
az = oK oraz by = oK

otrzymujac, ze

2Kzl —2p 42 oK -
%ZL mJ2Kp+ ora bx=L xj;(?p 1

W dalszej czesci pracy bedziemy korzystaé z ponizszego zalozenia precyzujgcego wia-
snoéci identyfikowanej nieliniowoéci R (z) i funkcji gestoéci f (z) (a zatem takze funkcji
G (z), por. (3.1)), dla ktérych otrzymaliémy oszacowanie (3.28):

Z7. Nieliniowo$¢ R (z) i funkcja gestosci f (z) naleza do klas

R(z) € CP[a;,b;) oraz f(z) € C*[ag,bs), [az,bz) C S, o,8>0
gdzie :
|2Kz| —2p+2 |2%z| +2p-1
a; = 5K oraz by = 5K

Funkcja G (z) nalezy zatem do klasy C* [az,b;), gdzie A = min {a, 3} (por. wla-
sno$¢ G1). Wyznaczony przedzial jest prawostronnie otwarty poniewaz przedzialy
zawierajace nosniki falek Daubechies sg réwniez prawostronnie otwarte (por. (1.11)
w punkcie 1.1).

Uwaga 3.6 Jesli w przedziale [az, b;) funkcja G (z) jest wielomianem stopnia s, to w mo-
delach teoretycznych G (z; K, p) opartych na funkcjach falkowych Daubechies o numerach
p > s, ze wzgledu na posiadanie przez falki p znikajgcych momentéw (zob. (1.12), punkt
1.1) zachodzi (por. wzér (3.4) i zob. Rys. 3.4)

Po=0; dld B K =L (@) o0l (00,D)
a zatem, w punkcie x € [az, b;) 2nika obcigzenie modeli (por. (3.26))
bias G (z; K,p) =0 (3.29)

i, w konsekwencji, dla katdego = € [az,b;) blad sredniokwadratowy MSE sklada si¢ tylko
z wariancji wyjscia modeli:

MSE G (z; K, p) = var G (z; K, p)
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Rys. 3.4 Wspdtezynniki falkowe 37 | przy falkach PP, lezacych wewnatrz przedzialéw cigglosci
nieliniowo$ci G (z) znikaja jesli jest ona w tych przedzialach wielomianem stopnia mniejszego
niz numer falkowy p. Na rysunku przedstawiono sytuacje, gdy p = 3. Noéniki falek ¢?, od-
powiadajacych zerowym wspélczynnikom 7 zaznaczono kolorem biatym (a,b,c,d - dowolne
state)

Na podstawie nieréwnoéci (3.28) wnioskujemy, ze przy zalozeniu Z7 (wtedy

A = min {e, 8}):

B1. Wraz ze wzrostem skali K, kwadrat bledu obcigzenia empirycznych modeli falkowych
G (z; K, p) maleje wyktadniczo do zera w punktach cigglosci R (z) i f (z).

B2. Szybkoé¢ zmniejszania si¢ tego bledu zalezy od gladkoéci nieliniowosci R (z) i funk-
cji gestosci f () oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru
falkowego p).

B3. Wplyw na blad obcigzenia modeli G (z; K, p) w punkcie z ma jedynie gladko$é¢ R (z)
i f(z) w otoczeniu punktu z (w przedziale [az, b;)).

B4. Oszacowanie (3.28) jest prawdziwe dla wszystkich punktéw z nalezgcych do

przedziatu {"i;;l Lz——‘}lﬁ) (bowiem w modelach falkowych p > 1).

Szybkoé¢ $redniokwadratowej zbieznosci punktowej modeli Rg (z; K,p). Nie-
réwnoéci (3.14) i (3.28) pozwa.laja,anastepuja,co oszacowaé asymptotyczny btad Srednio-
kwadratowy modeli empirycznych G (z; K, p) w ustalonym punkcie z:

A oK
MSE G (II,'; K, p) - (2_21&( + "}‘V—) - Cuvsg (330)

gdzie Cysg = max {Chias, Cvar}- Minimalizujgc oszacowanie wzgledem parametru skali
K otrzymujemy nastepujaca regute lokalnego doboru skali K modeli empirycznych (w
otoczeniu punktu z) dla duzej liczby obserwacji (por. warunki (3.19))

K= Kgu(N) = { log, 27NJ (3.31)

1
2v+1

Wstawienie tego wzoru do (3.30) daje lemat:
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Lemat 3.3 Jesli spetnione sq warunki zatozenia Z7, to w kazdym punkcie x nalezqcym do

K K
przedziatu p%r'-, 12—;;'2) , asymptotyczny blgd Sredniokwadratowy modeli empirycznych

G (z; K,p), przy skali K dobieranej za pomocq reguly (3.31), spetnia nieréunosé
MSE G (z; Kopt (N) ,p) < N™54 - Cligg, v = min {a, 3, p} (3.32)

gdzz'e C;\Y‘ISE =2 (2’7)_21'/(27-{-1) CMSE-

B. Analiza zbieznosci catkowej modeli é(m;K D)

W badaniach zbieznosci catkowej (globalnej) modeli empirycznych G (z; K, p) postuzymy
si¢ catkowym (zintegrmyanym) bledem $éredniokwadratowym, na ktéry skladajg sig zinte-
growana wariancja IV G (z; K, p) i zintegrowany kwadrat obcigzenia ISBG (z; K, p)

MISEG (z; K,p) = /;[G(m)—EG(a:;K,p)]zda:+

- = 2
+fE[EG(:I:;K,p)—G($;K,p)] dr =
S
= ISBG(z;K,p) +IVG (z; K, p) (3.33)

Zbiezno§¢ i szybkos¢ zbieznoSci modeli empirycznych G (z; K,p) w sensie tego bledu
wyznaczymy zaréwno dla przypadku, gdy identyfikowana funkcja G (z) jest ciggla w
przedziale S, jak i w sytuacji, gdy G (z) posiada w nim skoniczong liczbe punktéw nieci-
aglosci.

Wariancja IV G (z; K, p). Skladows IV G (z; K, p) dla S = [a, b] mozna latwo oszacowaé
korzystajac z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego we wzorze (3.14)

K

IV@'(&:;K,p)=fvmé(:r;K,p)d:rQ%-Cw (3.34)
s

gdzie Cry = (b — a) Cuar.

Obciazenie ISBG (z;K,p). Na mocy nieobcigzonoci estymatoréw &k, oraz ﬁfm
(3.10), a zatem i wyjécia modelu empirycznego G (z;K,p) w stosunku do modelu
teoretycznego G (z; K,p) (wzér (3.13)), catkowe obcigzenie ISBG (z; K,p) jest réwne
calkowemu bigdowi aproksymacji funkcji G (z) przez model teoretyczny G (z; K, p)
(tj. odlegloéci pomiedzy modelem teoretycznym G (z; K,p) i funkcjg G (z) w metryce
przestrzeni L? (R))

ISBG (z; K,p) = ]S[G(:J:)—Eé'(x;f(,p)]gdz:=
_ f G (z) - G (z; K,p)*dz = ISEG (z; K,p)  (3.35)

a zatem ma charakter deterministyczny i nie zalezy od liczby pomiaréw N (por. (3.15)). Na
podstawie wiasnosci (1.21) falkowej analizy wielorozdzielczej, obcigzenie ISB G (z; K, p)
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maleje do 0 wraz ze wzrostem skali K dla dowolnych (niekoniecznie ciaglych) funkcji G (z)
ograniczonych w przedziale S i znikajacych poza tym przedzialem (por. zalozenia Z1 i Z2
w rozdz. 2) i dowolnego numeru falkowego p

ISBG (z; K,p) -0, gdy K — oo (3.36)

Zbieznoéé catkowa modeli G (z; K, p)

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku bledu MSE (zob. dyskusj¢ na str. 30), wzrost
liczby pomiaréw N powoduje, ze przy ustalonej skali K modelu empirycznego G (z; K, p),
skltadowa wariancji bledu MISE maleje do 0 (zob. (3.34)). Zatem (por. wzory (3.33) i
(3.35))

MISEG (z; K,p) — ISBG (z; K,p) dla N — oo, K = const

Z kolei zwigkszanie skali K w modelu (w celu zmniejszenia sktadowej obcigzenia, por.
(3.36)) przy stalej liczbie pomiaréw N wigze si¢ ze wzrostem wariancji (sadzac wediug
oszacowania (3.34)) i, w konsekwencji, zwigkszeniem btedu MISE

MISEG (z; K,p) —» oo dla K — 0o, N = const

Uzalezniajac zatem skale K modeli empirycznych G (z; K, p) we wzorze (3.9) od liczby
pomiaréw N tak, aby spelione byly warunki (por. (3.19))

K=K(N)—oo oraz 2™ /N 50 gdy N— o0 (3.37)
otrzymujemy, ze:

Lemat 3.4 Jesli skala K falkowych modeli empirycznych é (z; K,p) zalezy od liczby po-
miaréw tak, ze spetnione sq warunki (8.87), to modele te zbiegajq w przedziale S do nie-
liniowosci G (x), w sensie catkowego bledu sredniokwadratowego

MISEG (z; K (N),p) =0 gdy N — (3.38)

Zauwazmy, ze fakt zbieznoéci catkowej nie zalezy od ciagloéci R (z) i f (z) (por. lemat
3.2).

Szybkos¢ zbieznoéci catkowej modeli G (z; K, p)

Analizujac szybkosé zbieznoéci bledu MISE G (z; K, p) jako pierwszy rozpatrzymy przy-
padek, gdy G (z) jest ciagla w przedziale S = [a, b].

Uwaga 3.7 Przyjete w zatozeniu Z1 wymaganie, aby funkcja gestosci f (x) byta dodatnia
w przedziale S i réwna zero poza nim, powoduge, ze nieliniowosé G (z) (= R(z) - f (x)) jest
w punktach brzegowych a i b ogdlnie nieciqgta. Natomiast moze byé ona ciqgta w przedziale
S, jesli jest w tych punktach, odpowiednio, prawo- (w punkcie a) i lewostronnie (w punkcie
b) ciggta (Rys. 3.5).
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G(z)
R(z)

gy

0 1

Rys. 3.5 Przy zalozeniu Z1, identyfikowana funkcja G (z) = R(z) - f (z) moze by¢ w punk-
tach brzegowych a,b ciagta jednostronnie, od strony wnetrza przedzialu. Przyklad na rysunku
odpowiada sytuacji, gdy wejscie ma rozklad jednostajny w przedziale [0, 1], tj. f (z) = Ijpy) ()

a) Funkcja G (z) ciggla w przedziale S = [a,b]. Biorac pod uwage, ze dla
dowolnego przedzialu S’ C S zachodzi

MISE ‘G (z; K,p) = | MSEG (z; K, p)dz
S.r

blad catkowy MISE modeli empirycznych e (z; K, p) mozna teraz latwo oszacowaé, korzy-
stajac z lematu 3.3, dotyczacego btedéw punktowych MSE tych modeli. Uwzgledniajgc
ten lemat, otrzymujemy jako bezpoéredni wniosek nastepujgcy:

Lemat 3.5 Jesli R(z) € CP[a,b] oraz f(z) € C*[a,b], to w przedziale S, o [ag, bg),

ktérego granice wynoszq
[2%a] +2p -2
oK

|2%b| — 2p+2
2K

ag = oraz bg = (3.39)
asymptotyczny catkowy bigd sredniokwadratowy modeli empirycznych G (z; K, p) ze skalg
K dobierang w zaleznosci od liczby pomiaréw N wedtug requty (por. (8.31))

K = Ko (N) = J. log, 2*}/NJ : v = min{e, £, p} (3.40)

1
2v+1
spetnia nastepujgcq nieréwnosé

G 2
(6(@) — € (@ Kopt (N), 7)) do < N7 - Ol
(3.41)

MISE G (z; Kopt (N) ,p) = E /

Se

gdzie Cypsg = (b — ag) Cyse-

Powyzszy lemat gwarantuje modelom G (z; K, p) zbieznosé rzedu O (N~=2/7+1)  gdzie
v = min {e, 3, p}. Gwarantowana szybkos¢ zbieznosci zalezy zatem od gltadkosci identyfi-
kowanej nieliniowoéci R (), gtadko$ci funkcji gestosci f (z) i numeru falek p zastosowanych
w empirycznym modelu falkowym.

Przedzial S; = [al, bz, jest (w ogélnoéci) wezszy niz przedziat S, S;; C S. Zauwazmy
jednak, ze ze wzrostem skali K modeli, przedzial S;; rozszerza si¢ (zob. wlasnos¢ (A.1)

funkeji [-11 [-))
2Kb—2p+1 2p—1

2Ka+2p -1 2p—1
a’G—a<T-a= SR oraz b—bg < b— 5K = 5K (3.42)

i asymptotycznie (dla K — oo) staje si¢ on réwny przedzialowi S, niezaleznie od zasto-
sowanych w modelach G (z; K, p) funkcji falkowych (numeru p).
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Uwaga 3.8 Jesli granice a i b przedziatu S lezq na siatce binarnej By, H < K (tj. punkty
brzegowe a i b mozna przedstawié w postaci n/2¥, n,H € Z,H < oo - por. definicje By
w Dodatku A.2, str. 114), to wéwczas (zob. wlasnosci (A.4) funkcji [-] i |-]) dla modeli
G (z; K,p) opartych o funkcje falkowe Haara (p = 1) zachodzi

[2%a] 2%

a,’G=—-2—K—=a oraz bg = sk =0

i przedzial Sg; jest réwny przedziatowi S, a zatem takie modele zbiegajq w tym wypadku z
gwarantowanq szybkosciq zbieznosci (3.41) i v = min{e, 8,1}, w calym przedziale S.

b) Funkcja G (z) nieciggla w skonczonej liczbie punktéw.  Analizujac blad
MISE falkowych modeli empirycznych G (z; K,p) skupimy sie teraz na jego sktadowej
obcigzenia ISB G (z; K,p), poniewaz, jak pokazaliémy wcze$niej, sktadowa wariancji ma
ten sam rzad dla dowolnych funkcji G (z) = R (z) - f (z) spelniajacych zalozenia Z1-Z2
(zob. (3.34)).

Przyjmijmy nastepujace zalozenie (por. zalozenie Z7, str. 34)

Z7a. Nieliniowo$¢ R () i (lub) funkcja gestosci f (z) sg w przedziale S odcinkami gladkie,
tj. maja w przedziale S skoficzona, ale nieznang liczbe punktéw nieciggloéci typu
skok i poza nimi nalezg, odpowiednio, do klas C? i C®.

Zauwazmy, ze nieliniowo$¢ G (z) ma przy zalozeniu Z7a w przedziale S skonczona liczbe
punktéw niecigglosei typu skok, a pomiedzy nimi nalezy do klasy C*, A = min {«, 8} (Rys.
3.6)

G(z) | G(z) —_—
i = : > +— v
a v v=b T a v v Ups VUp, Up=b T

Rys. 3.6 Przyklady funkcji odcinkami gladkich w przedziale S = [a, b]

Blad obcigzenia ISB G (z; K, p) oszacujemy korzystajac ze wzoru (3.24), réwnosci (3.35)
i tozsamosci Parsevala

Imax(m,p)

ISBG (z; K, p) = Z > (B’ (3.43)

m=K l=l;,(m,p)

Oznaczmy przez {Uf}f__l ,D < o0, zbiér punktéw nieciggloéci funkcji G (), natomiast
przez ¥, (m, p) zbiér indekséw [ translacji tych funkeji falkowych 9%, (z), ktérych noniki,
w skali m, zawierajg co najmniej jeden punkt nieciagloéci v;

W, (m,p) = {l € {lmin (M, D) , - .., lmax (M, p)} : (Fi € {1,...,D} : v; € supp ¥}, (2))}
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Mozemy teraz dokonaé dekompozycji sumy (3.43) na dwa skladniki

Imax(m,p)
2
ISBG (z; K,p) = Z >« +Z > () (3.44)
m=K le®,(m,p) m=K tlélgm((m P))
v\ m,p

Zauwazmy, ze ze wzgledu na to, iz rozmiar (dlugo$¢) noénika falek ¢, (z) w skali m
wynosi (2p — 1) /2™ (por. wzér (1.11) w rozdz. 1), a poszczegélne falki wraz ze zmiang [
przesuwane sg ze skokiem 1/2™, dla kazdej ze skal m maksymalna liczba elementéw zbioru
¥, (m,p) wynosi D (2p — 1) (liczba elementéw wewnetrznej sumy pierwszego sktadnika),
natomiast liczbe elementéw sumy wewnetrznej drugiego sktadnika mozna wtedy oszacowaé
nastepujaco

lmax (M, P) = lmin (m,p) +1 =D (2p—1) = [2™b]|+p—2—[2"a] +p—D(2p—1) =
[2™b] — |2™a] +2p—2—-D((2p—-1) <
< 2™(b—a)

Wykorzystujac teraz oszacowania wspétezynnikéw falkowych 37, dla funkcji G (z) nie-
cigglych w przedziale zawierajacym noénik falki ¢?, (z) (uzyskane w Dodatku B.3, str.
123)

Bl <27% - Coy

(ze stalyg Cgy = MpMyMy (2p — 1), zalezng od R (z), f(z) i zastosowanych w modelu
funkcji falkowych) i stosujgc je w odniesieniu do wspéteczynnikéw falkowych o indeksach [
ze zbioru ¥, (m, p) (pierwsza suma), a oszacowanie ze str. 33 (por. (B.24) w Dodatku B.3)
w odniesieniu do pozostalych wspétczynnikéw (druga suma) otrzymujemy nastepujaca
nier6wno§é

ISBG (z;K,p) < » 2™CZ,D(2p-1)+ Y 272"Ci(b—a)=

m=K m=K
= 275902, D(2p—1)+2°3% . Gl o
g K. (3.45)

gdzie Cfp = max{20é¢D(2p—1),%%} oraz ¢ = min{v,3} = min{e,B,3}

(uwzgledniajac wzér (3.40) i biorgc pod uwage, ze p > 1). Nier6wnoéé ta wraz z

(3.34) daje nastgpujgce oszacowanie asymptotycznego bledu MISE falkowych modeli

empirycznych G (z; K, p) dla badanego przypadku
2K

~ 2K
MISEG (z; K,p) < 272K . C&p + -C’w < (2“29K 4

N ) CMISE (3.46)

gdzie teraz Cyisg = max {Cg, Crv}. Optymalizujac to oszacowanie wzgledem parametru
skali K otrzymujemy tym razem (por. (3.40))

K = Ko (N) = { log, QQNJ (3.47)

20+1

Po podstawieniu wzoru (3.47) do oszacowania (3.46) uzyskujemy lemat:
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Lemat 3.6 Asymptotyczne bledy modeli empirycznych G (z; K,p), przy skali K dobiera-
nej za pomocg requly (3.47), spetniajq nieréunosé

MISE G (z; Kopt (N) ,p) < N5 - Clyp (3.48)
gdzie ¢ = min {a, 8,1/2} i Csg = 2 - (20) /"D Cypsg.

Poniewaz ¢ = min {v,1/2} < 7, gwarantowana obecnie szybko$¢ zbiezno$ci catkowej
przy wzroScie liczby pomiaréw N jest dla v > 1/2 (por. (3.40)) mniejsza niz we wzorze
(3.41). Nalezy tez podkresli¢, ze o w wykladniku we wzorze (3.48) nie zalezy od numeru
falkowego p, tzn. gwarantowana szybkoé¢ zbiezno$ci catkowe] jest taka sama niezaleznie
od rodzaju falek zastosowanych w modelu empirycznym G (z; K, p).

3.1.2 Analiza wlasnoéci modeli empirycznych R (x; K, p)

Ze wzgledu na postat (3.8), wlasnoéci empirycznych modeli Re (z; K, p) wynikaja jako
proste wnioski z wlasnosci modeli empirycznych G (z; K, p), wykazanych w punkcie 3.1.1.

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli Rg (z; K, p)

Korzystajac z ponizszego zwigzku pomledzy punktowymi bledami Sredniokwadratowymi
modeli empirycznych G (z; K,p) i Rg(z; K,p) w punkcie z (por. wzory (3.1), (3.8) i
(3.12))

Gx) GKp| _ 1 -
f(z) f(z) ] ~ 2 (2) MSEG (z; K, p) (3.49)

MSE R (z; K, p) =E[

wnioskujemy, ze modele empiryczne R¢ (z; K, p) zbiegaja $redniokwadratowo do nielinio-
woéci R (z) w tych samych punktach z € S w ktérych modele empiryczne G (z; K, p)
zbiegaja w takim sensie do funkcji G (z), dowodzac tym samym, w oparciu o lemat 3.2,
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 (Zbieznos¢ punktowa Sredniokwadratowa) Jesli identyfikowana
nieliniowos¢ R (z) i funkcja gestosci f (z) sq ciggle w punkcie z € S = [a,b], a skala
K modeli empirycznych Rg (z; K,p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spelnione sq

warunki
K=K(N)—oo oraz 25M/N 50, gdy N — o

to dla dowolnego p modele te zbiegajg w tym punkcie, Sredniokwadratowo, do nieliniowosci

R (z)
MSE Rg (z; K (N),p) = E [R (z) - Re (z; K (N) ,p)]2 0 gdy N—ooo (3.50)

Z (3.49) wynika réwniez, ze szybkoéci zmniejszania si¢ punktowego bledu Sredniokwa-
dratowego s3 — z dokladnodcig do stalej — dla obu modeli empirycznych Rg (z; K, p) 1
G (z; K, p) takie same, co po uwzglednieniu lematu 3.3 prowadzi bezpo$rednio do twier-
dzenia.
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Twierdzenie 3.2 (Szybkos¢ Sredniokwadratowej zbieznosci punktowej) Jesli
nieliniowost R (x) 1 funkcja gestosci f (x) nalezq do klas

R(z) € CP[az,b;) oraz f(z) € C*[az,bs), a,f>0, [az,b)CS
gdzie
2Kz| —2p+2 2Kz| +2p—1
Ay = \‘ xJzK Pt oraz by = \' 33J2K 4 (3.51)

a skale K modeli empirycznych Rg (z; K, p) dobierane sq wedtug wzoru (por. (3.31))

K= Ku(N)= [ log, 27NJ , v = min{a, 8, p} (3.52)

2v+1

Ky Kz
to bledy sredniokwadratowe tych modeli w dowolnym punkcie = € [Ji—xl,iz—zpji) 5q

asymptotycznie nie wicksze niz
MSE Rg (z; Kopt (N) ,p) < N5 . €51, (3.53)
gdzie Cidy = Chisp/ f2 (z) jest dodatnig stalq (por. wzér (3.82)).

Z powyzszych twierdzen wynikaja nastgpujace wiasnoéci punktowe falkowych modeli
empirycznych Rg (z; K, p) w sensie zachowania si¢ bledu éredniokwadratowego MSE:

RG1. Modele Rg (z; K, p) zbiegaja do identyfikowanej nieliniowosci R (z) w kazdym punk-
cie jej cigglodci, pod warunkiem, ze w tym punkcie réwniez funkcja gestosci f (z)
jest ciggta.

RG2. Tempo zmniejszania sie bledu (3.53) modeli R (z; K, p) ze wzrostem liczby po-
miaréw N we wzorach (3.7) i (3.52) (szybkos¢ zbiegania modeli do identyfikowanej
nieliniowoéci R (z)) zalezy od lokalnej (w przedziale [a,, b;)) gtadkosci nieliniowosci
R (z) i funkcji gestosci wejécia systemu f (z) oraz od zastosowanych w modelach
funkcji falkowych (numeru falkowego p; por. wzory (3.52)-(3.53)).

RG3. Jedli w przedziale [a;,b;) funkcja gestosci wejécia jest gladsza od identyfikowanej
nieliniowosci R (), tj. @ > 3, a zastosowane w modelu empirycznym funkcje falkowe
majg numer p > f3, to wéwczas szybko§¢ zbieznosci biedu éredniokwadratowego
modeli R (z; K,p) z parametrem skali wybieranym wedlug wzoru (3.52) osiaga
asymptotycznie optymalng predkoé¢ O (N~2%/+1)) (por. Dodatek B.7, str. 129).

RG4. Na zbieznoé¢ modeli Rg (z; K, p) i rzad szybkosci zbieznoéci nie wptywa struktura
ani dynamika systemu (w rozwazanej klasie systeméw) ani tez skorelowanie zakl6cen
2. W szczegdlnoécei zatem, szybko$¢ ta jest taka sama co do rzedu dla systemoéw
statycznych, jak i dla systeméw zawierajgcych elementy dynamiczne.

7 punktowej zbieznosci éredniokwadratowej modeli Rg (z; K,p) wynika ich punktowa
zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienstwa.

Wnhiosek 3.1 (Zbieznoé¢ punktowa wg prawdopodobiefistwa) Jesli spetnione
sq zalozenia twierdzenia 3.1, to modele empiryczne Rg (z;K (N),p) zbiegajq do
nieliniowosci R (x) w punktach ciggtosci R (z) i f (x), wedtug prawdopodobienstwa:

-~

Ro(z;K(N),p) S R(z) gdy N— oo



ROZDZIAL 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 43

Kolejne twierdzenie charakteryzuje szybko$¢ zbiegania empirycznych modeli
R¢ (z; K, p) do nieliniowoéci R (z) wedlug prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 3.3 (Szybko§¢ zbieznosci punktowej wg prawdopodobienstwa)
Jesli spelnione sq zalozenia twierdzenia 3.2, to dla bledu bezwzglednego modeli
empirycznych R (z; Kopt (N),p)  zachodzi  asymptotycznie, w kaidym punkcie

LszJ L2KIJ+1 : .
T E R, , mastepujagce oszacowanie:

|B(2) ~ Ro (z; Kups (N) ,p)| = O (N755) (3.54)
wedtug prawdopodobienstwa.

Dowéd. Dowdd wynika z twierdzenia udowodnionego w pracy [50, twierdzenie 3, str.
449, ktére cytujemy w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiajac w nim g (z) = G (z), gn (z) =
G (z; Kopt (N) , p) oraz fi (z) = f (z) i prayjmujac s, = 27v/(27 + 1) oraz s; = oo otrzy-
mujemy (3.54). |

Z twierdzenia wynika zatem kolejna wlasno$é modeli empirycznych Rg (z; K, p);

RG3a. Jesli w przedziale [a., b;) funkcja gestosci wejscia jest gladsza od identyfikowanej nie-
liniowosci R (z), tj. a > (3, oraz zastosowane w modelach empirycznych Rg (& Kp)
funkcje falkowe majg numer p > [, to wéwczas modele te zbiegaja do nieliniowo-
sci R (z) z predkoscig O (N~P/(5+1)) | wedtug prawdopodobiefistwa (por. wlasnosé
RG3).

B. Analiza zbieznosci catkowej modeli ﬁﬂg (z; K, p)

Z ponizszej nieréwnoéci (por. zalozenie Z1 w rozdz. 2 i wzory (3.1), (3.8) oraz (3.49))

A 2
G(LL‘) G(E;K,p) 1 ) .
lf(-'r)“ f (@) }d“?MISEG(x,K,p) (3.55)

oraz lematu 3.4 wynika catkowa, Sredniokwadratowa zbiezno$¢ falkowych modeli empirycz-
nych Rg (z; K, p) w przedziale S = [a,b] do dowolnej, ograniczonej nieliniowosci R ().

MISE Rq (z; K, p) = E f
s

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 (Sredniokwadratowa zbieznos¢ catkowa) Jesli skala K modeli
empirycznych Re (z; K,p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spelnione sq warunki

(por. (8.87)) |
K=K(N)— oo oraz 2KM/N 50, gdy N — oo,

to modele te zbiegajq w przedziale S = [a,b] do nieliniowosci R (z), w sensie catkowego
btedu sredniokwadratowego MISE

MISE R¢ (z; K (N),p) :E/s [R(m) - Rg(:r;K(N),p)rdx—» 0, N —
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Z tej samej nieréwnoéci dla przedziatu S;; C S (por. wzory (3.39)) i tresci lematu 3.5
wynika z kolei ponizsze twierdzenie, dotyczace szybkoSci Sredniokwadratowej zbiezno$ci
catkowej modeli empirycznych R¢ (z; K, p) do nieliniowosci R (z).

Twierdzenie 3.5 (Szybkos¢ sredniokwadratowej zbieznosci catkowej)
(R(z),f(z) ciqggte) Jesli nieliniowos¢ R (x) 1 funkcja gestosci f(z) nalezq do
klas

R(z) € CPla,b] oraz f(z)€C%[a,b], a,f>0

a skale K modeli empirycznych Rg (z; K, p) dobierane sq wedtug wzoru (por. (3.40))

K =K (N) = { log, 27NJ , v = min{a, 5, p} (3.56)

]
2y 1
to w przedziale Sty % [aly, bly), gdzie

[2Xa] +2p -2 ,
ag = oK oraz bg =

[25b] — 2p + 2
9K

wch catkowe bledy $redniokwadratowe sq asymptotycznie nie wieksze niz

B s % -2 G
MISE "Rg (z; Kopt (N) , p) = E/ [R(ff) — Rg (z; Kopt (N) ,p)] dz < N™5% - Cysp
Se
(3.57)
gdzie Cisg = 672 - Cysp jest dodatniq stalg,

Nier6wnos¢ (3.55) wraz z lematem 3.6 dowodzi réwniez szybko§ci zbieznosci tych modeli
gdy R(z) i f (z) s nieciggle:

Twierdzenie 3.6 (Szybkos¢ sredniokwadratowej zbieznosci catkowej)

(R(z), f(xz) mnieciggte) Jesli nieliniowos¢ R(z) i (lub) funkcja gestosci f(z)
majg w przedziale S = [a,b] dowolng, skoficzong liczbe punktéw nieciqgtosci (typu skok),
a pomiedzy punktami nieciggtosci naleza, odpowiednio, do klas C? oraz C*,a, 3 > 0 oraz
jesli skale modeli empirycznych Rg (z; K, p) dobierane sq wedtug wzoru (por. (8.47))

K=K (N) = { log, 2QNJ , 0 = min {ae,ﬁ, %} (3.58)

20+1
to catkowe bledy sredniokwadratowe tych modeli sq asymptotycznie nie wieksze niz
MISE Rg (z; Kope (N) ,p) < N™%5T - C52 (3.59)

gdzie Cﬁ%’sg =672 Cisp jest dodatniq stalq.

_Z powyzszych twierdzen wnioskujemy nastepujace wiasnosci empirycznych modeli
R¢ (z; K, p) w sensie bledu MISE:

RG5. Przy zalozeniach twierdzenia 3.4, modele empiryczne Re (z; K,p) zbiegajg do do-
wolnych (ograniczonych na przedziale S = [a,b] — por. zalozenie Z2) nieliniowosci
R (z), przy dowolnych (ograniczonych i dodatnich w tym przedziale — por. zatozenie
Z1) funkcjach gestosci wejscia f ().
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RG6. Szybkos¢ zbieznosci modeli Rg (z; K, p) zalezy od gladkoéci nieliniowosci R (z) i
funkcji gestosci wejécia systemu f (z) w przedziale S = [a, b] oraz od numeru fal-
kowego p funkcji falkowych zastosowanych w modelach Rg (z; K,p) (por. wzory
(3.56)-(3.57) i (3.58)-(3.59)).

RG7. Jedli w przedziale S = [a, b] funkcja gestoéci wejscia f (x) jest gladsza od identyfiko-
wanej nieliniowoéci R (), tj. a > [ oraz zastosowane w modelu empirycznym falki
maja numer p > 3, to wéwczas model Rg (z; K, p) zbiega do nieliniowoéci R(z) z
asymptotycznie optymalng szybkoscig O (N ~40/ (2’6“)) (por. Dodatek B.7, str. 129
i wlasnos¢ RG3).

RG8. Oszacowanie (3.59) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla o,3 > 1/2)
minimalng szybkoé¢ zbieznosci modeli falkowych R¢ (z; K, p) rzedu O (N~%/2), nie-
zaleznie od numeru falki p.

RG9. Na zbieznos¢ i szybkoéé zbieznoSci nie wplywaja, z doktadnoscig do stalych, ani
struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwazanych systeméw) ani tez skorelo-
wanie zakl6cen z; (por. wiasnos¢é RG4).

Przykiady. Rozpatrzymy teraz kilka przyktadowych przypadkéw identyfikowanej nieli-
niowosci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f ().

Niech nieliniowo$¢ R (z) i funkcja gestoéci wejscia f (z) beda odcinkami stale w S =
[a,b]. Wéwezas w przedzialach pomiedzy skokami obie funkcje nalezg do klasy C*°, a
zatem (por. (3.58)) o = 1/2 i wraz ze wzrostem liczby pomiaréw N gwarantowany biad
(3.59) maleje jak O (N~1/2),

Je§li R(z) i f(z) sa ciagle w przedziale S i spehiaja, np. warunek Lipschitza
(¢ =p=1), wtedy gwarantowany rzad szybkoéci zbieznosci roénie do poziomu
O (N~2/3) (por. (3.56)-(3.57) biorac pod uwage, ze p > 1 i~ = 1). W obu przypadkach
gwarantowane szybko$ci nie zalezg od zastosowanych w modelach funkcji falkowych.

Jesli natomiast R(z) i f(x) sa dwukrotnie rézniczkowalne (np. obie nalezg do klasy
C*% [a,b]), to wéwczas modele oparte o falki Haara (p = 1) nadal zbiegaja z predkoécia
O (N =3/ 3), natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze p > 3 szybkos¢ ta
wzrasta do maksymalnego (dla funkcji z klasy C*°) poziomu O (N~%/6) (por. (3.57) i
Dodatek B.7).

Dla bardzo gtadkich funkcji R (z) i f (z) (o, 8 > 1), szybko$¢ zbieznoéci modeli falko-
wych zalezy gléwnie od zastosowanych w nich funkcji falkowych (numeru falkowego p).
Zauwazmy, ze juz przy falkach o numerze p = 5 otrzymujemy szybko$¢ zbieznosci rzedu
O (N~19/11) (zakladamy tu a, 3 > 5), a zatem praktycznie réwng rzedowi O (N~1), cha-
rakterystycznemu dla metod z parametryczng znajomoécig funkcji R (z) i f (z) (por. np.

[7])-

C. Dobor falek w empirycznym modelu falkowym Rg (z; K, p)

Opierajac si¢ na przeprowadzonej powyze]j analizie teoretycznej (i podanych przyktadach),
mozna poda¢ nastepujgce wskazéwki dotyczgce doboru funkcji falkowych w empirycznym
modelu falkowym (3.8)-(3.9), otrzymywanym wedlug algorytmu ilorazowego.
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A. Jesli oprécz informacji pomiarowej (zawartej w obserwacjach {(zx, yx)}) dostepna
jest réwniez informacja wstepna na temat gladkoSci identyfikowanej nieliniowosci R (z) i
funkcji gestosci wejscia systemu f (z) to, kierujac sie wiasnosciami RG3 i RG7, nalezy
zastosowaé w nich funkcje falkowe o numerze p > min {«, §}.

Zastosowanie w modelach empirycznych Re (z; K, p) falek o wigkszych numerach falko-
wych p, wiagze si¢ jednakze ze wzrostem komplikacji obliczeniowych zwigzanych z otrzy-
mywaniem odpowiednich funkcji falkowych (zagadnienie to analizujemy szczegélowo w
rozdziale 4). Ponadto, juz przy numerach falkowych p > 2, r6znice pomiedzy gwaranto-
wanymi szybko$ciami zbieznosci stajg si¢ nieznaczne i, przy odpowiednio gladkich R (z)
i f(z), wynosza (por. wzér (3.57) dla blegdu MISE):

|

(
19) (N—4/5) s ) (N—O,S)
[9) (N—Sﬁ) rai ) (N-O.SG)
(
(

19 (N—S/Q) i () N—O.SQ)
[9) (N-mm) ~ O

(SA1 =N NS NG |

Mozna si¢ zatem spodziewaé, ze zastosowanie modeli empirycznych R¢ (z; K, p) z funk-
cjami falkowymi o wysokich numerach falkowych p jedynie nieznacznie poprawi (asymp-
totyczng) szybkos¢ zbieznosci do identyfikowanej nieliniowosci R (z), w stosunku do ich
odpowiednikéw z funkcjami falkowymi o matych numerach p (por. tez wyniki badan sy-
mulacyjnych w rozdz. 5).

B. W czestych sytuacjach braku informacji wstepnej o R (z) i f (z) mozna jednak na
ogét przyjac, ze funkcje te posiadajg skonczong liczbe punktéw nieciggtosci i sg odcin-
kami gladkie z 3, @ > 1/2. Wéwczas (por. wlasno$é RG8) przy regule doboru skali (3.58)
modele empiryczne zbiegaja globalnie (w sensie bledu MISE) do nieliniowoéci R (z) z gwa-
rantowang szybkoscig O (N~1/2) (por. (3.59)), niezalezna od liczby punktéw nieciggloéci
w tej nieliniowoéci i w funkcji gestosci wejécia f (z) (w przedziale S = [a, b]).

Poniewaz gwarantowana szybko§¢ zbieznosci nie zalezy teraz takze od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), to przyjmujac, jako dodatkowe kryte-
rium wyboru, tatwoé¢ implementacji modeli, nalezy stwierdzi¢, ze najkorzystniejszy wybor
stanowig w takich sytuacjach (tj. przy braku informacji apriorycznej) modele oparte o falki
Haara (por. (1.10) i zob. rodz. 4; por. takze [49], [70]-[71] i [108]).

Zauwazmy jednak, ze biorgc pod uwage punktowe (lokalne) wiasnosci empirycznych
modeli falkowych Rg (z; K,p) (por. wlasnosé RG2) zastosowanie funkcji falkowych o
wyzszych numerach pozwala tym modelom lepiej ,dopasowaé” sie do identyfikowanej
nielinjowo$ci w przedziatach jej ciggloci (por. (3.52) i (3.53)). Szczegdlnie widoczne jest
to w przypadku, gdy R (z) i f (z) sa pomiedzy punktami skokéw wielomianami. Wéwczas
bowiem (zob. uwaga 3.6), jeSli numer falkowy jest wiekszy od stopnia tych wielomianéw,
znika obcigzenie modeli empirycznych Rg (z; K, p) (por. wzory (3.29) i (3.49)).

3.2 Algorytm bezposredni

Jedng z cech przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu ilorazowego jest zale-
znos¢ zbieznodci i szybkosci zbieznoéci wyznaczanych przez niego modeli empirycznych
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Re (z; K,p) od wihasnoSci funkeji gestosci wejscia systemu f (x). Zalezno$é ta wynika z
postaci funkcji G (z) identyfikowanej w pierwszym kroku algorytmu ilorazowego, ktéra
jest iloczynem nieliniowoéci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (z) (por. wzér (3.1)
w punkcie 3.1).

W szczegdlnoéci, gdy na przyklad f (z) jest nieciggla, gwarantowana szybkos¢ érednio-
kwadratowe]j zbieznoSci catkowej tych modeli jest co najwyzej rzedu O (N =y 2), nawet
jesli identyfikowana nieliniowo$¢ R (z) jest wielokrotnie rézniczkowalna (8 > 1) a za-
stosowane w modelach falki majg wysoki numer p (zob. twierdzenie 3.6 na str. 44 oraz
wiasnoéci RG7-RGS8).

Proponowany ponizej algorytm identyfikacji jest pozbawiony tej wady i wyznaczone
przez niego modele empiryczne zbiegaja do nieliniowosci R (z) niezaleznie od wlasnosci
funkcji gestosci wejscia systemu f (z).

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli falkowych (dla réznych p), stano-
wigca podstawe algorytmu identyfikacji, sklada si¢ obecnie z modeli bedacych aproksy-
macjami identyfikowanej nieliniowosci R (z) (por. (1.25) w punkcie 1.2 oraz wzory (3.2) i
(3.3) definiujgce modele teoretyczne Re (z; K, p))

ax(M,p) K—1 lpax(mp)
Rp (z; K,p) = Z RnPhin () + Z B (3.60)
n=n/_. (M,p) m=M I=l! . (m,p)

w ktérych wspélczynniki ofy,, i 47, sa (bezpoérednio) wspéiczynnikami falkowymi iden-
tyfikowanej nieliniowo$ci R (z) (por. z postacig wspétczynnikéw modeli G (z; K, p) dang
wzorem (3.4))

n+!25—1l I4p

= [ T R@A@d 0w gu= [ R@U.@E @6

14+(1—p)

21’1‘1
Granice sumowan w modelach Ry (z; K, p) wynoszg (por. wzory w (3.5))

Timin (M, p) = [2Ma] lnin (M, p) = [2™a] — 1+ p
oraz (3.62)

gdzie a, b sg granicami przedzialu S.

Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Wobec nieznajomosci nieliniowosci
R (z), zadaniem algorytmu jest oszacowanie (estymacja) nieznanych wspétezynnikéw oy,
i B, modeli Rg (z; K,p) (dla dowolnego p) na podstawie zbioru pomiaréw {(z, yk) }r,
wejScia-wyjscia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2).

Wykorzystujac w tym celu spostrzezenie, ze przy zalozeniach Z1-Z5, dla z € S = [a, b|
zachodzg ponizsze tozsamosci (por. wzory w (3.6))

ot = fj&ﬂﬁ(m)%(@%f(@@:]ﬂ[R(xlw’_?f(%ﬁ}
- B{(R@)+6+a) Dol
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E[” w%?(l) ]
o = fé’;ﬂmw%t )fﬁx)fwdx—E[R(x” wﬁ“i:)l)] )
. E{[R( )+51+z1]¢;?‘fi))}

_ [ylw((l))] (3.63)

mozemy, dzigki znajomoSci funkcji gestoSci wejécia systemu f (z), oszacowaé te wspélezyn-
niki za pomocg nastgpujacych estymatoréw (wspétczynnikéw empirycznych) (por. esty-
matory w (3.7))

N N
Bin = 5 S UPhtn (@) 0raz Py = >yt () (3.64)
k=1 k=1
e P (@) 22, ()
n \ Lk / _ ¥Ym Tk
Phin (o) = =5-5= oraz Yy (zi) = fE:r:k) (3.65)

otrzymujac w ten sposéb klase (dla réznych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wosci R (z), odpowiadajacych klasie modeli teoretycznych (3.60) (por. z postacia modeli
empirycznych Rg (z; K, p) dang wzorami (3.8) i (3.9))

n! . (M,p) K—1 lpax(m,p)
Rp(zKp)= Y. &ndn@+d>, > Buttu@  (366)
n=nl . (M,p) m=M =l . (m,p)

Uzyskali$émy zatem nastepujacy bezposredni algorytm identyfikacji (algorytm tego typu
dla klasycznych ukladéw funkcji ortogonalnych badany byl w pracy [43]):

Algorytm bezposredni:

Krok 1. Na podstawie pomiaréw {(:ck,yk)};:;l oblicz oszacowania &%, i 3,, wedtug
wzoréw (3.64) i (3.65).

Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (z) wstawiajac obliczone osza-
cowania do wzoru (3.66).

3.2.1 Analiza wlasnosci modeli empirycznych Rg (z; K,p)

Analize wlasnoéci modeli Ry (z; K,p) rozpoczniemy od uwagi, ze wspolczynniki empi-
ryczne &y, i B, W (3.64) sa dobrze zdefiniowane, gdy funkcja gestoéci wejscia systemu
f (z) jest dodatnia (por. wzory (3.63) i (3.65)). A zatem, na mocy zalozenia Z1, gwarantu-
jacego te wlasnosé f (z) jedynie w przedziale S = [a, b], no$niki funkcji falkowych 4, (z)
i Y, (z) odpowiadajace wspélczynnikom empirycznym &4, i ﬁf,:i modeli Rg (z; K, p),
muszg zawiera¢ si¢ w tym przedziale. Naklada to nastgpujace ograniczenia na indeksy
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translacji n i [ funkcji falkowych w tych modelach (por. Rys. 3.7)

n [+ (1-p)
2 = ¢ oraz 2 =
o S om b

i prowadzi do podanych we wzorze (3.62) granic sumowan w modelach teoretycznych i
empirycznych.

Przed przystgpieniem do dalszej analizy pokazemy, ze z powyzszego wynikaja w ogdl-
noéci (dla dowolnego numeru falkowego p) nastepujace konsekwencje:

e zbieznoéé i gwarantowane szybkosci zbieznoéci modeli empirycznych Rg (z; K, p)
zachodzg jedynie w podprzedziale przedziatu S,

e noéniki modeli empirycznych Rg (z; K, p) sa mniejsze niz przedziat S = la, b, stad
niektére pomiary ze zbioru {(z, yk)}i\;l nie s wykorzystywane przez algorytm bez-
poéredni przy wyznaczaniu tych modeli.

Przedzial uzyteczny modeli empirycznych Rr (z; K,p). Analiza bledéw obcigze-
nia modeli falkowych opiera si¢ na wilasnoéci falkowej analizy wielorozdzielczej (1.3) w
rozdz. 1 méwigcej, ze zbiér funkcji falkowych (por. (1.14)-(1.16) w rozdz. 1)

{(cppMn(a:),szm(m),M,m,n,lEZ):m}M} (367)

jest bazg zupelng przestrzeni L? (R), a zatem pozwala przedstawi¢ dowolng funkcje catko-
walng z kwadratem na calej prostej R (por. wzory (1.17) i (1.18) w rozdz. 1). Jak jednak
stwierdzilismy powyzej w przypadku modeli Rp (z; K,p) do dyspozycji mamy jedynie
zbiér funkcji falkowych o postaci

!

n=n. (MDp),...,n.. (M,
min (M, D) ( p),m;M
tirl:"Vn'lin (mip)a“wl!max (m:p)

{(@ﬁdn(g“) !wﬁll (I) ’ M,m,n,l € Z) :
(3.68)

Zbiér ten, ze wzgledu na zwarto$¢ no$nikéw funkeji falkowych Daubechies, jest bazg zupe-
Ing przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem jedynie w pewnym przedziale, w ktérym
spoéréd wszystkich funkeji falkowych ze zbioru (3.67) aktywne sg tylko te, ktére naleza
do zbioru wyznaczonego w (3.68). Granice tego przedziatu, oznaczane dalej przez al i b,
mozna zatem wyznaczy¢ na podstawie ponizszych réwnoéci (por. wzory w (3.62), postacie

no$nikéw funkcji falkowych dane w (1.11), rozdz. 1 oraz Rys. 3.7)

;M (M,p)— 14+ (2p—1)

n . (M,p) +1
iy = S _oraz b=

QM

z ktérych otrzymujemy, ze

S & [ag, bp) = (3.69)

[2Ma] +2p—2 [2Mb] —2p+2
oM ' oM

Przedzial S = [ak, br) bedziemy nazywat przedziatem uzytecznym modeli empirycznych
Rpg (z; K,p). Zwrétmy uwage, ze jest on w ogélnoSci wezszy od przedziatu S.
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s R(z) :

Pia(T)

- V()
W\HLI(I)

Yiri(T)

Rys. 3.7 Algorytm bezpoéredni (wyznaczajacy empiryczne modele falkowe Ry (z; K,p)) po-
zwala identyfikowa¢ nieliniowosci R (x) w przedziale S, = [ag, ), ktéry jest w ogélnosci wezszy
niz przedziat S = [a,b] (na rysunku przedstawiono przyktadowy model Ry (z; K,p) z p = 2).
Szare prostokaty odpowiadajg noénikom funkcji falkowych tego modelu

Zauwazmy takze, ze na mocy wiasnosci (A.2) funkcji [-] i [-] (Dodatek A.1, str. 114),
dtugo$¢ tego przedzialu roénie ze wzrostem skali M (por. wzory w (3.42)), poniewaz:
; 2Ma+2p-1 2p—1 _2Mb—2p+1  2p-—1

Gp=0 < ——5———a=—5— oraz b—br <b 57 =~ (3.70)

i (asymptotycznie, M — o0) osigga dtugoéé przedziatu S (dla dowolnych p). Stad, aby za
pomocg algorytmu bezposredniego méc identyfikowaé nieliniowoéé R (z) w jak najszer-
szym przedziale S, nalezy w empirycznych modelach falkowych Ry (z; K, p) przyjmowaé
skale M = K (por. Rys. 3.8).

A J

I

Pia(T)

Rys. 3.8 Przedzial uzyteczny S modeli empirycznych Rp (z; K,p) osiaga (w danej skali K)
najwigksza dlugoé¢ (nieliniowo$¢ R (z) jest identyfikowana przez algorytm bezpoéredni w naj-
szerszym podprzedziale S, C S) w przypadku, gdy parametry skali M i K w tych modelach sg
réwne (model wykorzystuje tylko funkcje skalujace ¢, (z)) (por. z Rys. 3.7)
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Noénik modeli empirycznych R (z; K,p). Noénik modeli Ry, (z; K, p) jest dany na-
stepujacym wzorem

M nin (MP) —1 lpin(m:p)
supp Rp (z; K,p) = | ] suppdh, (@ U U supp ety (2)
n=n:nin(1u=p) m=M = I:'mn(wl' P)

a zatem, przy granicach sumowan podanych we wzorze (3.62) i przy uwzglednieniu postaci
noénikéw odpowiednich funkcji falkowych ¢, (z) i Y%, (z), jest réwny (por. wzér (1.11)
w punkcie 1.1)

|2Mb | -2p+1 K—1 [2™b]—p
swppRe(z;K,p) = | [BE2EH)uvl U B2 -=
n=[2Mgq] m=K [=[2ma]-1+p
sz_le_p K-1 K-1
= U [Blp br) = [[2 a] |2 "J)
2K-1 )3 9K-1 K-1 » 9K-1
I=[2K-1g]-1+p
= Sk = [ar,br) (3.71)

a zatem jest ogdlnie wezszy od przedzialu S = [a,b] (zob. Rys. 3.7). W rezultacie
pomiary, ktérych skladowa wejSciowa zj lezy na brzegach [a,2-(K~V [2K-14]) oraz
(2781 |2K=1p| | b] przedzialu S, nie s3 brane pod uwagg przez rozwazany algorytm
podczas wyznaczania wspGlezynnikéw modeli Ry (z; K, p). Dla poréwnania, w przypadku
modelu z Rys. 3.8 (tj. dla M = K) noénik tego modelu wynosi

|25 | -2p+1

supp Re (z; K,p) = | [, 23— [f—;;—l J—RJ)

n=[2Ka]

a zatem odpowiednie przedzialy brzegowe sg mniejsze (i mniejsza moze by¢ takze liczba
pomiaréw niewykorzystanych przez algorytm identyfikacji).

Uwaga 3.9 Dla modeli empirycznych Rg (z; K,p) opartych o funkcje Haara (p=1), w
przypadku, gdy granice a, b przedziatu S lezq na siatce binamej By, H < M (por. definicja
w Dodatku A.2, str. 114), zachodzi (por. wzory (38.69) i (3.71))

ar=ar=a oraz bp=br=">
i algorytm bezposredni identyfikuje w takim przypadku nieliniowosé R(z) w calym
przedziale S, z wykorzystaniem wszytkich pomiaréw ze zbioru {(Zx, Yk) }req-
Zbieznosé oszacowan &%, i o
Na mocy tozsamosci (3.63) oraz zalozen Z3-Z5, estymatory &4y, i Bf,; (dane wzorem
(3.64)) sa nieobcigzone

E &, = oy

Ponadto, ich wariancje speliajg nastepujgce oszacowania

5 . oraz E ‘mt = (3.72)

- 1
var &%, < J—i,— (A, +A,) oraz varf, ., < T (BL+BL..) (3.73)
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gdzie Al,,, B.,. oraz A.,, B., sa dodatnimi stalymi zaleznymi od czeSci dynamicznej
systemu i wlasnosci zaki6cen zewnetrznych (zob. (B.31) i (B.32) w Dodatku B.5).
Z wtasnosci (3.72) i (3.73) wnioskujemy, ze (por. z lematem 3.1):

Lemat 3.7 Wspdtczynniki &4y, i -ml modeli empirycznych Rg (z; K, p) zbiegajq Srednio-
kwadratowo do wspétczynnikéw ofy, iﬁf’nl modeli teoretycznych Ry (z; K, p) wraz z rosnqcq
liczbg pomiaréw N. Ich bledy Sredniokwadratowe spetniajg nieréunosci

MSEGS), = vardfy, < 3 (A + Ay)

~pl

MSEF, = var By < 5 (Bl + Bl

A zatem, podobnie jak wspétczynniki empiryczne &4, i Bﬁu modeli G (z; K,p), réwniez
powyzsze charakteryzuja si¢ wlasnosciami V1-V3 (str. 29), zbiegajac przy tym bezposre-
dnio do wspélczynnikéw rozwinigcia falkowego identyfikowanej nieliniowosci R ().

A. Analiza zbieznosci punktowej modeli Rr (z; K,p)

Analiza zbieznoéci punktowej modeli empirycznych Rg (z; K,p) przebiega podobnie jak
przeprowadzona w punkcie 3.1.1 analiza zbieznosci punktowej modeli empirycznych

G (z; K, p) wyznaczanych za pomocg algorytmu ilorazowego.

Rozpoczniemy jg od dekompozycji punktowego bigdu $redniokwadratowego modeli em-
pirycznych Rg (z; K, p) w ustalonym punkcie =

MSE Re(s;K,p) = E[R(z) - Rr(z;K.p)| =

= 2 . . 2
= [R(I)_—ERR(:E;K,p)] +E[ERR(£;K,p)—RR(x;K,p)} =
= bias® Rg (z; K, p) + var Rg (z; K, p) (3.74)

na dwa skiadniki bledu modelu: kwadrat obcigzenia bias? Rp (z; K, p) oraz wariancje wy-
jScia modelu var Ry (z; K, p).

Wariancja wyjscia modelu var Ry (z; K,p). Z whasnoéci (3.72) wynika, ze modele

empiryczne Rp (z; K, p) sa — dla poszczegélnych K i p — nieobcigzonymi estymatorami
modeli teoretycznych Rpg (z; K, p) (por. wzér (3.13))

E Rr (z; K,p) = Rr (z; K, p) (3.75)

W konsekwencji zatem
- " 2
var Rp (z; K,p) = E [RR (z; K,p) — Rr(z; K,p)}

Na podstawie obliczen zawartych w Dodatku B.6 (str. 128) otrzymujemy, ze w kazdym
punkcie z € Sy wariancja wyj$cia modelu empirycznego Rg (z; K, p) spelnia nieréwnos¢

X K
var Rg (z; K,p) < % - Cla (3.76)

gdzie C,, jest dodatnig stalg, zalezng od dynamiki systemu i zaklécen zewnetrznych zj.
Podobnie zatem jak dla modelu G (z; K, p), rzad wariancji wyjscia modeli empirycznych
Ry (z; K, p) zalezy tylko od liczby pomiaréw N oraz przyjetych skal K modeli (por. (3.14)
oraz wlasnosci V1-V3, str. 29).
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Obcigzenie bias? Rg (z; K,p). Ze wzgledu na (3.75) kwadrat obcigzenia modeli em-
pirycznych Rpg (z; K,p) w punkcie z jest réwny kwadratowi bledu aproksymacji w tym
punkcie nieliniowoéci R (z) za pomocs jej falkowych modeli teoretycznych Rg (z; K, p):

bias 2Rz @ K p) = [R (z) — E Rg (a5 K,p)r = [R(z) — Rr (z; K,p)]2 (3.77)

A zatem ma przyczyny jedynie natury deterministycznej i nie zalezy od liczby pomiaréw
N. Blad ten maleje do zera ze wzrostem skali K’ w tych punktach z, w ktérych identyfiko-
wana nieliniowoé¢ R (z) jest ciagla (zob. [80, twierdzenie 2.1]), bez wzgledu na zachowanie
sie w tym punkcie funkcji gestoSci wejscia systemu f (z) (por. (3.16)),

bias’Rp (z; K,p) = 0 dla K — o0 (3.78)

Zbieznoéé punktowa modeli Ry (z; K, p)

Dobierajac parametr skali K tak, aby wzrost liczby pomiaréw N powodowal jednocze-
sne zmniejszanie si¢ obu sktadowych btedu éredniokwadratowego we wzorze (3.74) (por.
z dyskusja na str. 30, dotyczaca warunkéw zbiezno§ci punktowej modeli empirycznych
G (z; K,p)), tj. aby
9K'(N)
K=K'(N)— oo oraz

—0 dla N — o (3.79)

otrzymujemy nastgpujgce twierdzenie charakteryzujgce warunki zbieznosci modeli empi-
rycznych Rg (z; K, p) (por. z twierdzeniem 3.1).

Twierdzenie 3.7 (Sredniokwadratowa zbieznos¢ punktowa) Jesli identyfikowana
nieliniowos¢ R (x) jest ciqgla w punkcie x € Sy = [ag, bR), a skala K modeli empirycz-
nych Rg (z; K, p) zalezy od liczby pomiardw N tak, ze spetnione sq warunki w (3.79), to
dla dowolnego p modele te zbiegajq w tym punkcie sredniokwadratowo do identyfikowanej
nieliniowosci R (z)

MSE Rg (z; K' (N),p) = E [R(:c) — Rp(z; K (N),p)}Q —0 gdy N —

Z powyzszego twierdzenia wnioskujemy zatem, Ze zbiezno$¢ punktowa empirycznych
modeli falkowych Ry (z; K, p) do nieliniowoéci R (z) nie zalezy od ciggloéci funkeji gestoscei
wejécia systemu f (z).

Z punktowej zbieznoéci éredniokwadratowej modeli Rp (z; K,p) wynika ich punktowa
zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa (por. wniosek 3.1):

Wnhiosek 3.2 (Zbieznos¢ punktowa wg prawdopodobienstwa) Jesli spetnione sq
zatozenia twierdzenia 8.7, modele empiryczne Ry (z; K' (N),p) zbiegajq do nieliniowosci
R (z) wedlug prawdopodobienstwa, w kazdym punkcie x € Si = [ag,bR), w ktérym ta
nieliniowosé jest ciggla

Rr(z; K'(N),p) > R(z) gdy N— oo
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Szybkos¢ zbieznosci punktowej modeli fZR (z; K, p)

Aby wyznaczyé szybkoéé éredniokwadratowej zbieznoéci modeli Ry (z; K, p) do identyfi-
kowanej nieliniowoéci R (z) przyjmiemy teraz nastgpujace zalozenie o jej gladkosci (por.
zalozenie Z7, str. 34).

Z7'. Nieliniowoé¢ R (z) nalezy do klasy

R(z) € C*[az, bs) [az,b:) €Sk, B>0
gdzie
[2Kz| —2p+2 |2%z]| +2p -1
Qo= 7K oraz b, = K

Zauwazmy, ze zalozenie to nie dotyczy funkcji gestoéci wejécia systemu f (z), ktéra
moze by¢ teraz dowolna (w zakresie podanym w zalozeniu Z1 w rozdz. 1).

Szybkoséé zbieznoéci btedu obciazenia bias® Ry (z; K,p). Korzystajac teraz z osza-
cowania blgdu obcigzenia w ustalonym punkcie z, uzyskanego w Dodatku B.4 (str. 126)
dla modeli G (z; K, p) otrzymujemy (przy podstawieniu G (z) = R(z) oraz A = f3), Ze
odpowiednie oszacowanie bledu obcigzenia dla modeli Ry (z; K, p) wynosi

bias? Rr (z; K,p) < 272X . Cl,.. (3.80)

gdzie v = min {f, p} i Ci;,, jest dodatnig staly (zalezng od nieliniowoéci R (z) i falek
Y (2))-

Na podstawie tej nier6wnoSci wnioskujemy, ze przy zalozeniu Z7' (por. wlasnoéci B1-
B4 modeli C‘(a:; K, p), str. 35):

B1'. Wraz ze wzrostem skali K empirycznych modeli falkowych Rg (z; K,p), kwadrat
ich bledu obcigzenia maleje wyktadniczo do zera w punktach cigglosci nieliniowoéci
R (z), przy dowolnej funkcji gestoéci wejécia systemu f (z) (spelniajgcej zalozenie
Z1).

B2'. Szybkoé¢ zmniejszania si¢ tego bledu zalezy jedynie od gtadko$ci nieliniowoéci R (z)
oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), nato-
miast nie zalezy od gladkosci funkceji gestosci wejscia systemu f (z).

B3'. Wplyw na blad obciazenia modeli Ry (z; K, p) w punkcie  ma gladkosé nieliniowosci
R (z) jedynie w otoczeniu tego punktu (w przedziale [az,b;)).

B4'. Oszacowanie (3.80) jest prawdziwe dla wszystkich punktéw z nalezacych do

przedziatu [-lixg-l P—;}Lﬂ) C Sg.

Szybkosé $redniokwadratowej zbieznoéci punktowej modeli Ry (z; K,p). Nie-
réwnoéci (3.76) i (3.80) pozwalaja w nastepujacy sposéb oszacowa¢ asymptotyczny btad
Sredniokwadratowy modeli empirycznych Rg (z; K,p) w dowolnym, ustalonym punkcie
z € Sy (por. wzér (3.30)):

2K

MSE Rg (z; K, p) < (2-2"”‘-’ + F) «Chasn (3.81)
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gdzie Cygg = max {C{;,,, C\s }. Minimalizacja tego oszacowania wzgledem parametru
skali K prowadzi do nastepujacej reguty lokalnego doboru skali K" modeli empirycznych
Rp (z; K,p) (W otoczeniu punktu z) dla duzej liczby obserwacji N (por. warunki (3.79) i
regute doboru skali (3.31) w modelach empirycznych G (z; K, p))

K = K (W) = |

log, 2v'N 3.82
7y +1 0gg 27 J ( )
Podstawiajac ten wzér do oszacowania (3.81) otrzymujemy nastepujace twierdzenie (por.
twierdzenie 3.2).

Twierdzenie 3.8 (Szybkos¢ sredniokwadratowej zbieznoSci punktowej) Jesli
spetnione sq warunki zatozenia Z7, to w kazdym punkcie T nalezgcym do przedziatu

K Kz -
[J%g-l, P—zglil), blad sredniokwadratowy modeli empirycznych Rg(z; K,p), przy skali
K dobieranej wedtug reguly (3.82), spetnia nieréwnosé

MSE Rg (z; K., (N),p) < N5 - CR1. + = min {3, p} (3.83)
gdz’ie Cﬁ'er = s (271)—2‘;’;’(2‘7’+1) C{V[SE'

Z twierdzen 3.7 i 3.8 wynikaja nastepujace wlasnosci punktowe (w sensie zachowania
si¢ bledu sredniokwadratowego MSE) empirycznych modeli falkowych Ry (z; K, p) (por.
z wlasnosciami RG1-RG4 modeli R¢ (z; K, p), str. 42):

RR1. Modele Ry (z; K, p) zbiegaja do identyfikowanej nieliniowosci R (z) w kazdym punk-
cie jej ciggloéci w przedziale S = [a’, bz), niezaleznie od cigglosci w tych punktach
funkcji gestodci wejscia systemu f (z).

RR2. Szybkoéé zbieznosci modeli Ry (z; K, p) ze wzrostem liczby pomiaréw N we wzo-
rach (3.64) i (3.83) zalezy od lokalnej (w przedziale [a.,b.)) gtadkoSci nieliniowoéci
R (z) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p),
natomiast nie zalezy od gladkosci funkcji gestosci wejécia systemu f (z) (por. wzory
(3.82)-(3.83)).

RR3. Jesli w przedziale [a,, b.) nieliniowoé¢ R (z) nalezy do klasy C?, a zastosowane w mo-
delu empirycznym Rp (z; K, p) falki majg numer p > B, to wéwczas szybko$¢ zbie-
znosci bledu $redniokwadratowego tych modeli osigga asymptotycznie optymalng
predkose O (N=2/(+1) (por. Dodatek B.7, str. 129).

RR4. Na wyznaczone w twierdzeniach 3.7 i 3.8 warunki i szybko$¢ zbieznoéci modeli
Rg (z; K,p) nie wplywajg ani struktura ani dynamika systemu (z klasy rozwaza-
nych systeméw), ani tez skorelowanie zaklécen pomiarowych 2.

RR5. Przedzial Sp = [af, b), w ktérego punktach moze zachodzi¢ zbieznos¢ modeli em-
pirycznych Rg (z; K, p) jest, w ogélnoéci, wezszy niz przedzial S. Réznica pomiedzy
tymi przedzialami maleje ze wzrostem skali M (por. wzory (3.69) i (3.70)) (i dla
przyjetej skali K modeli jest najmniejsza gdy M = K).

Ponizsze twierdzenie okresla szybko§¢ zbieznosci punktowej empirycznych modeli fal-
kowych Rg (z; K, p) wedlug prawdopodobienstwa (por. twierdzenie 3.3).
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Twierdzenie 3.9 (Szybkos¢ zbieznosci punktowej wg prawdopodobienstwa)
Jezeli spelnione sq zalozenia twierdzenia 3.8, to dla blgdu bezwzglednego mo-
deli empirycznych Rg (:1:;Képt (N), p) zachodzi asymptotycznie w katdym punkcie

LszJ |_2KzJ+1 . )
T E 7. , nastepujgce oszacowanie:

IR(LE) - Rp (:B;K;pt (N),p)] = () (N_E'fh—l) (3.84)
wedtug prawdopodobienstwa.

Dowéd. Dowéd twierdzenia otrzymujemy po zastosowaniu twierdzenia 2.19 z pracy [50,

twierdzenie 3, str. 449], cytowanego w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiajagc w nim g (z) =

R(z), v (z) = Rg (z; K}y (N),p) oraz fy(z) = f(z) = Is(z) i przyjmujac s, =

29'/(29' + 1) oraz sy = 00, otrzymujemy (3.84). [ |
Otrzymujemy zatem kolejng wlasnosé:

RR3a. Jesli zastosowane w modelach empirycznych Rg (z; K, p) funkcje falkowe majg nu-
mer p > 3, to wéwczas modele te zbiegajg punktowo do nieliniowosci R (z) z pred-
koscig O (N~A/(28+1)) | wedtug prawdopodobiefistwa (por. wlasnoé¢ RR3).

B. Analiza zbietnosci catkowej modeli Ry (z; K, p)

Badanie zachowania si¢ modeli empirycznych Rp (z; K, p) w sensie globalnego (catkowego)
bledu $redniokwadratowego MISE opiera si¢ na dekompozycji tego bledu na skladowe
zintegrowanego kwadratu obcigzenia ISB Ry (z; K, p) oraz zintegrowanej wariancji wyjécia
IV Ry (z; K, p) (por. z dyskusja dotyczaca modeli G (z; K,p), str 3.1.1).

Blad ten dla modeli empirycznych Rp (z; K, p) definiujemy w przedziale S, = {a’R, b’R) :

n 2 - ”
[R (z) — Rr (z; K, p)] dz = ISB Ry (z; K, p) + IV Rg (z; K, )

. (3.85)
Podobnie jak dla modeli G (z; K, p) w algorytmie ilorazowym, warunki i szybko$¢ catkowej
zbieznoéci modeli Rg (z; K, p) zbadamy dla cigglych i niecigglych (ze skonczong liczbg
nieciggloéci typu skok) nieliniowosci R (z).

MISE Rg (z; K, p) = E/
Sk

Wariancja IV Rj (z; K, p). Skladowg IV Rg (z; K,p) dla Sy = [a’R, b’R) mozna 0szaco-
wat korzystajac z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego podanego we
wzorze (3.76) (por. (3.34))
% A =
IVRg(z;K,p) = | varRg(z;K,p)dz < N Cry (3.86)
Sk

gdzie Cly = (Vg — @) Clar
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Ociazenie ISB Rg (z; K, p). Ze wzgledu na nieobcigzonoéé estymatoréw &, i B (por.
wzory w (3.72)), a zatem tez wyjécia modelu empirycznego Rp(z; K,p) w stosunku
do jego teoretycznego odpowiednika Rg (z; K,p) (por. wzér (3.75)) catkowe obcigzenie
ISB Ry (z; K, p) jest réwne catkowemu bledowi aproksymacji identyfikowanej nieliniowo-
Sci R (x) przez model teoretyczny Rpg (z; K, p) (por. wzér (3.35))

ISBI%R(E;K,p) = /’ {R(x)—EIA%R(J:;K,p)rd:r:

» / [R(z) — Rr (z; K,p)*dz = ISERg (z: K,p)  (3.87)
5

a zatem, podobnie jak skladowa obciazenia bias® Rr (z; K, p) bledu punktowego, ma przy-
czyny natury deterministycznej. Na mocy wlasnosci (1.21) w rozdz. 1 falkowej analizy wie-
lorozdzielczej, obcigzenie ISB Rg (z; K, p) maleje do zera ze wzrostem skali K modeli, dla
dowolnych R (z) spelniajacych zalozenie Z2 z rozdz. 2 i dla dowolnego numeru falkowego
p (por. wzér (3.36))

ISBRg (z;K,p) = 0, gdy K — (3.88)

Zbieznoéé catkowa modeli Ry (z; K,p)

Opierajac sie na rozumowaniu przedstawionym w trakcie analizy warunkéw zbieznosci
catkowej modeli empirycznych G (z; K, p) (zob. str. 37) i dotyczacych doboru skali K
w zaleznosci od liczby pomiaréw otrzymujemy, ze w przedziale uzytecznym S} falkowe
modele empiryczne Ry (z; K, p) zbiegaja w sensie bledu MISE (danego wzorem (3.85))
do dowolnej, ograniczonej w przedziale S nieliniowosci R (z), jedli ich skala K zalezy od
liczby pomiaréw N tak, ze spemione sg warunki

K=K (N)—> oo oraz 28WM/N 0 gdy N— oo (3.89)

Otrzymaliémy zatem nastepujgce twierdzenie (por. twierdzenie 3.4).

Twierdzenie 3.10 (Sredniokwadratowa zbieznos¢ catkowa) Jesli skala K modeli
Rg (z; K,p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, e spetnione sq warunki (8.89), to dla do-
wolnego p modele te zbiegajq w przedziale Sy = [a’, by), gdzie (por. (8.69)):

|2Mb| — 2p+2
oM

; (2Ma]+2p—2
GR= 2M

oraz by =

do nieliniowosci R (), w sensie catkowego bledu $redniokwadratowego (MISE)

MISE Ry (z; K’ (N), p) =Efs [R(x) — R (z; K’ (N),p)rdx—» 0 N — o0

R
Zauwazmy, Ze zbieznoé catkowa modeli empirycznych Rg (z; K’ (N),p) nie zalezy od

ciaglosci identyfikowane]j nieliniowosci R (z).

Szybkoéé zbieznoéci catkowej modeli Ry (z; K, p)

Jako pierwszy rozpatrzymy przypadek, gdy identyfikowana nieliniowo$¢ R (z) jest ciagla
w przedziale S = [a, b].
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a) Nieliniowo$¢ R (z) ciagla w przedziale S = [a,b]. Do oszacowania bledu
catkowego modeli falkowych Rp (z; K, p) w przypadku ciaglej nieliniowoéci R (z) mozemy
wykorzysta¢ wyniki uzyskane w trakcie analizy bledu punktowego tych modeli. Poniewaz
dla dowolnego przedzialu S’ C S% zachodzi

MISE Rg (z; K,p) = | MSE Rg (z; K, p) dz
SJ'

to dla bledu catkowego modeli empirycznych Rg (z; K,p) otrzymujemy, jako wniosek z
twierdzenia 3.8, nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 (Szybkos¢ sredniokwadratowej zbieznosci catkowej) (R (z)
ciagta) Jesli R (z) € CP[a,b] oraz skale modeli emiprycznych Rp (z; K,p) dobierane sq
wedtug regquly (por. (8.82))

K =K

opt (V) = log, 27N, v = min {G, p} (3.90)

29" + 1

to w przedziale S = [az, by), ich catkowe bledy Sredniokwadratowe sq asymptotycznie nie

wieksze niz

{R (z) — R (z; Kopt (N) }P)] dr < N~ = Chilse
(3.91)

MISE Rg (z; K, (N),p) =E/

Sr

gdzie CS?SE = (b! —ap)C MSE

Powyzsze twierdzenie gwarantuje modelom empirycznym Ry (z; K, p) szybko§¢ zbiezno-
sci rzedu O (N=2"/@7+D) | edzie ' = min {8, p}. Zauwazmy, ze gwarantowana szybkosé
zbieznosci zachodzi przy dowolnych funkcjach gestosci wejscia f (z) spemiajacych zatoze-
nie Z1 z rozdz. 1.

b) Nieliniowo$¢ R (z) nieciggla w skonczonej liczbie punktéw. Na mocy
wzoru (3.86) rzad zintegrowanej wariancji wyjécia modelu Ry (z; K, p) zalezy jedynie od
liczby pomiaréw N i przyjetej w modelu skali K. A zatem do ustalenia gwarantowa-
nej szybkoéci catkowej zbieznoéci éredniokwadratowej modeli empirycznych Rg (o K p)
wystarczy zbada¢ zachowanie si¢ obcigzenia ISB Ry (z; K, p).

Przyjmiemy teraz nastepujace zalozenie dotyczace identyfikowane]j nieliniowoéci R (z)
(por. zalozenie Z7a na str. 39):

Z7a’ Nieliniowo$¢ R (z) jest w przedziale S odcinkami gladka, tj. ma w tym przedziale
skonczong, ale nieznang liczbe punktéw nieciggloéci typu skok i poza nimi nalezy
do klasy CP.

Korzystajac z oszacowania zintegrowanego obcigzenia modeli G (z; K,p) (por. wzér
(3.45), str. 40) dla przypadku niecigglej funkcji G (z) otrzymujemy, po podstawieniu
f(z) = Is(zx), ze zintegrowane obcigzenie modeli empirycznych Ry (z; K,p) przy za-
lozeniu Z7a’ spelnia nastepujaca nieréwnosé

5 1
ISBRR(.’L’, K,p) —QQK CISB’ Qr =min{ﬁ,§}
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gdzie C]‘gg jest dodatnig stalg zalezng od identyfikowanej nieliniowosci R (z) i zastosowa-
nych w modelu funkcji falkowych ¢? , ().

Powyzsze, wraz z oszacowaniem caltkowej wariancji w IV Rr (z; K, p) we wzorze (3.86),
prowadzi do nastgpujgcej nieréwnosci charakteryzujacej Sredniokwadratowy blad catkowy
empirycznych modeli falkowych Rpg (z; K,p) w przypadku niecigglej nieliniowosci R (z)
(por. (3.46))

2K

2K
+W —

MISE Rg (z; K,p) < 272X - Cigf Civ < (2_297{ " N) - Cyiise (3.92)

gdzie Cijgp = max {C‘fgg, cly } Optymalizujac to oszacowanie wzgledem parametru skali

K otrzymujemy, ze (por. (3.47))

K = Kip () = |

]
log, 20'N .93
29,+10g29 J (3.93)
Po wstawieniu powyzszej regulty do wzoru (3.92) otrzymujemy nastepujace twierdzenie
(por. twierdzenie 3.6).

Twierdzenie 3.12 (Szybkos¢ sredniokwadratowej zbieznosci catkowej) (R (z)
nieciqgta) Jesli nieliniowosé R (z) ma w przedziale S = [a,b] dowolng, skoficzong liczbe
punktéw niecigglosci (typu skok), a pomiedzy punktami nieciqgloci nalezy do klasy
CP,B > 0 oraz jesli skale modeli empirycznych Ry (z; K,p) dobierane sq wedlug wzoru
(3.93), to w przedziale S%, catkowe biedy sredniokwadratowe tych modeli sq asymptotycznie
nie wieksze niz

~ 2 2 i o)
[R(2) - Ba (5 K (N) )| do < N5 -l
(3.94)

MISE Rp (z; Ky, (N) ,p) = E/s
R

gdzie ¢’ = min {§,1/2} oraz CS?SE =2 (29)_29f(29+1) Cﬂlsg.

Z tv\fierdzefl 3.10-3.12 wnioskujemy nastepujgce wiasnosci falkowych modeli empirycz-
nych Rg (z; K, p) w sensie zachowania si¢ bledu catkowego MISE (por. whasnoéci RR1-
RRS5 oraz wlasnosci RG4-RG8 modelu R¢ (z; K, p)):

RR6. Przy zalozeniach twierdzenia 3.10, modele empiryczne Rr (z; K,p) zbiegaja w
przedziale S§, = [az, bz) do dowolnych (w tym nieciggtych) nieliniowoéci R (z).

RRY7. Szybkoé¢ zbieznoéci modelu Rg (z; K, p) zalezy od gladkoéci nieliniowosci R (z) w
przedziale S i od zastosowanych w nim funkcji falkowych, ale nie zalezy od gladkosci
funkeji gestoéci wejscia systemu f (z) (por. wzory (3.90)-(3.91) i (3.93)-(3.94)).

RRS8. Jesli zastosowane w modelu empirycznym falki majg numer p > 3, to wéwczas model
Ry (z; K, p) zbiega do nieliniowoéci R (z) z asymptotycznie optymalng predkoécia
O (N~26/(5+1)) przy dowolnych f (z) speiajacych zalozenie Z1 (por. Dodatek B.7,
str. 129 i wlasnoSci RR3 oraz RG3).

RR9. Oszacowanie (3.94) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla 8 > 1/2) mini-
malng szybkosé zbieznosci modeli falkowych Rg (z; K, p) rzedu O (N~%/2), niezale-
zng od numeru falki p (i gladko$ci funkeji gestoéci wejscia f (z)).
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RR10. Na szybkos¢ zbieznosci nie wplywajg (z dokladnoécig do statych) ani struktura sy-
stemu (z klasy rozwazanych systeméw) ani jego dynamika, ani tez skorelowanie
zaklécen z, (por. wiasnosci RR4 oraz RG4).

Przykiady. Dla nieliniowoéci R (z) odcinkami statych, blad (3.94) maleje z gwaranto-
wang szybkoécig rzedu O (N =i 2) i nie zalezy od zastosowanych w modelach Ry (z; K, D)
funkcji falkowych i gladkosci funkcji gestosci wejscia systemu f (z) (por. wzér (3.93)).

Jesli R(z) jest dwukrotnie rézniczkowalna (nalezy np. do klasy C** [a,b]), a funkcja
gestoéci f () jest nieciagla, to wéwezas modele empiryczne Ry (z; K, p) oparte o falki Ha-
ara (p = 1) zbiegajg do nieliniowoéci R (z) z gwarantowang predkoscig O (N~%?), ktéra
przy zastosowaniu falek o numerze p > 3 wzrasta do asymptotycznie optymalnej (wy-
noszacej tu O (N~%/%) — por. wzory (3.90)-(3.91) i wlasnos¢ RR8). Natomiast modele
R¢ (z; K, p) zbiegaja w obu przypadkach (zaréwno dla p = 1 jak i p = 3) ze znacznie
mniejszg gwarantowang szybkoscig O (N7/2) (zob. wzory (3.58)-(3.59)), niezalezng od
zastosowanych funkcji falkowych (numeru p).

C. Dobér falek w empirycznym modelu falkowym Rg(z; K,p)

Na podstawie przeprowadzonej analizy i podanych przyktadéw nalezy stwierdzi¢, ze wska-
zéwki dotyczace doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych Rg (z; K, p) otrzy-
mywanych za pomocg algorytmu ilorazowego (por. str. 45) mozna odnie$¢ réwniez do
modeli Rp (z; K,p) uzyskiwanych za pomocg algorytmu bezposredniego. Jednakze, ze
wzgledu na niezalezno$¢ wilasnoéci (warunkéw i szybkosci zbieznoSci) modeli empirycz-
nych Ry (z; K, p) od gltadkosci funkcji gestosci wejécia systemu f (z), dobdr jest ten po-
dyktowany jedynie wlasnoSciami identyfikowanej nieliniowosci R ().

Zwréémy jednakze uwage, ze zastosowanie w modelach empirycznych Ry (z; K, p) funk-
cji falkowych o wysokim numerze p wigze sig¢ (w praktycznych sytuacjach — tj. przy sko-
ficzonej skali M < K) ze zmniejszeniem przedzialu uzytecznego S%, w ktérym modele
te zbiegajg do identyfikowanej nieliniowosci R (z) (por. wzory (3.69)-(3.70) i twierdzenia
3.7-3.12 oraz wiasnos¢ RR5).

Dalsze wskazéwki dotyczace doboru funkeji falkowych w modelach empirycznych
Rg (z; K, p) dla przypadkéw malej i umiarkowanej liczby pomiaréw N, przedstawiamy w
rozdz. 5, w oparciu o wyniki eksperymentéw numerycznych.
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B. Nieznana gestoS¢ prawdopodo-
bienstwa wejscia systemu

3.3 Algorytm ilorazowy z estymacja funkcji gestosci
wejScia systemu

W wielu praktycznych sytuacjach funkcja gestosci wejscia systemu f (z) jest nieznana.
Zatem, z punktu widzenia zastosowan wazne sg algorytmy umozliwiajace identyfikacje
nieliniowo$ci R (z) réwniez przy nieznanej funkcji gestoSci wejécia.

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowosci R (z),
ktéra stanowi podstawe obecnego algorytmu identyfikacji, sktada si¢ z nastepujgcych mo-
deli opartych, podobnie jak modele teoretyczne R (z; K, p) w przypadku znanej gestosci
wejécia f (), o faktoryzacje nieliniowoéci R (z) (zob. wzér (3.1) w punkcie 3.1)

G (z; K, p)
f(z; K,p)

w ktérych licznik G (z; K,p) jest teoretycznym modelem falkowym funkcji G (z)
(= R(z)- f (z)) (jak w modelach teoretycznych RG (z; K,p) — zob. wzory (3.2) i (3.3)):

Rey (z; K,p) = (3.95)

nmax(ﬁ"-{pp) K-1 Ema:\: mp
G (I; K?p) = Z MnltopMn Z Z ﬁ twpm! (396)
n=nmin(M P) m=M I= '!m n(m P)

(ze wspélczynnikami of,, i 4%, danymi wzorami (3.4)) a mianownik f (z; K, p) stanowi
teoretyczny model falkowy nieznanej gestoéci wejscia systemu f (z) (jej falkows aproksy-
macje):

nmax(MrP) K—-1 lmax (m P
fmKp) = ), dpdhm(@)+ O (2) (3.97)
N=nNmin(M,p) m=M l=lp;,(m,p)

o wspdtczynnikach af,,, i b5, réwnych wspélczynnikom jej rozwinigcia w szereg falkowy
(por. wzory w (3.4))

n+!25—11 itp

Gn=[ T J@Ga@d o By [ f@E@E (399
;‘W 2m
Granice sumowan w modelach f (z; K, p) wynosza (por. wzér (3.5))
Temin (M, p) = [2Ma| — 2p + 2 lin (M, p) = [2™a) —p+ 1
oraz (3.99)
Nmax (M, p) = {2Mb-‘ -1 lmax (M, p) = Dmb] +p—2

gdzie a,b sg granicami przedzialu S.
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Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Zadanie algorytmu identyfikacji po-
lega na wyznaczeniu empirycznego modelu falkowego nieliniowosci R (z) na podstawie
zbloru pomiaréw {(xk,yk)}f=1. Wobec nieznajomosci zaréwno identyfikowanej nielinio-
wosci R (z) jak i funkcji gestosci wejécia systemu f (), polega ono na oszacowaniu (esty-
macji) wspétczynnikéw oy, 85, i @}, b5, obu modeli falkowych G (z; K, p) i f (z; K, p)
(wzory (3.96) i (3.97)).

Wspélczynniki pierwszego z nich szacujemy, analogicznie jak w modelach empirycznych
Re (z; K,p) w algorytmie ilorazowym przy znanej funkcji gestosci wejscia systemu, za
pomocy estymatoréw (zob. wzory w (3.7)):

N N
. 1 : - 1
&n = ; Ykhin (Tk) oraz B, = N kz::l k¥t (Th) (3.100)
otrzymujac model empiryczny ze wzoru (3.9):
- %ax(hﬂp) K-1 tmnx(mp
G (-'IT, K! p) = Z Mn‘lapMn Z Z r@fniwpnﬂ (‘T) (3101)
N=Nmin (M,p) m=M I=lpin(m,p)

Wykorzystujac natomiast, w odniesieniu do modelu f (z; K, p), znane tozsamosci (zob.
np. [104], [122])

@ = E@hyn (1) oraz b, =Evhy (z1) (3.102)
otrzymujemy nastepujgce estymatory jego wspélczynnikéw
1 " § &
ahyn = N Z Phn (Tk) oraz b, = N Z Vot (Tk) (3.103)
k=1 k=1
oraz ponizszy falkowy model empiryczny nieznanej funkcji gestosci wejécia f (z)
Nmax(M,p) K—1 Imax(m,p)
f@Kp)= 3 &uda@+), Y, Fihie (3.104)
n=nmin(M,p) m=M I=lmi,(m,p)

UzyskaliSmy w ten sposéb klase (dla réznych p) empirycznych modeli falkowych nielinio-
wosci R (z) (por. (3.101) i (3.104))

(3.105)

odpowiadajacych klasie modeli teoretycznych (3.95). Algorytm identyfikacji przyjmuje
obecnie nastepujgca postac:

Algorytm ilorazowy z estymacjq funkcji gestosci wejscia systemu:

Krok 1a. Na podstawie pomiaréw {(z, yk)} 5, oblicz oszacowania &4, i fifnl wedlug
wzoréw (3.100). X

Krok 1b. Na podstawie pomiaréw {xk}k _, oblicz oszacowania a}, i b5, wedlug
wzoréw (3.103).

Krok 2a. Wyznacz empiryczny model funkcji G (z) wstawiajgc obliczone oszacowa-
nia &8, i B}, do wzoru (3.101).

Krok 2b. Wyznacz empiryczny model funkcji gestoéci wejécia systemu f (z) wsta-
wiajac obliczone oszacowania a3, i b7, do wzoru (3.104).

Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R (z) jako iloraz (3.105), z licz-
nikiem (3.101) i mianownikiem (3.104).
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Algorytmy ilorazowe z estymacjg nieznanej funkcji gestoSci wejscia systemu badano
m.in. w pracach [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107] dla innych ukladéw funkcji orto-
gonalnych oraz w pracach [49], [70]-[71], [73] i [108]-[109] dla falek.

Analize wlasnoéci modeli Rgf (z; K, p) rozpoczniemy od wyznaczenia warunkéw &re-
dniokwadratowej zbieznoéci punktowej modeli empirycznych f (z; K, p) do funkcji gesto-
Sci wejscia systemu f (z), a nastepnie wyznaczymy szybkos¢ tej zbieznosci. W oparciu o
te wyniki oraz odpowiednie wyniki dotyczace modeli empirycznych G (z; K, p), przedsta-
wione w punkcie 3.1.1, wyznaczymy warunki punktowej zbiezno$ci i szybko$¢ zbieznoéci
(wedtug prawdopodobienstwa) modeli empirycznych R, (z; K, p) do nieliniowoéci R ()

3.3.1 Analiza wiasnosci modeli empirycznych f (z; K, p)
Zbieznos¢ punktowa modeli f (z; K, p)

Korzystajac z lematu 3.2 (str. 30) dotyczacego $redniokwadratowej zbieznoéci punktowej
modeli G (z; K, p) i podstawiajac za R (z) = Is(z) oraz zx = &, = 0, otrzymujemy jako
wniosek nastepujacy lemat:

Lemat 3.8 Jesli funkcja gestosci f (x) jest ciggta w punkcie v € S = [a,b], a skala K
modeli empirycznych f (z; K, p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spetnione sq warunki

K=K(N)—oo oraz 2¥M/N -0, gdy N — o0
to dla dowolnego p modele te zbiegajq w tym punkcie sredniokwadratowo do funkcji gestosci

wejscia systemu f ()

MSE f (@i K (),p) =E [f (&) = F (&K (N),p)] =0 gdy N—oo (3106

Szybkos¢ zbieznosci punktowej modeli f (z; K, p)

Wykorzystujac teraz lemat 3.3 (str. 36) dotyczacy $redniokwadratowej szybkosci zbiezno-
éci modeli empirycznych G (z; K, p) i ponownie podstawiajac R (z) = Is (z) (oraz 8 = 00)
i zx = § = 0, otrzymujemy (por. zalozenie Z7 na str. 34) jego odpowiednik dla modeli
empirycznych f (;: K, p):

Lemat 3.9 Jesli f (z) nalezy do klasy C* [az,b;) C S, gdzie

K| _ K =
|_2 J;J2K2p-+-2 . L? :DJ;(QP

a skala K modeli empirycznych f (z; K,p) jest dobierana wedtug wzoru

K =Ko (N) = log, 2uN, gdzie v = min {a, p} (3.107)

2v+1

K K
to w dowolnym punkcie x € {J%Rﬂ, J-z—;‘vlil) asymptotyczny blgd sredniokwadratowy tych
modeli spetnia nieréwnosé
MSE f (z; Kopt (N) ,p) < N5 - Ol (3.108)

gdzie CQ;E jest dodatniq stalq (zaleing od funkcji gestosci wejscia systemu f (z) i zasto-
sowanych falek).
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3.3.2 Analiza wlasnosci modeli empirycznych Rg 7 (z; K, p)

Zbiezno$¢ punktowa modeli Rgf (z; K, p)

Jesli identyfikowana nieliniowo$¢ R () i funkcja gestosci wejscia systemu f (z) sa ciggle
w punkcie z € S = [a, b], to wéwczas w tym punkcie, ze wzrostem liczby pomiaréw N:

e przy speinionych zalozeniach lematu 3.2, model empiryczny G (z; K, p) zbiega ére-
dniokwadratowo do funkcji G (z),

e przy spelionych zalozeniach lematu 3.8, model empiryczny f (z; K, p) zbiega Sre-
dniokwadratowo do funkcji gestosci wejscia systemu f ().

Z punktowej zbieznosci éredniokwadratowej modelu G (z; K,p) (licznika w modelu
Rcy (z; K, p)) do funkcji G (z) i modelu f (z; K, p) (mianownika w modelu Rcy (z; K, p))
do f(z) w punkcie z, wynika ich punktowa zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa do
tych funkeji (w tym punkcie). Stad, przy zalozeniu Z1 (tj. f(z) > 0dlaz € S = [a,b]),
model empiryczny }??,(;f (z; K, p) zbiega, na mocy twierdzenia Stuckiego (zob. np. [123, str.
28]) w tym punkcie do nieliniowoéci R (z) (= G (z) /f (z)) wedlug prawdopodobienistwa
(por. wzory (3.1) i (3.105)).

Zachodzi zatem nastepujace twierdzenie (por. wnioski 3.1 i 3.2).

Twierdzenie 3.13 (Zbieznoé¢ punktowa wg prawdopodobienstwa) Jesli skala K
w modelach R(_‘;f (z; K, p) zalezy od liczby pomiaréw N tak, ze spetnione sq warunki

K=K(N)—oo oraz 2¥M/N 50 gdy N — o0

to dla kazdego numeru falkowego p (dowolnej falki Daubechies) modele te zbiegajq wedtug
prawdopodobienstwa do nieliniowosci R ()

}%Gf (z; K (N),p) LA R(z) gdy N — o0

w katdym punkcie x € S = [a,b], w ktérym nieliniowosé R (z) oraz funkcja gestosci
wejscia systemu f (x) sq ciggle.

Z twierdzenia wnioskujemy, ze pomimo nieznajomosci funkcji gestosci wejscia systemu
f(z) (i wynikajacej stad potrzeby jej estymacji w omawianym algorytmie), modele em-
piryczne Rgy (z; K,p) zbiegaja (wedlug prawdopodobienistwa) do nieliniowosci R (z) w
tych samych punktach, w ktérych przy znanej f (z) zbiegaja do niej modele empiryczne
RG (I; K P )

Szybkosé zbieznoéci punktowej modeli Rg 7 (z; K, p)

Wykorzystujac teraz twierdzenie [50, twierdzenie 3, str. 449] cytowane w Dodatku B.8,
str. 129 otrzymujemy, po podstawieniach v (@) = G (z;Kopt (N),D) (z Kopt (N) ze
wzoru (3.31) na str. 35), f (z) = f (z; Kopt (N), D) (z Kopt (N) ze wzoru (3.107)) oraz
Sg=2v/(2vy+1)isy =2v/(2v+ 1) (zauwazmy przy tym, ze v = min{a, 3,p} < v),
nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 3.14 (Szybko§¢ zbieznosci punktowej wg prawdopodobienstwa)
Jesli nieliniowost R (x) © funkcja gestosci f (z) nalezq do klas

R(z) € CPla;,b;) oraz f(z) € C*|ag,bs), o, 8>0, [ay,b,)ES

a skala K w modelach empirycznych G (z; K,p) i f (z; K,p) (wzory (3.101) i (3.104))
dobierana jest wedtug wzoru

K = K (N) = log, 2vN, v = min {¢, 3, p} (3.109)

2v+1

to dla bledu bezwzglednego tych modeli zachodzi asymptotycznie, w kazdym punkcie = €

oKz 2Kz |41 . y
K1 3 , nastepujqce oszacowanie:

|R (2) - Roy (3 Kops (V) ,p)| = O (N7 (3.110)
wedtug prawdopodobienstwa.

Z twierdzenia tego wynika, ze nieznajomod¢ funkcji gestoSci wejscia systemu f (z)
nie zmniejsza (w stosunku do modeli R¢ (z; K,p) — por. twierdzenie 3.3) asymptotycz-
nej szybkosci zbieznosci punktowej (wedlug prawdopodobiefistwa) modeli empirycznych
Rgy (z; K, p) do nieliniowosci R (z).

A zatem, z twierdzeh 3.13 i 3.14 wnioskujemy nastepujace wlasnoéci punktowe fal-
kowych modeli empirycznych Rgy (z; K,p) (por. wlasnosci RG1-RG4, RG3a model
Re (z; K, p) i wlasnosci RR1-RR5, RR3a modeli Ry (z; K, p) w punktach 3.1.2 i 3.2.1):

RGfl. Modele Rgy (z; K,p) zbiegaja do identyfikowanej nieliniowosci R (z) w kazdym
punkcie przedzialu S = [a,b], w ktérym ta nieliniowos$¢ i funkcja gestosci wejscia
systemu f (z) sa ciagle.

RGf2. Szybkoé¢ zbiezno$ci modeli f%gf (z; K, p) ze wzrostem liczby pomiaréw N we wzo-
rach (3.100), (3.104) i (3.110) zalezy od lokalnej (w przedziale [a.,b;)) gladkosci
nieliniowosci R (z), funkcji gestosci wejécia systemu f (z) oraz od zastosowanych w
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (3.109)-(3.110)).

RGf3. Jedli w przedziale [a;,b;) funkcja gestosci wejécia f(z) jest gladsza od identyfi-
kowanej nieliniowosci R (z), tj. @ > f3, a zastosowane w modelach empirycznych
RGf (z; K, p) falki majg numer p > 3, to wéwczas szybko§é zbieznoéci tych modeli
osigga rzad O (N—F/(23+1)),

RGf4. Wyznaczone w twierdzeniach 3.13-3.14, zbieznos¢ i szybkoS¢ zbieznosci modeli em-
pirycznych RG)' (z; K,p) do nieliniowoéci R (z), nie zalezg od struktury i dynamiki
systemu (z klasy rozwazanych systeméw), ani tez od skorelowania zaklécen pomia-
rowych zg.

Przyktady. Rozpatrzymy ponownie wybrane przypadki identyfikowanej nieliniowosci
R (z) i funkcji gestoSci wejscia systemu f (z).

Niech nieliniowo$¢ R (z) i funkcja gestoéci wejscia f (z) beda odcinkami gladkie w S =
[a,b] i w przedzialach pomiedzy punktami nieciggloéci naleza odpowiednio do klas C°
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i C*. Wowczas falkowe modele empiryczne RG)" (z; K,p) zbiegaja w tych przedziatach
punktowo do nieliniowoéci R (z) (twierdzenie 3.13), z gwarantowang szybkoscig rzedu
0 (N“'”'@"‘“)), v = min {a, 3,p} (twierdzenie 3.14).

Jedli R(z) i f(x) sg ciagle w przedziale S i spelniajg np. warunek Lipschitza (tj.
a = f = 1), wtedy dla modeli empirycznych ﬁigf (z; K,p), gwarantowany rzad szyb-
koéci zbieznoéci punktowej wedtug prawdopodobiefistwa osiaga poziom O (N~'/?) i nie
zalezy od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (poniewaz p > 11 min {a,} = 1)
(por. (3.109)-(3.110)).

Jesli natomiast R (z) i f(z) sa dwukrotnie rézniczkowalne (np. obie naleza do klasy
C%® [a, b)), to wéwczas szybkosé zbieznosci modeli z falkami Haara (p = 1) nie ulega zmia-
nie (nadal jest rzedu O (N~'/3)), natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze
p > 3 wzrasta do poziomu O (N~%/12),

A. Dobér falek w empirycznym modelu falkowym Rg; (z; K, p)

Poniewaz warunki i szybkoéci punktowe]j zbieznosci (wedlug prawdopodobienstwa) fal-
kowych modeli empirycznych Rg (z; K, p) i f?cf (z; K, p) sa takie same, to odpowiednie
wskaz6wki dotyczace doboru funkcji falkowych w modelach Rg (z; K, p) (przedstawione
na str. 66) mozna bezposrednio odnies¢ do modeli Rg; (z; K, p).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowaliSmy trzy typy falkowych algorytméw stuzacych do identyfika-
cji nieliniowoéci R (z) w systemach zlozonych o strukturze blokowej (przedstawionych w
rozdz. 2) na podstawie pomiaréw wejécia-wyjscia calego systemu i zbadaliémy warunki i
szybkoSci zbieznoéci wyznaczanych przez te algorytmy falkowych modeli empirycznych w
zaleznoSci od nastepujgcych czynnikéw:

e gladkosci identyfikowanej nieliniowoéci R (z),
o gladkosci funkcji gestosci wejscia systemu f (z), oraz

e zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p).

Znana funkcja gestosci wejscia systemu f (z). W przypadku znanej funkcji gesto-
Sci wejscia systemu f (z) przedstawiliémy i zbadaliémy dwa typy algorytméw falkowych
(ilorazowy — z empirycznym modelem falkowym Rg (z; K, p) — zob. punkt 3.1 i bezpo-
$redni — z modelem Rp (z; K, p) — zob. punkt 3.2). W odniesieniu do modeli Rg (z; K, p)
wykazaliSmy, ze zbiegajg one: :

e punktowo (Sredniokwadratowo i wedlug prawdopodobienstwa) do identyfikowanej
nieliniowoéci R (z) w kazdym punkcie przedzialu S = [a,b], w ktérym ciagle sg
zaréwno nieliniowo$¢ R (z) jak i funkcja gestodci wejcia systemu f (z),

e globalnie ($redniokwadratowo) do dowolnych nieliniowoSci R (z) ograniczonych
w przedziale S = [a,b] przy dowolnych f(z) ograniczonych i dodatnich w tym
przedziale. Pokazalismy takze, ze w przypadku cigglych R(z) i f(z) modele
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Re (z; K,p) moga zbiegaé do nieliniowosci R (z) z asymptotycznie optymalng
szybkoscig zbieznosci, a ponadto wyznaczyliSmy szybkos¢ zbieznoéci tych modeli
do, czesto spotykanych w praktyce, nieliniowosci nieciagtych, odcinkami gtadkich.

W odniesieniu do modeli empirycznych Ry (z; K, p) pokazaliémy natomiast, ze poszcze-
gélne zbieznosci i ich szybkosci nie zaleza, w poréwnaniu z modelami Rg (z; K, p), od
wiasnosci funkcji gestoSci wejscia systemu f(z). A zatem dla f (z) mniej gladkich niz
identyfikowana nieliniowoéé R (z) modele Ry (z; K,p) mogs osiagaé (przy odpowiednim
doborze funkcji falkowych w modelach) wigkszg gwarantowang szybko$¢ zbieznosci w sto-
sunku do modeli R¢ (z; K, p) (por. twierdzenia 3.2-3.6 i 3.8-3.12; zob. takze wyniki badan
numerycznych w rozdziale 5).

Nieznana funkcja gestosci wejscia systemu f (z). Dla tego przypadku przedstawi-
lismy wersjg algorytmu ilorazowego z estymacja funkcji ggstosci wejscia systemu i pokaza-
liSmy, ze wyznaczane przez algorytm modele empiryczne Rgy (z; K, p) zbiegaja punktowo
wedlug prawdopodobienistwa do identyfikowane]j nieliniowoSci R (z) przy takich samych
warunkach i z ta samg (asymptotycznie) szybkoScia, przy ktérych zbiegajg (w tym sen-
sie) modele empiryczne Rg (z; K, p) wyznaczane przez algorytm ilorazowy w przypadku
znanej f (z).

Poniewaz réwnowazno$¢ wlasnoéci modeli w obu algorytmach zachodzi asymptotycznie
(dla duzych liczb pomiaréw N) (por. wniosek 3.1 i twierdzenia 3.3 oraz 3.13-3.14), w
rozdziale 5 poréwnujemy ich wlasnoéci dla malej i umiarkowanej liczby pomiaréw na
podstawie eksperymentéw numerycznych.

Niezaleznos¢ od struktury systemu i skorelowania zaklécen. Badane algorytmy
posiadaja ponadto nastepujace wspélne cechy:

e Warunki i szybkoéci zbieznoéci wyznaczanych przez nie modeli nie zalezg od:

— struktury systeméw (z rozwazanej klasy systeméw nieliniowych),
— ich dynamiki, oraz
— skorelowania zaklécen zewnetrznych.

Dobér falek w modelach. Zwrécmy przede wszystkim uwage na fakt, ze zbiezno$cé
poszczegdlnych modeli empirycznych do identyfikowanej nieliniowoSci R (z) nie zalezy od
zastosowanych w nich funkcji falkowych, natomiast dobér funkcji falkowych moze wplynac
na szybkoé¢ zbieznoéci tych modeli. W zaleznoéci od zakresu wiedzy wstepnej o nielinio-
wosci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (z), dobér ten opiera sie na nastepujacych
ogblnych wskazéwkach:

e gdy wiedza wstepna nie obejmuje znajomoéci gladkosci R (z) i f (z), to nalezy, kie-
rujac sie prostotg realizacji modeli, zastosowa¢ w nich falki Haara. Podobnie nalezy
postapié¢, gdy wiadomo, ze R (z) lub f (z) sa nieciaggle, gdyz wtedy gwarantowane
predkosci zbieznoéci globalnej modeli nie zalezg od zastosowanych w nich falek (por.
twierdzenia 3.6 i 3.12).

e gdy wiadomo, ze R (z) i f () sg gladkie, nalezy zastosowac¢ falki o wyzszym numerze
p, tak aby zagwarantowa¢ modelom falkowym wigkszg szybko$¢ zbieznoéci (zob. np.
twierdzenia 3.2, 3.5 oraz 3.8 i 3.11).
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Wiasnosci praktyczne algorytméw falkowych. Z praktycznego (,uzytkowego”)
punktu widzenia nalezy takze zwréci¢ uwage na nastepujace cechy prezentowanych
falkowych algorytméw identyfikacji:

e Algorytmy te wymagaja (w celu zapewnienia zbiezno$ci poszczegélnym empirycz-
nym modelom falkowym — por. np. warunki zbieznosci w twierdzeniach 3.1 i 3.7)
jedynie niewielkiej informacji apriorycznej zaréwno na temat samej nieliniowosci jak
i pozostatych elementéw identyfikowanego systemu oraz zaklécen zewnetrznych.

Zauwazmy jednakze, ze zawarte w twierdzeniach dotyczacych szybkosci zbiezno$ci
modeli empirycznych (zob. np. twierdzenie 3.2), reguty doboru skali K" modeli (za-
pewniajgce im gwarantowane szybkoSci zbieznosci) wymagaja wstepnej znajomosci
gladkosci identyfikowanej nieliniowoéci R (z) 1 funkcji gestosci wejécia systemu f (z),
a ponadto majg charakter asymptotyczny. Oba te czynniki mogg stanowi¢ istotne
ograniczenie dla zastosowan proponowanych algorytméw (zob. wyniki badan nume-
rycznych dla matych i umiarkowanych liczb pomiaréw N w rozdziale 5).

e Algorytmy falkowe sg proste w implementacji komputerowej. Wykorzystujg one je-
dynie podstawowe operacje arytmetyczne (typu dodawanie i mnozenie — por. wzory
(3.7)-(3.9), (3.64)-(3.66) i (3.100)-(3.105)) (dokladniejsze badania dotyczace aspek-
tow obliczeniowych rozwazanych falkowych algorytméw identyfikacji przedstawiamy
w nastepnym rozdziale),

e Falkowe algorytmy identyfikacji majg taka samag postaé zaréwno dla systeméw sta-
tycznych jak i dynamicznych oraz dla bialych i skorelowanych zaklécenn zewnetrz-
nych.

Na zakonczenie zauwazmy, ze przedstawione powyzej wnioski dotyczace praktycznego
zastosowania poszczegdlnych modeli falkowych opieraja sie na zalozeniu, ze warto$ci funk-
cji falkowych Daubechies ¢” (z) i ¥” (z) moga by¢ obliczane w dowolnym punkcie z, pod-
czas gdy wartoéci tych funkcji (dla p > 2) mozna za pomocg znanych algorytméw obli-
czat jedynie w punktach siatki binarnej (por. wlasnosci funkcji falkowych przedstawione
w punkcie 1.1 i zob. przykladowy algorytm w Dodatku A.3, str. 115). Z tego powodu (i ze
wzgledu na losowe wejscie systemu) falkowe algorytmy identyfikacji nie moga by¢ bezposre-
dnio zastosowane w praktyce. Propozycje obliczeniowych (praktycznych) odpowiednikéw
przedstawionych tu (teoretycznych) falkowych algorytméw identyfikacji zawiera nastepny
rozdzial.



Rozdziat 4

Falkowe algorytmy obliczeniowe
identyfikacji

W podsumowaniu poprzedniego rozdziatu zwrécilismy uwage na fakt, Ze nie jest mozliwe
bezposrednie zastosowanie przedstawionych w nim falkowych algorytméw identyfikacii.
Skladaja sie na to nastepujace przyczyny:

1. Dla numeréw falkowych p > 2 (tj. oprécz funkceji Haara), funkcje falkowe Daubechies
nie s dane za pomoca jawnych wzoréw ale jako procedury rekurencyjne (zob. np.
(26]-[27] 1 [130]-[131]; por. wlasnosci funkeji falkowych przedstawione w punkcie 1.1
w rozdz. 1).

2. Typowe algorytmy pozwalajg obliczy¢ wartoéci funkceji falkowych jedynie w punk-
tach siatki binarnej By, H > 0 (por. uwaga 1.2 w rozdz. 1 i algorytm cytowany w
Dodatku A.3).

3. W rozwazanym w pracy zadaniu identyfikacji wejscie z) jest losowe (por. zaloze-
nie Z1 w rozdz. 2), a zatem ogélnie z; ¢ Bpy. Stad nie jest mozliwe obliczenie
wspoélczynnikéw empirycznych w poszczeg6lnych modelach falkowych z wykorzysta-
niem typowych algorytméw obliczania warto$ci funkcji falkowych (zob. wzory (3.7),
(3.64)-(3.65) i (3.103)), a takze, obliczenie wartoéci wyjéé modeli falkowych dla wejsé
z (z przedzialu S = [a, b]), lezacych poza siatkg binarng.

W literaturze dotyczacej falek wskazana wyzej specyfika falkowych algorytméw iden-
tyfikacji nie byla dotad szczegétowo rozpatrywana. Pewng prébe rozwigzania problemu,
wykorzystujgca metode grupowania pomiaréw (ang. binning), przedstawiono jedynie w
monografii [65, str. 222] po$wieconej zastosowaniom falek w statystyce (propozycja ta
jednakze nie zostata poparta analizg teoretyczng, a tylko zilustrowana przykladem nume-
rycznym).

W obecnym rozdziale proponujemy proste i ogélne rozwigzanie problemu polegajace
na zastgpieniu w modelach falkowych oryginalnych funkcji falkowych Daubechies ¢” (z) i
¥® (z) ich schodkowymi (odcinkami statymi) aproksymacjami @” (z; H) i ¥” (z; H), gdzie
H =0,1,..., jest zdefiniowanym dalej parametrem skali aproksymacji odpowiadajacym
za doktadnos¢ aproksymacji funkcji falkowych.

Jak pokazemy, otrzymane w ten sposéb falkowe algorytmy obliczeniowe identyfikacyi
(obliczeniowe odpowiedniki algorytméw falkowych z rozdz. 3) sg tatwe w realizacji kom-
puterowej. Ponadto, badajgc wlasnodci obliczeniowych modeli empirycznych (tj. modeli

69
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otrzymanych wedtug tych algorytméw) wykazemy (na przykladzie algorytmu ilorazowego),
ze przy zachowaniu prostych regut dotyczacych doboru skali H zachowane zostajg asymp-
totyczne wlasnoéci (tj. zbiezno$é i szybkosé zbieznoéci) ich odpowiednikéw opartych na
oryginalnych funkcjach falkowych Daubechies, a wiec ze modele obliczeniowe i ,teoretycz-
ne” modele wykorzystujace oryginalne funkcje falkowe sg asymptotycznie réwnowazne.

W ostatnim punkcie rozdzialu badamy ztozono$é numeryczng obliczeniowych algoryt-
mow identyfikacji (ponownie biorgc jako przyklad algorytm ilorazowy). Przedstawimy tam
takze szybki (o zlozonosci obliczeniowej rzedu O (N)) algorytm wyznaczania obliczenio-
wych modeli empirycznych, gdzie N jest liczba wykorzystywanych obserwacii.

4.1 Podstawa teoretyczna

4.1.1 Aproksymacja falek

Proponowane aproksymacje @ (z; H) i 9” (z; H) funkcji falkowych ¢? (z) i ¥” (z) dla
p = 2 maja posta¢ funkeji odcinkami statych o skokach w punktach siatki binarnej By,
H > 0 (zob. Rys. 4.1) i sg zdefiniowane nastepujgco:

@”(m&a@”(%ﬁ) oraz @p(m;H)=¢p(%g{J-) (4.1)

Biorgc pod uwage definicje i wlasnosci funkcji |-] (zob. Dodatek A.1, str. 114), wartosci
tych aproksymacji dla dowolnego argumentu z sg réwne warto$ciom przyjmowanym przez
funkcje falkowe Daubechies w punktach siatki binarnej By znajdujacych sie najblizej tego
argumentu z jego lewej strony. Do wyznaczania wartoSci funkcji falkowych w punktach bi-
narnych mozna wykorzystaé algorytm zaczerpnigty z pracy [131, str. 296] i przedstawiony
w Dodatku A.3, str. 115.

Aproksymacje skalowanych i przesunietych funkeji falkowych definiujemy nastepujaco
(por. wzory (1.14) w rozdz. 1):

Phn (2 H) = 2%6’ (2Mz —n;H) oraz of, (z; H) =2%5¢° 2™z — |; H) (4.2)

Parametr H nazywac bedziemy dalej parametrem skali (krétko: skala) aproksymacji funk-
cji falkowych.

4.1.2 Wiasnosci aproksymacji funkcji falkowych

Zaproponowane aproksymacje funkcji falkowych dla p > 2 charakteryzujg si¢ nastepu-
jacymi wlasno$ciami (istotnymi z punktu widzenia dalszej analizy wlasnosci modeli wy-
znaczanych przez algorytmy obliczeniowe):

H1. W punktach siatki binarnej zg € By, ¢ < H, zachodzg réwnosci
@ (z; H) = ¢P (zB) oraz 9’ (zs; H) = ¢” (zB) (4.3)

H2a. Bledy bezwzgledne aproksymacji funkeji falkowych spelniajg (dla duzych wartosci
H) ponizsze nieréwnosci

P (2) — @ (& H)| < 2 - L, oraz [vP(2) - 0 (a3 H)| <27 L, (44)
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Rys. 4.1 Aproksymacje funkcji falkowych Daubechies ¢ (z) (linia cienka) i ¢® (z) (linia gruba)
dla parametréw skali H = 0,1, 3,6

gdzie

[ ~055 p=2

- { p da pso

dla kazdego z, gdzie L, Ly sa dodatnimi stalymi niezaleznymi od numeru falko-
wego p (zob. wzory (C.4)-(C.5) w Dodatku C.1).

H2b. Bledy bezwzgledne aproksymacji skalowanych i przesunietych funkeji falkowych
(por. wzér (4.2) i wzér (1.14) w rozdz. 1) spelniaja nastepujace nieréwnoéci

|Phtn (%) — e (3 H)| < 272777-L, oraz  |¢2, (z) — ¥y (z; H)| < 2827H.L,

(4.5)
dla kazdego z. Zwrétmy uwage, ze oszacowania bledéw rosng ze wrostem wartoéci
skal M i m funkcji falkowych (zob. wzory (C.6)-(C.7) w Dodatku C.1).

H3. W danej skali H aproksymacje @4, (z; H) i ¥, (z; H) posiadaja zwarte noéniki
dane nastepujgcymi wzorami

oH T gm0 om

A zatem asymptotycznie (tj. przy H — oo) osiggaja dlugosci noénikéw odpowie-
dnich funkeji falkowych ¢4, (z) i ¥%, (z) (por. wzér (1.11), w rozdziale 1).

) 1
supp @iy, (; H) = {Q—H+2—MaT
supp Yhy (z; H) = [

1 1+(1-p) H—p) (4.6)

4.1.3 Falkowe modele obliczeniowe

Bezposrednie zastgpienie funkcji falkowych ich aproksymacjami prowadzi do uzyskania
nastepujacych klas (dla réznych p) falkowych modeli obliczeniowych, odpowiadajacych
klasom falkowych modeli teoretycznych z rozdz. 3.
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Modele R; (z; K, H,p). Klasie modeli teoretycznych Rg (z; K, p) odpowiadaja modele

obliczeniowe o postaci (por. wzér (3.2))

G (z; K, H,p)
f(z)

w ktérych G (z; K, H,p) jest obliczeniowym odpowiednikiem modelu teoretycznego

G (z; K,p) (por. wzér (3.3))

Re(z; K, H,p) = (4.7)

nmax(M‘P) K-1 !max(mrp)
CG@KHp) = Y, &upbhn@H+Y, Y. BdhH)  (48)
n=Nmi,(M,p) m=M l=lnp;,(m,p)

o wspélczynnikach (por. wzory w (3.4))

ﬂ+2!25—1! - ;_-l;na ~
c‘rpMn:*/ G (z) @4y, (z; H)dz oraz ﬁf,ﬁ-——/;r ~ G(z)9l, (z; H)dz (4.9)

n

oM

Granice sumowan nmin (M, P), Nmax (M, p) oraz lunin (M, p) i lmax (M, p) W modelach obli-
czeniowych (4.8) sg réwne granicom w modelach teoretycznych (zob. wzory w (3.5)).

Modele Ry (z; K, H,p). Klasie falkowych modeli teoretycznych Ry (z; K, p) odpowiada
nastepujaca klasa modeli obliczeniowych (por. wzory (3.60) i (3.62))

ITIQ,: K 1 lmax(m p)
Ry (z; K, H,p) = Z pnhin @ H)+ D Y Bl (mH)  (4.10)
n=n!_. (M,p) m=M I=l! . (m,p)

ze wspélezynnikami (por. wzory w (3.61))

B = f " R(x)@yn (z;H)dz oraz B = / " R(z) ¥y (z; H)dr (4.11)
.z_h H-Ql—-

Modele Rgyf (z; K, H,p). Modele teoretyczne Rgy (z; K,p) maja swoje odpowiedniki
obliczeniowe w postaci (por. wzér (3.95))

RGf (:B: K:H!p) =

c; (z; K, H,p) (4.12)

(z; K, H,p)

z licznikiem takim samym jak w modelu Rg (z; K; H,p) (wzér (4.8)) i mianownikiem
danym wzorem (por. wzory (3.97) i (3.99))

Timax (M,p) K—1 lmax(m,p)
fmKHp)= Y &pbhim@H+ Y, Y, Bdh(mH)  (413)
ﬂ=ﬂmi“(M,P) m=M I—imm{mrp)

gdzie (por. wzory w (3.98))

n+2'2 =1 B Ig_tnz B
= [ T @B @) o By= [ f@ TG (019

Nalezy podkresli¢, ze wzory (4.9), (4.11) i (4.14) na wspdiczynniki falkowych modeli
obliczeniowych otrzymano przez mechaniczne zastgpienie funkcji falkowych ich aproksy-
macjami w odpowiednich wzorach na wspétczynniki falkowych modeli teoretycznych.



ROZDZIAL 4. FALKOWE ALGORYTMY OBLICZENIOWE IDENTYFIKACJI 73

4.2 Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy
obliczeniowe identyfikacji
Poszczegélnym klasom (dla réznych p) falkowych modeli empirycznych odpowiadajg z

kolei klasy obliczeniowych modeli empirycznych, opartych na aproksymacjach funkcji fal-
kowych.

Modele R (z;K,H,p). Obliczeniowe odpowiedniki falkowych modeli empirycznych
R (z; K, p) wyznaczanych przez algorytm ilorazowy maja postaé (por. wzory (3.8) 1 (4.7))

G (z; K, H,p)

R (z;K,H,p) = 4.15
G (z; p) f(2) ( )
gdzie (por. wzory (3.9) i (4.8))
= 'Rm,x(M,p) K- Imu m,p
Gz KHp) = Y  &hpfhn(mH)+ Z H)  (4.16)
n=nmia(M,p) m=M I=lpin(m

a wspoiczynniki empiryczne &}, i 3., wynosza (por. wzory w (3.7) i (4.9))

N N

i 1 i . 1 _

Gn = 5 > uPhin (@; H) oraz B, = N > vty (zi; H) (4.17)
k=1 k=1

Modele Ry (z; K, H, p). Falkowym modelom empirycznym Rp (z; K, p) wyznaczanym
przez algorytm bezpo$redni odpowiadajg nastepujace empiryczne modele obliczeniowe
(por. wzory (3.60) i (4.10))

~ Tmax (M,P) K-1 U (m
Rp(w K Hp)= ), &hnbhm(sH)+ ) Z H)  (418)
n=n/_. (M,p) m=M I=l! . (m,p)

w ktérych wspélczynniki &%y, i 3,, sa wyliczane ze wzoréw (por. wzory w (3.64) oraz

(4.11))

N
Bpn = S whin i H) oraz Fy= oS udlu(ocH)  (419)
k=1 k=1

gdzie (por. wzory w (3.65))

@”@(xaﬂh% oraz {bi;:(xk;H)=-”’—““7(z—’;;—H) (4.20)

Modele  Rgs(z; K,H,p). Odpowiednikami  falkowych modeli  empirycznych
Rg_f (z; K,p) (wyznaczanych przez algorytm ilorazowy z estymacja funkcji gesto-
Sci wejscia systemu) sg ponizsze empiryczne modele obliczeniowe (por. wzory (3.105) i
(4.12))

G (z; K, H,p)

f(z; K, H,p) @24

Rgy (z; K, H,p) =
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z licznikiem danym wzorem (4.16) i mianownikiem bedgcym obliczeniowym modelem
empirycznym nieznanej gestosci wejécia systemu f (z) (por. wzory (3.104) i (4.13))

_ nmu(M;p) K-1 Imax(mrPJ _ _
f(z; K; H,p) = Z @ Pirn (T H) + Z Z OV (2 H) (4.22)
nznmin(Mrp) m=M I=lmin(mvp}

o wspétezynnikach @, i b, postaci (por. wzory w (3.103) i (4.14))

N
~ 1
G5 = Z(ppMn Tr; H) oraz b, = Z (pis (4.23)

k=1

Obliczeniowe algorytmy identyfikacji. Obliczeniowe wersje poszczegdlnych falko-
wych algorytméw identyfikacji z rozdz. 3 przyjmujg zatem nastepujacg postac:

Algorytm ilorazowy (wersja obliczeniowa):

Krok 1. Na podstawie pomiaréw {(zx,yk)}r., oblicz oszacowania &%, oraz 3.,
wedlug wzoréw (4.17) oraz (4.2).

Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowo$ci R (z) jako iloraz
(4.15), z licznikiem danym przez (4.16) i wzér (4.2).

Algorytm bezposredni (wersja obliczeniowa):

Krok 1. Na podstawie pomiaréw {(zx,yx)}r_, oblicz oszacowania &%, oraz (o,
wedlug wzoréw (4.19)-(4.20) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowo$ci R (z) wstawiajac
obliczone oszacowania do wzoru (4.18).

Algorytm ilorazowy z estymacjq funkcji gestosci wejscia systemu (wersja
obliczeniowa):

Krok 1la. Na podstawie pomiaréw {(z, yk)},‘:;l oblicz oszacowania &, oraz B,
wedlug wzoréw (4.17) oraz (4.2).

Krok 1b. Na podstawie pomiaréw {z:k}f;l oblicz oszacowania @4, oraz b”,, wedhug
wzoréw (4.23) oraz (4.2).

Krok 2a. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji G (z) wstawiajgc obli-
czone oszacowania &,,,, oraz [3,, do wzoru (4.16).

Krok 2b. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji gestosci wejscia systemu
f (z) wstawiajac obliczone oszacowania ah,, oraz b., do wzoru (4.22).

Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowosci R () jako iloraz (4.21), z liczni-
kiem (4.16) i mianownikiem (4.22), uwzgledniajac wzory (4.2).

Zwracamy uwage na pelng analogie (z doktadnoscig do zastosowanej aproksymacji falek)
algorytméw falkowych w rozdz. 3 oraz ich powyzszych wersji obliczeniowych. Zauwazmy
takze, ze postugiwanie si¢ w praktyce aproksymacjami @4, (z; H) i ¢¥%, (z; H) (wzory
(4.2)) mozna uproéci¢ poprzez wstepne wyznaczenie wartosci tych aproksymacji w wy-
branej skali H, a nastepnie ich stabelaryzowanie (i przechowanie w pamieci komputera).
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Dzigki temu uzywanie aproksymacji &%, (z; H) i ¥}, (z; H) w powyzszych algorytmach
identyfikacji nie wymaga kazdorazowego obliczania ich wartosci.

4.3 Przykladowa analiza falkowego algorytmu obli-
czeniowego identyfikacji (algorytm ilorazowy)

Dla przykladu zbadamy teraz wlasnoéci obliczeniowych modeli empirycznych
R¢ (z; K, H, p) wyznaczanych przez obliczeniows wersje algorytmu ilorazowego. Analiza
wlasnosci modeli otrzymywanych za pomocg pozostalych algoryméw obliczeniowych
(prowadzona wedlug ponizszego schematu) bedzie przedmiotem osobnych opracowan.
Dla modeli obliczeniowych Re (z; K, H, p) analiza ta sprowadza si¢ do zbadania wlasno$ci
modeli G (z; K, H, p) stanowigcych ich licznik (zob. wzér (4.15); por. z analizg wlasnosci
modeli falkowych G (z; K, p) w punkcie 3.1.1).

4.3.1 Analiza wlasnosci empirycznych modeli obliczeniowych

G (z; K, H,p)
Zbiezno§é oszacowan &, i B

Zauwazmy, ze na mocy zalozeh Z3-Z5, wspélczynniki empiryczne sy f)fm dane wzorem
(4.17) sa nieobcigzonymi estymatorami wspélezynnikéw a4, i G5, modeli G (z; K, H, p)
(zob. wzory (4.9) i (4.8))

E&hy, = Qhyn o1z Efn =By (4.24)

Dodatkowo ich wariancje spelniajg nieréwnoéci

1 e

1 _
I = (Bvar + Beov) (4.25)

- (A + Aew)  0raz var B, <

var &k, <
gdzie dodatnie stale Ay, Acoy 0raz Byar, Beov zalezg od czeéci dynamicznej systemu i
zewnetrznych zaklécen zp oraz parametru skali H (zob. wzory (C.8) i (C.13)-(C.14) w
Dodatku C.2, str. 134). Stad wnioskujemy, ze (por. lemat 3.1):

Lemat 4.10 Wspétczynniki &4, z'fﬁu empirycznych modeli obiiczeniowyché (z; K, H,p)
zbiegajq Sredniokwadratowo do wspétczynnikéw &h,, 1 Bh, modeli obliczeniowych
G (z; K, H,p) wraz z rosnacq liczbg pomiaréw N. Ponadto dla ich bledéw $redniokwadra-
towych zachodzq nastepujgce nieréunosci

1

MSE&, < % (Aue+ Aaw) oraz MSEF; < 5 (Bua + Beor)

Widzimy zatem, ze wspétczynniki &, i B, obliczeniowych modeli empirycznych po-
siadaja wlasnoéci V1-V3 (zob. str. 29), analogiczne do wlasnosci wspétczynnikéw o, i
,3:11' odpowiednich modeli empirycznych z rozdz. 3. Ponadto ich szybkoé¢ zbieznoéci (rzedu
O (N71)) nie zalezy od parametru skali aproksymacji funkcji falkowych H i numeru fal-
kowego p.
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A. Analiza zbieznosci punktowej modeli obliczeniowych G (z; K, H,p)

Sredniokwadratowy btad empirycznych modeli obliczeniowych G (z; K, H, p) w odniesie-
niu do G (z) w ustalonym punkcie z mozna zdekomponowa¢ na skladniki obciazenia i
wariancji wyjécia tych modeli

i 2 - -
MSEG (z; K, H,p) = [G (z) — G (z; K, H, p)} = bias? G (z; K, H,p)+var G (z; K, H, p)
gdzie

55 2
bias? G (z; K, H,p) = |G (2)~EG (z; K, H,p)] (4.26)

2 - . 2
varG (z; K, H,p) = E[ EG(z;K,H,p) — G(:c;K,H,p)} (4.27)

WarlanCJa wyjécia modelu varG (z; K, H,p). 7 wlasnosci (4. 24) wsp6lczynnikéw
ahy ﬁfnt wynika, ze wyjécia obliczeniowych modeli empirycznych G (z; K, H,p) sa nie-

n

obcigzonymi estymatorami wyj$¢ modeli obliczeniowych G (z; K, H, p) (por. wzér (3.13))
EG (z; K, H,p) = G (z; K, H, p) (4.28)

Korzystajac z tej wlasnosci w obliczeniach przeprowadzonych w Dodatku C.3 (str. 135),
otrzymujemy nastepujgce oszacowanie wariancji wyjscia obliczeniowego modelu empirycz-
nego dla kazdego z € S = [a,b] (por. wzér (4.27))
oK

5 Cor (4.29)

N

- _ o 2
varG (z; K, H,p) =E [G(m;K,H,p) - G (z; K,H,p)}

gdzie C,; jest dodatnig stala (zalezng od dynamiki systemu i zakl6ceni zewnetrznych z).
Zwrétmy uwage, ze uzyskane oszacowanie jest réwne co do rzedu oszacowaniu wariancji
wyjscia falkowych modeli empirycznych G (z; K, p) (wzér (3.14) w rozdz. 3).

Obcigzenie bias® G (z; K, H,p). Skladowa obciazenia empirycznych modeli obliczenio-
wych mozna, w oparciu o ponizszy wzér (por. wlasnos¢ (4.28) i wzér (4.26))

biasG (z; K, H,p) = G(z)—G(z;K,H,p) =
G (z) — G(z; K,p)] +[G:1:Kp) (:.cKHp)}
oszacowaé nastepujgco (por. np. [115, str. 284])

bias® G (z; K, H,p) < 2(G(z) — G(:E;K,p)]2 + 2 [G(:::;K,p) - G (z; K,H,p)]2 =
def g [bias2@(m;K, p) + bias G (z; K, H, p)} (4.30)

Pierwszy w nawiasie skladnik tego oszacowania stanowi obcigzenie falkowych modeli em-
pirycznych G (z; K, p) (z oryginalnymi falkami Daubechies), por. wzér (3.28) w rozdz. 3.
Drugi czlon oszacowania jest bledem wynikajacym z zastosowania w modelach oblicze-
niowych G (z; K, H, p) aproksymacji funkcji falkowych. Jak pokazuje sie¢ w Dodatku C.4
(str. 135) dla bledu tego, w ustalonym z z przedziatu S = [a, b], zachodzi nieréwnosé

bias G (z; K, H,p) < 27HK? - O (4.31)
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gdzie Cp jest dodatnig staly zalezna od nieliniowoéci R (), funkcji gestoéci wejécia sy-
stemu f (z) oraz przyjetych funkcji falkowych (numeru p) i gdzie K jest skalg empirycz-
nych modeli obliczeniowych G (z; K,H,p), H jest parametrem skali w zastosowanych w
tych modelach aproksymacjach funkcji falkowych (por. wzér (4.16)), natomiast wykladnik
p jest dodatnig staly zalezng od numeru falkowego p tych funkcji (por. wzér (4.4)).

ZbieznoS¢ punktowa modeli é(zz; K,H,p). Badajac w rozdz. 3 warunki zbiezno-
éci falkowych modeli empirycznych G (z; K,p) stwierdziliémy, ze skladowa obcigzenia
bias® G (z; K, p) tych modeli maleje do zera ze wzrostem skali X' w punktach ciagloéci
identyfikowanej charakterystyki G (z) (por. str. 30). Zauwazmy jednak, ze (wedtug osza-
cowania (4.31)) w modelach obliczeniowych wzrost skali K (przy ustalonym H) powoduje
zwigkszanie skltadowej btedu bias G (z; K, H,p), a w konsekwencji tez wzrost calego bledu
obcigzenia (4.30)

bias®’ G (z; K, H,p) —» 00 dla K — oo, H = const (4.32)

Z kolei, dla ustalonego K wzrost skali aproksymacji H powoduje wykladnicze zmniejszanie
sie skladowej bledu bias G (z; K, H,p), a stad

bias? G (z; K, H, p) — bias? G (z; K,p) dla H — oo, K = const (4.33)

Uzalezniajac zatem skalg H aproksymacji funkcji falkowych od skali K" modeli obliczenio-
wych tak, aby przy warunkach zbieznoéci modeli falkowych G (z; K, p) (por. wzory (3.19),
str. 30) spelnione byly dodatkowo ponizsze warunki wynikajace ze wzoréw (4.32)-(4.33):

H=H(K)—oo oraz 27PHKIK? _,0 dla K — o0 (4.34)

otrzymujemy lemat (por. lemat 3.2).

Lemat 4.11 Jesli spelnione sq zalozenia lematu 3.2 i skala H usyta w aproksyma-
cjach @° (z; H) i Y (z; H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych
G (z; K,H,p) zalezy od skali K tych modeli tak, ze spelnione sq warunki we wzorze
(4.34), to dla dowolnego numeru falkowego p modele te zbiegajq $redniokwadratowo
do identyfikowanej funkcji G(z) w tych samych punktach, w ktérych zbiegajq ich
odpowiedniki G (z; K, p) oparte o oryginalne funkcje falkowe Daubechies ¢ (z) i 4” ().

Szybkoé¢ zbieznoéci punktowej modeli G (z; K, H,p). W rozdz. 3, w punkcie po§wi-
gconym analizie szybkoSci zbieznosci sktadowej obcigzenia falkowych modeli empirycznych
G (z; K, p), pokazaliémy, ze przy zalozeniu Z7 (dotyczacym lokalnej ciaglosci nieliniowo-
$ci R(z) i funkcji gesto$ci wejécia systemu f (z) — zob. str. 34), zachodzi nastepujace
oszacowanie (por. wzér (3.28)):

blaSQé(fL',K,p) < 2_2’},1{ : Cbiasa F= min {alﬁ!p} (435)

A zatem, bioragc pod uwage wzory (4.29), (4.30), (4.31) i (4.35), otrzymujemy (w usta-
lonym punkcie z) oszacowanie blgdu Sredniokwadratowego MSE empirycznych modeli
obliczeniowych o postaci (por. wzér (3.30))

25T

MSEG (z; K, H,p) < | (272% +27%HK?) + | Chuse (4.36)
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gdzie Cysg = max {QC’b,as,QCbm, m} Jesli zatem w modelach obliczeniowych
G’ (z; K, H,p) bedziemy stosowaé takie skale aproksymacji H, przy ktérych skiadowa
~2PH K2 jest nie wigksza od sktadowej 272X tj. spelniona jest nieréwnosé¢ (por. wzory

(4.34) i(4.35))
g S 9-Rel g (4.37)

to zagwarantujemy, ze oszacowanie bledu Sredniokwadratowego modeli obliczeniowych
G (z; K, H, p) bedzie asymptotycznie réwne co do rzedu oszacowaniu bledu $redniokwa-
dratowego modeli G (z; K, p) (por. wzér (3.32) w rozdz. 3).

Rozwigzujac nier6wnosé (4.37) otrzymujemy nastgpujaca regule doboru skali aproksy-
macji H w modelach obliczeniowych G (z; K, H,p), gwarantujacg powyzszg asympto-
tyczng réwnowaznoéé modeli G (z; K, H,p) i G (z; K, p):

K +log, K
H > Huia (K) = [”%] (4.38)
gdzie (por. wzoér (3.32) w rozdz. 3 i wzér (4.4))
. [ ~055 p=2
v=min{e,[,p} oraz p= { 1 dla %50 (4.39)

i gdzie K jest skalg modelu falkowego (wzory (3.9) i (4.16)).

Zauwazmy, ze wymagana skala aproksymacji zalezy od przyjetych w modelu funkcji
falkowych (ze wzgledu na parametry 7 i p — zob. wzér (4.39)) oraz skali modelu K, a
zatem (biorac pod uwage fakt, ze skala ta jest dobierana wedlug reguly (3.31)) takze od
gladkosci nieliniowosci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (), przy czym:

GH1. Ze wzrostem gtadkosci R (z) i f (x) oraz przy wzroécie numeru falkowego p, roénie
takze wymagana skala aproksymacji Huin (K) (por. wzér (4.39)).

GH2. Dla aproksymacji funkcji falkowych o numerze p = 2 wymagana skala aproksy-

macji Hmin (K) jest wigksza niz dla funkcji falkowych z numerem p > 2, (por. wzér
(4.39)).
Wynika to z faktu, ze w przypadku gdy p = 2, warto$¢ wykladnika p w nieréwnoéci
(4.37) wynosi ~ 0.55 (por. wzér (4.39)) i ze wzrostem skali aproksymacji H blad
po prawe] stronie tej nieréwnosci (proporcjonalny do skladowej obcigzenia wyni-
kajacej z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych) maleje z predkoscia rzedu
O (27'"), podczas gdy dla falek o numerach p > 2 rzad ten wynosi O (27%#)
(poniewaz p = 1; zob. wzér (4.39)).

GH3. Wzrost skali K w modelach powoduje odpowiedni (wedtug wzoru (4.38)) wzrost
wymaganej skali aproksymacji Hpyi, (K).

Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujacego lematu.

Lemat 4.12 Jesli spetnione sq zatozenia lematu 3.3, a skala aproksymacji H w @* (z; H)

i Yf (z; H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych G(:z: K, H,p) jest
dobierana wedlug reguty (4.38), to asymptotycznie ich szybkosé zbieznosci punktowej (w
sensie btedu MSE) do nieliniowosci G (x) jest taka sama jak falkowych modeli empirycz-
nych G (z; K, p), dla danej requly doboru skali K (por. lemat 3.3).



ROZDZIAL 4. FALKOWE ALGORYTMY OBLICZENIOWE IDENTYFIKACJI 79

B. Analiza zbieznosci catkowej modeli obliczeniowych G (z; K, H, p)

Dekomponujac catkowy blad $redniokwadratowy MISE obliczeniowych modeli empirycz-
nych G (z; K, H, p) otrzymujemy, ze

= 5 2 e -
MISE G(z; K, H,p)=E[ [G (z)- G(z; K, H,p)] dz =ISBG(z; K, H,p) + IVG(z; K, H, p)
s
gdzie
ISBG’(x; K,H,p)

fS[G(x)—Eé(x;K,H,p)]zdx

s - i 2
VG K Hp) = [B[EGEK Y -Gk Hp) i
S

Wariancja IV@(:::;K ,H,p). Oszacowanie zintegrowanej wariancji modeli obliczenio-
wych G (z; K, H,p) mozemy wyznaczy¢ korzystajac z oszacowania punktowej wariancji
wyjscia tych modeli we wzorze (4.29)

- -~ K -
IVG(:E;K,H,p)=_/va.rG(:r;K,H,p)d$ 2— Crv (4.40)
S

gdzie Cry = (b — a) Clar. Oszacowanie to jest réwne (z doklaglnoéma do stalej) oszacowa-
niu zintegrowanej wariancji falkowych modeli empirycznych G (z; K, p) wykorzystujacych
oryginalne funkcje falkowe (por. wzér (3.34)).

Obcigzenie ISBG (z; K, H,p). W oparciu o ponizszy wzér (zob. whasnoéé (4.28) i od-
powiednie wzory na str. 76)

ISBG (z; K,H,p) = ]S[G(x)—é(m;K,H,p)}?dzz

- fs{[G @-CERD+[CER)-CEE Bl &

btad catkowego obcigzenia empirycznych modeli obliczeniowych G (z; K, H, p) mozna osza-
cowa¢ w nastepujacy sposéb (por. wzér (4.30))

ISBG (z; K, H,p) < /[G (z; K, p)] d:r+2/ [G’(:r K,p) — @(m;K,H,p)]2d$=

= [ISBG(::: K,p) +TSBG (x; K, H,p)|

Pierwszy w nawiasie czlon oszacowania stanowi zintegrowane obcigzenie falkowych modeli
empirycznych G (z; K,p) (por. wzér (3.33) w rozdz. 3). Natomiast drugi skladnik jest
bledem wynikajgcym z zastosowania w modelach obliczeniowych aproksymacji funkcji
falkowych. Biorac pod uwage, ze dla dowolnego przedzialu S" C S zachodzi

ISBG (z; K, H,p) = bi_as2é(:z:; K,H,p)dz
S-’

skladnik ten mozemy oszacowaé korzystajac z oszacowania skladowej bias G (z; K, H, p)
obcigzenia bledu punktowego MSE modeli obliczeniowych, danego we wzorze (4.31):

ISBG (z; K, H,p) = fs bias G (z; K, H,p)dz < 2 K? . O (4.41)

gdzie Cgg = (b — a) Cgm.
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Zbieznoéé catkowa modeli G (z; K, H,p). Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne
do przedstawionego podczas badania Sredniokwadratowej zbieznosci punktowej modeli
G (z; K, H,p) otrzymujemy nastepujacy lemat charakteryzujacy warunki catkowej zbie-
znoéci éredniokwadratowej modeli obliczeniowych G (z; K, H,p) (por. wzory (4.40)-(4.41)
ze wzorami (4.29) i (4.31) i zob. lemat 4.11).

Lemat 4.13 Jesli spetnione sq zatozenia lematu 3.4, a skala aproksymacji H w @P (z; H)
i Y” (z; H) uzytych w obliczeniowych modelach empirycznych G (z; K, H, p) zalezy od skali
K tych modeli, tak e spetnione sq warunki ze wzoru (4.34), to dla kazdego p modele te
zbiegajq do identyfikowanej funkcji G () w sensie Sredniokwadratowego bledu catkowego.

Szybkoéé zbieznosci catkowej modeli G (z; K, H,p). Dla catkowego bledu $rednio-
kwadratowego obliczeniowych modeli empirycznych G (z; K, H, p) zachodzi nastepujace
oszacowanie

K
MISE & (z; K, H,p) < (2—-2.-:K W 2—29HK2) + %] CuisE (4.42)

z wykladnikiem k wynoszacym (por. wzory (3.40) i (3.45) w rozdz. 3)
1
x =min{e, B,p} (=7) oraz k= min {a,ﬁ,g} (= o) (4.43)

odpowiednio dla funkcji G (z) ciaglych i niecigglych w przedziale S = [a,b] i ze stalg
Cwyisg = max { 2Cvias (b — a%) , 2Chy, 2CwsE, C’;v} (kolejne stale w definicji Cyyisg sa zde-
finiowane we wzorach (3.28) i (3.41), (3.45), (4.40) i (4.41) dotyczacych oszacowan odpo-
wiednich sktadowych bledu we wzorze (4.42)).

Stad, by zapewni¢ modelom obliczeniowym G (z; K, H,p) rzad szybkoéci zbieznosci
catkowej réwny gwarantowanym rzgdom szybkoéci zbieznosci catkowej modeli falkowych
G (z; K, p) nalezy tak dobiera¢ skale aproksymacji H w @” (z; H) i 4" (x; H), aby speliona
byla ponizsza nier6wnos$¢ (por. z nieréwnoécig (4.37))

2—2.'<.K 2 2—2,0HK2

Rozwigzanie tej nieréwnosci dla poszczegdlnych k ze wzoru (4.43) prowadzi do nastepu-
jacego lematu (por. lemat 4.12).

Lemat 4.14 Jesli skala aproksymacji H w @? (z; H) i ¥” (z; H) stosowanych w empirycz-
nych modelach obliczeniowych G (z; K, H,p) zalety od skali K modeli falkowych i dobie-
rana jest wedtug requt

[vK + log, K]
H > Hy (K) = | T80 (4.44)

dla funkcji G (z) cigglych w przedziale S = [a,b], oraz

H > Hon (K) = | 2828 (4.45)

dla G () nieciggtych, to asymptotycznie ich szybkosci zbieznosci catkowej (w sensie bledu
MISE) do nieliniowoéci G (z) sq takie same jak szybkosci falkowych modeli empirycznych
G (z; K,p), gwarantowe dla danego wyboru skali K (por. lematy 3.5 1 3.6 w rozdz. 3).
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4.3.2 Analiza wlasnosci empirycznych modeli obliczeniowych
RG (l‘, K: H: p)

Wykorzystujac zaleznoci (3.49) i (3.55) (w rozdz. 3) oraz opierajac si¢ na lematach 4.11-
4.14 i twierdzeniu 2.19 cytowanym w Dodatku B.8 (dotyczacym szybkosci zbieznosci wg
prawdopodobiefstwa), otrzymujemy nastepujace twierdzenia charakteryzujgce warunki i
szybkoéci zbieznoéci obliczeniowych modeli empirycznych Rg (z; K, H,p) (por. twierdze-
nia 3.1-3.6 z rozdz. 3):

Twierdzenie 4.15 (Zbiezno$¢ modeli obliczeniowych) Jesli skala H uiyta w apro-
ksymacjach @® (z; H) i 9” (z; H) zastosowanych w empirycznych modelach obliczeniowych
Re (z; K, H,p) spetnia warunki ze wzoru (4.34), to wowczas modele te zbiegajq do nielinio-
wosci R (x) przy tych samych zatozeniach (i w tym samym sensie), przy ktérych zbiegajq
do niej falkowe modele empiryczne Rg (z; K,p) (z0b. twierdzenia 3.1 i 3.4 oraz wniosek
3.1 w rozdz. 8; por. lematy 4.11 1 4.13).

Twierdzenie 4.16 (Szybkos¢ Sredniokwadratowej zbieznosci punktowej) Jesli
spetnione sq zalozenia twierdzenia 3.2, a skala aproksymacji H w @” (z; H) i U (z; H)
zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych Reg (z; K, H,p) jest dobierana
wedtug requty (4.38), to asymptotycznie ich szybkoSé zbieinosci punktowej (w sensie
btedu MSE) do nieliniowoéci R (x) jest taka sama jak falkowych modeli empirycznych
R¢ (z; K, p), dla danej requty doboru skali K (zob. wzor (3.52) i twierdzenie 3.2 w rozdz.
3; por. lemat 4.12).

Z powyzszego twierdzenia oraz twierdzenia 2.19 (Dodatek B.8) wynika, ze empiryczne
modele obliczeniowe zbiegaja punktowo wedlug prawdopodobiefistwa z szybkoécig
asymptotycznie réwng szybkoSci zbieznoéci w tym sensie empirycznych modeli falkowych
R¢ (z; K, p) (zob. twierdzenie 3.3 w rozdz. 3).

Twierdzenie 4.17 (Szybkos¢ $redniokwadratowej zbieznosci catkowej) Jesli
skala aproksymacji H w @ (z; H) i ¢° (z; H) stosowanych w empirycznych modelach
obliczeniowych Re (z; K,H,p) zalezy od skali K modeli falkowych i dobierana jest
wedtug requly (4.44) dla nieliniowosci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (z)
cigglbych w przedziale S = [a,b], oraz wedtug reguly (4.45) dla R(z) i (lub) f(z)
nieciqglych, to asymptotycznie ich szybkosci zbieznosci catkowej (w sensie bledu MISE)
do nieliniowosci R(z) sq takie same jak szybkosci falkowych modeli empirycznych
R¢ (z; K,p), gwarantowane dla danego wyboru skali K (zob. wzory (3.56) i (3.58) i
twierdzenia 3.5 1 3.6 w rozdz. 3; por. lemat 4.14).

Z powyzszych twierdze wynikajg nastgpujace wnioski dotyczace wlasnosci empirycz-
nych modeli obliczeniowych R¢ (z; K, H, p):

RGH1. Wiasciwy (zgodny z regutami (4.44) i (4.45)) dobér skali H w aproksymacjach
funkcji falkowych @? (z; H) i ¥” (z; H), pozwala obliczeniowym modelom empirycz-
nym Rg (z; K, H, p) zachowaé (asymptotycznie) wlasnoéci falkowych modeli empi-
rycznych Rg (z; K, p). W szczegélnosci zatem, w odniesieniu do modeli obliczenio-
wych R (z; K, H, p) znajduja zastosowanie reguty doboru skal K opracowane dla
empirycznych modeli falkowych R¢ (z; K, p) (por. wzory (3.56) i (3.58) z rozdz. 3).
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RGH2. Dobér wilaéciwej skali aproksymacji H funkcji falkowych zalezy od gladko$ci
identyfikowanej nieliniowoéci R (z), funkcji gestoSci wejscia systemu f (z) oraz przy-
jetych funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (4.38)-(4.39), (4.44)-
(4.45) oraz wlasnosci GH1-GH2).

RGH3. Wazrost skali K falkowych modeli empirycznych powoduje (zgodnie z regutami
(4.44)-(4.45)) odpowiedni wzrost wymaganej skali aproksymacji Hpyin (K) (zob. wia-
snos¢ GH3).

Przyklady. Rozpatrzymy teraz przykladowe przypadki identyfikowanej nieliniowosci
R (z) i funkcji gestoéci wejscia systemu f (z).

Niech R (z) i f (z) beda odcinkami stale w przedziale S = [a, b]. Wéwczas ¢ = 1/2 i mo-
dele obliczeniowe Rg (z; K, H,p) osiagaja asymptotyczng szybkosé zbieznosci O (N-1/2)
modeli falkowych R (z; K,p) w sensie catlkowego bledu éredniokwadratowego, o ile skala
aproksymacji H spelnia warunki (por. wzér (4.45) i definicje p we wzorze (4.4))

K +2logy, K dla Pies

a skala K modeli falkowych dobierana jest wedtug reguly (3.58) w rozdz. 3. Jesli R (z) i
f (z) speliajg warunek Lipschitza (o = 8 = 1), to wéwczas v = 1 i modele obliczeniowe
osiggaja asymptotycznie szybko$¢ zbieznosci O (N~2/3) w sensie éredniokwadratowego
btedu catkowego, przy skalach aproksymacji H dobieranych wedtug regut (por. wzér (4.44))

. | 2(K +logy K) ni=12
HZH”““(K)_{ K +log, K dia p>2

1 skalach K modeli falkowych wyznaczanych zgodnie ze wzorem (3.56)). Poniewaz dla
P = 2, minimalna wymagana skala H jest dwukrotnie wigksza niz dla p > 2 (por. wlasnoéé
GH2, str. 78), to zastosowanie w modelach funkcji falkowych o tym numerze wymaga
uzyskania dwukrotnie dokladniejszych aproksymacji takich funkeji falkowych.

A. Dobor skali H w aproksymacjach funkcji falkowych @° (z; H) i 9" (z; H)

Zwrbétmy uwage, ze warunek (4.34) oraz reguly (4.44)-(4.45) doboru minimalnej skali apro-
ksymacji Hmin (K) funkcji falkowych gwarantuja jedynie asymptotyczng réwnowazno$é
empirycznych modeli obliczeniowych i empirycznych modeli falkowych wykorzystujacych
oryginalne (,,dokladne”) falki. Zatem w praktycznych zastosowaniach, aby zminimalizowaé¢
wplyw dodatkowego biedu wynikajacego ze stosowania aproksymacji @” (z; H) i ¥* (z; H)
w miejsce oryginalnych falek, nalezy oblicza¢ je z jak najwigkszg rozdzielczoscig (w jak
najwiekszej skali H > Hpn (K)) (por. wzory (4.36) i (4.42)).

Ze wzgledu na asymptotyczny charakter uzyskanych wynikéw (prawdziwych dla du-
zych wartoSci H — a zatem tez duzych skal K i, w konsekwencji, takze dla duzych liczb
pomiaréw N — por. wzory (3.56) i (3.58)), w rozdziale 5 przedstawiamy wyniki badan nu-
merycznych dotyczacych wpltywu dokladnosci aproksymacji funkeji falkowych na wlasnosci
modeli obliczeniowych dla umiarkowanych skal H, K i umiarkowanych liczb pomiaréw N.
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4.4 Szybkie algorytmy wyznaczania obliczeniowych
modeli empirycznych

Z obliczeniowego punktu widzenia, problem identyfikacji nieliniowosci R (z) sprowadza sie
do wyznaczenia wspélczynnikéw w obliczeniowych modelach empirycznych na podstawie
danych ze zbioru pomiarowego {(:rk,yk)}:;l. Na przykladzie obliczeniowego algorytmu
ilorazowego pokazemy, ze bezposrednie wykorzystanie w tym celu wzoréw wynikajacych z
rozwazan teoretycznych (tj. zastosowanie w obliczeniach wprost wzoréw (4.17)) prowadzi
do algorytméw o ztozonosci obliczeniowej rzedu O (NV), gdzie wykladnik v zawiera sie w
przedziale (1, 2) i zalezy od gladkoéci identyfikowanej nieliniowosci R (z) i funkcji gestosci
wejscia systemu f (z) oraz przyjetych w modelach funkcji falkowych (numeru p). Nastepnie
zaproponujemy ,szybki” algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empirycznych i
wykazemy, ze zlozonos¢ tego algorytmu wynosi O (V) i, ponadto, nie zalezy od gtadkosci
R (z) oraz f (z).

Zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu ilorazowego

Analizujgc zlozonoé¢ obliczeniowsg algorytmu bedziemy postugiwaé si¢ pojeciem opms —
jednostkowej operacji arytmetycznej polegajacej na wymnozeniu (podzieleniu) dwéch liczb
i dodaniu (odjeciu) uzyskanego wyniku do innej liczby (zob. np. [81, str. 81]).

_Niech C¢ (N, K, p) oznacza liczbe operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modelu
R¢ (z; K, H, p). Poniewaz do obliczenia kazdego wspétczynnika tego modelu potrzeba N
opms (por. wzory w (4.17)), stad

CG(NtKap)':NPG(MaK)

gdzie Pg (M, K) oznacza liczbg wspéiczynnikéw w modelu obliczeniowym Rg (z; K, H, p)
(réwng liczbie wspélezynnikéw w modelu G (z; K, H, p)). Liczbe te mozna oszacowaé na-
stepujaco (zob. wzér (C.23) w Dodatku C.6)

Ps (M, K) < 2% [(b - a) +2p] (4.46)

Wyznaczajac skale K modeli na podstawie regut (3.56) i (3.58) z rozdz. 3 (tj. w zaleznoéci
od gladkoéci nieliniowoéci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (z) oraz przyjetych w
modelach funkcji falkowych) otrzymujemy, ze

Cc(N,K,p) <N - 2|‘,‘,,f%1c:g22"”i\'J [(b—a) +2p] < N%—Z;j;—f -C,
gdzie C,, = (2¢)"/®*V [(b - a) + 2p] oraz
Ce (N, K,p) < Nt W,

gdzie C, = (20)" ¢V (b — a) + 2p] dla, odpowiednio, ciaglych i nieciagtych R (z) i f (z).
Stad, poniewaz v > 0 oraz o € (0,1/2], to z powyzszych oszacowan wynika nastepujacy
lemat.

Lemat 4.15 Ztozonosé obliczeniowa algorytmu ilorazowego opartego na wzorach (4.17)

jest rzedu
_2y+2

T2y +1

Ce(N,K,p) =0 (N"), gdzie v € (1,2) (4.47)
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dla ciqgtych, oraz

7 . B 20+ 2 3
Co (N, K.p)= O[N"); gdzie v = 01 € [2,2> (4.48)

dla nieciggtych nieliniowosci R (z) i (lub) funkcji gestosci wejscia systemu f ().

Zauwazmy, ze ze wzrostem gladko$ci R (z) i f (z) (tj. ze wzrostem « i 3) i przy jedno-
czesnym wzro$cie numeru falkowego p, roénie warto§¢ parametru (= min {«, 3, p}) (por.
wzér (3.56) w rozdz. 3), wykladnik v we wzorze (4.47) dazy do wartoéci 1 i, w konsekwen-
cji, zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu zbliza si¢ do poziomu O (N). Jesli R(z) i f(z) sa
nieciggle (i odcinkami gladkie), to minimalna zlozono$¢ algorytmu zachodzi dla o = 1/2
(por. wzér (3.58) w rozdz. 3) i jest rzedu O (N%/?2) (wzér (4.48)).

Przyklady. Dla R (z)1i f (z) nieciagtych, odcinkami stalych mamy a = 3 = oo, a zatem
0 = 1/2 (por. wzér (3.58)) oraz v = 3/2 (zob. wzér (4.48)) i zlozonoéé obliczeniowego
algorytmu ilorazowego wynosi O (N3/2).

Jesli R (z) i f (x) spetniajg warunek Lipschitza (o = 3 = 1), to wéwczas (por. (3.56))
v =1 i zlozonos¢ algorytmu maleje do poziomu O (N*/3) (zob. wzér (4.47)).

Natomiast, dla bardzo gladkich R (z) i f(z) (gdy min{a,3} > p i~y = p) zlozonosé
algorytmu zalezy jedynie od przyjetych funkcji falkowych: dla p = 2 wynosi O (N 6/ 5) ize
wzrostem p zbliza si¢ do rzedu O (N) (wzér (4.47)).

4.4.1 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. Proponowany algorytm sklada si¢ z dwéch krokéw. Pierw-
szy krok polega na wyznaczeniu w skali K wspélczynnikéw empirycznych Ggn, n =
Nmin (K, D) , - . ., Mmax (K, p) (wspélczynnikéw poczatkowych w algorytmie szybkiej trans-
formaty falkowej FWT — zob. punkt 1.3) na podstawie pomiaréw {(z, yk)}szl i opiera
si¢ na nastgpujacych spostrzezeniach:

e Ze wzgledu na zwarto$¢ noénika aproksymacji @%., (z; H) (wzér (4.6)), kazda para
pomiaréw (zx, yx) wplywa na wartosci co najwyzej 2p— 1 wspétczynnikéw é%.,, — od-
powiadajacych tym aproksymacjom @, (z; H) funkcji skalujacych ¢%.. (x), ktérych
no$niki zawierajg pomiar zj — zob. Rys. 4.2 (por. z dyskusja w punkcie 3.1.1, po-
Swiecong analizie szybko$ci zbieznoéci punktowej falkowych modeli empirycznych
G (z; K, p) i zob. wzér (3.26) oraz Rys. 3.3).

e Dla danej skali aproksymacji H skladowa wejSciowa z; pary pomiaréw (zk,yx) na-
lezy do przedziatu noénika aproksymacji @%., (z; H), to wéwczas zachodzi nastepu-
jaca nieréwnoé¢ (por. wzér (4.6))

1 n n+(2p—1)

FHE P>
na podstawie ktérej mozna wyznaczy¢ indeksy przesunig¢ n ,aktywnych” — dla
danej pary pomiaréw (zx,yr) — aproksymacji @, (z; H). Z praktycznego punktu
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widzenia wygodniej jest jednak wyznacza¢ te indeksy wedlug ponizszej nieréwnoéci
(wynikajacej z postaci noénika funkcji skalujacej %, (z) — por. wzory (1.11) i (4.6))

nog n+(2p—1)

% > Tk = (4.49)

dzigki czemu szybki algorytm obliczeniowy staje si¢ niezalezny od skali aproksyma-
cji H.

Z powyzszych obserwacji wnioskujemy, ze indeksy przesunie¢ n odpowiadajace ,aktyw-
nym” aproksymacjom &%, (z; H) mozemy (z nieréwnosci (4.49)) wyznaczy¢ za pomoca
nastepujacego wzoru

n=|2%z| -, 1=0,...,2p—2 (4.50)

Obliczanie wartoéci wspétczynnikéw &%, o tych indeksach mozna zrealizowaé przy uzyciu
prostej reguty

p= & K _ ; =
a?fn,(k} = ngﬂ.,(k—l) + y—; - 272 @p (2K$k e f H) glee af{n‘(o) = 0 (451)

stanowigcej rekurencyjng wersje odpowiedniego wzoru w (4.17) (dla skali K).

Pa(T;H)

12°z,)-2p+2 |27z,

Rys. 4.2 Kazda para pomiaréw (zk,yx) wplywa tylko na wartoéci wspétczynnikéw 5?{:; od-
powiadajacych tym aproksymacjom @%. (z; H) funkcji skalujacych, ktérych noéniki zawieraja
pomiar zy, (rysunek ilustruje przypadek, gdy numer falkowy p = 2)

Drugi krok algorytmu polega na wyznaczeniu wspélczynnikéw &, i Biu empirycz-
nych modeli obliczeniowych R (z; K, H,p) w oparciu o obliczone w pierwszym kroku
wspoélezynniki poczatkowe &, (w skali K), z uzyciem ponizszych wzoréw (wzorowanych
na algorytmie szybkiej transformaty falkowej — zob. np. [92], [130] i [131], por. wzér (1.27)
w rozdz. 1; zob. Dodatek C.7, str. 139)

2p-1 1

- -~ y t ~

O = E CtOn i1 9ngt  OTBZ ﬁfm = E , (-1) e m+1,21+t (4.52)
t=0 t=—2(p—1)

w kolejnych skalach m = K —1,..., M.

Szybki obliczeniowy algorytm identyfikacji

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujacy szybki obliczeniowy algorytm ilora-
ZOWY:
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Twierdzenie 4.18 Ziozonost szybkiego algorytmu (4.50)-(4.52) wyznaczania empirycz-
nych modeli obliczeniowych R¢ (z; K, H, p) jest rzedu

CE (N,K,p) = O(N)

dla ciggtych i nieciggtych nieliniowosci R () ¢ funkcji gestosci wejscia systemu f (x).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowaliSmy obliczeniowe (praktyczne) odpowiedniki falkowych algo-
rytmoéw identyfikacji przedstawionych i badanych w rozdziale 3. Na przykladzie algorytmu
ilorazowego pokazalismy, ze konieczne, ze wzgledu na specyfike funkcji falkowych Daube-
chies i zalozone warunki identyfikacji, modyfikacje algorytméw polegajace na zastgpieniu
w nich funkcji falkowych Daubechies ¢” (z) i ¥* (z) przez ich proste obliczeniowo aproksy-
macje schodkowe @ (z; H) i ¥” (z; H), pozwalaja (przy latwych do realizacji warunkach
(4.44)-(4.45)) zachowat przez odpowiednie modele obliczeniowe asymptotyczne wlasnoéci
odpowiednich modeli falkowych z oryginalnymi funkcjami falkowymi. Wplyw doktadnosci
aproksymacji funkcji falkowych na zachowanie modeli obliczeniowych dla matych skal H
i K badamy numerycznie w rozdziale 5.

ZaproponowaliSémy réwniez szybki algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empi-
rycznych i pokazaliSmy, ze jego ztozonoéé jest rzedu O (N), tj. ze liczba obliczen potrzeb-
nych do wyznaczenia tych modeli roénie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiaréw N
(w Dodatku C.8, na str. 140 przedstawiamy procedury komputerowe implementujace ten

algorytm).



Rozdziat 5

Badania numeryczne falkowych
algorytmoéw identyfikacji

Przedstawione w rozdzialach 3 i 4 wiasnoSci modeli falkowych i ich obliczeniowych wersji
wyznaczanych za pomocg odpowiednich algorytméw identyfikacji majg charakter asymp-
totyczny, tj. zachodza dla duzych liczb pomiaréw N, duzych wartoéci skal K w modelach
falkowych i duzych skal aproksymacji H w modelach obliczeniowych. Z punktu widzenia
zastosowan interesujace jest zachowanie sie tych modeli w przypadku, gdy do dyspozycji
mamy matg lub umiarkowang liczb¢ pomiaréw, a skale K i H sa niewielkie. Aby uzy-
skaC orientacje w tym zakresie, przeprowadzono szereg eksperymentéw numerycznych,
ktére, podobnie jak przeprowadzone wczeéniej badania teoretyczne, mialy na celu zbada-

nie wplywu:
e gladkosci identyfikowanej nieliniowosci R (z),
e gladkosci funkcji gestosci wejScia systemu f (z), oraz

e zastosowanych w modelach funkcji falkowych,

na wielko$¢ i szybkoé¢ zmniejszania si¢ blgdéw modeli obliczeniowych ze wzrostem liczby
pomiaréw N w przypadkach systemu statycznego i systemu Hammersteina, przy skorelo-
wanych zakléceniach zx. Badania obejmowaly takze:

e Poréwnanie empirycznych modeli obliczeniowych Rg (z; K, H,p), Rg (z; K, H, p) i
Rgy (z; K, H, p), przedstawionych w punkcie 4.2 w rozdz. 4

e Weryfikacje przydatno$ci teoretycznych regut doboru skali modeli K okre$lonych
wzorami (3.56) i (3.58), na przykladzie modeli obliczeniowych R¢ (z; K, H, p).

e Zbadanie wplywu skali aproksymacji H (tj. dokladnoéci stosowanych aproksymacji
funkeji falkowych) na zachowanie si¢ modeli obliczeniowych.

W ramach badan empirycznych poréwnano takze algorytmy falkowe z algorytmami
trygonometrycznymi (tj. opartymi na klasycznym trygonometrycznym uktadzie ortogo-
nalnym).

Ponizej przedstawiamy warunki w jakich przeprowadzono eksperymenty, a nastepnie
oméwimy wybrane wyniki.

88
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5.1 Warunki eksperymentéw

Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy identyfikacji. W trakcie ekspery-
mentéw zbadaliSmy wlasnoéci rozwazanych w pracy trzech empirycznych modeli oblicze-
niowych:

) }:{G (z; K, H, p) (4.15)- (4.17)
R.(z;K,H,p) = Rg(z;K,H,p) danych wzorami  (4.18)-(4.19)
Rgy (z; K, H,p) (4.21)-(4.23)

wyznaczanych odpowiednio wedtug obliczeniowych wersji algorytmu ilorazowego, bezpo-
sredniego oraz algorytmu ilorazowego z estymacjg funkcji gestosci wejscia systemu f (z),
przedstawionych w rozdz. 4. W dalszej czesci rozdziatu bedziemy stosowaé skrécong no-
tacje i poszczegdlne modele oznacza¢ symbolami Rg, Ry oraz RGf (a ogdlnie, za pomoca
symbolu R,).

& 25 £, 2y
— {w} i —M {we} | i
--------- o e i
o u(a) -éa—vj — i @) Y SN
T, j Y :L‘,,: ________________________ : Yx

Identyfikowane systemy. Badania przeprowadziliémy dla dwdéch typéw systemoéw
(zob. rysunek powyzej, por. przyklady podane w punkcie 2.3):

e systemu statycznego, oraz

e systemu Hammersteina z liniowym elementem dynamicznym o nastepujacej odpo-
wiedzi impulsowej {\;}_, (por. zalozenie Z3 w rozdz. 2):

D=1, N=2"0Y i=1..6 (5.1)

Funkcje gestosSci wejscia systemu f (z). Wejscia systeméw byly pobudzane sygna-
tami pseudolosowymi o nastgpujacych funkcjach gestoSci (zob. Rys. 5.1, por. zalozenie Z1
w rozdz. 2):

( — gestoéé (gladka) rozktadu
fi(z) = Ipy (z) réwnomiernego U [0, 1]
1
_ 2 (z—1)’ — gestosé rozkladu normalnego N (3, 3)
fo(z) = ﬁ f2 (z) = Ipy (2) \/—e Rl 2 ograniczonego do przedziatu [0, 1]

- przyktadowa nieciggta funkcja
z) = % Z hi [1 i 0.5 (:1:)} gestosci

.

(5.2)
Stalg C; w definicji gestosci f2 (z) dobrano tak aby fo fo (z) dz = 1. Wspdélezynniki h; w
gestosci f3 (z) wynosza

h; = {0.1,0.1,-0.15,0.03,0.06, —0.06, —0.03, 0.15, —-0.1}
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2 - filz) 2 1 falz) 24 falz)
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Rys. 5.1 Funkcje gestosci wejscia systemu stosowane w eksperymentach

Identyfikowane charakterystyki. W trakcie eksperymentéw przyjeto w systemach
nastepujgce charakterystyki nieliniowe (zob. Rys. 5.2, zob. zalozenie Z2 w rozdz. 2 i
zalozenia Z7 (Z7'), Z7a (Z7a’) w rozdz. 3):

’

11
u (z) =3 Z gi [1+ Ios,) (z)] + Cu  — charakterystyka nieciagta
=1
1 7 — przykiladowa charakterystyka
e (z) = { He2 (z) =1 [8:5 Z’J kwantyzatora
_ B — przykladowa charakterystyka
Ha (2) = I[%rl) (z) I[[’-%) (z) przekaznika dwupolozeniowego
| u4 (z) = arctan (drz — 2) — gltadka charakterystyka sigmoidalna

(5.3)

Uwaga 5.10 Charakterystyka p, (z) z ponizszymi wspétczynnikami t; i g;:

t; = {0.1,0.13,0.15,0.23,0.25,0.40, 0.4, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81}
g = {4,-5,3,-4,5,—-4.2,2.1,4.3,-3.1,2.1, —4.2}

jest stosowana jako funkcja testowa w badaniach witasnosci algorytmdéw falkowych, por.
np. [15], [31]-[82]; pozostale typy charakterystyk mozna spotkat w rzeczywistych systemach

(z0b. np. [41], [143] i [151]).
(z) ta(2)

sl el
e

[

Rys. 5.2 Identyfikowane charakterystyki

Stala C, w definicji charakterystyki u, (z) byla dobierana w trakcie eksperymentéw
zaleznie od zastosowanej funkcji gestoSci wejScia systemu f, (z) tak, aby speliona byta
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r6wno$¢ E p, (z1) = 0 dzigki czemu, we wzorze (2.8) definiujgcym postaé faktycznie iden-
tyfikowanej nieliniowosci R (z) w systemie Hammersteina znika przesuniecie s tej nielinio-
wosci wzgledem charakterystyki p (z). Dla pozostatych nieliniowosci réwnosé ta zachodzi
ze wzgledu na ich nieparzysto$¢ wzgledem érodka przedziatu [0, 1] i symetrie poszczegdl-
nych funkcji gestodci wejécia systemu w tym przedziale. Stad (oraz z faktu, ze \g = 1 —
por. wzér (5.1)) dla systemu Hammersteina wynika réwnoéé pomiedzy identyfikowanymi
nieliniowoéciami R, (z) a odpowiednimi charakterystykami nieliniowymi pu, (z) danymi
wzorami w (5.3) (por. uwaga 2.4 w rozdz. 2):

R. (z) = pq (2)

Zauwazmy, ze przy funkcjach gestoSci wejscia systemu zdefiniowanych we wzorze (5.1), nie-
liniowoéci R, (z) sg identyfikowane w przedziale S = [0, 1] (por. zalozenie Z1 w rozdz. 2).

Zaklécenia zewnetrzne z;. Wyjscie obu systeméw bylo zaklécane skorelowanym szu-
mem 2 0 rozkladzie normalnym z zerows warto$cig oczekiwang, w ktérym (por. zalozenie
Z4 w rozdz. 2):

e wariancje zaklécen, o2 = var z;, dobierane byly tak, aby dla kazdej z nieliniowosci

R, (z), zdefiniowany ponizej stosunek szumu do sygnatu

30,
Mg

NSR [%] =

przyjmowal wartosci 0,5, ...,30% (Mg jest gérnym ograniczeniem modutu identy-
fikowanej nieliniowo$ci R (z), zob. zalozenie Z2 w rozdz. 2).

e wspélczynniki {u.}l-}f’:0 odpowiedzi impulsowej ukladu dynamicznego, odpowiada-
jacego za skorelowanie zaklécen zx, zostaly dobrane wedlug ponizszego wzoru

8—1
8 ?

i=0,...,7

w; =

Kryterium oceny jakosci modeli. W kazdym eksperymencie wspélczynniki bada-
nego modelu falkowego R, obliczano w punktach k = 1/¢,2/q,...,q/q (¢ = 1000), dla
P-krotnie (P = 50) generowanych zestawéw danych pomiarowych {(zk,ys)}r,. Jako
kryterium jako$ci modeli przyjeliémy nastepujacy, unormowany éredni btad

(SR ) R ()
MISE¢mp R. (; K, H,p) = —— - (5.4)
R? (:I:).d:r

0

gdzie R.,(,,) (5; K, H, p) oznacza warto§¢ wyjscia badanego modelu w punkcie k/q dla
r-tego zestawu danych.
Liczba pomiaré6w N byta dobierana w zaleznoéci od przeprowadzanego eksperymentu.
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5.2 Wybrane wyniki badan numerycznych

Wplyw dynamiki systemu i poziomu zaklécen zewnetrznych z,. Badajac teore-
tyczne wiasnoSci empirycznych modeli falkowych i obliczeniowych pokazaliSmy, ze zaréwno
istnienie w identyfikowanym systemie dynamiki jak i obecno§¢ skorelowanych zaklécen
zewnetrznych wplywa tylko na wielkosci stalych w oszacowaniach rzedu wariancji tych
modeli (por. np. wzory w (3.11) i wlasnosci V1-V3, wzory (3.14) i (3.34) w rozdz. 3 oraz
wzory (4.25) i (4.29) w rozdz. 4), a zatem nie zmienia ich wlasnoéci asymptotycznych (tj.
dla duzych liczb pomiaréw N).

Oddziatywanie tych czynnikéw na zachowanie modeli R¢ s dla umiarkowanej liczby po-
miaréw N przedstawiamy na Rys. 5.5-5.6. Zwr6émy uwage na niewielki wplyw poziomu
zaklécen zewnetrznych z;p na bledy modeli. Wzrost bledéw w przypadku systemu Ham-
mersteina wynika ze znacznie ,trudniejszych” warunkéw identyfikacji (wiekszego poziomu
faktycznych zaklécen na jego wyjéciu wywolanego obecnoécig sygnatu &, pochodzacego od
dynamiki systemu (por. Rys. 5.3 1 5.4 i wzory (2.5), (2.6) i (2.7) w rozdz. 2).

Wplyw gladkosci nieliniowosci R (z). Z rozwazan teoretycznych wynika, ze szyb-
ko§¢ zmniejszania si¢ bledéw empirycznych modeli obliczeniowych roénie wraz ze wzro-
stem gladkosci nieliniowosci R (z) (przy odpowiednio gladkich f (z) i duzych numerach
falkowych p — por. wzory (3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) w rozdz. 3).

Poréwnujac pod tym katem wyniki badan dla modeli obliczeniowych R¢ przedstawione
na Rys. 5.7 mozna stwierdzi¢, ze najwigkszy wplyw na poziom bledéw ma polozenie punk-
téw niecigglosci nieliniowoéci poza siatkg binarng. Natomiast sam fakt istnienia niecigglo-
Sci nie jest juz tak istotny (bledy dla nieciaglych nieliniowoéci Rs (z) i R () sg znacznie
mniejsze niz odpowiadajace im bledy dla nieliniowoSci niecigglej R; (z) i poréwnywalne z
bledami otrzymanymi dla gladkiej Ry (z)). Modele Rg oparte o funkcje Haara nadaja sie
zatem do identyfikacji nieliniowosci niecigglych, gdy punkty nieciagloéci (skokéw) lezg na
siatce binarnej (por. tez dyskusje na ten temat w [108, str. 956)).

Warto tez zauwazy¢, ze za wyjatkiem nieliniowoéci R; (z) (zob. Rys. 5.5-5.7), juz po-
wyzej liczby pomiaréw N ~ 150, bledy modeli obliczeniowych stajg sie¢ bardzo male,
niezaleznie od typu identyfikowanego systemu.

Wplyw gladkosci funkcji gestosci wejscia f (z). Poréwnujac w rozdz. 3 wilasnoéci
asymptotyczne modeli falkowych Rg (z; K, p) oraz Rg (z; K, p) stwierdziliémy, ze szybkosé
zbieznoSci tych ostatnich nie zalezy od gladkosci funkcji gestosci wejscia systemu f ()
(por. wzory (3.57) i (3.91) oraz (3.59) i (3.94) w rozdz. 3). Wykresy na Rys. 5.8 wskazuja,
ze wlasno$é ta zachodzi réwniez dla odpowiadajacych im modeli obliczeniowych R, przy
umiarkowanej liczbie pomiaréw N.

Whplyw zastosowanych funkcji falkowych. Z analizy wlasnosci asymptotycznych
empirycznych modeli obliczeniowych wynika, ze przyjecie w nich funkcji falkowych o wy-
zszych numerach p powoduje (przy odpowiednio gladkich R (z) i f (z)) wzrost szybkosci
zbieznosci tych modeli (wzrost szybko$ci zmniejszania si¢ ich bledéw — por. wzory (3.57)
i(3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) i zob. dyskusje na temat doboru numeru falkowego
p przeprowadzong dla modeli falkowych w rozdz. 3). Zauwazmy jednak (zob. Rys. 5.9 i
5.10), ze w zakresie N < 500 pomiaréw (przy gladkiej nieliniowosci R4 () i funkcji gestosci
wejscia fi (z)) szybko$ci zmniejszania si¢ bledéw modeli R¢ i Rg nie zalezg od przyjetych
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funkcji falkowych. Zwréémy takze uwage, ze od zastosowanych funkcji falkowych zalezg
wlasnoéci modeli Rg 7 (zob. Rys. 5.11), jednakze przyjecie w nich funkcji falkowych o nu-
merze p > 1 powoduje zwigkszenie ich bledu. Aby wskazaé mozliwg przyczyne takiego
zachowania poréwnajmy postacie modeli Rg i Rgy (zob. wzory (4.15) i (4.21) w rozdz.
4):

Re (z; K, H,p) = Cak Ay oraz Rg; (z; K, H,p) = M
f(z) f(z; K, H,p)
i zauwazmy, ze w modelach Rg s mianownik (empiryczny model obliczeniowy funkcji gesto-
Sci wejécia systemu f (z)) moze (dla p > 1) przybiera¢ warto$ci ujemne (por. np. Rys. 4.1)
powodujac zmiane znaku na wyjSciu catego modelu, a tym samym, znaczne zwigkszenie
si¢ jego bledu w stosunku do identyfikowanej nieliniowoéci.

5.2.1 Stosowalnos¢ reguty doboru skali modeli

Jak wykazaliSmy w poprzednich rozdzialach, aby zapewni¢ modelom obliczeniowym zbie-
znoé¢ do identyfikowanych nieliniowosci R (z) nalezy spei¢ odpowiednie ogélne warunki
podane np. we wzorach (3.37) i (3.89), dotyczace skal modeli K. Jednakze, jak poka-
zuja wykresy na Rys. 5.12-5.14, w przypadku umiarkowanej liczby pomiaréw N < 500,
niedbaly dobér skal K w modelach obliczeniowych istotnie zwigksza wartoéci ich bledéw.

Poréwnanie wynikéw badan przeprowadzonych dla modeli obliczeniowych Re (zob.
Rys. 5.15 wskazuje na nieznaczne réznice pomiedzy skalami modeli K, wyznaczanymi za
pomocy teoretycznych regut (3.56) i (3.58) a optymalnymi (wzgledem bledu (5.4)) skalami
tych modeli wyznaczonymi numerycznie w trakcie eksperymentéw i §wiadczy o przydat-
nosci tych regul réwniez przy umiarkowanej liczbie pomiaréw z zakresu N = 100, . .., 500.
Zauwazmy jednak, ze pewnym ograniczeniem mozliwoéci zastosowania ich w praktyce
Jest wymaganie znajomosci gladkosci identyfikowanych nieliniowosci oraz gltadkosci funk-
cji gestoSci wejécia systemu — por. Rys. 5.12).

Wskazemy teraz przyczyne réznic pomiedzy tymi skalami, biorgc jako przyklad empi-
ryczny model falkowy R (z; K, p) (korzystajac z jego réwnowaznoéci z badanym modelem
obliczeniowym R(;) Podstawg rozwazan bedzie ponizsze oszacowanie bledu MISE modeli
R¢ (z; K, p) (por. wzory (3.30), (3.41) oraz (3.45) w rozdz. 3):

2}{
N
gdzie kK = 7 (zob. np. wzér (3.56)) dla nieliniowoéci G (z) ciaglych w przedziale [0, 1] oraz
k = p (dla G (z) niecigglych — zob. wzér (3.58)). Stala Cfsy zalezy od gladkosci identyfiko-
wanej nieliniowosci R (z) i funkcji gestosci wejscia systemu f (z) oraz przyjetych w modelu
funkeji falkowych (por. np. wzér (3.45)), natomiast Cry jest staly zalezng od wiasnosci

czgSci dynamicznej systemu oraz zaklécen zewnetrznych (zob. odpowiednie oszacowania
w Dodatkach B.1-B.2).

Minimalizujgc oszacowanie (5.5) wzgledem parametru skali K otrzymujemy teraz, ze

MISE R (z; K,p) < 27K . Clig + = - Civ (5.5)

: 1 . 1 Ciss
= =il et 1Y Al, gd No= 1
Kopt (N) {2& g log, 26N + AJ | Kopt (N)+ A], gdzie 1 0g, Cro
(5.6)

Zauwazmy, ze zastosowanie w modelach Rg (z; K,p) powyzszego wzoru jako reguly do-
boru skali K w miejsce odpowiedniej reguly (3.56) (gdy & = +) lub (3.58) (gdy x = o)
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nie zmienia asymptotycznych szybkoéci zbieznosci tych modeli (danych, odpowiednio,
wzorami (3.57) i (3.59)). Tym niemniej, przy skonczonej liczbie pomiaréw N postaé do-
datkowego skladnika A wskazuje, ze:

o W sytuacji, gdy stala Crgg jest wigksza niz Cry (np. przy niewielkich zakléceniach
i w przypadku nieliniowo$ci nieciagtych typu R; (z)), ze WZ0ru (5.6) wynika, ze
optymalna skala modeli K moze by¢ wigksza (poniewaz E‘mﬂ >11A > 0) niz
wyznaczona przez regule (3.58) (por. wykres z lewej strony Rys 5.15).

o Jesli we wzorze (5.5) dominujacy stalg jest Cry (np. podczas identyfikacji nielinio-
woscl w systemie Hammersteina lub w obecnosci zaklécen zr o duzej amplitudzie,
czy tez w przypadku gladkich nieliniowo$ci Ry (z)), to wéwczas %% <1; A0
w konsekwencji, optymalna skala K modeli moze by¢ mniejsza od skali dobranej na
podstawie reguly (3.56) (por. wykres z prawej strony Rys. 5.15).

5.2.2 Wplyw skali aproksymacji falek na zachowanie modeli
obliczeniowych

W rozdziale 4 wykazaliémy, ze warunkiem asymptotycznej réwnowaznosci modeli falko-
wych i ich obliczeniowych odpowiednikéw jest wlasciwy dobér skali aproksymacji H (zob.
np. wzory (4.44)-(4.45)).

Wykresy przedstawione na Rys. 5.16 potwierdzaja wplyw skali aproksymacji H na
wielkoéci bledéw modeli obliczeniowych Rg (zauwazmy tam, ze dla H bliskich zeru, wzrost
skali modeli K nie powoduje zmniejszania si¢ bledu tych modeli — por. np. oszacowania
(4.36) i (4.42)).

Kolejny wykres (zob. Rys. 5.17) wskazuje ponadto, ze w modelach Rg, za blad
wynikajacy z zastosowania w nich aproksymacji funkcji falkowych odpowiada gléwnie
zjawisko akumulacji bledéw aproksymacji z poszczegélnych skal m = M,... K — 1
tych modeli (zob. uwaga 3.12 w Dodatku C.4). Na wykresie tym widzimy bowiem, ze
dla skal M bliskich K, zastosowanie nawet bardzo ,zgrubnych” aproksymacji funkcji
falkowych (przyjecie malej skali H = 0,1,2) tylko nieznacznie zwigksza blad modeli
obliczeniowych Rg. Wynik ten stanowi przestanke za stosowaniem w praktyce modeli
obliczeniowych ziozonych tylko z aproksymacji funkeji skalujacych (tj. takich w ktérych
zachodzi réwnos¢ M = K).

5.2.3 Poréwnanie algorytmu falkowego z algorytmem trygono-
metrycznym

Modele oparte na ukladzie trygonomerycznym. Warunki eksperymentéw. W
trakcie eksperymentéw poréwnawczych przyjeliSmy, ze funkcja gestosci wejscia systemu
f (z) jest nieznana. Stad do poréwnania wlasnoéci algorytméw falkowych z algorytmamni
opartymi na szeregach trygonometrycznych wybraliémy (wyznaczany wedlug algorytmu
ilorazowego z estymacjg funkcji gestoéci wejscia systemu) empiryczny model obliczeniowy
Rg_f oraz nastepujacy empiryczny model trygonometryczny otrzymywany wedlug algo-
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rytmu podanego m.in. w [44] lub [50])

L N
Z &meemz a!m — Zyke—imzk
~ =0 . —
Re(s;L)=20 gdzie k=1 (5.7)
> et = 3 e
|m|=0 k=1

Eksperymenty przeprowadziliémy dla charakterystyk i funkcji gestoéci wejécia systemu
podanych we wzorach (5.2) i (5.3). Parametr L modeli trygonometrycznych Ry (z; L)
(oznaczanych dalej krétko: f?p), podobnie jak skale K modeli obliczeniowych Rgf, do-
bieraliSmy numerycznie tak, aby dla danej liczby pomiaréw N = 5,... 500, wyznaczony
model miat najmniejszy blad (5.4).

Wyniki poréwnania. Kolejne wykresy na Rys. 5.18-5.21 przedstawiajg poréwnanie
wielkoéci i szybko$ci zmniejszania si¢ bledéw modeli obliczeniowych Rg ¢ (dla numeréw
falkowych p = 1,2) i modeli trygonometrycznych Rp ze wzrostem liczby pomiaréw N.
Zauwazmy, ze jakkolwiek réznice pomiedzy bledami poréwnywanych modeli dla sg nie-
wielkie, to jednakze, w sposéb naturalny, modele oparte o falki Haara (p = 1) znacznie
lepiej odtwarzajg ksztalty nieliniowo$ci w przypadkach gdy sa one nieciagle. Zwracamy
takze uwage na tendencje do ,wygladzania” identyfikowanych nieliniowo$ci przez modele
trygonometryczne oraz modele obliczeniowe z falkami numerze p = 2 (zob. Rys. 5.19-5.20),
a takze bardzo niekorzystne (z punktu widzenia zachowania ,ksztaltu” identyfikowanej
nieliniowo$ci) zachowanie si¢ tych ostatnich w przypadku nieliniowo$ci nieciaglej R, ()
(zob. Rys. 5.18).

Wykresy na Rys. 5.22 przedstawiajg poréwnanie wplywu gladkoSci funkeji gestosci
wejécia systemu f (z) na bledy modeli obu typéw. Zauwazmy, ze wspélng cechg modeli
obliczeniowych z numerem falkowym p = 2 i modeli trygonometrycznych sg ich duze bledy
dla liczb pomiaréw N rzedu 100. Zachowanie to mozna wyttumaczyé¢ za pomocs argumen-
tacji analogicznej do przedstawionej w dyskusji na temat wptywu numeru falkowego p na
modele obliczeniowe Ry, str. 92).

Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw numerycznych mozna stwierdzié, ze przy
umiarkowanej liczbie pomiaréw N:

e Wplyw (nawet znacznego — NSR < 30%) poziomu zaklécen zewnetrznych zp na
bledy modeli jest praktycznie pomijalny.

e Bledy modeli nie ulegajg takze istotnemu zwigkszeniu w przypadku, gdy identyfi-
kowana nieliniowo$¢ jest elementem systemu Hammersteina.

e Modele falkowe sg ,wrazliwe” na polozenie punktéw nieciggtoéci w identyfikowa-
nych nieliniowo$ciach, natomiast mniejszy wplyw na ich zachowanie ma sam fakt
obecnosci nieciggloéci w tych nieliniowoSciach.
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e Dobér funkji falkowych w modelach Rg i Ry (tj. w przypadku znanej funkcji gesto-
Sci wejScia systemu) ma takze niewielki wplyw na szybko$¢ zmniejszania sie¢ bledéw
tych modeli wraz ze wzrostem liczby pomiaréw.

Zaobserwowalismy takze, ze:

e Znaczny wplyw na zachowanie modeli ma prawidlowy dobér skali K i stwierdziliSmy
pewng przydatnos¢ ,teoretycznych” regul doboru tej skali. Analiza wynikéw ekspe-
rymentéw wskazuje takze na potrzebe znalezienia precyzyjniejszych regul, przydat-
nych zwlaszcza przy braku informacji wstepnej na temat gladkoSci nieliniowosci
R (z) i funkcji gestoSci wejécia systemu f (z).

e Zachowanie empirycznych modeli obliczeniowych Rg (e K, H.p); Rp (2. K. H.p)
oraz Rg 7 (z; K, H, p) dla liczb pomiaréw N rzgdu kilkuset jest podobne. Natomiast
przy malych liczbach pomiaréw (N < 100) modele Rgy(z; K, H,p), poza
przypadkiem gdy p = 1, stajg sie nieprzydatne.

o Wplyw skali H w aproksymacjach @ (z; H) i ¢* (z; H) zastosowanych w modelach
obliczeniowych na jako§¢ tych modeli zalezy gléwnie od réznicy pomiedzy ich ska-
lami M i K, i jest najmniejszy gdy skale te sg réwne (tj. gdy empiryczne modele
obliczeniowe skladajg si¢ tylko z aproksymacji funkeji skalujacych).

Po poréwnaniu wiasno$ci modeli otrzymywanych wedtug algorytmu falkowego i algo-
rytmu trygonometrycznego nalezy stwierdzi¢, ze w zakresie liczb pomiaréw N < 500:

e Oba typy modeli sg poréwnywalne z punktu widzenia wielkoSci i szybkosci zmniej-
szania sie ich bledéw ze wzrostem liczby pomiaréw N, tak dla ciggltych jak i nie-
cigglych nieliniowoéci R (z).

e Przewaga modeli falkowych ma miejsce jedynie w przypadku modeli z funkcjami
Haara, ktére pozwalajg (ze swej natury), wierniej niz modele trygonometryczne,
odtwarzaé nieliniowoéci nieciggle.
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Rezultaty badan numerycznych — wykresy

R(x) R(x)

Rys. 5.3 W systemach statycznych wyjscie zaklécane jest skorelowanym szumem 2, (na rysunku
NSR = 10%)

Rys. 5.4 Obecnoé¢ w systemach Hammersteina dodatkowych zaki6cen &, pochodzacych od
systemu znacznie pogarsza warunki identyfikacji (NSR = 10%)
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Rys. 5.5 Wplyw poziomu zakiécenr pomiarowych zj i typu systemu na bledy empirycznych
modeli obliczeniowych Rgy¢ (p = 1,3,6) (nieliniowos¢ nieciagla R, (z), gladka funkcja gestosci

wejécia systemu f) (x))
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Rys. 5.6 Wplyw poziomu zakl6cen pomiarowyéh 2k i typu systemu na bledy empirycznych
modeli obliczeniowych Rgy (p = 1,3,6) (nieliniowos¢ gtadka R4 (z), gtadka funkcja gestosci

wejécia systemu fi (z))
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Rys. 5.7 Poréwnanie bledéw modeli obliczeniowych R dla systemu statycznego (z lewej) i
systemu Hammersteina (gladka funkcja gestosci wejécia systemu fi (z), NSR = 25%)

05 s MISE fl(x) 0.5 ] MISE fl(x)
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0.3
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0.1 .
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Rys. 5.8 Wplyw gladkosci funkeji gestosci wejécia systemu f (z) na bledy modeli obliczeniowych
R¢ i Rp (nieliniowoéé gltadka Ry (), system Hammersteina, NSR = 25%)

05 4 ?.*I[SE ——prl
|

| ———op=3

= = = =p=5

5 80 15;5 23;(] 305 380 435
Rys. 5.9 Wplyw przyjetych funkeji falkowych na bledy modelu obliczeniowego Rg dla systemu

statycznego (z lewej) i systemu Hammersteina (nieliniowoé¢ gladka R4 (z), gladka funkcja gesto-
§ci wejscia systemu fi (z), NSR = 25%)

p=1

| —_————p=3

Rys. 5.10 Zaleznoéé¢ bledu modeli Rg i R od przyjetych w nich funkcji falkowych (nieliniowo$¢
gladka R4 (z), gtadka funkcja gestosci wejscia systemu f (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.11 Zaleznoé¢ bledéw modeli Rg i ﬁGf od przyjetych w nich funkcji falkowych (nieli-
niowos¢ nieciggla R, (z), gladka funkcja gestosci wejscia systemu fi (z), system Hammersteina,

NSR = 25%)

T T Ty

[
(=]
o /
A
o 4

T

LEAny 1 s

Rys. 5.12 Zaleznoéé bledu modeli obliczeniowych Rg od ich skali K i liczby pomiaréw N (od
géry: nieliniowo$¢ nieciagta Rj (z) i nieciggla funkcja gestoéci systemu f3 (z), nastepnie Ry ()
i fa(x) oraz R4 (z) i fi (z); system Hammersteina, NSR = 25%). Poréwnanie potwierdza, ze

wlasnosci modeli R¢ zalezg od gladkosci R () oraz f (z)
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Rys. 5.13 Zalezno$¢ bledu modeli obliczeniowych Rp od ich skali K i liczby pomiaréw N (od
gory: nieliniowoé¢ nieciaggla R; (z) i gladka funkcja gestoSci systemu f (z), nastepnie gladka
R4 (z) i nieciagla f3 (z), na dole Ry (z) i fi (z); system Hammersteina, NSR = 25%). Por6wnanie
potwierdza, ze wasnoéci modeli R zalezg jedynie od gltadkoéci nieliniowosci R (z) (por. rysunek
5.12 na poprzedniej stronie)
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Rys. 5.14 Zaleznoé¢ bledu modeli obliczeniowych ﬁ(;f od ich skali K i liczby pomiaréw N
dla p = 1,2,6, (nieliniowo$¢ nieciagta R; (z), gladka funkcja gestoéci wejécia systemu f; (),

system Hammersteina, NSR = 25%). Zauwazmy, ze poza przypadkiem gdy p = 1 (wykres gérny)
zwigkszenie skali K modelu nawet o 1 moze spowodowaé ,lawinowy” wzrost btedu modelu (por.

dyskusja w tekscie)
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Rys. 5.15 Réznice pomiedzy skalami K modeli wyznaczanymi za pomoca regut doboru skali
(3.56) i (3.58) a optymalnymi skalami obliczonymi numerycznie. Lewy wykres odnosi sie do
nieliniowoéci nieciaglej R; (z), prawy do gladkiej R4 (z) (model Rg z funkcjami falkowymi o
numerze p = 1, gladka funkcja gestosci wejécia systemu f; (), system Hammersteina, NSR =

25%)

Rys. 5.16 Zaleznos¢ biedu modeli obliczeniowych Rg od skali aproksymacji H (z lewej nieli-
niowoé¢ nieciagta R; (z), z prawej gladka R4 (z), gtadka funkcja gestoéci wejscia systemu f; (z),

system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)

8 o

Rys. 5.17 Zaleznos¢ bledu modeli obliczeniowych Rg od skali aproksymacji H oraz roznicy
pomiedzy skalami M i K w modelu (nieliniowo$¢ gltadka Ry (z), gtadka funkcja gestosci wejécia
systemu fi (z), system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)
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Rys. 5.18 Poréwnanie modeli falkowych Rcf z modelami Ry opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgr z p = 1 1 p = 2 (nieliniowoé¢ nieciagla R; (z), gladka
funkcja gestoéci wejécia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 25%)

Rys. 5.19 Poréwnanie modeli falkowych Rg 7 z modelami Rp opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgy z p =11 p = 2 (nieliniowoé¢ nieciagla Ry (x) typu kwan-
tyzator, gtadka funkcja gestosci wejscia systemu f; (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.20 Poréwnanie modeli falkowych Rgf z modelami Ry opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgy z p =11 p = 2 (nieliniowo$¢ nieciggla R3 (z) typu przeka-
Znikowego, gladka funkcja gestosci wejécia systemu f; (z), system Hammersteina, NSR = 25%)

1q: ey

Rys. 5.21 Por6éwnanie modeli falkowych Rg ¢ z modelami Rp opartymi o szeregi trygonome-
tryczne. Z lewej od géry modele Rgs z p =11 p = 2 (nieliniowo$¢ gtadka R4 (), gladka funkcja
gestosci wejicia systemu fi (), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.22 Wplyw gladkoéci gestosci wejécia systemu f, (z) na bledy modeli falkowych Rg I8!
modelu trygonometrycznego Rp. Od géry modele Rg sdlap =1ip=2oraz model Rp. Wykresy
z lewej strony dotyczg nieliniowoéci nieciaglej R; (z), z prawej — gladkiej R4 (z) (gladka funkcja
gestosci wejscia systemu f (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Dlaczego falki?

Uwzgledniajac wymienione wyzej rezultaty mozna stwierdzi¢, ze za zastosowaniem do
identyfikacji charakterystyk nieliniowych systeméw algorytméw opartych o funkcje fal-
kowe Daubechies przemawiajg w szczegélnoéci ich nastepujace cechy:

1.

Korzystne wilasnosci teoretyczne. Modele falkowe mogg osigga¢ asymptotycznie
optymalne szybkosci zbieznosci sredniokwadratowej dla cigglych nieliniowoéci R (z),
a wiec sg nie gorsze od klasycznych modeli ,ortogonalnych” (por. wzory (3.53),
(3.57), (3.83), (3.91) w rozdz. 3 i zob. np. [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107]),
a ponadto charakteryzujg sie ,dobrg’ gwarantowang szybkoScig catkowej zbieznoéci
Sredniokwadratowej do nieliniowo§ci nieciaglych, odcinkami gladkich (por. wzory
(3.59) i (3.94)).

Mozliwose ,,dopasowania” funkcji falkowych do identyfikowanej nielinio-
wosci. Zaleznoé¢ wlasnoéci modeli falkowych od numeru falkowego p pozwala dobraé
odpowiedni model do gladkosci identyfikowanej charakterystyki, a tym samym efek-
tywnie wykorzysta¢ ewentualng informacje aprioryczng na jej temat (por. np. wzory
(3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) oraz dyskusje na temat doboru numeru
falkowego w rozdz. 3 na str. 45).

Prostota algorytméw. Zaproponowane falkowe algorytmy obliczeniowe identyfi-
kacji umozliwiaja ominigcie w praktyce trudnoSci zwigzanych z brakiem jawnych
postaci funkcji falkowych Daubechies dla p > 2 i daja mozliwoé¢ tatwego wykorzy-
stania standardowych algorytméw obliczania wartosci falek opracowanych w litera-
turze (por. rozdz. 4). Prostota algorytméw falkowych wynika takze z wykorzystania
w nich tylko podstawowych operacji arytmetycznych (typu +, —, -, /), podobnie jak
w przypadku innych algorytméw ,ortogonalnych” (zob. np. [44]-[45]).

Asymptotyczna réwnowaznos¢ algorytmoéw obliczeniowych i ,teoretycz-
nych”. Dzigki tej réwnowaznoéci ,praktyczne” falkowe algorytmy obliczeniowe cha-
rakteryzujg si¢ korzystnymi wlasnoéciami ich teoretycznych odpowiednikéw (pod
warunkiem odpowiedniego doboru skali aproksymacji H — por. wzory (4.44)-(4.45)
w rozdz. 4).

Szybkie algorytmy obliczeniowe. Algorytmy te pozwalaja wyznaczaé empi-
ryczne modele obliczeniowe ze zlozonoScig numeryczng rzedu O (N), a wiec sg obli-
czeniowo oszczedniejsze od innych algorytméw ,ortogonalnych”, ktére charaktery-
zujg sig zlozonoécig obliczeniows rzedu co najmniej O (N log, N) (zob. np. [57]).

Nalezy réwniez wspomnie¢ o wlasnoSciach algorytméw falkowych identyfikacji wspol-
nych z innymi algorytmami ,ortogonalnymi” (por. np. [56]):

1. Zbieznos¢ otrzymywanych modeli falkowych do szerokiej klasy charakte-

rystyk. Daje to mozliwoé¢ efektywnego wykorzystania falkowych algorytméw iden-
tyfikacji przy niewielkiej informacji apriorycznej o identyfikowanych charakterysty-
kach, a zatem gwarantuje szeroki zakres mozliwych zastosowan tych algorytméw.

2. Jednolita posta¢ ogélna algorytméw falkowych. Algorytmy falkowe identy-

fikacji zachowujg te samg posta¢ ogélng zaréwno dla systeméw statycznych jak i
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dynamicznych (z omawianej klasy systeméw), a takze dla biatych i skorelowanych
zakl6éceh zewnetrznych zy.

3. ;Kompresja” danych pomiarowych. Korzystanie z gotowych modeli falkowych
wymaga pamigtania tylko wartosci ich wspélczynnikéw, a wiec uwalnia od potrzeby
przechowywania, zwykle o wiele wigkszego (por. np. wzory (4.46) i (3.56), (3.58)),
zbioru pomiaréw {(zk, Y) }o,-

Uzyskane wyniki stanowia zatem podstawe do sformulowania nastepujacej tezy:

Falkowe algorytmy identyfikacji sq narzedziem umozliwiajgcym efektywna, za-
rowno w sensie szybkosci zbieznosci jak i pod wzgledem prostoty algorytmdéw
obliczeniowych, identyfikacje charakterystyk nieliniowych systeméw w warun-
kach probabilistycznych, przy niewielkiej informacyi wstepnej na temat wtasno-
sct tych charakterystyk.

Otwarte problemy badawcze

Przeprowadzone badania wskazujg na nastepujace otwarte zagadnienia, dotyczace falko-
wych algorytméw identyfikacji:

e Falkowa identyfikacja systeméw o wielu wejsciach i wyjéciach.

e Analiza i opracowanie szybkich algorytméw obliczeniowych do falkowej identyfika-
cji systeméw metoda najmniejszych kwadratéw. Dotychczasowe badania pokazaty,
ze w przypadku zastosowania w algorytmach falek o numerach p > 1 metoda ta
prowadzi do skomplikowanych probleméw analitycznych i obliczeniowych, ktérych
przyczyng jest losowo$¢ wejscia systemu (dla deterministycznego wejécia, metode
najmniejszych kwadratéw zastosowano w pracy [113] dla dowolnych szeregéw orto-
gonalnych). Proste i efektywne algorytmy identyfikacji oparte o metode najmniej-
szych kwadratéw uzyskano dotychczas jedynie dla falek Haara (p = 1), zob. [137]).

e Detekcja punktéw nieciggloéci w charakterystykach nieliniowych systeméw dyna-
micznych.

e Utworzenie pakietéw oprogramowania do falkowej identyfikacji systeméw nielinio-
wych oraz do badan numerycznych falkowych algorytméw identyfikacji; udostep-
nienie ich w sieci Internet w celu umozliwienia prowadzenia badan poréwnawczych
(ang. reproducible research; zob. [21]).

Progowanie. Jak zauwazono w pracy [109], dalszym istotnym zagadnieniem jest takze
opracowanie falkowych algorytméw identyfikacji systeméw opartych na (zaproponowanej
w pracy [31]) idei odrzucania z empirycznych modeli falkowych ,nieistotnych”,; tj. mniej-
szych od zadanej wartoSci progu, wspétczynnikéw ffnt. Jak pokazano m.in. w pracach
(14]-[15] 1 [30]-[35], algorytmy takie prowadza do mniejszych (oszczedniejszych) modeli
falkowych dla szerokiej klasy charakterystyk nieliniowych (zaréwno ciaglych jak i nieci-
aglych — odcinkami gtadkich). Odpowiednia klasa empirycznych modeli falkowych otrzy-
mywanych wedlug opartych na takiej idei algorytméw identyfikacji przyjmuje nastepujaca
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ogdblng postac (por. np. wzér (3.105) na str. 62 i zob. [109])

Tmax(M,p) K—1 Ilmax(m,p)

N )aPMnsaPMn @+ % z{: )e.(ﬁi;t, 7) - 9%, (z)
A . . N=Tmin WP m= =tmin\T,P
RT (‘Tl K? p) - nmax(Mrp) - K—1 lmax (‘m‘P) -
nPotn () + D > O by, T) Yh, ()
N=Nmin (M,p) m=M l=li,(m,p)

gdzie ©, (-, 7) jest wybrang funkcja progujaca (ang. threshold function). Najczeéciej sto-
sowanymi sg funkcje postaci (por. np. [13])

" 0 ﬁfn il
GH(ﬁimT) = ﬁpm gdy Bpf S -
ml| =

0 g l-r<0

Os(Bpus7) = Bru—sen {Bu} - 5 | |50

(gdzie T > 0 jest odpowiednio wyznaczong warto$cig progowa) stanowiace podstawe tzw.
algorytméw twardego i miekkiego progowania (ang. hard i soft thresholding). Proponowane
w cytowanych pracach algorytmy dotyczg jednakze, z punktu widzenia zadania identy-
fikacji, wylacznie systeméw statycznych z deterministycznym wej$ciem, zaklécanych do-
datkowo bialym szumem o rozkladzie normalnym. Analiz¢ wlasnoéci takich algorytméw
dla zaklécen innych niz normalne i biale, zawiera praca [79] opublikowana dopiero w mi-
nionym roku, a ich zastosowanie dla systeméw dynamicznych znaleziono jedynie w pracy
(150] (przyktady zastosowania algorytméw z progowaniem do detekcji krawedzi i eliminacji
zaklécen w sygnatach znajdujg si¢ m.in. w pracach [17], [85] i [121]).

Alternatywng propozycje eliminacji wspétczynnikéw empirycznych 5’1;1 w oparciu o
testy istotnosci statystycznej (por. np. [35]) dla losowych wejéé i biatych zaklécen o do-

wolnym rozkladzie w odniesieniu do systeméw statycznych przedstawil autor w pracach
[136] i [138].

Na zakonczenie zwracamy uwage na nastgpujace istotne zagadnienia zwigzane z al-
gorytmami identyfikacji systeméw za pomoca falek, ktérych nie poruszono w niniejsze;j

pracy:

e Zbadanie wlasnosci algorytméw identyfikacji systeméw opartych o rodzing ortogo-
nalnych falek wielokrotnych (ang. multiwavelets) [22], [34], [132]-[133].

e Rekurencyjne falkowe algorytmy identyfikacji systeméw (identyfikujace nieliniowo$é
R (z) na podstawie naptywajacych nowych pomiaréw (por. np. [53] i [141])).

e Falkowa identyfikacja elementéw nieliniowych w systemach Wienera (w ktérych,
odwrotnie niz w systemach Hammersteina, nieliniowy element statyczny znajduje
sie za liniowym systemem dynamicznym) — zob. np. [47], gdzie zaproponowano i
zbadano algorytmy identyfikacji oparte o szeregi Fouriera, Hermite’a i Legendre’a
oraz [71], gdzie zaprezentowano odpowiedni algorytm falkowy.

Sa to takze zagadnienia wymagajace dalszych badan.



Dodatek A

Uzupemmienia do rozdzialu 1

A.1 Funkcje |z]| i [z]
Definicja 1.2 Funkcje |z| i [z], nazywane podloga i sufit (lub tez, odpowiednio, dolna

i gérna calos¢ z x) zdefiniowane sq nastepujgco (zo0b. [42, str. 87)):

podloga : |z| = najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna x
sufit : [z] = najmniejsza liczba catkowita wieksza lub réuna x

Wiasnoéci funkcji |z| i [z]. Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza nastepujace
zwigzki
z+1>[z]|Z2z2|z)>z-1 (A1)

a zatem
1>[z]—220 oraz 1>z—|z] >0 (A.2)

Dla z niecatkowitych prawdziwe sg ponadto réwnosci
[z] —1=|z] (czyli réwnowaznie [z] = |z| + 1) (A.3)
Natomiast dla kazdej catkowitej liczby n mamy
n] =n=[n] (A1)
i dla dowolnego =

[z+n]=[z]+n oraz |z+n|=|z]+n (A.5)

Uwaga 1.11 Funkcja podloga jest réwna funkcji entier (oznaczanej zwykle symbolem

[]).

A.2 Siatka binarna By

Definicja 1.3 Zbiér By (siatka binarna) jest zbiorem punktéw, ktorych czesé utamkowa
moze byt przedstawiona w postaci skoficzonego rozwiniecia binarnego (dwdjkowego) o h <
H wyrazach, h = 0,1,..., H < co; np. punkty {3,1,3,2,22 n,...} ,n > 2, nalezq do

zbioru B,. Ogdlnie, punkty o postaci 53, n € Z, nalezq do zbioru By.

114
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A.3 Algorytm wyznaczania wartoSci funkcji falko-
wych

Przedstawiony opis opiera sie na artykule [131].

Algorytm wykorzystuje znajomo§¢ wartosci funkeji falkowych dla argumentéw catkowi-
tych (z =0,1,...,2p — 2), ktéra pozwala, w oparciu o wzér (1.14) w rozdz. 1 (w odnie-
sieniu do funkeji skalujacej ” (z)) wyznaczy¢ jej wartoéci w punktach z = 3,2, .. ., éétl.
Sukcesywne stosowanie wzoru w (1.14) pozwala zatem obliczy¢ wartoéci funkcji ¢ dla
dowolnych argumentéw b,b+1,...,b+2p—2, b € (0, 1), lezacych na siatce binarnej By,
H>1.

Oznaczmy przez * (b) wektor o rozmiarze (2p — 1) zlozony z wartosci funkcji skalujgce;
¢ (b) w punktach b,b+1,...,b+ (2p — 2)

PO =[O PO+ .. Fo+2w-2)]"

W pracy [131, str. 296] zaproponowano nastepujacy algorytm jednoczesnego wyznaczania
wartoéci elementéw wektora P (b) (wartosci funkeji skalujacej ¢ w punktach b,b+1, ...,
b+ (2p —2)):

H

@ (b) = [ ] [(1 — ba) A + baB] ¢ (0) (A.6)

h=1
gdzie b, € {0,1} sg kolejnymi wyrazami rozwinigcia binarnego argumentu b, a A i B sg
macierzami kwadratowymi o rozmiarze (2p — 1) x (2p — 1), zdefiniowanymi za pomoca
wsp6tczynnikéw Daubechies {c;} (zob. Tabele C.1-C.2 w Dodatku C.5, str. 137):

A = [a;;] = coij

. 4,§=01,...,20—2
B = [byj] = cai—j1 4 4

Przyklad 1.1 Dla falek Daubechies o numerze p = 2 macierze A i B maja postacie

co 0 O ct cg O 0
A=|c ¢ |, B=|c e ca |, ¢*(0)=] 1+ V3
0 c3 ¢ 0 0 c3 1-— \/§

Niech b= 0.312510 (= & € B4), wowczas b= 0.0101z, a stqd

©(0.3125) 482573
©?(0.3125) = | ©(1.3125) | = ¢?(0.0101) = ABABy? (0) = | %71V3

128
¢ (2.3125) 67—-39v/3

256



Dodatek B

Uzupelnienia do rozdziatlu 3

B.1 Oszacowanie wariancji wspélczynnikéw empi-
rycznych &, i ﬁfnl modeli G (z; K, p)

Wspélczynniki empiryczne &4, i Bid w algorytmie ilorazowym w rozdz. 3 na str. 28 (zob.
wzér (3.7)), mozna, po uwzglednieniu réwnania wyjscia identyfikowanego systemu (por.
wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

(=] o0
Yk = R(zx) + & + 2 gdzie & = Z MC (Ze—) 1 26 = nggk_-j

i=1 i=0
zapisa¢ w nastepujacej formie
d:pM =

n

Ohin (Tk) [R (Th) + &k + 2]

- 1-

B = Yy (zk) (R (zk) + &k + 2] (B.1)

2=
i

1

W celu skrécenia zapisu bedziemy dalej stosowat uproszczone oznaczenia ¢y, ¥y, Ri i
w miejsce ¢}, (2x), Yy (zk), R (k) i ¢ (2%)-

Z definicji wariancji sumy skorelowanych zmiennych losowych otrzymujemy nastepujace
wyrazenie na wariancje wspélczynnikéw &4,,:

N
1
varéh, = e Zvar [or (Rx + & + 2)] +

k=

v

e > " cov [ ( E +&+2), 05 (Ri+ &+ 2)] (B.2)
i=1 j=1
J#Fi

Wykorzystujac teraz fakt, ze

var (o (Rk + & + 2x)] S E [ (Re + & + %))

116
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oraz stosujac nieréwnoé¢ (B.40) otrzymujemy, na mocy stacjonarnosci proceséw T, 2y i
&x (zachodzacej przy zalozeniach Z1-Z5 z rozdz. 2, por. uwaga 2.3 w punkcie 2.2), ze

var &y,

N

(3 (R1+ & +21)°] +

LAy +Ao) (B.3)

W dalszych przeksztalceniach korzystamy z ponizszych nieréwno§ci obowigzujgcych na
mocy zalozen Z1-Z3

f(z) < My, |R(z)]< Mrp oraz |((z)|< M, dla z€S=][a,b], (B.4)

z unormowania (ortonormalnoéci) funkcji falkowych

n+22 -1 : Iﬁ—é .
[ a@le=1 om [ wn@le=1  ®3)

oraz z ich ograniczonoSci, ktéra dla funkcji falkowych Haara wynika z ich definicji (por.
(1.10), str. 11), natomiast dla pozostatych funkcji falkowych Daubechies (p > 2) z ich
ciagloéci i zwarto$ci ich noénikéw:

|¥? (z)| < M, oraz  [¢”(z)| < My, z€R (B.6)
gdzie M, i M, sa dodatnimi stalymi, niezaleznymi od numeru falkowego p. Na podstawie
wiasnoséci (B.4)-(B.6) oraz definicji (1.14) w rozdz. 1 prawdziwe sg nastgpujace nier6wno-
Sci:

n+(2p—1

B = [ 7 @) f@)de <My (B7)
E@R) = | 7 [hm(@ R@)f(2)de < MEM; (B.8)
n+£225—11 , ”
Eel = || (@) f@)ds| <277 2p-1)M,M; (B
2n+2§2E—11
|E(‘P1ngl)| = . R(:I:)C(:r) SOPMn (s':)f(m) dr| <

< 27% (2p— 1) MgM M, M; (B.10)
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Oszacowanie skladnika Ay. Rozwazmy pierwszy skladnik wariancji w (B.3):

Ay = E ( ?+ 90151 + 12 + 208 Ri€y + 207 Rz + 29012151) =
= E(p lR%) +EQIEE +EQiE2] +
+2 [E (p}R1) E& +E (pIR) E21 + E@IE21 E€)]

W powyzszym wykorzystano, ze na mocy zalozeh Z3-Z4-Z5 zmienne losowe p,,&; i 2;
s wzajemnie niezalezne. Poniewaz &, 1 z; maja takze zerowe wartoSci oczekiwane, wy-
razenie w nawiasie kwadratowym jest réwne 0. Podstawiajac w pozostalych wyrazeniach
oszacowania (B.7) i (B.8) otrzymujemy (na mocy zalozeh Z2-Z4), ze

Ay < My (M} + varé, + varz;) < oo (B.11)

Oszacowanie skladnika Ac. Oszacujmy teraz skladnik kowariancyjny w (B.3):

AC = Z‘E[G@l(,oj(Rl+£1+zl) (Rj+£j+2j)} —-Ez[apl (R1+§1+21)]| =

=2
oo

= S 1AG) - 4

=2

Wymnazajac elementy w A; (j) i wykorzystujac wspomniang wyzej niezalezno$¢ zmien-
nych losowych, otrzymujemy

A (j) = E{<P1<Pj [Rle + R (f; +zj) + (6 +2) B+ (& + =) (& + zi)]} =
= E(p19;R1R;) +E [p19;R1 (§; + 2)] + E (010, R;) E (€1 + 21) +
1 [901503' (§1§j +§12; + 21§ + 212))]

a po przeksztalceniach i uporzgdkowaniu wyrazéw

A1 (j) = E(pR1)E(pR;) +
+E@; E (0:6:¢,) +E@,E (p1RiE;) +Ep, Ep E(212) +
+EpEp;E& Ezj+E@E (p1€;) Ez +
+E@ E(¢;R)E& +E@E(pR1)Ez+ Ep E (p;R;) Ez =
= A; +
+A12 (4) + A3 (J) + A (§) +
+A;5 + A +
+A17 + Az + Axg

Na mocy zalozen Z3-Z4 mamy A;s = Ajg = A1r = Aig = Ajg = 0. Ponadto (por. wzory
(3.1) i (3.4) na str. 27)

A =E*(p,R1) = [/ P (@) R () f (z)dz| = (&)



DODATEK B. UZUPELNIENIA DO ROZDZIALU 3 119

Analizujagc kolejne sktadniki, Aj2 (j) i Ai4(7), wykorzystujemy stacjonarno$¢ proceséw
{Ci} 1 {ex} oraz fakt, ze E(; = E z; = 0 (por. zalozenia Z3-Z4). Mamy

Az (j) = E@;E(p::6;) =E9,E [%ZACI_IZ/\:CH

=1

+E@;E wlzxcl_l Z NGy

i;éz-l-j- 1

= Eg;E [‘Plz)\/\zﬂ 1C1—’:

= Ap () + A% )

i otrzymujemy, ze (por. zalozenie Z3)

A, (§) = E2p, var ¢, z AsAigi=1

i=1

Analizujac sktadnik A7, () otrzymujemy natomiast, ze

12(J) =E@;E Z Z MMC1i @16 Ec,ojz Z MME [Cri - 01¢1]

i=1
l;r’-1.+; -1 I;‘:ij 1

Poniewaz, na mocy zalozeh Z1-Z3 w rozdz. 2, dla | # i + j — 1, zmienne losowe (;_; i
(;—i sa niezalezne, a dla dowolnego @ = 1,2, ..., niezalezne sg takze zmienne losowe (;_; i
©;, zatem, wobec zalozenia Z3, ze E(,_; = E(; = 0 dostajemy

TQ(JF)=E(P§EC1Z Z A)\;E[gol _J,—_

=1

l;és—f—;l 1
Stad
A1z (§) = Ay (§) = E*py var ¢ Z Aiditj-1

i=1
W podobny sposéb mozna pokazaé, ze (por. zalozenie Z4)

Aia(j) =E 2(,91 var £, z Wilitj—1
i=0

Ponadto

A13(j) =E@ E(p1Ri€;) =Ep, E

11 Z /\iCj—i] = Aji-1E@ E (1 Ra(y)

i=1
Zauwazajac jeszcze, ze
Ay = E? [or (R1+& + 21)] = E’ (p1Ra) = An = (apMn)2

dla sktadnika kowariancyjnego w (B.3) otrzymujemy oszacowanie

c < Z |12 ()] + Z | Az (5)] + Z | A4 (5)
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Zachodza nastepujace nieréwnosci (por. (B.9) i (B.10))

Y lAn (@) < 27M@p—1)2MZM} -vard; Y D Ml i) < 00
=2

j=1 +i=1

Z A5 ()] < 27 (2p— 1)’ MEMEMRM; - 3 M) < 00
Z 1A ()] € 27M(2p—1)? MiM? - var g Z Z |lwi| |witj] < 00
j=1 i=0

w ktoérych poszczegé]ne szeregi sg bezwzglednie zbiezne na mocy zalozen Z3-Z4 o asymp-
totycznej stabilnoéci elementéw dynamicznych identyfikowanego systemu (por. (B.39), str.
130). W rezultacie

Ac < 2™ . MZ2(2p-1)°Ce < o0 (B.12)

gdzie
Co = Mj [var¢y » > Al [Aas + MM Y [\| +varer Y > fwi] |wig]
j=1 i=1 i=1 Sy

j=1
jest stalg zalezng od gestoSci wejécia systemu f (z), nieliniowoSci R (z) oraz jego elementéw
dynamicznych (por. (B.4) i zalozenia Z3-Z4).

Oszacowanie wariancji wspStczynnikéw &%, i .. Ze wzoréw (B.3), (B.11) oraz
(B.12) wynika, ze
vardl, < -;-(Aw Fedlsh) (B.13)
gdzie stale (por. (B.11) i (B.12))
Avar = M; (Mf2 +varé; +varz;) oraz Ay = ., M2 (2p — 1)*Cc

nie zaleza od parametru przesuniecia funkcji skalujacej n. Przeprowadzajac podobne osza-
cowania dla wspétczynnikéw emplrycznych [J’p,,d otrzymujemy, ze

var By < — (Byar + Beov) (B.14)

gdzie state
Byar = My (Mﬁ + var &, + var 21) oraz By =277 be (2p — 1)2Cc

nie zalezg od parametru przesunigcia [ falki. PokazaliSmy w ten sposéb, ze wariancje
wspétczynnikéw empirycznych &4, i ﬁl;l modelu G (z; K,p) spelniajg nieréwnosci ze
wzoru (3.11) w rozdz. 3.

B.2 Oszacowanie wariancji wyjscia var G (25 55D)

Zauwazmy, ze (por. wzory (3.3), (3.9) i (3.13) w rozdz. 3)
" ) 2
va.rG(a:;K,p)=E[G(:L‘;K,p)—G(x;K,p)] =

Tmax(M.,p) K—=1 lmax(m,p)

= E{ Y oun (@) (n— Bhra) + Vo (@) (B = o)

n=nmni,(M,p) m=M |=lmin(m,p)
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Korzystajac teraz z faktu, ze w dowolnym, ustalonym punkcie z wplyw na wyjscie modelu
(teoretycznego i empirycznego) maja tylko te funkcje falkowe ¢4, (z) i ¥%, (), ktérych
nos$niki zawieraja punkt z (pozostale funkcje falkowe sg bowiem w punkcie z réwne 0
— por. z dyskusjg w rozdziale 3 na str. 32), mozemy podany wyzej wzér zredukowac do
réwnowaznej postaci:

var G (z; K, p) =

Timax (Z;M,p) K—1 lmax(z;m,p) ‘
= B Z Phtn () (g — &hpn) + Z Z Vot (2) (ﬁiu . ﬁ‘:;a) =
N=Tmin(z;M,p) m=M E:Imin(i’;mnp)
=  A+B+2C (B.15)

gdzie granice sumowan sg réwne podanym we wzorze (3.25) na str. 33 oraz dodatkowo
Tmin (T; M, p) = [2M2] —2p— 2 oraz nmax (z; M,p) = |2Yz] (B.16)

Zauwazmy, ze liczba skladnikéw w pierwszej sumie wynosi max (z; M, p) — Nimin (2; M, p) +
1 i, podobnie jak liczba skladnikéw w sumie wewnetrznej drugiego skiadnika (réwna
lnax (T;m, D) — lmin (z;m,p) + 1 dla poszczegélnych skal m = M,..., K — 1), jest nie
wigksza niz 2p — 1.

Poszczegélne sktadniki wariancji w (B.15) wynosza

nmu(z;i\a‘,p) ﬂm&x(x;M!p}

A = Z Z ‘lopMn (z) SQPM: (z)E [(apMn - &pMn) (ath - &pr)]
n=Nmin (z;M P) !—nmm(m MP)
K—=1 lmax(zim,p) K—1 lmax(%;q,p)

B=Y Y ¥ Y ¢@BE@E[(fm-Fm) (5-5)]

m=M n—lmm(:c m P) q_M‘ Imin(z;q:p)
Nmax(Z;M,p)  K—1 lmax(z:m,p)

C= Y XY @ V@ E [~ &) (B~ F)]

N=Nmin(T;M,p) m=M I=lp;,(z;m,p)

Oszacowanie tych sktadnikéw rozpoczniemy od oszacowania moduléw wystepujacych w
nich wartoéci oczekiwanych.

Korzystajac z nieréwnoéci Schwarza (zob. np. [20, str. 105])

B3l

EXY|< (EX?)?- (EY?)
i podstawiajgc w niej przykladowo

X = oy, — Gy, Oraz Y=oy —&jy

otrzymujemy, na mocy wlasnoéci (3.10) w rozdz. 3, ze

b3l

|E (ai!n - &ifn) (apMz - E"iﬂ)l < [E (aPMn - dpMn)Q} ’ [E (apm - &pm)g =
(var &yy,)? (var dhy)? <

max {var &, var &, }

N
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Stad, wykorzystujac oszacowanie wariancji wspoétczynnikéw empirycznych podane we wzo-
rze (B.13), otrzymujemy

2 4 1
|E (n — &sn) (i — &) < I (Avar + Acov)
W podobny sposéb, korzystajac z oszacowania (B.14), uzyskujemy

o (- 5) (2~ 5)| < 3

‘E (a};ﬂn - &pMn) (ﬁfnl - ﬁfnt)’ < % (Dvar + DCOV)

gdzie Dy, = max {Avar, Byar} 0raz Deoy = max { Acov, Beov }-

Stosujgc teraz definicje funkcji falkowych podane we wzorze (1.14) w rozdz. 1, oszaco-
wania podane w (B.6) oraz wzér (B.35) (str. 130) obliczamy, ze:

Tmax(ZiM,p)  Nmax(2;M,p)

1
Al < N Z [P (@) @0 ()] (Avar + Acov) <
N=Nmin (E; Map) I=nmin (Z; M,p}
1 M2 2"’-‘
1 K—1 K—1 lmax(zim,p) lmax(z;q,p)
Bl < « DI D [ @) |95 ()] (Buar + Beov) <
m=M g=M n=lp;s(z;m,p) l=lmin(z;9,p)
K-1 K-1 K K+M M
i 28 —-2.2 2
‘-<~. i (210 - 1)2 : 2%‘1M5 (Bvar + Bcov) = ol Bz
N N
m=M qg=M
1 K-1 %u(xiM:p) Imax[IFmrp)
ICl < F Yo ) 1 @) [ ()] (Dvar + Deov) <
m=M N=Tmin (z;M,p) I=Imi1'1(:‘:;'”"v.l"-:')
K-1 K+M M
< ~ 3 @2p—1)% 225 MMy (Doae + Deow) = ~———2_ D,
N m=M N
gdzie
Ar = M2(2p—1)* (Avar + Acov)
Bz = M.,;, (3/—_11) (Bvar+Bcov)
G, = M[PM¢§27”-‘—1L(DW+DCOV) (B.17)

Stad i z (B.15), uwzgledniajac, ze w modelach empirycznych G (z; K, p) zachodzi M < K
otrzymujemy

5 oM ok — 2. 2%FH% oM o™ EM _ oM
varG (z; K,p) < FAx-’_ i BI-[-QTD,:—

K

= [ ma+ ( +247K) B, + (255 - 24K 2D, <
N
QK

e

-~ N C\"ﬂl’

gdzie Car = Az + B, + 2D,. Uzyskaliémy zatem oszacowanie (3.14) z rozdz. 3, wariancji
wyjécia modelu empirycznego G (z; K, p) dla dowolnego, ustalonego punktu z.
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- » . » p
B.3 Oszacowanie wspéiczynnikéw falkowych 3
Ponizej przedstawiamy wykorzystywane w literaturze fakty, dotyczgce oszacowan

wspotczynnikéw falkowych 57, (dla duzych skal m) (np. [15]-[16], [93]). Ich wyprowadze-
nie zamieszczamy dla kompletnoéci prezentacji.

Znikajgce momenty falek ¥, (z). Posiadanie przez falkg-matke ¥” (z) p znikajacych
momentéw (por. wzér (1.12) z rozdz. 1):

/P mk-wp(m)ds,":/mmk-wp(m)d:r:& k=0,1,...p—1 (B.18)

przenosi sig réwniez na falki ¢%, (z) (= 2% ¢? (2™z — 1)) (t]. skalowane i przesunigte wersje
falki-matki (por. wzér (1.14) z rozdz. 1):

: oo
?m

fn® @de= [ F i @de=0  k=01..p-1 (B
2"1

Podstawiajgc bowiem w calce w powyzszym wzorze ¢ = 27" (u+1) (dz = 27™du)
otrzymujemy, ze

/00 F . 25 yP 2™z - )dxr = 2%2—mfm (2™ (u+£))k - YP (u) du =

oo = <]

_ 2—2—"#”1/00 (w4 1)* - 4P (u) du

oo

a na mocy wzoru dwumianowego Newtona (zob. np. [88, str. 69]):

w3 (Y

r=0

mamy (por. wzér (B.18))
2'_me ;() P (u)du = 2_4’“2() / BT P (u) du =
= 0

dlak=0,1,...,p— 1, co dowodzi prawdziwosci wzoru (B.16a).

W podobny sposéb (réwniez w oparciu o wzér dwumianowy Newtona) mozna pokazac,
ze dla falek ¢, (z) (o numerze p) zachodzi wlasnoéc

* k
/ (z —v)" -y, (z)dz =0, 1 | (B.19)

41—
211’1

wykorzystywana dalej przy oszacowaniach wspétezynnikéw falkowych 7 .
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Oszacowanie wspélczynnikéw (2, dla ciaglych funkcji G (z). Zalézmy, ze
w przedziale [ﬂl—_’—’l 5’-2) (noénik falki ¢?,) funkcja G (z) nalezy klasy C*, A > 0.

2111, 1 2m
Korzystajac z definicji tej klasy (zob. str. 31 w rozdz. 3) funkcje G (z) mozna przedstawié
w postaci sumy jej wielomianu Taylora t(z,v) stopnia ¢ — 1, ¢ = [)], w punkcie

[ﬂl—pl, -2;,,-?) i reszty € (z,v) (zob. wzory (3.21) i (3.22))

g—1
G (z) =ZT,--(I—U)T+€(.’L‘,U) =To+Ti-(z—v)+-+Tp1-(x—0)7" +e(z,v)
r=0

gdzie T, = G™ (v) /rl.
Podstawiajac te posta¢ funkcji G (z) do wzoru na wspéiczynniki falkowe 57, otrzymu-
jemy, ze (por. (3.4), str. 27)

1

B, = f_(m_ﬂ [To+T1- (z—v)+ -+ g1+ (z—0)" " +e(z,0)] - ¢y (2)dz (B.20)

Oszacujemy teraz szybko§¢ zmniejszania sie wspétczynnikéw (37, ze wzrostem skali m
dla dwéch przypadkéw: gdy numer falkowy p jest nie mniejszy niz wyktadnik A, tj. p > g—1
i gdy jest od niego mniejszy (p < g — 1).

Przypadek p > A\. Ze wzgledu na wiasnos¢ (B.19) i fakt, ze p > ¢ — 1 wzér (B.20)
redukuje sie do nastgpujacej postaci (zerujg si¢ wszystkie wyrazy wielomianu Taylora)

A f_(_a (@9) ¥ (2) da (B.21)

Na mocy nieréwnoéci |e (z,v)| < Ly |z — v|* (zob. (3.21)) otrzymujemy, ze

l+p

= e
165 ;1—‘ f (@) V@) do| < Ln [ o= vl 95 (@)l do

a1

Korzystajac teraz z nieréwnosci Schwarza dla calek (zob. np. [119, str. 38])

/:If(:r)llg(m)ldm < {/:ﬂ (m)dz}% - {/g (@)ds}

oraz z ortonormalnosci falek %, (z), po podstawieniach

:__H_m_l+(21m—p)) b:-l—z%g oraz -f(:r)=|$—’v|)\ ig(z)=vYm(2)

dostajemy, ze

# (o : L }
= 2 g 9 3 " o

1Bl < { 1+(1-p) e =] d:r} '{/;4»21* [ ()] dﬂ:} =Ly {[+ - |z — v| d:r}
g H(1op) (1-p)
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a stad (poniewaz |z —v| < (2p — 1) /2™)
|Bhal < L {/;:;ﬂ [27™ (2p— 1)]2'\ da:} =
= L{l™ - 2" e-1]"} =

iy { 2™ (2p - 1)}”“} =

g 2_!2}«—;1!1111 ) CA (B.22)

)2—)‘2‘*"—‘_

Bl

gdzie C\ = Ly (2p—1

Przypadek p < \. Posiadanie przez falki 9%, (z) p znikajacych momentéw (por.
wzoér (B.16a) i (B.19)) powoduje, ze w tym przypadku (obecnie p < ¢ — 1), we wzorze
(B.20) zerujg si¢ jedynie wyrazy wielomianu Taylora do stopnia p — 1 (< ¢ — 2), a zatem
(por. (B.21))

+(—

= /;2'" [Tp‘(m_”)p+"'+T—1'($—U)q_l+5(5‘3rv)]'wpnu(m)d‘zz

2m

e
= [ TGP @ e+

+(1-p)
L Lip
T (=) (D) dz+ [ e(z,v) ¥Ry (2) dz
£5 L g5l e t+(1—p) ’ mi

Skorzystanie przy oszacowaniu modutu |3 | z nieréwnoéci Schwarza dla kazdej z otrzyma-
nych calek i z ortonormalnoéci falek ¢? , (z), prowadzi teraz do nastepujacej nieréwnosci

s
|6fnl| < |Tp|{[+1_ ll‘—'u|2pd:c} it
2‘1’!_22

Lp 3 Lp 3
+ | Ty-1| {/ |z — o2V da:} + Ly {/ |z — v* d:z:} <
i+2£1—E)_ z+2glr;gl
1
TI{ 2™ @ -]} + 4

Tl { ™ o - D]} 4 2 { o o - 1))

L

N

m 2p+1
= ¥R T ep- ) 4

_1;25—1!m !2/\+1!m

g B i il ) T L1

w ktdrej, dla duzych wartosci skal m, istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. Stad otrzy-
mujemy, ze przy duzych skalach m zachodzi oszacowanie

(2p+1l)m
2

1By < 275 . g, (B.23)

gdzie C), jest dodatnig stala.
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Zbadane dwa przypadki oraz oszacowania (B.22) i (B.23) stanowig podstawe ponizszego
lematu charakteryzujgcego szybko$¢ zmniejszania si¢ wspétczynnikéw falkowych funkeji
G (z) w zaleznoéci od jej gltadkosci (wartoéci wykladnika M) i od zastosowanych falek
(numeru falkowego p) ze wzrostem skali m (por. tez np. [98, twierdzenie 7, str. 185]):

Lemat 2.16 Jesli funkcja G (z) jest ciggla w przedziale [ti%,,:m,%f) z wyktadnikiem
A, to dla wspdtczynnikéw B, jej rozwiniecia falkowego (przy uzyciu funkcji falkowych
Daubechies o numerze p) i dutych wartosci m zachodzi nastepujgce oszacowanie

! !27-{-1!

|8 +Cy,  y=min{},p} (B.24)

gdzie C, = max {C», Cp}.

Oszacowanie wspétczynnikéw 7, dla nieciggltych funkcji G (z). Powyzszy wynik
dotyczy funkcji G (z) przy zalozeniu ich ciaggloéci w przedziale [i(;m;pl, Qm) Dla dowol-
nych funkcji niecigglych G (z), ograniczonych w tym przedziale, tj. spelniajacych warunek
|G (z)] < Mg < oo, dlaz € [M, 7,,{3) wspélezynniki falkowe 3%, mozna oszacowaé
nastepujaco

G o
9l = | f @)V ()3 < Jigon 18 @ (@)
{2_.:,."2
< 27 MgM, dr = 2% MgMy -27™ (2p — 1)
l+2(5;21
= 27% . MM, (2p—1)

Zatem:

Lemat 2.17 Jesli funkcja G (z) jest nieciggta i ograniczona w przedziale [ﬂglm—_ﬂ)-, %E?) ;

to dla jej wspdtczynnikéw falkowych 3%, zachodzi nastepujgce oszacowanie
8ol <27% - Coy (B.25)

dla dowolnego numeru falkowego p, gdzie Cgy = MaMy (2p — 1).

B.4 Oszacowanie obciazenia bias’ G (z; K, p)

Przy zalozeniu Z7, korzystajac z postaci bledu obcigzenia modelu empirycznego
G (z; K,p) w punkcie z (por. wzér (3.26) w rozdz. 3, str. 33):

lmax(z;m,p)

bias G (z; K, p) Z Z B (2)

m=K I=l;,(z;m,p)

oraz z oszacowania (B.24) i z faktu, ze dla kazdego z, liczba sktadnikéw w wewngtrzne;
sumie w tym wzorze dla kazdej skali m wynosi lmax (Z;m, D) — lmin (z;m,p) +1 < 2p — 1
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(zob. (3.25), str. 33) otrzymujemy (z pomocg wzoru (B.6) i (B.35), str. 130), ze:

o0 !mu (z;m,p)

biasG (mK.p)| < D Y 1Bl 2EMy <

m=K lz’:min(z;mrp)

< @p-1)MC, Y 2% 2777 =
m=K
= (2p-1)MyC, ) 27 =
m=K
2—')"K : (2p— ]‘) ch')'
1 -2~

gdzie v = min {), p}, jak we wzorze (B.24). Przy zalozeniu Z7 zachodzi zatem nieréwnosé
(3.28) z rozdziatu 3: ﬂ
bias® G (z; K,p) € VitV PR (B.26)

2
ze stalg Chias = [%} )

B.5 Oszacowanie wariancji wspoélczynnikéw empi-
Apl s P s 7

rycznych &, i [(,, modeli Ry (z; K, p)

Wsp6tezynniki empiryczne &y, i f?z: ; W algorytmie bezpoSrednim z rozdz. 3 na str. 46 (zob.

wzory (3.64) i (3.65)) przyjmuja, po uwzglednieniu réwnania wyjécia identyfikowanego

systemu (por. wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

Y = R (k) + & + 2z gdzie & = Z MC (Z—i) iz = Zw:{gk«-—i
i=1 =0

nastepujace postacie (por. wzory w (B.1))
1 X
& = i > Ohin (k) [R (zk) + & + 2]
k=1

B = N LV R+t 2

Do oszacowania wariancji tych wspéiczynnikéw wykorzystamy nastepujace nieréwnosci
(por. definicje w (1.14) w rozdz. 1, zalozenia Z1-Z3 w rozdz. 2 oraz wzory w (B.4)-(B.6)):

4 n+22 -1 2
Blim@]’ = [ 7 Bedle g B.27)

9 L z) R ()] 2
Bl R@) = [ * @i, 2r o e
Edm@)] = || 7 ua(@)da|=27% 20— 1) M, (B.29)
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, ﬂ+2;25—1[
E (P @) R@)C @) = |[ 7 R@)((@) (@) de| <

< 277 (2p— 1) M,MpM,; (B.30)

Na podstawie tych nieréwnosci oraz oszacowan wariancji wspétczynnikéw empirycznych
& i By modeli G (z; K, p) (wykorzystujacych nieréwnoéci (B.7)-(B.10)) otrzymujemy,
ze wariancja wspétczynnikéw empirycznych &4, modeli Rg (z; K, p) spelnia nastepujacs
nieréwnoé¢ (por. wzér (B.13))

1
~ (Avar + Acoy) (B.31)

var &), <
gdzie state (por. wzory w (B.11) i (B.12))
2 Co
M;
nie zalezg od parametru przesunigcia funkcji skalujacej n. Podobnie, dla wspélezynnikéw
empirycznych [9,’:1 otrzymujemy, ze (por. oszacowanie (B.14))

var oy < 3 (Be + Bloy) (B.32)

A, = 5 (Mf2 +varé; +varz;) oraz Ay =2 - MZ(2p—1)

gdzie, z kolei, stale
2 Cc
f
nie zalezg od parametru przesuniecia [ falki. Pokazaliémy w ten sposéb, ze wariancje

wsp6lezynnikéw empirycznych &%y, i f?f:d modelu Ry (z; K, p) spehniaja nieréwnosci ze
wzoru (3.73) w rozdz. 3.

1
B, = - (M} + var&; + varz;) oraz Bl, =2"™-M;(2p—1)

B.6 Oszacowanie wariancji wyjécia var Ry (z; K;p)

Korzystajac z obliczen dla modelu G (z; K,p) w punkcie B.2 (str. 120) otrzymujemy,
ze w dowolnym, ustalonym punkcie z € S, dla wariancji wyjscia modelu empirycznego
Rp (z; K, p) zachodzi nastgpujaca nieréwnosé:

var R (z; K, p) < 3; [2M‘KA; 5 (1 —9.9%E zM*K) B+ (2”5"’ - 2M*K) QD;]

gdzie, odpowiednio (por. (B.17))
A = Mi(2p— 1) (A + Aly)

B, = M 3:11) (Ble + Bloy)
D, = M, M¢%+ D)

i gdzie Dy, = max {Ay,,, By, } oraz D¢, = max {4y, By }- Po uwglednieniu, ze w mo-

delach empirycznych Ry (z; K, p) zachodzi M < K, otrzymujemy oszacowanie wariancji

wyjécia modeli empirycznych w ustalonym punkcie z dane we wzorze (3.76) w rozdz. 3:

K

b o BB
var Rg (z; K, p) < N Cuar

ze stalg C,,, = A, + B, +2D"..



DODATEK B. UZUPELNIENIA DO ROZDZIALU 3 129

B.7 Optymalna szybkos¢ zbieznosci modeli falko-
wych

Na mocy twierdzen udowodnionych w pracach [128] i [129] dla nieparametrycznych metod
estymacji funkcji regresji, prawdziwy jest nastepujacy wniosek:

Wniosek 2.3 Najwieksza mozliwa szybkost sredniokwadratowej zbieznosci modeli falko-
wych do nieliniowoéci R (z) z klasy C® [a, b] jest rzedu

0 (N—ZB/(25+1)) (B.33)

zaréwno dla bledu punktowego (MSE) jak i catkowego (MISE).

Szybkos¢ zbieznoéci réwna co do rzedu podanej we wzorze (B.33) nazywana jest asymp-
totycznie optymalng szybkosciq zbieznosci (zob. np. [64, twierdzenie 4.1.2, str. 93]).

B.8 Szybkos¢c zbieznosci wedlug prawdopodobie-
nstwa

W pracy [50, twierdzenie 3, str. 449] udowodniono nastepujgce twierdzenie (zob. tez
([108, lemat 4, str. 954]))

Twierdzenie 2.19 Jesli w punkcie z ciqgi zmiennych losowych {gn (x)} i {fn (z)} 2bie-
gajq Sredniokwadratowo do funkcji g (z) 1 f (z) (f (z) > 0) z predkoéciami

MSEgn (z) =0 (N™*) oraz MSEfy(z)=0(N7*),  sg,5>0

to prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie

=) ( N—min{sg‘sf}) (B34)

wedtug prawdopodobienstwa.

Oszacowanie (B.34) oznacza, ze dla dowolnego ciggu liczbowego {ay} zbieznego do 0
wraz z N — oo, zachodzi

9(=) _ in(=)
f(z)  fn(z)

—0 gdy N—o

ay -
A /N— min{sg,sf}

wedlug prawdopodobiefistwa.
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B.9 Wybrane wlasnosci szeregéw liczbowych

Szereg geometryczny. Szacujac bledy obcigzenia i wariancji modeli falkowych korzy-
stamy z nastepujacych znanych wzoréw (zob. np. [88, str. 204]):

oo

1
) ™ = e p<0 (B.35)
. 1—2°
K-1 1
N0 = e (2P —gMe) p#0 (B.36)
m=M

K-1 K-1 1

Z E o(m+e)p  _ — (22Kp — 9. 2K+M)p 4 o2Mp) | p#0 (B.37)

=M m=M (27 =1)

Szeregi bezwglednie zbiezne. W obliczeniach wariancji wspétczynnikéw modeli em-
pirycznych postugujemy sie nastepujgcymi podstawowymi wlasnoSciami szeregéw bez-
wzglednie zbieznych {a;},1=0,1,...:

(@) : ) al<oo (B.38)
i=0
(1) : Z Z |ai| |aitj| < o0 (B.39)
i=0 j=0
N-1 y, [=+]
D) ~ L1a;l <3 lajl < o0, dlaN,jeNorazj<N  (B.40)
j=1 Jj=1

wynikajgcymi z ponizszych nieréwnosci
(&) = oo>max{|a1|}2|at Za
i=0 i=0
(@) : oo > Z ad Z asssl = 303 laal s

i=0 j5=0

Il

Ponadto, poniewaz 0 < (5 =1-4) <1dlaN>1ij<N to

o0 N-1 N-1 N
(i) 100> > ajl = D las| = )
j=1 ji=1 j=1

J
|as|




Dodatek C

Uzupelnienia do rozdziatu 4

C.1 Oszacowanie btedéw aproksymacji funkcji falko-
wych

Do wykazania prawdziwosci wlasnosci H2a-H2b (zob. str. 70) aproksymacji ¢ (z; H) i
Y’ (z; H) funkcji falkowych ¢? (z) i ¥” (z) dla p > 2 wykorzystamy ponizsza tozsamosé
(por. wzér (4.1) w rozdz. 4)

& (2) ~ @ (2 H) = ¢ (2) - ¢ (%Hﬂ) (1)

oraz nastepujace wiasnosci funkcji falkowych Daubechies (por. [130, str. 620] i [131, str.
297]):

C1. funkcje falkowe ¢? (z) i ¥” (z) z numerem p = 2 nalezg do klasy C”, z wykladnikiem
T ~ 0.55,

C2. funkcje falkowe ¢? (z) i ¥ (z) o numerach p > 2 nalezg do klas C™ z wykladnikami
T>1.

w sensie definicji 3.1 klasy gladkosci C (rozdz. 3).

Przypadek p = 2. Ze wzoru (C.1) i wlasnosci C1 wynika nastepujgca nieréwnosé
charakteryzujaca blad aproksymacji funkcji skalujacych ¢” (z) przez funkcje @” (z; H)
(por. wzory (3.21)-(3.22) w rozdz. 3):

T

=

o \_QH:I:J ’
2H

|

“<-.. LT 2H

I.—-.

7 (2) - & (a3 H)| = ’sop(x) 4 (PQJJ)

Stad (poniewaz 27z — |_2H3:J < 1; por. wzér (A.2) w Dodatku A.1, str. 114) otrzymujemy,
ze
P () — P (z; H)| < 2777 - L, (C2)

Przypadek p > 2. Aby oszacowaé blad aproksymacji funkeji skalujacych ¢ (z) o
numerach p > 2 poshuzymy sie reprezentacjg tych funkcji za pomocg wielomianu Taylora

131
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stopnia [7] — 1 i odpowiedniej reszty € (z,zg) w punkcie |27z| /28 < zn (por. wzér
(3.22) w rozdz. 3)
[r1-1 (r)
((Pp) (xB) r
P@ =3 P @) +e(ean)
gdzie |e (z,z8)| < L, |z — zB|", Ly > 0 (por. wzér (3.21)). Po podstawieniu powyzszego
do wzoru (C.1) otrzymujemy
[T]- 1 ('r) )
P @) -7 @ H) =@ (@) - ¢ oa) = 3 &

r=]1

a stad (poniewaz z — zg = = — |25z /2 < 27H)

(z—zB)" +€(x,zB)

P () =@ (z;H)| < Th-lz—zml+ - +Tior- e —zs| "+ L, - |z — z8|” <
< 278+ 4 TI-DE L 2L L

gdzie T, ..., T[-1-1 sg dodatnimi stalymi. W powyzszej nieréwnosci, dla duzych wartosci
skal aproksymacji H istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. A zatem, przy duzych skalach

H zachodzi oszacowanie
¥ (z) - @° (m; H)| < 277 - ¢y (C.3)

gdzie C) jest dodatnig stalg.

Z nieréwnoéci (C.2) i (C.3) wynika zatem, ze dla dowolnego numeru falkowego p > 2
i dla kazdego z, bezwgledny blad aproksymacji funkcji skalujacych ¢” (z) przez funkcje
@? (z; H) spehia (przy duzych wartoSciach H) nier6wnosé

~0.55 dlap=2
— &P [ —pH : — p
V@) - @ @B <21, giie p={ P PP (ca
ze stalyg L, = max {L,,C1}. W podobny sposéb mozna pokazac¢, ze dla kazdego z i p > 2
dla bledu aproksymacji falek 9” (z) zachodzi
|[¥” (z) — ¥° (z; H)| < 2777 - Ly (C.5)

gdzie Ly jest dodatnig staly (zob. wzory w (4.4) w rozdz. 4).

Oszacowania biedu aproksymacji funkcji falkowych Ohen () 192, (2). Obliczymy
teraz oszacowania bledéw aproksymacji @%,,, (z; H) i 9%, (z; H) skalowanych i przesuni-

etych funkeji falkowych ¢, () i ¥%, (z).
Dla ¢%,, (z), po podstawieniu u = 2™z — n otrzymujemy (por. definicje ¢4, (z) i
P (z; H) w (1.14) i (4.2))
hin (%) = Phen (2 H) =27 [ (u) — @ (u; H)]
Ze wzoru (C.1) i oszacowania (C.4) wynika zatem, ze

2] |”

2H

M

|Ghtn (&) — Pogr (2 H)| < 27 L, Coeges - L, (C.6)

u-—

Analogiczna nieréwnoé¢ zachodzi dla bledéw aproksymacji falek ¢? , (z)
|¢2 (@) — P (25 H)| < 252777 - L, (C.7)
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Oszacowanie catki z aproksymacji @}, (z;H). Dla aproksymacji @”(z;H) i
Y (z; H) (przy dowolnej skali aproksymacji H i dowolnego p) zachodza nastepujace
oszacowania (por. definicje w (4.1) oraz nieréwnosci w (B.6) w Dodatku B.1)

(=

stad, w szczegélnosci, dla catki z aproksymacji @, (z; H) zachodzi nieréwnoéé¢ (por. wzér

@ (z; H)| = < M, oraz Iz‘b’“(m;H)|=’wp (B—ﬂ) <M, (C8)

T

(4.2))
/. M e (x H) da| = 2% ] wﬁ(w@jﬁ_””)dx <2 ¥ @-1M,

(C.9)

Oszacowanie calek z kwadratéw aproksymacji @4, (z; H) i 9%, (z; H). Wyko-
rzystujac ortonormalnoéé funkeji skalujacych ¢, (z) (zob. wzér w (B.5)), otrzymujemy
nastepujaca réwnosc

T e oPa= [ [%(x;mfdx—[ff [@PMn(m)]zde]

z ktérej, po ponizszych przeksztalceniach

n4(2p—1 n+(2p—1

Y P @ de=1+ [ 7 P @ - [ @) do =

n

oM

n

2M
n+!‘25—11

=1+ [ Phan (@5 H) ~ ot @] Pt (55 H) + g (0] d

2

otrzymujemy, korzystajac z oszacowania (C.6) i nieréwnosci we wzorach (B.6) i (C.8),
nastepujacg nier6wnosé

n+(2p—1

2 M
2

[P (m;H)]Qd:r & 1477 (2p—1) '2%12_”HL¢ .27 . 2M, =

oM

= 1+27°H(2p-1).2L,M,
a z niej (poniewaz skala aproksymacji H > 0; oraz p > 0 — por. wzér (C.4)) ponizsze
oszacowanie calki z kwadratu aproksymacji funkcji skalujacej

n+(2p—1

[ @ H <1 (.10
2 ;
ze stalg M¢ =1+4+2(2p—-1)L,M,. W analogiczny sposéb mozna pokaza¢, ze catka z
kwadratu aproksymacji falek spelnia nieréwnosc¢

iiﬁ

m -p 2 s
L [V (z H)] dz < M
P

gdzie My =1+ 2(2p — 1) Ly My.



DODATEK C. UZUPELNIENIA DO ROZDZIALU 4 134

C.2 Oszacowanie wariancji wspdélczynnikéw empi-
rycznych &), i 672! modeli G (z; K, H,p)

Uwzgledniajac we wzorach na wspélczynniki empiryczne &, i Bfnt modeli obliczeniowych
G (z; K, H,p) (zob. wzory w (4.17) w rozdz. 4) réwnanie wyjcia identyfikowanego systemu
(wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2) otrzymujemy, ze:

N
& = %Z@pMn (zx; H) - [R (zk) + &k + 2]

By = _Zwmt (zk; H) - [R (zx) + &k + 2]

A zatem (por. wzory w (B.1) w Dodatku B.1, str. 116) przy szacowaniu wariancji tych
wspdélczynnikéw mozna skorzystaé z obliczen przeprowadzonych dla wspétezynnikéw em-
pirycznych &%, i 3,, modeli falkowych G (z; K, p) (zob. Dodatek B.1).

Podstawiajac w tych obliczeniach, w miejsce nieréwnoéci (B.7)-(B.10), ich ponizsze
odpowiedniki uzyskane na podstawie definicji we wzorze (1.14) w rozdz. 1, zatozeh Z1-Z3
w rozdz. 2 oraz oszacowan (B.4), (C.6) i (C.8)-(C.10):

n4(2p—1

B @B = [ 7 Ba@HPf@d<EM  (©1)
2M
B e M RE = [ 7 PRI @) de < 030

<277 (2p— 1) M, M;

IE @i (20 H)| = ] Forn (@3 H) f (z) do

IE (Phgn (@1 H) R (22) € (z1))] = / " R@)C (@) P (01 H) £ (2) da| <

n

&"

< 277 (2p— 1) MgM M, M; (C.12)

otrzymujemy, ze wariancja wspétczynnikéw empirycznych ah,, modeli obliczeniowych
G (z; K, H, p) spelnia nastepujaca nieréwnosé (por. wzér (B.13))

% Acov) (C.13)

ze stalymi (por. wzory w (B.11) i (B.12))

Ay = M—Mf (Mﬁ-f— var§; + varzl) oraz Agy =2"M. M‘2 (2p — 1)2 Ce
niezaleznymi od parametru przesunigcia n aproksymacji @4, (z; H). Podobnie, dla
wspétczynnikéw empirycznych ﬁpml otrzmeJemy, ze (por. oszacowanie (B.14))

varf?i,_,n < N (er + f_)’cov) (C.14)

gdzie stale

Boar = Mz My (M?Q + varé, + va.rzl) oraz Begy =27™- M,f, (2p — 1)2 Ce
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sa niezalezne od parametru przesunigcia [ aproksymacji {bmiﬁgm H). Pokazaliémy w ten
sposdb, ze wariancje wspéiczynnikéw empirycznych &, i 3, modelu obliczeniowego
G (z; K, H, p) speiajg nieréwnoéci ze wzoru (4.25) w rozdz. 4.

C.3 Oszacowanie wariancji wyjécia var G (z; K, H, p)

Korzystajac z odpowiednich obliczen dla empirycznych modeli falkowych G (z; K ,D) prze-
prowadzonych w Dodatku B.2 (str. 120), oszacowan wariancji wspélczynnikéw &, i ﬁiﬂ
empirycznych modeli obliczeniowych G (z; K, H, p) (wzory (C.13) i (C.14)) oraz wlasnoéci
(4.28) tych modeli otrzymujemy, ze w dowolnym, ustalonym punkcie z € S, dla wariancji
ich wyjécia zachodzi nier6wnosé:

i~ K -
varG (z; K, H,p) < ?-AT [ZM_KAL;c + (

+2M7K) B, + (245 — 2MK) 2D, |
gdzie, odpowiednio (por. wzér (B.17))
A = M;(2p— 1) (A + Acov)
2 2
Bz — ‘Mw (2 _1 ) (Bva_r + Bcov)
2p—-1)? (= =
D; = M,MyL (Do + Deov)
i gdzie Dyar = max { Avar, Bvar} 0raz Deoy = max { Acov, Beov }. Po uwglednieniu, ze w
empirycznych modelach obliczeniowych G (z; K, H,p), pomiedzy skalami M i K zachodzi

nieréwno$¢ M < K, otrzymujemy oszacowanie wariancji wyjscia tych modeli w ustalonym
punkcie z, dane we wzorze (4.29) w rozdz. 4:

=

varé‘(:c;K,H,p) < %—-C’w

ze stalg Cyar = Az + B: + 2D,.

C.4 Oszacowanie obcigzenia bias G (z; K, H, p)

W ustalonym punkcie z, sktadows obcigzenia biasG (z; K, H, p) empirycznych modeli obli-
czeniowych G (z; K, H,p) szacujemy wykorzystujac fakt, ze zaréwno oryginalne funkcje
falkowe, jak i ich aproksymacje majg zwarte noéniki i znikajg poza przedzialami zawiera-
jacymi noéniki funkcji falkowych (zob. wiasnos¢ H3). A zatem wplyw na bigd pomiedzy
wyjéciem modeli G (z; K,p) i G (z; K, H,p) w punkcie  maja tylko te aproksymacje
Phin (z; H) i Uy, (z; H), ktérych nosniki odpowiadajacych im funkeji falkowych %, (z)
i Y%, (z) zawieraja punkt z (por. z argumentacjg podang przy szacowaniu bigdéw obci-
azenia i wariancji wyjScia falkowych modeli empirycznych G (z; K,p) w Dodatkach B.2 i

B.4), stad

biasG (z; K, H,p) = G(z;K,p) - G (z;K,H,p) =
an(I;Mvp)

- Z [ 1nPhn (T) — AP (25 H)] +

n=Timin (2:M,p)
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K—1 lmax (I;m.P)

Z [5£zt P (T) = By (z; H)] =

m=M I=l,(z;m,p)

ax(zim,p)

o S A+ Z Z B (C.15)

n=nmin (z;M,p) min (Z;m

gdzie odpowiednie granice sumowan sg dane wzorami (B.16) i (3.25), str. 121 i 33).

Oszacowanie skladnikéw A i B. W oszacowaniu skladnikéw pierwszej sumy we
wzorze (C.15) korzystamy z ponizszego wzoru

A = apMnSaifn (‘(I") - [apMnS‘_giIn (:B! H) - aﬁ!n@i}'n (3:; H)] - C_15‘1?1;1\'1'1(ZJP.I\-KJ'?; (.’L‘; H) =
= apMn [SOPMR ($) - (i_pifn (I; H)] + WMﬂ ('I"; H) [aifn - aPMn] (016)

Zauwazajac teraz, ze

n+22 —1
i / G (2) [(gn (@) — P (53 H)) do

n
M

oy

n

na podstawie oszacowania (C.6) dostajemy, dla dowolnych funkcji G (z) ograniczonych w
przedziale S = [a, b] (tj. speliajacych w nim warunek |G (z)| < Mg < o), nastepujaca
nier6wnos¢

&, — @B <27M (2p—1)- Mg - 2% 27PH L, = 2% 97°H (2p — 1) MgL,

ktéra wraz z ponizszg (wynikajaca z definicji w (1.14) w rozdz. 1 oraz oszacowan podanych
we wzorze (B.6))

n4(2p—1
2

2] = f G (2) By () da| < 27 (2p — 1) - Mo2¥ M, < 2% (2p — 1) MaM,

n
M

prowadzi do oszacowania skladnika A we wzorze (C.16) (por. wzory (B.6) i (C.6))
A < 2% (2p— 1) MeM, - 292 °HL, + 2% M, - 27727 °H (2p — 1) McL, =
= 27PH. CA (C.l?)
gdzie stala Cy = 2 (2p — 1) MgM, L, nie zalezy zar6wno od parametru przesuniecia n jak
i skali M.
Podobnie, dla skladnika B otrzymujemy, ze
|B| <27°% - Cp (C.18)

ze staty Cp = 2 (2p — 1) MgM, Ly niezalezng od parametru [ oraz skali m.
Oszacowanie obcigzenia bias G (z; K,H,p). Liczba skladnikéw A w pierwszej su-

mie wzoru (C.15) wynosi numax (z; M, p) — umin (z; M, p) +1 (por. wzér (B.16)) i, podobnie
jak liczba sktadnikéw B w sumie wewnetrznej (wynoszaca lmax (z; m, p) — lmin (z; m, p) + 1
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dla kazdej ze skal m = M, ..., K—1; por. wzér (3.25)), jest nie wigksza niz 2p—1. Stad, po-
niewaz M < K, to zachodzi nastepujgce oszacowanie bledu obcigzenia biasG (z; K, H, p)

w dowolnym, ustalonym punkcie z € S, przy zalozeniu, ze K > 0 (por. wzory (C.17) i
(C.18)):

biasG (z; K, H,p)| < (2p—1)27°2.Cy+(K-M)(2p—1)27° .Cp =
I - M\ -
= 27PHK . L (p—-1) |= - — <
{0 |+ (1- %) o]
< 277K - (2p—1) (Ca + Cp) (C.19)
z ktérego otrzymujemy nieréwnosc (4.31) z rozdziatu 4:
bias G (z; K, H,p) < 279 K? . (C.20)

ze staly Cps = [(2p—1) (Ca+ C_'B)}z. Z oszacowania (C.19) wnioskujemy zatem, ze
bledy wynikajace z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych (szacowane przez skta-
dniki we wzorach (C.17) i (C.18)) akumuluja si¢ i rosng (przy ustalonej skali M modeli
obliczeniowych) ze wzrostem skali K tych modeli.

Uwaga 3.12 Dla modeli obliczeniowych opartych jedynie o aproksymacje funkcji skalu-
Jacych (tj. w przypadku gdy M = K ), oszacowanie (C.19) redukuje sie do postaci

biasG (z; K, H,p)| < 2777 . (2p-1)C4

Zatem w modelach tych nie wystepuje kumulacja bledéw aproksymacji (por. wyniki badan
numerycznych w rozdz. 5).

C.5 Tabele wspélczynnikéw Daubechies

Wspétezynniki {ct}figl mozna wyznaczy¢ z nastgpujacych warunkéw (zob. np. [111, str.
592] i (131, str. 298)])

2p—1
Ortonormalnosc¢ : CtCit2n = bo,n, n=0,...,p—1
2;_-—01 (C.21)
Znikajace momenty : | 7 (~1) cp-n)t £ =0, r=0,...,p~1
t=0

ktére tworza, dla kazdego p, uklad 2p réwnan o 2p niewiadomych c;.

Przyklad 3.2 Dla p = 3 uklad réwnaen w (C.21) przyjmuje nastepujgceq postaé

( G+d+d+d+ci+cE=1 :(n=0)

CoCy + c103 +Ccocg +c3cs =0 :(n=1)
cocs+cics=0 :(n=2)

cs—ca+cs—ca+c—c=0 :(r=0)
Ocs — lcg +2¢c3 —3ca+4cy — g =0 :(r=1)
L 0C5—IC4+403—9C2+16C1-“25CQ=0 ( = )

Rozwigzanie uktadu znajduje sie w tabeli C.1 (str. 138). [ |
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Wspétczynniki Daubechies dla numeréw falkowych p = 2,...,6. Dlap = 2,3
znane sg dokladne warto$ci wspélczynnikéw c; (zob. np. [111, str. 593] i [118, str. 236]):

Tabela C.1 Wspélczynniki Daubechies dla p = 2, 3

t p
7] 3
; 1+v3 | 14++v10+ 5+ 2V10
44/2 161/2
: 3+v3| 5+10+3v5+2V10
4/2 16v/2 __
" 3—+/3 | 10 — 2v/10 + 2v/5 + 2/10
4/2 16+/2
: 1-v3 | 10— 210 — 24/5 + 2/10
44/2 161/2
5+ /10 — 3v/5 + 21/10
4
16+/2
1++v10— /5 + 210
5
1612

Natomiast dla p > 4 wyznaczono je jedynie numerycznie:

Tabela C.2 Wspélczynniki Daubechies dla p = 4, 5,6

t P
4 5 6

0 [ 0.230377813309 | 0.160102397974 | 0.111540743350
1 0.714846570553 | 0.603829269797 | 0.494623890398
2 | 0.630880767930 | 0.724308528438 | 0.751133908021
3 | —0.027983769417 | 0.138428145901 | 0.315250351709
4 | —0.187034811719 | —0.242294887066 | —0.226264693965
5 | 0.030841381836 | —0.032244869585 | —0.129766867567
6 | 0.032883011667 | 0.077571493840 | 0.097501605587
7 | —0.010597401785 | —0.006241490213 | 0.027522865530
8 —0.012580751999 | —0.031582039318
9 0.003335725285 |  0.000553842201
10 0.004777257511
11 —0.001077301085

C.6 Liczba wspéiczynnikéw w modelach obliczenio-
wych Rg (z; K, H, p)

Liczba wspdélczynnikéw w obliczeniowych modelach empirycznygh ég(:r, K, H,p) jest
réwna liczbie wspétczynnikéw w ich falkowych odpowiednikach Rg (z; K, p) (por. wzor
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(3.5) z rozdz. 3 oraz wzory (3.8)-(3.9) i (4.15)-(4.16)) i wynosi (zob. tez [72])

Po(M,K) = Nmax (M,p) = nuin (M, p) +1+ i: [lmase (7, D) — Lnin (2, ) + 1] =
= [2Mb] —1— (|2Ma] —2p+2) + 1+
+ Z_: [[2™b] +p—2—(|2™a] —p+1) +1] (C.22)

i dla dowolnego M < K moze by¢ oszacowana nastepujgco (por. wlasnosci (A.1) funkcji
[]1[], Dodatek A.1)
K-1
Pe(M,K)<2Y(b—a)+2p+ > [2"(b—a)+2p] =25 (b—a)+2p(K — M +1)
m=M
A stad (poniewaz 2% (K — 1) < 1) otrzymujemy, ze

Pz (M,K) < 25X [(b—a) + 2p] (C.23)

C.7 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

W niniejszym dodatku wykazemy poprawno$¢ wzoréw (4.52) stosowanych w szybkim algo-
rytmie wyznaczania empirycznych modeli obliczeniowych Rg (z; K, H, p). Ponadto, poka-
zemy ze wspdélczynniki wyznaczane za pomocs tego algorytmu sg réwnowazne wspélczyn-
nikom wyznaczanym wedlug algorytmu (4.17) przy uzyciu dokladniejszych (z wigkszym
parametrem skali H) aproksymacji @ (z; H) i 9" (z; H) funkcji falkowych.

Zachodza bowiem nastepujace réwnosci (por. wzér (4.17) oraz definicje w (4.2) w
rozdz. 4):

N

- 1

O = 3 ) Uk (oe H+1) = NZyk 287 (2" ze —n; H+1) =
k=1
N H+1 (ogm

1 m 2 (2 $k—ﬂ)
= Fzyk'w‘ﬁp(t QH+1 J)

k=1

stad (zob. wzory (1.26)-(1.27) w rozdz. 1 oraz wiasnoé¢ (A.4) funkcji |-] w Dodatku A.1)

2p— H+1om H+1
20Ty, — 29T n
Oy = Zykuct22@p( L 2;+1 J —t) —
2p—-1 2H1—12mx o 2H+ln = 2Ht
- N Zyk Z 2"t (L : ot : =

N 2p-1 H (om+1
1 - 25 (@M, —2n—=1)
N FE:%E:CQ?I@P(L zir J):
2p—-1 2p—-1

= Z Ct— Z YePrmt1,2n+¢ (T H) = Z ¢y, m+1,2n+t (C.24)

t=0
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i podobnie
Bt = Z ety (zi; H+1) = Z (—1)tcl"*ﬁ Zyk@fuﬂ.zm (zx; H) =
Ni= t=—2(p—1) =l
1
= Z (1) e1edtf 1,20+ (C.25)
t=—2(p—1)

Ze wzoréw (C.24) i (C.25) wynika zatem, ze wspétczynniki &2, i B, wyznaczane dla
kolejnych skal m = K —1,..., M za pomoca wzoréw w (4.52) (tj. wedlug szybkiego algo-
rytmu ilorazowego) odpowmdaj@ wspolczynnikom &2, i 3, otrzymywanym za pomocs,
wzoréw w (4.17) w rozdz. 4 (tj. wedlug ,zwyklego” algorytmu ilorazowego) przy uzy-
ciu doktadniejszych aproksymacji funkcji falkowych (z parametrami skali aproksymacji
réwnymi H + q, gdzie ¢ = 1,..., K — M w kolejnych skalach m = K — 1,..., M).

Stad (por. obliczenia w Dodatku C.4) rzad bledu bias G (z; K, H,p) w empirycznych
modelach obliczeniowych wyznaczanych wedlug szybkiego algorytmu jest co najwyzej
réwny rzedowi tego bledu dla modeli wyznaczanych wedlug algorytmu ilorazowego (wzér

(C.20)).

C.8 Procedury komputerowe

Ponizej zamieszczamy fragmenty programu wykorzystywanego w badaniach numerycz-
nych falkowych algorytméw identyfikacji. Zaprezentowane funkcje stanowig implementa-
cje dwéch krokéw szybkiego algorytmu ilorazowego przedstawionego w rozdziale 4.

void ObliczAlfaKn(const int N,const Pomiary *zbior)
{

double xk,yk,vk;

double arg,sqrt2K_N;

int i,nMin,indeks;

sqrt2K_N = sqrt(1 <« K)/N;

for(int k¥ = 0; k < N; k++)

{
xk = zbior[k].wejscie();
yk = zbior([k].wyjscie();
vk = xkx(1 € K);

= floor(vk);

nMin = MAX(i-(2%p-2),nmin(X,p));

for(int 1 = nMin; 1 < i; 1++)

{
arg = fi(vk-1)*ykxsqrt2K_N;
alpha[K-M] [1-nmin(K,p)] += arg;

}

}
s

Funkcja ObliczAlfaKn() (pierwszy krok algorytmu — wzory (4.50)-(4.51)) wyznacza
wspélczynniki &%, 1 = Npin (K, D) , . .., Nmax (K, p) z pomiaréw {(zx, yk)}f::l.
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void FWT()

{
double arg;
int i,nMin,indeks,znak;
for(int m = K-1; m > M; m--)

{
for(int n = nmin(m,p); n < nmax(m,p); n++)
{
for(int t = 0; t € 2%p-1; t++¥)
{
indeks = 2*n+t;
if (indeks > nmin(m+1,p) && indeks < nmax(m+1,p))
{
arg = alfa[m+1-M] [indeks-nmin(m+1,p)]*c[p] [t];
alfa[m-M] [n-nmin(m,p)] += arg;
}
}
}
for(int 1 = 1lmin(m,p); 1 < lmax(m,p); 1++)
{
for(int t = -(2%p-2); t < 1; t++)
{
indeks = 2%1+t;
if (indeks > nmin(m+1,p) && indeks < nmax(m+1,p))
{
znak = t&0x01 7 -1 : 1;
arg = alfa[m+1-M] [indeks-nmin(m+1,p)]*c[p] [1-t]*znak;
beta[m-M] [1-1min(m,p)] += arg;
}
}
}

Funkcja FWT() (drugi krok algorytmu — wzory (4.52) — opierajacy si¢ na szybkiej trans-
formacie falkowej (1.27)) wyznacza wspélczynniki &, i 7, obliczeniowych modeli em-
pirycznych Rg (z; K, H, p) dla dowolnego numeru falkowego p (por. np. [111, str. 595]).
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