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Lista najważniejszych oznaczeń
Rozdział 1 

—
—

N, Z,R —
L2(R) -

—
(z) —

Is W —

funkcja skalująca (falka-ojciec)
falka (falka-matka)
zbiory liczb naturalnych, całkowitych i rzeczywistych
przestrzeń funkcji całkowalnych z kwadratem na prostej rzeczywistej
funkcja skalująca Daubechies o numerze falkowym p
falka Daubechies o numerze falkowym p
funkcja wskaźnikowa zbioru S

Rozdział 2
Schemat zastępczy systemu:

Xk — wejście identyfikowanego systemu
yk — wyjście identyfikowanego systemu

R(-) — identyfikowana nieliniowość
f (•) — funkcja gęstości prawdopodobieństwa wejścia systemu
{A;} — odpowiedź impulsowa liniowego podsystemu dynamicznego 

£k — sygnał zakłócający pochodzący od systemu
£ (•) — nieliniowość pasożytnicza

ek — zakłócenie zewnętrzne (białe)
Zk — zakłócenie zewnętrzne (skorelowane)

{u?;} — odpowiedź impulsowa układu generującego zakłócenia Zk
Przykłady systemów:

— charakterystyki nieliniowe elementów statycznych

— odpowiedzi impulsowe liniowych elementów dynamicznych

— pobudzenie zewnętrzne (białe)

Rozdział 3
Rg(x;K, p)

G(x; K,p)

Rg^K.p}

G(x; K,p)

teoretyczny model falkowy nieliniowości R (x), 
podstawa algorytmu ilorazowego
teoretyczny model falkowy funkcji G (z) = R (x) ■ f (z) (licznik 
falkowych modeli teoretycznych Rg (z; K,p) i Rg/ (z; KiP}) 
współczynniki modelu teoretycznego G (z; K,p) 
empiryczny model falkowy nieliniowości R (z) 
otrzymywany według algorytmu ilorazowego 
empiryczny model falkowy funkcji G (z) (licznik
falkowych modeli empirycznych RG (z; K,p) i RGf (z; K,p)) 
współczynniki modelu empirycznego G{x- K,p)
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Rr

Rr {x\K, p)

RGf ^K^p)

f&K,p)

aMn> ^ml

Rg/ ^K.p}

teoretyczny model falkowy nieliniowości R (x), 
podstawa algorytmu bezpośredniego 
współczynniki modelu teoretycznego Rr (rr; K,p) 
empiryczny model falkowy nieliniowości R{x\ 
otrzymywany według algorytmu bezpośredniego 
współczynniki modelu empirycznego Rr {x\ K,p) 

teoretyczny model falkowy nieliniowości R(x),
podstawa algorytmu ilorazowego z estymacją funkcji gęstości 
wejścia systemu f (rr)
teoretyczny model falkowy funkcji gęstości wejścia systemu f (rr)
(mianownik modelu teoretycznego RGf (rr; K,p\)
współczynniki modelu teoretycznego f (rr; K,p)
empiryczny model falkowy nieliniowości R(x), otrzymywany 
według algorytmu ilorazowego z estymacją funkcji gęstości 
wejścia systemu f (rr)
empiryczny model falkowy funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) 
(mianownik modelu empirycznego RGf (rr; K,p)) 
współczynniki modelu empirycznego f (rr; K, p)

Cx [a, &] — klasa funkcji ciągłych w przedziale [u, b]
MSE — punktowy błąd średniokwadratowy
bias — składowa obciążenia błędu MSE
var — składowa wariancji błędu MSE

MISĘ — całkowy (globalny) błąd średniokwadratowy
ISB — składowa obciążenia (w kwadracie) błędu MISĘ
IV — składowa wariancji błędu MISĘ

Rozdział 4

H — parametr skali aproksymacji funkcji falkowych 
(rr; H) — aproksymacja funkcji skalującej (rr) w skali H 
(x-, H) — aproksymacja falki-matki (rr) w skali H 

— siatka binarna

Rg (x;K, H,p)

G(x-K,H,p)

Rg{x-, K, H,p)

G(x-,K,H,p)

— falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (rr)
(odpowiednik falkowego modelu teoretycznego RG (rr; K,p\)

— falkowy model obliczeniowy funkcji G (x) (odpowiednik 
falkowego modelu teoretycznego G{x\ K,p\)

— współczynniki falkowego modelu obliczeniowego G (rr; K, H,p)
— empiryczny falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (rr) 

otrzymywany według obliczeniowego algorytmu ilorazowego
— empiryczny falkowy model obliczeniowy funkcji G (rr) (licznik 

empirycznych modeli obliczeniowych RG (rr; K, H,p)
i RGf (rr; K, H,p)

— współczynniki falkowego empirycznego modelu 
obliczeniowego G {x-,K,H,p')
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Rr {x\K, H,p)

_ uMn' Pml 
Rr (x;K, H,p)

^Mn’ ^ml

RGf {x\K, H,p) 

f(x-K,H,p) 

^Mn' ^nl 
RGf (x;K, H,p)

^ml

Pg^M, K)

cg(n,k,p)

C^N,K,p)

falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (x)
(odpowiednik falkowego modelu teoretycznego Rr (ar; K,p)) 
współczynniki falkowego modelu obliczeniowego Rr (ar; K, H,p) 
empiryczny falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (ar) 
otrzymywany według obliczeniowego algorytmu bezpośredniego 
współczynniki empirycznego modelu obliczeniowego Rr (ar; K, H,p)

falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (ar)
(odpowiednik falkowego modelu teoretycznego RGf (ar; K,p\) 
falkowy model obliczeniowy funkcji gęstości wejścia systemu f (ar) 
(odpowiednik falkowego modelu teoretycznego f (ar; K, p)) 
współczynniki falkowego modelu obliczeniowego f (x\K, H,p) 
empiryczny falkowy model obliczeniowy nieliniowości R (ar) 
otrzymywany według obliczeniowego algorytmu ilorazowego 
z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu / (a?) 
empiryczny falkowy model obliczeniowy funkcji gęstości 
wejścia systemu f (ar) (mianownik empirycznego
modelu obliczeniowego RGf (m; K, H,p^
współczynniki empirycznego modelu obliczeniowego f (x-K, H,p)

liczba współczynników falkowego modelu 
obliczeniowego Rc (a;; K, H,p) 
złożoność numeryczna falkowego obliczeniowego 
algorytmu ilorazowego
złożoność numeryczna szybkiego falkowego algorytmu ilorazowego



W prowadzenie

Zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu matematycznego opisu zależności pomiędzy 
wejściem a wyjściem obiektu. Zadanie to jest determinowane przez następujące czynniki 
(por. [52], [95], [108], [127]):

• obiekt identyfikacji i informację aprioryczną o obiekcie,

• możliwości pomiarowe i dane pomiarowe zebrane w trakcie eksperymentu (informa­
cję pomiarową),

• wybraną klasę modeli obiektu, oraz

• zastosowany algorytm identyfikacji.

Obiekt identyfikacji i informacja aprioryczna. W niniejszej pracy, obiektem iden­
tyfikacji jest nieliniowa charakterystyka elementu statycznego, będącego częścią składową 
złożonego systemu dynamicznego o strukturze blokowej (systemu o strukturze zbudowanej 
z wyodrębnionych elementów (podsystemów) nieliniowych statycznych i liniowych dyna­
micznych).

Problematyka identyfikacji charakterystyk nieliniowych w tego typu systemach jest te­
matem szeregu prac (zob. np. [6], [8]-[ll], [18], [44]-[57], [61]-[63], [66]-[70], [87]-[90], [103], 
[107]-[108], [117], [124], [127]). Jej znaczenie wynika z szerokiego zakresu zastosowań sy­
stemów o strukturze blokowej, przykładowo: w sterowaniu [155], mechanice [134], biocy­
bernetyce [59], medycynie [75], [96], chemii [36], czy w przetwarzaniu sygnałów [101].

Zakładamy, że dostępna informacja aprioryczna o identyfikowanej nieliniowości jest nie­
wielka. Przyjmujemy jedynie, że nieliniowa charakterystyka jest ograniczona; natomiast od 
pozostałych elementów dynamicznych systemu wymagamy tylko aby były asymptotycznie 
stabilne.

Dane pomiarowe. Eksperyment. W pracy przyjmujemy, że identyfikacja przebiega w 
warunkach losowych, tj., że wejście złożonego systemu jest pobudzane sygnałem losowym, 
a jego wyjście podlega losowym zakłóceniom. Sytuacja taka odpowiada tzw. eksperymen­
towi biernemu i, z praktycznego punktu widzenia oznacza, że charakterystyka nieliniowa 
w systemie ma być identyfikowana w trakcie jego normalnej pracy (zob. np. [37, str. 39], 
[40, str. 306]). Ponadto, zakładamy, że posiadane pomiary pochodzą z wejścia i wyjścia 
całego systemu. Warunek ten jest istotny w wielu zastosowaniach, w których odłączenie 
(lub rozdzielenie) systemu w celu identyfikacji jego elementów jest, bądź niemożliwe (np. 
w badaniach biomedycznych [102], [120], [154], czy analizie jakości wody [29]), bądź ko­
sztowne (np. w identyfikacji charakterystyk nieliniowych kolumn destylacyjnych [19] lub 
obiektów elektrotermicznych [125]).
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Klasa modeli. Przyjęte ogólne postulaty odnośnie nieliniowości będących obiektem 
identyfikacji wymagają (w celu umożliwienia zbieżności algorytmom identyfikacji) dobra­
nia odpowiednio szerokiej klasy ich modeli (por. [44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [112]-[113], 
[116], [124]). W pracy stosujemy modele falkowe, które opierają się na szeregach ortogo­
nalnych funkcji talkowych Daubechies1. Funkcje te stanowią nową rodzinę układów orto­
gonalnych. Ich teorii poświęcone są m. in. prace [16], [26], [92], [130]-[131] i monografie 
[2], [5], [23], [27], [98], [118] i [152]. Szereg prac traktuje również o ich zastosowaniach: 
[99]-[100], [148]-[149]. Poza dziedzinami, takimi jak geologia [58], przetwarzanie sygnałów 
i obrazów [17], [24], [93], [94], [110], [118], [145], medycyna [1], [126], [146], [144], chemia 
[38]-[39], energetyka [74], czy statystyka matematyczna [3], [65], [104], pewną liczbę za­
stosowań można odnaleźć również w obszarze modelowania systemów [106]. Przykładami 
mogą być tu aplikacje odpowiednich modeli talkowych w sterowaniu samolotami woj­
skowymi [12], monitorowaniu procesów technologicznych i wykrywaniu uszkodzeń [25], 
[76]-[77], [97], [147] i w medycynie [102], [120], [154]. Natomiast zastosowaniom falek w 
identyfikacji dynamicznych systemów nieliniowych o strukturze blokowej poświęcone są 
jedynie prace [70], [82] i [108] i częściowo [124].

Przyjęcie falek Daubechies jako podstawy modeli identyfikowanych nieliniowości wynika 
z następujących przesłanek:

• Falki te stanowią bazę ortogonalną przestrzeni funkcji całkowalnych z kwadratem. 
Własność ta pozwala identyfikować z ich pomocą szeroką klasę charakterystyk nie­
liniowych.

• W odróżnieniu od innych szeregów ortogonalnych, analityczne własności algorytmów 
identyfikacji opartych o falki Daubechies nie zostały, jak dotąd, zbadane.

Algorytmy identyfikacji. Pojęcie „algorytmy identyfikacji” jest w pracy rozumiane 
dwojako:

• jako zbiór formuł prowadzących do uzyskania empirycznego modelu talkowego iden­
tyfikowanej charakterystyki nieliniowej, oraz

• jako zestaw procedur obliczeniowych, umożliwiających efektywne wyznaczenie em­
pirycznych modeli talkowych na podstawie danych pomiarowych.

Rozróżnienie to wynika ze specyficznych własności funkcji talkowych Daubechies, które 
nie są dane za pomocą jawnych wzorów, ale przy pomocy formuł rekurencyjnych. Z tej 
przyczyny, bezpośrednie zastosowanie talkowych algorytmów identyfikacji (tj. prosta im­
plementacja odpowiednich wzorów wykorzystujących falki Daubechies) nie jest możliwe i 
wymaga opracowania odpowiednich algorytmów obliczeniowych uwzględniających tę ce­
chę funkcji talkowych. Problem staje się istotny zwłaszcza przy losowym pobudzeniu we­
jścia systemu z powodu braku standardowych procedur obliczeniowych (zob. uwaga 1.2 
w rozdziale pierwszym).

:Ze względu na brak polskojęzycznych publikacji dotyczących funkcji talkowych, w pracy stosujemy 
dosłowne tłumaczenia terminów angielskich z tej dziedziny.
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Cele pracy

W pracy postawiono następujące cele:

• Sformułowanie i zbadanie własności talkowych algorytmów identyfikacji charaktery­
styk nieliniowych.

• Zaproponowanie komputerowych (obliczeniowych) algorytmów identyfikacji, opar­
tych na prostej aproksymacji funkcji talkowych i zbadanie wpływu zastosowanej 
aproksymacji falek na rezultat identyfikacji.

• Opracowanie sprawnych obliczeniowo algorytmów wyznaczania modeli talkowych.

• Przeprowadzenie badań empirycznych. Eksperymentalne zbadanie własności algo­
rytmów dla małej i umiarkowanej liczby pomiarów.

• Eksperymentalne porównanie algorytmów talkowych z algorytmami opartymi na 
szeregach trygonometrycznych.

Zagadnieniom tym poświęcone są kolejne rozdziały pracy:
Rozdział pierwszy zawiera podstawowe wiadomości dotyczące teorii falek. Rozdział 

drugi poświęcony jest przedstawieniu klasy rozpatrywanych systemów nieliniowych oraz 
ich schematu zastępczego. Podajemy w nim także przykładowe systemy z tej klasy i defi­
niujemy założenia dotyczące warunków identyfikacji.

W rozdziale trzecim prezentujemy talkowe algorytmy identyfikacji oraz odpowiadające 
im klasy empirycznych modeli talkowych charakterystyk nieliniowych. W formie twierdzeń 
i wniosków przedstawiamy warunki zbieżności modeli talkowych do identyfikowanych nie­
liniowości, zarówno w sensie lokalnym (punktowym) jak i globalnym (całkowym), średnio- 
kwadratowo i według prawdopodobieństwa. Pokazujemy wpływ regularności (gładkości) 
identyfikowanych charakterystyk, funkcji gęstości prawdopodobieństwa wejścia systemu 
oraz cech zastosowanych w modelach funkcji talkowych na szybkość zbieżności poszcze­
gólnych modeli. W szczególności pokazujemy, że w praktycznych sytuacjach, przy braku 
informacji na temat gładkości identyfikowanej charakterystyki, modele falkowe zbiegają 
do niej, w sensie całkowego błędu średniokwadratowego, z gwarantowaną szybkością rzędu 
O (W1/2).

Na treść rozdziału czwartego składają się komputerowe algorytmy identyfikacji talkowej. 
Proponujemy tam, oparte na prostych aproksymacjach funkcji talkowych, obliczeniowe we­
rsje algorytmów talkowych i pokazujemy, że (przy łatwych do spełnienia wymaganiach) 
są one asymptotycznie równoważne (pod względem warunków i szybkości zbieżności od­
powiednich modeli empirycznych) algorytmom „teoretycznym”, opartym na oryginalnych 
funkcjach talkowych.

Wyniki teoretyczne ilustrujemy i uzupełniamy w rozdziale piątym rezultatami badań 
symulacyjnych. Pokazujemy w nim zachowanie modeli talkowych przy małej i umiarkowa­
nej liczbie pomiarów, przy znanej i nieznanej funkcji gęstości wejścia systemu, dla gład­
kich i niegładkich charakterystyk, przy skorelowanych zakłóceniach oraz różnych typach 
systemów. Porównujemy także własności talkowych algorytmów z algorytmami wykorzy­
stującymi szereg trygonometryczny.

W ostatnim rozdziale podsumowujemy uzyskane wyniki oraz przedstawiamy, naszym 
zdaniem ważne, poznawczo i praktycznie, zagadnienia otwarte, wymagające dalszych ba­
dań.



Rozdział 1

Fałkowa analiza wielorozdzielcza

W rozdziale przedstawiamy elementy teorii falek wybrane pod kątem ich zastosowania w 
talkowych algorytmach identyfikacji.

W teorii falek podstawową rolę odgrywa para funkcji falkowych: p (z), nazywana falką- 
ojcem (ang. father wauelet) lub funkcją skalującą (ang. scaling function) oraz -0 (z), zwana 
falką-matką (ang. mother wauelet) ([27], [93], [98], [118] i [152]).

Przesunięcia (translacje) funkcji skalującej ę?(z), tj. <pn (z) =f ę? (z — n), n G Z, gene­
rują bazę ortonormalną przestrzeni ko będącej podprzestrzenią przestrzeni L2 (R) funkcji 
całkowalnych z kwadratem

ko = span {<p (z — n), n G Z} C L2 (R)

Translacje jej skalowanych wersji

pmn^d^2^p^x-n) (1.1)

stanowią natomiast bazy ortonormalne podprzestrzeni Vm G L2 (R)

Kn = span {pmn (z), n G Z} , m G Z

formujących analizę wielorozdzielczą (ang. multiresolution analysis) przestrzeni L2(R), 
tj. łańcuch zagnieżdżonych podprzestrzeni

• • • Ki C ko G C • • • C K-i C Vm C Vm+1 • • • C L2 (R) (1.2)

o następujących własnościach

Q vm = {0} oraz |J Vm = L2 (R) (1.3)
mGZ m€Z

Z (1.2) i (1.3) wynika zatem, że dowolna funkcja całkowalna z kwadratem jest, w kolej­
nych podprzestrzeniach Vm (tj. ze wzrostem skali m), aproksymowana z rosnącą dokład­
nością (rozdzielczością).

Falkami nazywamy skalowane przesunięcia pojedynczej falki-matki 0 (z)

0mZ (z) = 2^0 (2mz -1), l,meZ (1.4)

10
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Podstawową cechą falek jest następująca własność 

^mi^dx = 0 (1.5)

Falki tworzą bazy ortonormalne wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeni Wm C L2 (R) 

Wm = span {ipml (x) ,1 E Z} ,m E Z

stanowiących podstawę falkowej dekompozycji przestrzeni L2 (R)
oo

L2(R)= 0 Wm (1.6)
m=—oo

Podprzestrzenie Wm są ortogonalnymi dopełnieniami podprzestrzeni Vm w łańcuchu 
(1.2) i zawierają elementy Vm+i leżące poza Vm

Un ® hm — Vm+1 (1.7)

Powyższy związek jest podstawą równoważnej z (1.6) dekompozycji L2 (R) złożonej z 
podprzestrzeni typu V i W

OO

L2 (R) = VM © Wm, 
m=M

M e z (1-8)

W oparciu o tę dekompozycję, dowolną podprzestrzeń VK, K E Z, można przedstawić za 
pomocą następującej sumy jej podprzestrzeni

K—l

VK = VM^ Wm, 
m=M

K^M (1-9)

1.1 Rodzina funkcji falkowych Daubechies

Funkcje falkowe Daubechies (z) i (z) stanowią rodzinę funkcji falkowych o zwar­
tym nośniku. Ich własności zależą od liczby naturalnej p zwanej indeksem (numerem) 
falkowym.

Uwaga 1.1 Najprostszym (i chronologicznie pierwszym, zob. [60]) ich przykładem są 
funkcje o indeksie p — 1, zwane funkcjami Haara. Funkcja skalująca p1 i falka-matka 
Haara "01 (z) dane są (jako jedyne w rodzinie funkcji Daubechies) prostymi wzorami (por. 
Rys. 1.1)

ę?1 (x) = I[0,i) (z) oraz (z) = 1^ (x) - 1^ ^ (x) (1.10)

gdzie Is (x) jest funkcją wskaźnikową zbioru S

1 x E S
0 x £ S
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1,5 n

05

-1,5 J

Rys. 1.1 Funkcja skalująca 7?1 (x) i falka Haara i/F (x)

Własności funkcji falkowych Daubechies. Przedstawimy teraz własności funkcji 
falkowych wykorzystane w dalszej części pracy podczas konstruowania i analizy propono­
wanych algorytmów identyfikacji i modeli falkowych:

• Zwarty nośnik. Funkcje falkowe Daubechies mają zwarte nośniki o długości 2p — 1

supp 7/ (z) = [0, 2p — 1) oraz suppjF {x) = [1 — p, p)

a ich skalowane translacje nośniki o długościach ^1 (pOr. (u) i (1.4))

, . f n n + (2p-l)\ FZ-l-(l-p) l+p\
suPP<^n(z) = Firn’------ --------- oraz suppCz(z) = -----

/ z z /
(1-11)

• Znikające momenty. Falki Daubechies iJF (z) posiadają p znikających momentów

f xk ■ i/F (x) dx = f xk • (z) dx = 0, k = 0, . ,.,p-l (1-12)
J R J1 — p

• Brak jawnych wzorów. Oprócz przypadku, gdy p = 1, funkcje falkowe Daubechies 
nie mają jawnej postaci ale stanowią granice procedur rekurencyjnych (zob. np. [26]- 
[27]). W pracy [130, str. 616] podano przykładowy sposób konstrukcji tych funkcji

2p—1 i
(*) = ^2 52 C^r-1) (2* - Ą oraz = ^2 52 C1-^r-i) (2* - Z)

<=o t=-2(p-l)

(1-13) 
gdzie

^o) = J[0,l) (z)

We wzorach (1.13), {ct}^1 jest zbiorem współczynników Daubechies, specyficznym 
dla każdej rodziny funkcji 7^ (a;) i (z) (zob. np. [27]).
W Dodatku C.5, str. 137, przedstawiliśmy jedną z metod wyznaczania tych 
współczynników, a w znajdujących się tam tabelach C.1-C.2, zestawiliśmy ich 
wartości dla numerów falkowych p = 2,... 6.
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Uwaga 1.2 Przedstawiona w (1.13) metoda konstrukcji funkcji folkowych Daubechies nie 
pozwala (dla skończonych r) wyznaczyć wartości funkcji folkowych tpP (x) i fP (z). Istnie­
jące (osobne) procedury służące do ich wyznaczania działają poprawnie jedynie w punktach 
leżących na siatce binarnej (tj. w punktach o postaci n/Zf gdzie n,q e Z,q < oo) (przy­
kład takiej procedury, pochodzącej z pracy [131], przedstawiamy w Dodatku A.3, str. 115)

I , Rys. 1.2 Funkcja skalująca Daubechies <p2 (a;) oraz odpowiadająca jej falka -02 (z)

rfj
“^Skalowane i przesuwane funkcje falkowe Daubechies gP (x) i jP (z) (por. (1.1) i (1.4))

^rn.n^ = ^Fp^mx-n) oraz C((r) = 2^p(2mr-/) (1.14)

generują, dla każdego p, własne przestrzenie i W^, a zatem też, odmienne dla każdej 
z rodzin, analizy wielorozdzielcze (por. (1.2))

Cl7c---CVX_1C^C^łl---C£2(R) (1.15)

i, odpowiadające im, falkowe dekompozycje przestrzeni L2 (R) (por. (1.8))
oo

L2(R) = V£®W^ (1.16)
m—M

1.2 Aproksymacja falkowa

Niech F (z) będzie dowolną funkcją całkowalną z kwadratem, F (z) 6 L2 (R). Jej rozwi­
nięcie w szereg falkowy, odpowiadający dekompozycji (1.16) ma postać

OO . oo oo

r W = E “UA. W + E E W (1.17)

gdzie oPMn i PPml są współczynnikami Fouriera tej funkcji, zwanymi również jej współczyn­
nikami folkowymi (ang. wauelet coefficients), o postaciach (por. (1.11))

^Mn= F (z) dx oraz 0pml= F(x)i/Pmldx (1.18)
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Rzut ortogonalny (najlepsza aproksymacja) funkcji F (x) w wybranej przestrzeni V%, 
K 6 Z, K M, jest dany następująco (por. (1.9))

oo K—1 oo

K,p) — E E ttW (1-19)

Pierwszy składnik F (rr; K,p) można traktować jako wstępne (zgrubne) przybliżenie funk­
cji F (x), uzupełnione (w drugim ze składników) o szczegóły funkcji F (x) zawarte w prze­
strzeniach W^, m = M,... ,K — 1. Na mocy twierdzenia Parsevala, błąd tej aproksymacji, 
w metryce przestrzeni L2 (R) wynosi

ISEF^^p) = \\F{x)-F{x-,K,p)\\22= [ [F{x)-F{x-K,p)]2dx = 
Jr 

oo oo oo

= E + E E W2+
n=—oo m—Ml=—oo

(oo K—l oo \

E + E E =
n=—oo m=Ml=-oo /

oo oo

= E E co2 (i-2°)
m=K l=—oo

jest więc równy sumie kwadratów współczynników falkowych (3^ funkcji F (z), niewyko­
rzystanych w aproksymacji F (z; K,p).

Asymptotycznie (dla K dążących do nieskończoności) otrzymujemy, dla dowolnego in­
deksu falkowego p, dokładną (w sensie błędu (1.20)) reprezentację funkcji F (x), a zatem:

ISEE(z; K,p) -> 0, gdy K -► oo (1-21)

Przestrzenie noszą nazwę przestrzeni aproksymacji (ang. approximation spaces lub 
resolution spaces), natomiast często nazywane są przestrzeniami detali {szczegółów) 
(ang. detail spaces).

Aproksymacja falkowa w skończonym przedziale. Załóżmy teraz, że funkcja F (x) 
znika poza pewnym skończonym przedziałem S = [u, b], (zob. przykład na Rys. 1.3).

Zauważmy, że współczynniki falkowe c^Mn i odpowiadające funkcjom falkowym
(x) i (x) których nośniki leżą poza przedziałem S są równe zero, dzięki czemu 

szereg falkowy funkcji F (z) redukuje się do postaci (por. (1-17))

7^max(-^łP) OO ^max(^l,p)

F& = £ W + E E
n=nmin(M,p) m=M

(1-22)

zawierającej w każdej skali m skończoną liczbę wyrazów. Granice sumowań nmin (M,p),
nmax (M,p), Zmjn (m,p), Zmax (m, p) wyznaczane są z następujących warunków

n+ (2p- 1) 
2^ oraz

l Ep
2m > 0

IŁ^-P) < h

2m

(1-23)
n 
2^
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i wynoszą

^min (M,p) = [2Maj - 2p + 2 Zmin (m,p) — |_2maJ - p 4-1
oraz (1-24)

nmax (M,p) = [2M&1 - 1 Zmax (m,p) = |'2m5] + p - 2

gdzie |_rrj oznacza największą (najmniejszą) liczbę całkowitą nie większą (nie mniej­
szą) niż x (zob. [42, str. 87] i Dodatek A.l, str. 114).

Rys. 1.3 W rozwinięciu falkowym funkcji F (z) znikającej poza przedziałem S = [a, b] występują 
jedynie funkcje falkowe <^n (sO i (^), m M, których nośniki (przedstawione w postaci 
szarych prostokątów) przecinają się z tym przedziałem. Rysunek odpowiada sytuacji, gdy numer 
falkowy p = 2 (zauważmy, że nośniki poszczególnych funkcji falkowych w tej samej skali nachodzą 
na siebie)

W konsekwencji, aproksymacje funkcji F (af) w przestrzeniach V&, K M, przyjmują 
postać (por. (1.19))

nmax(M,p) K-l

f(x,k,p)= £
n=nmin (M,p) m-M l=lmin {m^

(1-25)

i zawierają, dla dowolnych skończonych skal M i K, skończoną liczbę współczynników 
c^Mn i 13^. Aproksymacje (1.25) stanowią podstawę do skonstruowania falkowych modeli 
teoretycznych w prezentowanych w pracy falkowych algorytmach identyfikacji.

1.3 Szybka transformata falkowa FWT

Pomiędzy funkcjami skalującymi a falkami Daubechies o tym samym numerze falkowym 
p zachodzą następujące relacje (por. (1.13))

2p—1
yF (z) = ^2 ^2 DF? (2z — t) 

t=o

i

oraz (z) — a/2 ^2 {-I)1 c^yF (2x - t) (1.26)
t=-2(p-l)
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które stanowią podstawę, zaproponowanego w pracy [92], algorytmu tzw. szybkiej 
transformaty falkowej (ang. fast wavelet transform (FWT)) służącego do wyznaczania 
współczynników fajkowych i (3^. Algorytm ten oblicza współczynniki falkowe w 
skali m na podstawie współczynników z wyższej skali m + 1 za pomocą wzorów

2p—1 i

°^mn ctO^i+lt2n+t Oraz {3ml ( — 1) (1-27)
t=0 t=—2(p—1)

Zwróćmy uwagę na następujące własności tego algorytmu, w odniesieniu do zadania wy­
znaczania współczynników falkowych w aproksymacjach (1.25):

• Algorytm nie definiuje sposobu wyznaczania współczynników początkowych 
(zob. np. dyskusję na ten temat w pracy [28]).

• Jego złożoność obliczeniowa jest funkcją liniową względem liczby współczynników 
o^Kn^ (por- np. [92], [131])-



Rozdział 2

Nieliniowe systemy o strukturze 
blokowej

Proponowane i badane w pracy algorytmy służą do identyfikacji nieliniowej charaktery­
styki elementu statycznego, będącego częścią złożonego systemu o strukturze blokowej. 
Systemy z rozważanej klasy zawierają zarówno statyczne elementy nieliniowe jak i liniowe 
elementy dynamiczne.

W literaturze można znaleźć szereg prac poświęconych identyfikacji tego typu systemów. 
W odniesieniu do zagadnienia identyfikacji charakterystyk nieliniowych, w wielu pracach 
na ten temat (np. [6], [8]-[ll], [18], [62]-[63], [87]-[90], [103], [117], [127]) autorzy rozwa­
żają systemy, w których identyfikowana charakterystyka należy do znanej klasy funkcji o 
skończonej liczbie parametrów. Z tego punktu widzenia, znacznie szerszą klasę systemów, 
badano w pracach ([44]-[57], [70], [86], [107]-[108], [124]), w których o charakterystyce 
zakładano jedynie, że jest ograniczona lub całkowalna z kwadratem.

2.1 Zastosowania praktyczne

Jak wspomniano we wprowadzeniu, inspirację dla rozwoju badań nad identyfikacją syste­
mów o strukturze blokowej stanowi stale rosnący obszar dziedzin, w jakich pojawiają się 
ich zastosowania. Oprócz zastosowań w sterowaniu (zob. np. [125] i [155]), szereg aplikacji 
pojawiło się także w medycynie [96], biocybernetyce [59], [75] i chemii [36]. Kolejnymi przy­
kładami mogą być: praca [143], w której przedstawiono zastosowania systemów o struktu­
rze blokowej do opisu pojedynczych komórek nerwowych (neuronów) oraz ich części (m. 
in. synaps, zob. Rys. 2.5), jak również komórek receptorowych zmysłu słuchu; czy też prace 
[78], [83], [105], w których systemy Hammersteina są wykorzystywane w dynamicznych 
sztucznych sieciach neuronowych. Omawiane systemy stanowią również podstawę modeli 
urządzeń stosowanych w przemyśle spożywczym (np. kolumn rektyfikacyjnych, zob. np. 
[19]). Należy także odnotować ich zastosowania w przetwarzaniu sygnałów [54], [55] i [101].

17
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2.2 System zastępczy. Warunki identyfikacji

18

Klasę rozważanych w pracy nieliniowych systemów dynamicznych o strukturze blokowej 
(Rys. 2.1) można opisać za pomocą ogólnego równania zastępczego (por. [108])

yk = R M + £ (xk-i,xk_2, • • •) + zk (2.1)

W równaniu tym wyodrębniamy identyfikowaną nieliniowość R(x), natomiast pozostałą 
część systemu traktujemy jako źródło zakłóceń {^k = £ (xk^, xk_2, • • •)} (por. np. [48]), 
oddziałujące wraz z zakłóceniami pomiarowymi {zk} na jej wyjście. Szczegółowa postać 
zakłóceń {£fc} zależy od struktury identyfikowanego systemu, w ogólności jednakże, przy 
losowym pobudzeniu, stanowią one ciąg skorelowanych zmiennych losowych.

Rys. 2.1 Schemat zastępczy klasy nieliniowych systemów dynamicznych o strukturze blokowej

Algorytmy proponowane w niniejszej pracy identyfikują nieliniowość R (z) na podsta­
wie dostępnego zbioru pomiarów wejścia-wyjścia systemu {{xk,yk)}k^- Pokażemy, że z 
tego powodu identyfikowana nieliniowość R(x) z Rys. 2.1 (wzór (2.1)) jest, w ogólności, 
przesuniętą i przeskalowaną wersją oryginalnych charakterystyk elementów nieliniowych 
w tych systemach.

O systemie i warunkach identyfikacji przyjmujemy w pracy następujące założenia:

Zl. Wejście systemu jest pobudzane ciągiem niezależnych zmiennych losowych {xk}keZ o 
jednakowym rozkładzie. Funkcja gęstości prawdopodobieństwa wejścia f (z) istnieje 
oraz jest dodatnia i ograniczona dla wszystkich x należących do pewnego przedziału 
S = [a, b] i równa 0 poza nim:

0 < 5 < f (z) < Mf < oo, x e S

dla pewnych, nieznanych 6, Mf > 0.

Z2. Nieliniowość R (z) jest ograniczona dla x z przedziału S — [a, b]

l-R Wl < Mr < oo,

(2.2)

(2-3)x g S

Z3. Sygnał {^}fceZ, pochodzący od systemu, można przedstawić za pomocą ogólnej 
formuły

OO

= ww (2-4)
i=i

gdzie £ (z) jest nieliniowością pasożytniczą, będącą (nieznaną) funkcją, ograniczoną 
dla każdego x e S = [a, b]

KWI < Mc < oo, x G S
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i dla której zachodzi EC (^i) = 0. Ciąg {Aj} jest (również nieznaną) odpowiedzią 
impulsową liniowego układu dynamicznego, o którym zakładamy, że jest asympto­
tycznie stabilny, 22°^ |A;| < oo. Odpowiednie przykłady podane są w punkcie 2.3.

Z4. Zakłócenie pomiarowe {zk}keZ stanowi wyjście nieznanego elementu (podsystemu) 
dynamicznego, o odpowiedzi impulsowej {uą}°20, asymptotycznie stabilnego, 

< oo i pobudzanego białym szumem {£k}kez 0 zerowej wartości 
oczekiwanej, E^i = 0, i skończonej wariancji, varsą < oo

OO

Zk = ^i^k—i 
i=0

Z5. Procesy {xk} i {Efc}, a zatem też {zfc} i {zk}, są wzajemnie niezależne.

Z6. Sygnały interakcyjne łączące poszczególne elementy systemu, podobnie jak zakłóce­
nia {Źk} i {2fc}> są niedostępne dla pomiaru.

Przy tak sformułowanych założeniach ogólne równanie zastępcze (2.1) przyjmuje postać
OO oo

Vk — R (j'k) d" Aj£ (xk—i) d- ^i£k—i (2-5)
i=l i=0

Zwróćmy uwagę, że przedstawione powyżej założenia stawiają niewielkie wymagania 
co do zakresu wstępnej wiedzy o charakterystykach poszczególnych elementów systemu. 
Założenie Z2 obejmuje praktycznie dowolną charakterystykę, jaką można spotkać w za­
stosowaniach, a wraz z założeniami Z1 i Z4, dotyczy sytuacji, w których identyfikacja ma 
miejsce:

• podczas normalnej pracy systemu w stanie ustalonym (w trakcie tzw. eksperymentu 
biernego'),

• w warunkach losowych, tj. przy losowym pobudzeniu wejść systemu i losowym cha­
rakterze (niemierzalnych) zakłóceń pomiarowych działających na jego wyjście,

• przy pomocy urządzeń o ograniczonym zakresie pomiarowym (np. woltomierze, 
światłomierze, termometry).

Podobnie ogólny charakter ma założenie Z3, które dotyczy dynamicznej części identy­
fikowanego systemu i nakłada tylko wymaganie, aby była ona asymptotycznie stabilna.

Uwaga 2.3 Przy założeniach Z1-Z5, xk, £k, zk i, w konsekwencji także yk, są stacjo­
narnymi (w szerszym sensie) procesami losowymi drugiego rzędu, tj. dla każdego z nich 
istnieje stała wartość średnia, ograniczona wariancja oraz funkcja autokowariancji zależna 
tylko od odległości w czasie pomiędzy poszczególnymi realizacjami każdego z procesów (zob. 
np. [153, str. 6j] i por. [108, str. 9f8[).

2.3 Przykłady systemów o strukturze blokowej

Przedstawimy teraz przykładowe systemy o strukturze blokowej i dla każdego z nich wy­
znaczymy postać równania zastępczego (2.5) oraz warunki potrzebne do spełnienia założeń 
Z2-Z3. W sposób szczególny zbadamy związki pomiędzy nieliniowością R (x) a charakte­
rystykami nieliniowymi elementów statycznych tych systemów.
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2.3.1 System statyczny

Jest to najprostszy z systemów (Rys. 2.2) należących do rozważanej klasy, w którym 
= 0. Dla tego systemu równanie zastępcze (2.5) redukuje się do postaci

oo

=/z (xfc) + ^2 (2.6)
i=0

i nieliniowość R (E) w systemie zastępczym jest równa charakterystyce n (z).

Rys. 2.2 System statyczny

2.3.2 System Hammersteina

W przedstawionych systemach Hammersteina (Rys. 2.3) nieliniowy' element statyczny o 
charakterystyce /j, (z) łączy się w kaskadę z liniowym elementem dynamicznym o odpo­
wiedzi impulsowej {Ai}°20.

Rys. 2.3 System Hammersteina: a) z zakłóceniami na wyjściu systemu, b) z zakłóceniami na 
wyjściu elementu nieliniowego

System z Rys. 2.3a można opisać za pomocą poniższego równania (por. (2.6))
OO oo

IJk = / ^k—i) “H ^i^k—i

i=Q i=0

z którego, po przekształceniu do postaci
oo oo oo

yk = A0/z(zfc) + Em(^i) Aj + - E M (xi)] + ^UiSk-i (2.7)
i=l i=l i=0

otrzymujemy w równaniu zastępczym (2.5), że

R (z) = Ao/U (a?) + s oraz Q (z) = /j, (z) — E^ (aą), gdzie s — Ep, (zi) ^2 A; (2.8) 
i=i
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Aby system spełniał założenia Z2-Z3 potrzeba zatem, aby |/z(x)| < oo, dla x G S,|Aq| < 
oo oraz M

W wersji systemu z Rys. 2.3b na wyjście elementu nieliniowego /z (a?) działają skorelo­
wane zakłócenia zewnętrzne z'k = Otrzymujemy teraz, że

OO oo

yk — A^/z (xk—i) + X{Zk_i
1=0 i=0

skąd, po przekształceniach, mamy (por. (2.7))
oo oo oo oo

yk = Xop (xk) + E /z (^i) Ai + Ai (%k-i) - E/z (zi)] + Xiyjek^p+j')
i=l i=l i=0 j=0

a zatem, podobnie jak poprzednio (por. (2.8)), dostajemy, że
OO

R (rr) = Ao/z (z) + s oraz £(z) =/z(z) — EmC^i) , gdzie s = E/z (rej A, (2.9) 
1=1

Zakłócenia zewnętrzne zk przyjmują natomiast postać (por. założenie Z4)
oo i

zk = ^2<Xi£k-i, gdzie Wi = ^i-j

i=0 j=0

W stosunku do wymagań stawianych systemowi Hammersteina z Rys. 2.3a, zakładamy 
dodatkowo, że element dynamiczny z odpowiedzią {z^} jest asymptotycznie stabilny, tj., 
że E~o N <

Uwaga 2.4 Ze wzorów (2.8) oraz (2.9) wynika, że dla systemów Hammersteina nielinio­
wość R(x) w równaniu zastępczym (2.5) nie jest równa charakterystyce elementu statycz­
nego p(x), ale stanowi jej skalowaną i przesuniętą wersję

R(x) = Xop(x) + s (2.10)

gdzie parametr Ao i przesunięcie s są stałymi zależnymi od systemu. Taka relacja pomiędzy 
prawdziwą charakterystyką p (x) a identyfikowaną nieliniowością R (x) jest konsekwencją 
złożonej struktury systemu i przyjętych w założeniu Z6 ograniczeń pomiarowych. Tożsa­
mość R(x) = p (x) zachodzi tylko w szczególnych wypadkach, gdy Ao = 1 oraz np. gdy 
charakterystyka p (x) i funkcja gęstości wejścia f (x) są, odpowiednio, nieparzyste i syme­
tryczne względem środka przedziału S (wówczas Ep (xf) = 0, a stąd s — 0/

2.3.3 System równoległy

W poniższym przykładzie, system stanowi połączenie równoległe nieliniowego elementu 
statycznego z dynamicznym podsystemem liniowym (Rys. 2.4)

Jego równanie ma postać (por. (2.6) i (2.7))
OO oo

yk = p(^k) H" XjXk—j 4“ ^j£k—i (2-11)
i=0 i=0
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Rys. 2.4 Przykład systemu o strukturze równoległej

Zakładając teraz, że Aq = 0 (tj. że podsystem dynamiczny wnosi opóźnienie) otrzymujemy, 
że

oc oo

Uk = M N^k-i + ^Ji£k-i =
ż=l 2=0

oo oo oc

= //(z*) +Exi Aj + Ai (xk-i - Eli) + ^Uićk-i

t=l ?=1 2=0

W rezultacie, w równaniu (2.5) nieliniowości R{x) i £ (z) są dane następująco (por. (2.8))
OC

R (z) = /z (z) + s oraz £ (z) = z — E (zj , gdzie s = E Zi V) A;
i=l

(2.12)

Dla spełnienia założeń Z2-Z3 należy przyjąć, że (z)j < oodlaz € S oraz |At| < oc. 
Natomiast warunek |£ (z)| < oc jest spełniony na mocy założenia Z1 (tj. zerowania się 
funkcji gęstości wejścia f (z) poza przedziałem S).

Rys. 2.5 Dynamiczne systemy nieliniowe o strukturze równoległej stosowane są przy modelo­
waniu powierzchni komórek nerwowych [143, str. 94]

Uwaga 2.5 Nieliniowość R(x) jest równa charakterystyce fi{x) jedynie w szczególnych 
przypadkach, gdy s = 0 (np. jeśli Ezi = 0 lub A; = 0). W przypadku gdy Aq 0 {tj. 
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gdy w podsystemie dynamicznym nie występuje opóźnienie), zależność (2.11) komplikuje 
się i przybiera postać

co oo cc

yk = p(xk) + Aozfc + Exi 5? + 52 ~ + 52 ^k-i
2=1 2=1 2=0

Wtedy, nawet jeśli s = 0, to nieliniowość R (z) pozostaje zniekształcona w stosunku do 
charakterystyki p (z) przez liniowy składnik Aqz

R (z) = p (z) + Aqz

W sytuacji, gdy Ao = 1, można w celu identyfikacji p(x) skorzystać z faktu, że p(x) = 
R (z) — z.

2.3.4 System szeregowo-równoległy

Jest to system z Rys. 2.6, będący uogólnieniem systemów przedstawionych poprzednio.

Rys. 2.6 Przykład systemu szeregowo-równoległego z dwoma elementami nieliniowymi o cha­
rakterystykach k (z) i 6 (z)

Liniowe podsystemy dynamiczne w obu gałęziach mają odpowiedzi impulsowe, odpowie­
dnio, {ryj i {tf,} i zakładamy, że w gałęzi górnej występuje opóźnienie, tj. do = 0. Wyjście 
takiego systemu można opisać następującym równaniem (por. (2.6), (2.7) i (2.11))

oc OO

yk = 770k(za:)+ E«(zi) ^th + E^Zi)^^
2=1 2=1

CC OO

+ 52 - E«(zi)] +Ji (9(xk-i) - E^(zi)]} + (2.13)
i=l i=0

Nieliniowość R(z) w równaniu zastępczym (2.5) ma teraz postać (por. (2.8) i (2.12))

R (z) = (z) + s,
00 00

s = Ek(ii) ^2^ + E# (zi)52^
t=l i=l

(2-14)

Jeśli zachodzi odwrotna sytuacja (opóźnienie istnieje w gałęzi dolnej, tj. p0 = 0 oraz 
do fi 0), to wówczas

R (z) = Jod (z) 4- s



ROZDZIAŁ 2. NIELINIOWE SYSTEMY O STRUKTURZE BLOKOWEJ 24

Gdy równocześnie % / 0 oraz ^0 7^ 0, to nieliniowość R(x) jest równa ważonej i przesu­
niętej sumie obu charakterystyk nieliniowych

R (z) = t/ok (x) + (z) + s

Aby przedstawić zakłócenia {£fc} w postaci jak w założeniu Z3, skorzystamy z następującej 
notacji wektorowej (zob. [108])

CW = [k(x)-Ek(x1),0(x)-ES(x1)]

dzięki której otrzymujemy, że
00

^ = 52^^-) (2-15)
2=1

Z (2.14) i (2.15) wynika, że założenia Z2-Z3 są spełnione, gdy \k (rr)|, |0 (rr)| < 00 dla 
x eS oraz l^ol, N < 00 i ESi 1^1 , E^i 1^1 <

2.3.5 System o wielu wejściach (MISO)

Założenie Z4 dotyczące zakłóceń zewnętrznych jest natury ogólnej. Nie formułuje się w 
nim ścisłych wymagań co do struktury korelacyjnej zewnętrznych zakłóceń (która może 
być dowolna), żądając jedynie aby zewnętrzny sygnał zakłócający Zk był (podobnie jak za­
kłócenie £fc) stacjonarnym procesem o zerowej wartości oczekiwanej i skończonej wariancji, 
opisanym jak w Z4. Warunki te są spełniane przez typowe rodzaje zakłóceń:

• Zakłócenia nieskorelowane (szum biały), dla których Zk = Ek-

• Zakłócenia skorelowane (szum kolorowy), będące wyjściem asymptotycznie stabil­
nych elementów dynamicznych, pobudzanych przez stacjonarny biały szum

O szumie {s*,} zakłada się jedynie, że E^i = 0 oraz yareą < 00 (por. Z4).
Wobec dużej dowolności rozkładu Zk, równanie (2.5) może zatem posłużyć do opisu sy­

stemów o wielu stochastycznie niezależnych wejściach (systemów addytywnych względem 
swoich wejść - zob. np. [114, str. 170])

Rys. 2.7 System równoległy z dwoma niezależnymi wejściami

Przykład takiego systemu przedstawiony jest na Rys. 2.7. Przyjmując w nim, że wejścia 
€k i Zk są stacjonarne i od siebie stochastycznie niezależne, górną gałąź systemu można 
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uznać za źródło skorelowanego zakłócenia, działającego na wyjście systemu Hammersteina 
w dolnej gałęzi. Równanie całego systemu jest teraz następujące (por. np. (2.7))

oo oo

yk = 52 (Xk~^ + 52
i=0 i=0

Przekształcając je do postaci równania zastępczego (2.5)

OO oo

yk = AqM M + E M (zi) 52 + E19 52
2=1 2=0

OO oo

+ 52 Ma* (xk-i) - e m (^i)] + 52 (^-0 ~ E (ei)l
2=1 2=0

otrzymujemy, że
OO oo

RtE) = Aom(z) + s, s = (^i) 52Aj + E# (fu) 52
i=l i=0

= mW - em(^i) , Sk = - E0(ei)
Przyjmujemy tu, że |m(^)| < 00 dla z 6 S, var#(ei) < oo, oraz że oba elementy dyna­
miczne są asymptotycznie stabilne, |Ao| < oo, |A,| < oo i |wj| < oo.

Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale klasa systemów nieliniowych obejmuje systemy o strukturze 
blokowej, w której można wyodrębnić element statyczny o charakterystyce nieliniowej, i 
w których nie występuje sprzężenie zwrotne od wyjścia systemu.

Ze względu na złożoną strukturę systemów oraz przyjęte ograniczenia pomiarowe (za­
łożenie Z6) obiektem identyfikacji nie jest oryginalna charakterystyka elementu statycz­
nego, ale ogólnie nieliniowość R (x) stanowiąca jej przesuniętą i przeskalowaną wersję. Ze 
względu na szeroki obszar, w jakim rozważana klasa systemów znajduje swoje zastosowa­
nia (zob. przykłady w punkcie 2.1), ważna wydaje się być jednakże możliwość identyfikacji 
nawet przybliżonych w powyższym sensie charakterystyk nieliniowych systemów, za to w 
warunkach bardzo małej wiedzy wstępnej, zarówno o własnościach samych charakterystyk 
jak i pozostałych elementów systemu oraz przy ograniczonych możliwościach pomiarów w 
systemie (por. [45]). Przyjęte przez nas założenia Z1-Z6 odpowiadają takim wymaganiom.



Rozdział 3

Falkowe algorytmy identyfikacji

W rozdziale prezentujemy i badamy falkowe- algorytmy identyfikacji nieliniowości R (z) 
w systemie zastępczym przedstawionym na Rys. 2.1 w rozdziale drugim. Proponowane 
algorytmy prowadzą do wyznaczenia empirycznych modeli talkowych, opartych o falkowe 
aproksymacje identyfikowanych nieliniowości (por. wzór (1.25) w punkcie 1.2). Algorytmy 
te mogą znaleźć zastosowanie przede wszystkim w sytuacjach, gdy wiedza wstępna na te­
mat identyfikowanej nieliniowości jest niewielka (gdy np. wiadomo jedynie, że nieliniowość 
jest ograniczona) (por. też np. [43]-[57], [70], [86], [107]-[108], [U2]-[U3], [116], [124]).

Stosowane często w takich wypadkach tradycyjne algorytmy identyfikacji wykorzystu­
jące modele będące wielomianami o arbitralnie przyjętym stopniu (zob. np. [8]-[9], [87], 
[103] czy też [127]) w naturalny sposób ograniczają klasę nieliniowości, dla której mogą 
zbiegać, do zbioru charakterystyk wielomianowych stopnia nie wyższego niż wybrany. 
Natomiast przedstawiane algorytmy falkowe (podobnie jak i inne algorytmy identyfikacji, 
wykorzystujące modele oparte na szeregach ortogonalnych) pozwalają (asymptotycznie) 
odkryć dowolne - w praktyce - nieliniowości, znacząco poszerzając klasę możliwych do 
identyfikacji charakterystyk, a tym samym, dziedzinę potencjalnych zastosowań.

Własności asymptotyczne (warunki i szybkość zbieżności) algorytmów ortogonalnych 
badano dotąd m.in. dla szeregów Fouriera [44], [50], [56], [86], Hermite’a [44], [50], [55], 
Laguerre’a [46], Legendre’a [54] i Czebyszewa [112].

W pracy [44] zauważono, że asymptotyczne własności algorytmów ortogonalnych, uzy­
skane wcześniej dla systemów statycznych w [50], nie ulegają zmianie, gdy identyfikowana 
nieliniowość (jej wersja) jest charakterystyką statycznego elementu nieliniowego w syste­
mie Hammersteina, a w pracy [108] uogólniono tę obserwację na szerszą klasę złożonych 
systemów o strukturze blokowej (obejmującą, oprócz wspomnianego wyżej systemu Ham­
mersteina, również prezentowane w rozdziale drugim systemy równoległe i o strukturze 
mieszanej).

Algorytmy falkowe z funkcjami falkowymi Haara badano w pracach [70] i [108]. W ni­
niejszej pracy, algorytmy identyfikacji wykorzystują dowolne funkcje falkowe Daubechies, 
podobnie jak wcześniej w [49], [71]-[72] i [109], jednak w zastosowaniu do innych algoryt­
mów. Rozpatruje się trzy typy algorytmów i wynikające z nich klasy empirycznych modeli 
falkowych. Dwa z nich (algorytm ilorazowy i algorytm bezpośredni) znajdują zastosowa­
nie w sytuacjach, w których funkcja gęstości wejścia systemu jest znana, trzeci (algorytm 

26
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ilorazowy z estymacją funkcji gęstości wejścia) dotyczy przypadku, gdy tej funkcji nie 
znamy.

A. Znana gęstość prawdopodobień­
stwa wejścia systemu

3.1 Algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. W przypadku znanej funkcji gęstości prawdopodobieństwa 
wejścia f (z) klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowości R (z), stanowiąca pod­
stawę do skonstruowania algorytmu identyfikacji, składa się z modeli opartych o zapropo­
nowaną w pracy [50] faktoryzację nieliniowości R (x)

Modele z tej klasy (otrzymywane dla różnych p) dane są następującym ilorazem

(3-2) 
f (z)

w którym G (z; K,p) (dla danego K i p) jest teoretycznym modelem falkowym (aproksy­
macją) funkcji G (x) (por. wzór (1.25) w punkcie 1.2)

gdzie G (z) = R (x) • f (x) (3.1)

^max(-^)P) K—1 ^max(^łP)

G{x-,K,p}=
n=nmin{M,p') m=M

(3-3)

o współczynnikach i równych współczynnikom jej rozwinięcia w szereg falkowy 
(por. wzór (1.18) w punkcie 1.2)

Granice sumowań w modelu (3.3) wynoszą (por. (1.24))

Hmin (M,p) = |_2MaJ - 2p + 2

%ax (M,p) = r2M5| - 1 

gdzie a, b są granicami przedziału S.

kin ^p) = [2ma\ -p + 1 
oraz

= f2m&l + p- 2
(3.5)

Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Zadaniem algorytmu identyfikacji 
jest wyznaczenie empirycznego modelu falkowego nieliniowości R (z) na podstawie zbioru 
pomiarów {(z*,, yk)}1̂  wejścia i wyjścia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2). Wobec zna­
jomości funkcji gęstości / (z) oraz teoretycznej postaci modelu falkowego (wzory (3.2)- 
(3.3)) zadanie to sprowadza się do oszacowania (estymacji) nieznanych (przy nieznajomo­
ści R (z)) współczynników cPMn i (3^ modelu G(z; K,p) (dla dowolnego p) w oparciu o 
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pomiary {(z*;, yk)}k=i- Opierając się na znanym spostrzeżeniu, że przy założeniach Z1-Z5 
współczynniki modeli G (x; K,p) są równe przedstawionym poniżej wartościom oczekiwa­
nym (zob. np. [44], [50], [104] lub [108])

^E^i^Cn)] oraz 0pml = E [y^ml (^i)] (3.6)
możemy je oszacować za pomocą prostych estymatorów

= ^^yk^Mn^k) OT3Z yk^ml (xk) (3.7)
fc=l fc=l

otrzymując w ten sposób klasę (dla różnych p) estymatorów lalkowych (empirycznych 
modeli folkowych) nieliniowości R (z), odpowiadających klasie modeli teoretycznych (3.2)- 
(3.3):

(3.8) 
f w

gdzie
nmax(M,p) K-l

G(x;K,p) = 22 W + 52 52 ŁCzW (3-9) 
n=nmin(M,p) m=M Z=Zmin(m,p)

jest empirycznym modelem lalkowym lunkcji G(x).
Prowadzi to do sformułowania następującego algorytmu identyfikacji (algorytm tego 

typu dla innych układów lunkcji ortogonalnych badany był w [43], natomiast dla lalek w 
[72]):

Algorytm ilorazowy:
Krok 1. Na podstawie pomiarów {(xk,yk)}k=i oblicz oszacowania oraz 
według wzorów (3.7).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowości R(x) jako iloraz (3.8), z liczni­
kiem danym przez (3.9).

Analiza własności modeli empirycznych Rg (x-K,p), dla różnych p, sprowadza się do 
zbadania własności modelu G (z; K,p) w liczniku zależności (3.8).

3.1.1 Analiza własności modeli empirycznych G(x\K,p)

Zbieżność oszacowań i

Łatwo zauważyć, że na mocy założeń Z3-Z5, estymatory ćJMn i Tmi dane wzorem (3.7) są 
nieobciążone

E ^Mn ^Mn Oraz E ^nl fi ml (3.10)
Ponadto, dla ich wariancji zachodzą następujące nierówności 

var C (Ayar + Aov) oraz var^j — (Bv«r + Boov) (3.U)

gdzie AVar,^var oraz Acov i Bcov są dodatnimi stałymi, zależnymi od części dynamicznej 
systemu i charakteru zewnętrznych zakłóceń (zob. (B.13) i (B.14) w Dodatku B.l, str. 
116-120).

Z własności (3.10) i (3.11) wnioskujemy zatem, że:
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Lemat 3.1 Współczynniki cFMn i pml modeli empirycznych G(x;K,p) zbiegają średnio- 
kwadratowo do współczynników oFMn i f3pml modeli teoretycznych G (a:; K,p} wraz z rosnącą 
liczbą pomiarów N. Ponadto

MSE a^n = E (c4n - = E (E - a^/n)2 = var ó^Mn (Avar + Acov)

oraz
MSE/?^z — (BvaT + BCOv)

Należy podkreślić, że otrzymane wyżej oszacowania nie zależą od (patrz Dodatek B.l):

VI. Skorelowania zakłóceń zewnętrznych Zk.

V2. Struktury identyfikowanego systemu (z klasy rozważanych systemów).

V3. Regularności identyfikowanej nieliniowości R (a:) i funkcji gęstości / (a?)

A. Analiza zbieżności punktowej modeli G{x\K,p)

Dekomponując błąd średniokwadratowy modelu G {x\ K,p) w ustalonym punkcie x

MSEG^K^) {[G(x)— EG(x;K,p^ + [EG(x;/f,p)-G(a;;7<,p)]} 2
= E

= bias2 G (a;; K,p) + var G (z; K,p) (3-12)

otrzymujemy dwa składniki błędu modelu: kwadrat obciążenia, bias2 G (a;; K,p} (wynika­
jący z niedoskonałości teoretycznego modelu falkowego (G (x; K,p) = EG (x; K,p)) - je­
dynie aproksymującego, dla skończonych skal K. funkcję G (a;)) i wariancję var G (a;; K,p), 
będącą konsekwencją losowej natury współczynników dFMn i (pomiarów {{xk,yk)}\

Wariancja wyjścia modelu var G (z; K,p). Z (3.10) wynika, że modele empiryczne 
G (a;; K,p) - dla poszczególnych K i p - są nieobciążonymi estymatorami modeli teore­
tycznych G (a?; K,p)

EG (x; K,p) = G (a;; K,p) (3.13)

i w konsekwencji
var G (x; K. p) = E G (a;; K,p) - G (a;; K,p)

2

Stąd oraz z obliczeń przedstawionych w Dodatku B.2 (str. 120) otrzymujemy, że w każdym 
punkcie x E S wariancja wyjścia modelu empirycznego G (z; K^p} spełnia nierówność

2k
var G (a;; K, p) — • Cvai (3-14)

gdzie CVar jest dodatnią stałą, określoną w Dodatku B.2. Zależy ona od dynamiki systemu i 
działających zakłóceń. Wnioskujemy zatem, że rząd wariancji var G (a;; K,p) zależy jedynie 
od liczby pomiarów N i przyjętych skal K modeli (por. własności Vl-V3, str. 29).
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Obciążenie bias2 G (x; K,p). Ze względu na (3.13) kwadrat obciążenia wyjścia modeli 
empirycznych G (rr; K,p) w punkcie x jest równy kwadratowi błędu aproksymacji w tym 
punkcie funkcji G (rr) za pomocą jej talkowych modeli teoretycznych G (x; K,p):

bias 2G (x; K,p) = G (x) — EG (x; K,p) [G (x) — G (x; K,p)]2 (3.15)

Ma on zatem, w przeciwieństwie do wariancji, przyczyny natury deterministycznej i nie 
zależy od liczby pomiarów N. Błąd ten maleje do zera, ze wzrostem skali K, w tych 
punktach x, w których funkcja G (rr) jest ciągła (zob. [80, twierdzenie 2.1]), tj. gdy np. 
jednocześnie nieliniowość R (rr) i funkcja gęstości f (rr) są ciągłe,

bias2G (rr; K,p) —* 0 dla K —> oo (3.16)

Zbieżność punktowa modeli G (rr; K,p)

Z (3.14) wynika, że w ustalonej skali K i przy rosnącej liczbie pomiarów N znika skła­
dowa losowa, wyrażana przez wariancję i w konsekwencji błąd średniokwadratowy modelu 
G (rr; K,p) staje się (asymptotycznie) równy kwadratowi obciążenia

MSE G (rr; K,p) —* bias2G(rr; K,p~) dla N oo, K = const (3-17)

Dalsza poprawa dokładności modelu wymaga zatem zredukowania obciążenia poprzez 
zwiększenie skali K we wzorze (3.9) (por. (3.16)). Postępowanie takie, przy ustalonej 
liczbie pomiarów N, prowadzi jednakże do wzrostu składowej wariancji, a tym samym 
zwiększenia błędu MSEG (rr; K,p~) (sądząc po oszacowaniu (3.14))

MSEG (rr; K,p) —* oo dla K —> oo, N = const (3.18)

Takie przeciwstawne (ze względu na parameter K skali modelu) zachowanie się obu skła­
dowych błędu średniokwadratowego (3.12) cechuje również algorytmy identyfikacji oparte 
o inne szeregi ortogonalne (zob. np. [50]). Jego rozwiązaniem jest uzależnienie szybko­
ści wzrostu skali K od liczby pomiarów N, tak aby jednocześnie spełnione były ogólne 
warunki (por. np. [50], [70], [108])

K — K (N) —> oo oraz ——---- * 0 dla N —> oo (3.19)

Dzięki temu, wraz ze wzrostem liczby pomiarów znikają obie składowe błędu średniokwa­
dratowego modeli empirycznych G (rr; K,p) i modele te zbiegają do wartości funkcji G (rr) 
w każdym punkcie jej ciągłości, w przedziale S = [a, 6]. Otrzymaliśmy zatem następujący 
lemat:

Lemat 3.2 Jeśli nieliniowość R{x) i funkcja gęstości f (rr) są ciągłe w punkcie x E S = 
[a, 6], a skala K modeli empirycznych G(x\K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że 
spełnione są warunki

K = K (N) —> oo oraz 2K^/N —> 0, gdy N oo

to dla dowolnego p modele te zbiegają w tym punkcie średniokwadratowo do nieliniowości

- r i2
MSEG (x; K (N) ,p) = E G (rr) - G (rr; K (N), p) ^0 gdy N -> oo (3.20)
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Szybkość zbieżności punktowej modeli G(x;K,p)

Szybkość punktowej zbieżności średniokwadratowej empirycznych modeli falkowych 
G(x~,K,p') (tempo zmniejszania się błędu MSE w (3.20) ze wzrostem skali K) będziemy 
badać w zależności od regularności (gładkości) identyfikowanej nieliniowości R (z) i 
funkcji gęstości / (rr) oraz zastosowanych w modelach funkcji falkowych. Skupimy się przy 
tym na jego pierwszej składowej - obciążeniu bias2 G (x\ K,p} ponieważ, jak pokazaliśmy 
wcześniej, wariancja wyjścia var G (z; K,p) (rząd jej wielkości) od tych własności nie 
zależy (por. (3.14)).

Badania dotyczyć będą następującej klasy funkcji ciągłych (por. np. [93, str. 166]):

Definicja 3.1 Funkcja G (x) należy do klasy Cx(a,ty, A > 0 (jest w przedziale (a,ty 
funkcją ciągłą z wykładnikiem A), jeżeli istnieje dodatnia stała Lx, taka, że

|e (x, v)| =f |G (x) — t (x, v)| < Lx |a; — u|A (3-21)

dla wszystkich x,v G (a,ty, gdzie t(x,ty jest wielomanem Taylora funkcji G (x) stopnia 
q — 1,ę = [Aj, w punkcie v

14 G^ fuj
t (x,ty = ^Tr-(x- tyr , Tr =----- (3.22)

r=0 '

Funkcja G (x) należy do klasy Cx, A > 0, w przedziale domkniętym [a, b], jeśli w punktach 
brzegowych a i b jest ciągła z wykładnikiem A, odpowiednio, prawo- i lewostronnie.

Powyższa klasa, w zależności od wartości wykładnika A, obejmuje różne znane rodzaje 
funkcji nieliniowych (zob. przykłady na Rys. 3.1 i 3.2). W szczególności:

• Dla A G (0,1) mamy q = [A] = 1, stąd we wzorze (3.22) t (x, u) = G (ty i warunek 
(3.21) przyjmuje następującą postać

|G(x) - G(u)| La|z- v|a, Lx > 0

Do klasy Cx [a, b], A G (0,1) należą zatem funkcje, dla których w przedziale [a, 6] 
zachodzi warunek Hóldera z wykładnikiem A.

• Dla A = 1 do klasy C1 [a, 6] należą funkcje spełniające w przedziale [a, b] warunek 
Lipschitza

|G(x)-G(v)| ^L\x-v\, L>Q

• Dla A = s + a, gdzie s = 0,1,... oraz a G (0,1], klasa Cx [a, 5] odpowiada często 
rozważanej w literaturze statystycznej klasie funkcji o s ciągłych pochodnych w 
przedziale [a, 6], z ostatnią pochodną spełniającą w tym przedziale warunek Hóldera 
z wykładnikiem a (zob. np. [64, str. 93] i [112]).
Przykładami funkcji posiadających s ciągłych pochodnych są np. funkcje sklejane 
stopnia s +1. Zauważmy przy tym, że w przedziałach pomiędzy węzłami interpolacji, 
funkcje sklejane należą do klasy Cx, przy dowolnym A > 0.

Ponadto zauważmy, że:
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Rys. 3.1 Funkcja y/(x — 0.5) (z lewej) należy do klasy Funkcja arctan(47r — 2%) należy 
natomiast do klasy Cx z dowolnym A > 0

• Funkcje będące w przedziale [a, 6] wielomianami należą do klasy Cx [a, 6], przy do­
wolnym A > 0 (ponadto, jeśli wielomiany te są stopnia s < A, to wówczas zachodzi 
|e(x,v)| = 0).

• Funkcje z klasy C°° (np. sino;, arctanz) należą w swoich dziedzinach do klasy Cx,
dla dowolnego A > 0, w dowolnym przedziale [a, &].

Rys. 3.2 Funkcje odcinkami stałe należą w przedziałach pomiędzy skokami do klasy Cx, przy 
dowolnym A > 0

W trakcie analizy będziemy też korzystać z następujących własności funkcji należących 
do tej klasy:

Gl. Jeśli identyfikowana nieliniowość R (z) i funkcja gęstości f (x) należą, odpowiednio, 
do klas C13 [a, b] i Ca [a, 6], to funkcja G (z) (= R(x} ■ f (z)) należy do klasy Cx [a, b], 
gdzie A = min {a, (3} (własność ta dla różnych przypadków szczególnych została 
pokazana w pracach [44], [50], [70], [108]).

G2. Jeśli charakterystyka nieliniowa elementu statycznego systemu (z rozważanej klasy 
systemów) należy do klasy [a, 6], to również identyfikowana nieliniowość R (z) do 
niej należy (por. uwagi 2.4 i 2.5 w punkcie 2.3).

Szybkość zbieżności błędu obciążenia bias2 G K,p). Analizę szybkości zbieżno­
ści błędu obciążenia rozpoczniemy od spostrzeżenia, że w każdym punkcie x, w którym 
funkcja G (x) jest ciągła, dla funkcji falkowych Daubechies zachodzi równość (zob. [80, 
twierdzenie 2.1])

^max(-^,P) OO ^max(7n-,p)
G& = ^MnPMn W + 52 (*)

n=nmin(M,p) m=M Z=Zmin(m,p)

(3.23)
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stąd (patrz wzór (3.3))

OO ^max(^>p) 

GM = GfeK,p)+ £ £
m=K l=lmin(m,p)

a zatem
OO

G(x)-G(x-,K,p)=Y. E (3-24)
m=K l=lmin(m,p)

Z kolei, ze względu na zwartość nośnika falek (por. wzór (1.11) w rozdz. 1) w ustalonym 
punkcie x dla każdej skali m aktywne (różne od zera) są tylko niektóre falki (patrz Rys. 
3.3) i w rezultacie suma po prawej stronie wzoru (3.24) redukuje sie do postaci (por. [49] 
i Pl])

oo

52 52 (*)
m=7< l=lmin (x;m,p)

gdzie

kin (x; m,P) = |_2rna:J - p + 1 oraz lmax (z; m,p) = [2mxJ + p - 1 (3.25)

W konsekwencji, błąd obciążenia empirycznych modeli falkowych G (x- K,p) w punkcie 
z jest równy

OO ^max

bias G{x-,K,p) = G(x)-G (z; K, p) = 52 fin A k) (3-26)
m=K Z=Zmin(x;m,p)

A zatem szybkość zmniejszania się błędu obciążenia w ustalonym punkcie x zależy (w 
szczególności) od szybkości zmniejszania się, ze wzrostem skali K, współczynników falko­
wych (3pml odpowiadających falkom (z) o nośniku zawierającym punkt x (zob. Rys. 
3.3)

Rys. 3.3 Błąd obciążenia empirycznych modeli falkowych G (z; K,p) w punkcie x zależy tylko 
od tych współczynników falkowych (3^, dla których nośniki odpowiednich falek zawierają 
punkt x (rysunek przedstawia sytuację, gdy p — 2)

W Dodatku B.3 (str. 123) pokazaliśmy, że jeśli w przedziale zawierającym nośnik falki 
(z) funkcja G (x) jest ciągła z wykładnikiem A > 0, to wówczas przy dużej skali m dla 

odpowiadającego tej falce współczynnika (3^ zachodzi następujące oszacowanie 

ICI 2-
(27+l)m 

2 C7, 7 = min {A,p} (3.27)
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gdzie C7 jest dodatnią stałą, zależną od R{x), f (z) i falek (z) (zob. lemat 2.16, str. 
126).

Jeśli zatem w sąsiedztwie punktu x, obejmującym nośniki wszystkich falek występu­
jących we wzorze (3.26), funkcja G (z) jest ciągła z wykładnikiem A, to wówczas, korzy­
stając z powyższego oszacowania oraz wzoru (3.26) można pokazać (zob. Dodatek B.4, 
str. 126), że kwadrat błędu obciążenia empirycznego modelu falkowego G (x; K,p) spełnia 
asymptotycznie (tj. dla dużych wartości K) w punkcie x następującą nierówność

bias2 G (z; p) 2-27^ • Cbias, 7 = min{A,p} (3.28)

gdzie dodatnia stała Gbias zależy (podobnie jak stała C7) od własności R{x), f (z) i falek 
4F {x). Punkty brzegowe tego sąsiedztwa można wyznaczyć korzystając z granic indeksów 
l (przesunięć) falek, danych w (3.25) oraz ze wzorów (1.11) określających nośniki falek

def ^min{x-,K,p) + l-p , def ^max Kjp)+p
ax — 2^ oraz °x — 2k

otrzymując, że

[2^J - 2p + 2 _ [2^mJ + 2p - 1

W dalszej części pracy będziemy korzystać z poniższego założenia precyzującego wła­
sności identyfikowanej nieliniowości R (z) i funkcji gęstości f (z) (a zatem także funkcji 
G{x), por. (3.1)), dla których otrzymaliśmy oszacowanie (3.28):

Z7. Nieliniowość R (z) i funkcja gęstości / (z) należą do klas

R {x) G Cp \ax, bx) oraz / (z) G Ca [ax, bx), [ax, bx) C S, a, (3 > 0 

gdzie
12^ z I — 2p + 2 \2Kx\+2p~l

ax =-------- ----------- oraz bx = ----- -------------

Funkcja G (z) należy zatem do klasy CA[ax,ćx), gdzie A = min {a,/3} (por. wła­
sność Gl). Wyznaczony przedział jest prawostronnie otwarty ponieważ przedziały 
zawierające nośniki falek Daubechies są również prawostronnie otwarte (por. (1.11) 
w punkcie 1.1).

Uwaga 3.6 Jeśli w przedziale [ax, bx) funkcja G {x) jest wielomianem stopnia s, to w mo­
delach teoretycznych G{x-,K,p) opartych na funkcjach folkowych Daubechies o numerach 
p > s, ze względu na posiadanie przez falki p znikających momentów (zob. {1.12'), punkt 
1.1) zachodzi (por. wzór {3-4) i zob. Rys. 3.4)

/3pml = 0, dla K, l = lmia{x;m,p),... ,lmax{x;m,p)

a zatem, w punkcie x G [oi,k) znika obciążenie modeli (por. {3.26))

biasG(z;K,p) = 0 (3.29)

i, w konsekwencji, dla każdego x G [ax,6x) błąd średniokwadratowy MSE składa się tylko 
z wariancji wyjścia modeli:

MSE G {x; K, p) = var G {x- K, p)
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Rys. 3.4 Współczynniki falkowe 0^ przy falkach i/^nl leżących wewnątrz przedziałów ciągłości 
nieliniowości G (E) znikają jeśli jest ona w tych przedziałach wielomianem stopnia mniejszego 
niż numer falkowy p. Na rysunku przedstawiono sytuację, gdy p = 3. Nośniki falek i^nl od­
powiadających zerowym współczynnikom (3^ zaznaczono kolorem białym (a, b, c, d - dowolne 
stałe)

Na podstawie nierówności (3.28) wnioskujemy, że przy założeniu Z7 (wtedy 
A = min {a,/3}\.

Bl. Wraz ze wzrostem skali K, kwadrat błędu obciążenia empirycznych modeli falkowych 
G (z; K,p) maleje wykładniczo do zera w punktach ciągłości R (z) i f (z).

B2. Szybkość zmniejszania się tego błędu zależy od gładkości nieliniowości R (x) i funk­
cji gęstości f (z) oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru 
falkowego p).

B3. Wpływ na błąd obciążenia modeli G (z; K, p) w punkcie x ma jedynie gładkość R (x) 
i / (z) w otoczeniu punktu x (w przedziale [a^,^)).

B4. Oszacowanie (3.28) jest prawdziwe dla wszystkich punktów x należących do
|2*x| |2*x|+1

2k ’ 2Kprzedziału (bowiem w modelach falkowych p > 1).

Szybkość średniokwadratowej zbieżności punktowej modeli Rq{x\K,p). Nie­
równości (3.14) i (3.28) pozwalają następująco oszacować asymptotyczny błąd średnio- 
kwadratowy modeli empirycznych G (x-, K,p) w ustalonym punkcie x:

MSEG(x-,K,p)
/ 7k\^2 2yK + — J • Cmse (3.30)

gdzie Cmse = max {Cbias, Cvar}. Minimalizując oszacowanie względem parametru skali 
K otrzymujemy następującą regułę lokalnego doboru skali K modeli empirycznych (w 
otoczeniu punktu x) dla dużej liczby obserwacji (por. warunki (3.19))

K = Kopt (N) =
1

27+ 1
log2 2yN (3.31)

Wstawienie tego wzoru do (3.30) daje lemat:
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Lemat 3.3 Jeśli spełnione są warunki założenia Z7, to w każdym punkcie x należącym do

przedziału asymptotyczny błąd średniokwadratowy modeli empirycznych

G (x; K,p), przy skali K dobieranej za pomocą reguły (3.31), spełnia nierówność

*
MSEG(x; Kopt (N) ,p) < N w • C^SE, 7 = min {a,/?,p} (3.32)

gdzie Ć^SE = 2 • (27)-2^+1) Cmse.

B. Analiza zbieżności całkowej modeli G(x\K,p')

W badaniach zbieżności całkowej (globalnej) modeli empirycznych G (x\ K,p} posłużymy 
się całkowym (zintegrowanym) błędem średniokwadratowym, na który składają się zinte­
growana wariancja IV G (x-, K^p) i zintegrowany kwadrat obciążenia ISB G (z; K,p)

lOSEG^K^p) = [ \G(x) EG(x;K,p) dx +

E EÓ(x;K,p) — G(x;K,p) dx =

= ISEG(x;K,p) + NG(x-,K,p} (3.33)

Zbieżność i szybkość zbieżności modeli empirycznych G(x\K,p) w sensie tego błędu 
wyznaczymy zarówno dla przypadku, gdy identyfikowana funkcja G (x) jest ciągła w 
przedziale S, jak i w sytuacji, gdy G (z) posiada w nim skończoną liczbę punktów nieci­
ągłości.

Wariancja IV G (x; K, p). Składową IV G (x; K, p) dla S — [a, 6] można łatwo oszacować 
korzystając z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego we wzorze (3.14)

WG(x-K,p) = / 2K
var G (z; K, p) dx < — • Cw (3.34)

gdzie Civ = (b - a) C^.

Obciążenie ISB G (rr; K,p~). Na mocy nieobciążoności estymatorów ó^ra oraz 
(3.10), a zatem i wyjścia modelu empirycznego G(x;K,p') w stosunku do modelu 
teoretycznego G(x-,K,p) (wzór (3.13)), całkowe obciążenie ISB G (x; K,p) jest równe 
całkowemu błędowi aproksymacji funkcji G (x) przez model teoretyczny G(x-,K,p) 
(tj. odległości pomiędzy modelem teoretycznym G(x;K,p) i funkcją G (z) w metryce 
przestrzeni L2 (R))

ISBG(z;K,p) = / !g(x)-EG(x;K,P) dx -

[G (x) - G (z; K, p)]2 dx = ISE G (z; K, p) (3.35)

a zatem ma charakter deterministyczny i nie zależy od liczby pomiarów N (por. (3.15)). Na 
podstawie własności (1.21) falkowej analizy wielorozdzielczej, obciążenie ISB G (x; K,p) 
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maleje do 0 wraz ze wzrostem skali K dla dowolnych (niekoniecznie ciągłych) funkcji G (z) 
ograniczonych w przedziale S i znikających poza tym przedziałem (por. założenia Z1 i Z2 
w rozdz. 2) i dowolnego numeru falkowego p

ISB G (z; K,p) —* 0, gdy K —> oo (3.36)

Zbieżność całkowa modeli G (z; K,p)

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku błędu MSE (zob. dyskusję na str. 30), wzrost 
liczby pomiarów N powoduje, że przy ustalonej skali K modelu empirycznego G (x-, K,p), 
składowa wariancji błędu MISĘ maleje do 0 (zob. (3.34)). Zatem (por. wzory (3.33) i 
(3.35))

MISĘ G (z; K,p) —> ISB G (x; K, p) dla N —> oo, K = const

Z kolei zwiększanie skali K w modelu (w celu zmniejszenia składowej obciążenia, por. 
(3.36)) przy stałej liczbie pomiarów N wiąże się ze wzrostem wariancji (sądząc według 
oszacowania (3.34)) i, w konsekwencji, zwiększeniem błędu MISĘ

MISĘ G (z; K,p) —> oo dla K —> oo, N = const

Uzależniając zatem skale K modeli empirycznych G(x;K,p) we wzorze (3.9) od liczby 
pomiarów N tak, aby spełnione były warunki (por. (3.19))

K = K (N) -> oo oraz 2KW/N -> 0 gdy N oo (3.37)

otrzymujemy, że:

Lemat 3.4 Jeśli skala K folkowych modeli empirycznych G (z; K,p) zależy od liczby po­
miarów tak, że spełnione są warunki (3.37), to modele te zbiegają w przedziale S do nie­
liniowości G(x), w sensie całkowego błędu średniokwadratowego

MISĘ G (x\ K (N), p) -> 0 gdy N -+oo (3.38)

Zauważmy, że fakt zbieżności całkowej nie zależy od ciągłości R (x) i f (x) (por. lemat 
3.2).

Szybkość zbieżności całkowej modeli G(x\K,p)

Analizując szybkość zbieżności błędu MISĘ G (x\ K, p) jako pierwszy rozpatrzymy przy­
padek, gdy G (x) jest ciągła w przedziale S = [a, &].

Uwaga 3.7 Przyjęte w założeniu Z1 wymaganie, aby funkcja gęstości f (x) była dodatnia 
w przedziale S i równa zero poza nim, powoduje, że nieliniowość G (x) (— R(x) • f (x)) jest 
w punktach brzegowych a ib ogólnie nieciągła. Natomiast może być ona ciągła w przedziale 
S, jeśli jest w tych punktach, odpowiednio, prawo- (w punkcie a) i lewostronnie (w punkcie 
b) ciągła (Rys. 3.5).
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Rys. 3.5 Przy założeniu Zl, identyfikowana funkcja G (x) — R(x) ■ f (z) może być w punk­
tach brzegowych a, b ciągła jednostronnie, od strony wnętrza przedziału. Przykład na rysunku 
odpowiada sytuacji, gdy wejście ma rozkład jednostajny w przedziale [0,1], tj. f (z) = I[01] (z)

a) Funkcja G (z) ciągła w przedziale S = [a, b] 
dowolnego przedziału S' G S zachodzi

Biorąc pod uwagę, że dla

MISĘ 'G^-K.p) = [ MSEG(x-,K,p)dx 
JS'

błąd całkowy MISĘ modeli empirycznych G (x; K,p) można teraz łatwo oszacować, korzy­
stając z lematu 3.3, dotyczącego błędów punktowych MSE tych modeli. Uwzględniając 
ten lemat, otrzymujemy jako bezpośredni wniosek następujący:

Lemat 3.5 Jeśli Ręx) 6 C13 [a, 6] oraz f (z) G Ca[a,b], to w przedziale S'G =f [aG,&G], 
którego granice wynoszą

, \2Ka\+2p-2 . \2Kb\-2p+2
aG = ----------- Fk-------- oraz bG = -- ------ ~Fk-------- (3.39)

asymptotyczny całkowy błąd średniokwadratowy modeli empirycznych G(x\K,p) ze skalą 
K dobieraną w zależności od liczby pomiarów N według reguły (por. {3.31))

K = 7<opt W = 7 = min{ai,/3,p} (3.40)

spełnia następującą nierówność

MISE/Ć(z;Kopt(A),p) = E [ 
dS'G

gdzie Cmise = (^G — °g) ^mse-

MISĘ

(3-41)

Powyższy lemat gwarantuje modelom G (z; K,p) zbieżność rzędu O (A^_27^27+1^), gdzie 
7 = min {a, /3,p}. Gwarantowana szybkość zbieżności zależy zatem od gładkości identyfi­
kowanej nieliniowości R (z), gładkości funkcji gęstości / (z) i numeru falek p zastosowanych 
w empirycznym modelu falkowym.

Przedział S'G = [aG,6G], jest (w ogólności) węższy niż przedział S, S'G G S. Zauważmy 
jednak, że ze wzrostem skali K modeli, przedział S'G rozszerza się (zob. własność (A.l) 
funkcji H i [•])

clq a <
2Ka 4- 2p — 1 2p — 1

2^ ° = oraz b — b'G < b----------- -
2p — 1 

2K
(3.42)

i asymptotycznie (dla K —* oo) staje się on równy przedziałowi S, niezależnie od zasto­
sowanych w modelach G (x\ K.p) funkcji falkowych (numeru p).
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Uwaga 3.8 Jeśli granice a ib przedziału S leżą na siatce binarnej B#, H K (tj. punkty 
brzegowe a i b można przedstawić w postaci n/2H, n, H € Z, H < oo - por. definicję B# 
w Dodatku A.2, str. llf), to wówczas (zob. własności (A. fi) funkcji |”-j i dla modeli 
G (x\ K,p) opartych o funkcje falkowe Haara (p = 1) zachodzi 

i przedział S'G jest równy przedziałowi S, a zatem takie modele zbiegają w tym wypadku z 
gwarantowaną szybkością zbieżności (3.fl) iy — min {a, fi, 1}, w całym przedziale S.

b) Funkcja G (z) nieciągła w skończonej liczbie punktów. Analizując błąd 
MISĘ falkowych modeli empirycznych G(x-,K,p) skupimy się teraz na jego składowej 
obciążenia ISB G (m; K,p), ponieważ, jak pokazaliśmy wcześniej, składowa wariancji ma 
ten sam rząd dla dowolnych funkcji G (x) — R (x) • f (x) spełniających założenia Z1-Z2 
(zob. (3.34)).

Przyjmijmy następujące założenie (por. założenie Z7, str. 34)

Z7a. Nieliniowość R (r) i (lub) funkcja gęstości f (x) są w przedziale S odcinkami gładkie, 
tj. mają w przedziale S skończoną, ale nieznaną liczbę punktów nieciągłości typu 
skok i poza nimi należą, odpowiednio, do klas C13 i Ca.

Zauważmy, że nieliniowość G (x) ma przy założeniu Z7a w przedziale S skończoną liczbę 
punktów nieciągłości typu skok, a pomiędzy nimi należy do klasy Cx, A = min {en, fi} (Rys. 
3.6)

G(z) G(z)

a v,
--------------------------- ►

vM vD=b x

Rys. 3.6 Przykłady funkcji odcinkami gładkich w przedziale S = [a, 6]

Błąd obciążenia ISB G (z; K,p~) oszacujemy korzystając ze wzoru (3.24), równości (3.35) 
i tożsamości Parsevala

OO lmax(jThP')

ISB G (z; K,p) = £ £ (O2 (3.43)
m=K l=lmin(m,p)

Oznaczmy przez {vi}?=1,D < oo, zbiór punktów nieciągłości funkcji G(x), natomiast 
przez (m,p) zbiór indeksów l translacji tych funkcji falkowych (xfi których nośniki, 
w skali m, zawierają co najmniej jeden punkt nieciągłości V;

(m,p) = {l e {/min(m,p) ,••• Jmax(m,p)} : (di 6 {1,..., D} : u, e supp^z (XY)}
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Możemy teraz dokonać dekompozycji sumy (3.43) na dwa składniki

OO OO imax(^>p)

ISBG(s; K,p) = £ £ (O2+E E CC)2 (3.44) 
m=K m=K l=lmin(rn,p)

Zauważmy, że ze względu na to, iż rozmiar (długość) nośnika falek (z) w skali m 
wynosi (2p — 1) /2m (por. wzór (1.11) w rozdz. 1), a poszczególne falki wraz ze zmianą l 
przesuwane są ze skokiem l/2m, dla każdej ze skal m maksymalna liczba elementów zbioru 

(m,p') wynosi D (2p — 1) (liczba elementów wewnętrznej sumy pierwszego składnika), 
natomiast liczbę elementów sumy wewnętrznej drugiego składnika można wtedy oszacować 
następująco

^max (^l; p) ^min (^> p) 4" 1 D (2p 1) = [2mbj+p-2-(2maJ+p-D(2p-l) =
= (2m6] - L2maJ+2p-2-P(2p-1) <
< 2m(b-a)

Wykorzystując teraz oszacowania współczynników falkowych (3pml dla funkcji G (x) nie­
ciągłych w przedziale zawierającym nośnik falki (z) (uzyskane w Dodatku B.3, str. 
123)

(ze stałą Cg^> = M^MfM^ (2p — 1), zależną od R(x), f (z) i zastosowanych w modelu 
funkcji falkowych) i stosując je w odniesieniu do współczynników falkowych o indeksach l 
ze zbioru (m,p) (pierwsza suma), a oszacowanie ze str. 33 (por. (B.24) w Dodatku B.3) 
w odniesieniu do pozostałych współczynników (druga suma) otrzymujemy następującą 
nierówność

ISBG(z; K,p)
OO oo

< E 2-^D (2p - 1) + E (b - a) 
m=K m=K

= 2-K-2C'^D(2p-l) + 2-2^-g^
n—2pK ^8

' °ISB (3.45)

gdzie CfSB = max (20^.0 (2p - 1),^^-} oraz e = min{7,j} = min{a,/?,|} 

(uwzględniając wzór (3.40) i biorąc pod uwagę, że p 1). Nierówność ta wraz z 
(3.34) daje następujące oszacowanie asymptotycznego błędu MISĘ falkowych modeli 
empirycznych G (z; K^p) dla badanego przypadku

nK I 2k\MISEĆ^j^p) 2~2^ • Cjsb + --CW^ (2~2sK + — J Cmise (3.46) 

gdzie teraz Cmise = max {Cfgg, Cw}. Optymalizując to oszacowanie względem parametru 
skali K otrzymujemy tym razem (por. (3.40))

K = Kopt (N) = (3.47)

Po podstawieniu wzoru (3.47) do oszacowania (3.46) uzyskujemy lemat:
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Lemat 3.6 Asymptotyczne błędy modeli empirycznych G (z; K,p), przy skali K dobiera­
nej za pomocą reguły (3.4^ > spełniają nierówność

MISĘ G (x- Kopt (N), p) N~^ • C* 

gdzie g = min {a, /3,1/2} i C^ISE = 2 ■ (2g)-2s/Pc+1) Cmise.

(3.48)

Ponieważ g = min {7,1/2} 7, gwarantowana obecnie szybkość zbieżności całkowej
przy wzroście liczby pomiarów N jest dla 7 > 1/2 (por. (3.40)) mniejsza niż we wzorze 
(3.41). Należy też podkreślić, że p w wykładniku we wzorze (3.48) nie zależy od numeru 
falkowego p, tzn. gwarantowana szybkość zbieżności całkowej jest taka sama niezależnie 
od rodzaju falek zastosowanych w modelu empirycznym G (z; K,p).

3.1.2 Analiza własności modeli empirycznych Rq{x] K,p)

Ze względu na postać (3.8), własności empirycznych modeli Rg(x\K,p) wynikają jako 
proste wnioski z własności modeli empirycznych G (m; K,p), wykazanych w punkcie 3.1.1.

A. Analiza zbieżności punktowej modeli Rq (z; K,p)

Korzystając z poniższego związku pomiędzy punktowymi błędami średniokwadratowymi 
modeli empirycznych G(z-,K,p') i Rg (z; K,p) w punkcie z (por. wzory (3.1), (3.8) i
(3-12)) 

MSE Rg (z; K, p) = E G(z) _ G(x- K,p) 
f (z) f (z)

MSEG(z; K,p) (3.49)

wnioskujemy, że modele empiryczne Rg (z; K,p) zbiegają średniokwadratowo do nielinio­
wości R (z) w tych samych punktach z G S w których modele empiryczne G (x\ K, p) 
zbiegają w takim sensie do funkcji G^z), dowodząc tym samym, w oparciu o lemat 3.2, 
następującego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 (Zbieżność punktowa średniokwadratowa) Jeśli identyfikowana 
nieliniowość R(x) i funkcja gęstości f (z) są ciągłe w punkcie z G S = [u, 6], a skala 
K modeli empirycznych Rg (z; K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są 
warunki

K = K (N) 00 oraz 2KW/N 0, gdy N 00

to dla dowolnego p modele te zbiegają w tym punkcie, średniokwadratowo, do nieliniowości
R (z)

MSE Rg (z-K(N),p) = E R (xj - RG (z; K (N), p) ^0 gdy N 00 (3.50)

Z (3.49) wynika również, że szybkości zmniejszania się punktowego błędu średniokwa- 
dratowego są - z dokładnością do stałej - dla obu modeli empirycznych Rg {z-, K, p) i 
G(z;K,p) takie same, co po uwzględnieniu lematu 3.3 prowadzi bezpośrednio do twier­
dzenia.
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Twierdzenie 3.2 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności punktowej) Jeśli 
nieliniowość R (x) i funkcja gęstości f (z) należą do klas

R(x) e [ax,bx) oraz f (x) e Ca [ax,bx) , bx ) cż S

gdzie
- 2p + 2 _ [2*zJ + 2p - 1

(3.51)

a skale K modeli empirycznych Rg (x\K,p) dobierane są według wzoru (por. {3.31))

K = K-opt (N) = 2^T1Og227jV. 7 = min {a, /3, p} (3.52)

to błędy średniokwadratowe tych modeli w dowolnym punkcie x €

asymptotycznie nie większe niż

MSE Rg (x- Kopl (N) ,p)^N~^.

| 2Kzj 
2* są

(3.53)

gdzie C^se = ^mse//2 W ies^ dodatnią stałą (por. wzór (3.32)).

Z powyższych twierdzeń wynikają następujące własności punktowe falkowych modeli 
empirycznych Rg (z; K,p) w sensie zachowania się błędu średniokwadratowego MSE:

RG1. Modele Rg (z; K,p) zbiegają do identyfikowanej nieliniowości R (x) w każdym punk­
cie jej ciągłości, pod warunkiem, że w tym punkcie również funkcja gęstości f (x) 
jest ciągła.

RG2. Tempo zmniejszania się błędu (3.53) modeli Rg(x-,K,p) ze wzrostem liczby po­
miarów N we wzorach (3.7) i (3.52) (szybkość zbiegania modeli do identyfikowanej 
nieliniowości R(x)) zależy od lokalnej (w przedziale [ax,bx)) gładkości nieliniowości 
R (x) i funkcji gęstości wejścia systemu f (x) oraz od zastosowanych w modelach 
funkcji falkowych (numeru falkowego p; por. wzory (3.52)-(3.53)).

RG3. Jeśli w przedziale [ax,bx) funkcja gęstości wejścia jest gładsza od identyfikowanej 
nieliniowości R (x), tj. a (3, a zastosowane w modelu empirycznym funkcje falkowe 
mają numer p > to wówczas szybkość zbieżności błędu średniokwadratowego 
modeli Rg (x\ K, p) z parametrem skali wybieranym według wzoru (3.52) osiąga 
asymptotycznie optymalną prędkość O {N-213^^} (por. Dodatek B.7, str. 129).

RG4. Na zbieżność modeli Rg(x\K,p) i rząd szybkości zbieżności nie wpływa struktura 
ani dynamika systemu (w rozważanej klasie systemów) ani też skorelowanie zakłóceń 
Zk- MI szczególności zatem, szybkość ta jest taka sama co do rzędu dla systemów 
statycznych, jak i dla systemów zawierających elementy dynamiczne.

Z punktowej zbieżności średniokwadratowej modeli Rq(x\K,p) wynika ich punktowa 
zbieżność według prawdopodobieństwa.

Wniosek 3.1 (Zbieżność punktowa wg prawdopodobieństwa) Jeśli spełnione 
są założenia twierdzenia 3.1, to modele empiryczne Rg (x\ K (N), p) zbiegają do 
nieliniowości R(x) w punktach ciągłości R(x) i f (x), według prawdopodobieństwa:

Rg(x-,K(N),P)^R(x)
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Kolejne twierdzenie charakteryzuje szybkość zbiegania empirycznych modeli 
Rg (x-,K,p) do nieliniowości R(x) według prawdopodobieństwa.

Twierdzenie 3.3 (Szybkość zbieżności punktowej wg prawdopodobieństwa)
Jeśli spełnione są założenia twierdzenia 3.2, to dla błędu bezwzględnego modeli 
empirycznych Rg (rr; Kopt (N), p) zachodzi asymptotycznie, w każdym punkcie

x e , następujące oszacowanie:

R (rr) - Rg (rr; Kopt (N) ,p) = O (N~w (3.54)

według prawdopodobieństwa.

Dowód. Dowód wynika z twierdzenia udowodnionego w pracy [50, twierdzenie 3, str. 
449], które cytujemy w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiając w nim g {x) — G (m), pN (x) = 
G (rr; Kopt (A") ,p) oraz fN (x) = f (x) i przyjmując sg = 2y/(2y + 1) oraz sf = oo otrzy­
mujemy (3.54). ■

Z twierdzenia wynika zatem kolejna własność modeli empirycznych Rg (rr; K,p)\

RG3a. Jeśli w przedziale [a^, bx) funkcja gęstości wejścia jest gładsza od identyfikowanej nie­
liniowości R (m), tj. a (3, oraz zastosowane w modelach empirycznych Rg K,p) 
funkcje falkowe mają numer p /3, to wówczas modele te zbiegają do nieliniowo­
ści R{x) z prędkością O (N-P/^P+W), według prawdopodobieństwa (por. własność 
RG3).

B. Analiza zbieżności całkowej modeli Rg (x; K,p)

Z poniższej nierówności (por. założenie Z1 w rozdz. 2 i wzory (3.1), (3.8) oraz (3.49))

MISĘ Rg (x; K,p) = E / G(x) G(x;K,p)
Js /W /W

dx < T2 MISĘ G (rr; K, p) (3.55)

oraz lematu 3.4 wynika całkowa, średniokwadratowa zbieżność falkowych modeli empirycz­
nych Rg (rr; K,p) w przedziale S = [a, 6] do dowolnej, ograniczonej nieliniowości R (rr).

Zachodzi następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 (Średniokwadratowa zbieżność całkowa) Jeśli skala K modeli 
empirycznych Rg (x; K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki
(por. (3.37))

K = K (N) —* oo oraz /N —► 0, gdy N oo,

to modele te zbiegają w przedziale S = [a, b] do nieliniowości R(x), w sensie całkowego 
błędu średniokwadratowego MISĘ

MISERg (x-,K(N),p) =E N —» oo
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Z tej samej nierówności dla przedziału SG G S (por. wzory (3.39)) i treści lematu 3.5 
wynika z kolei poniższe twierdzenie, dotyczące szybkości średniokwadratowej zbieżności 
całkowej modeli empirycznych Rg (z; K,p) do nieliniowości R (z).

Twierdzenie 3.5 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności całkowej)
(R (x), / (z) ciągłe) Jeśli nieliniowość R (x) i funkcja gęstości f (z) należą do 
klas

R (z) e C13 [a, b] oraz f (z) G Ca [a, b], a, (3 > 0

a skale K modeli empirycznych RG (a?; K,p) dobierane są według wzoru (por. (3.JO))

K = Kopt (N) = 7 = min {o, [3, p} (3.56)

to w przedziale SG == gdzie

, r2M+2p-2 ,, \2Kb\-2p + 2
“g = ..... -.. 2k-------- oraz bG =-------- -----------

ich całkowe błędy średniokwadratowe są asymptotycznie nie większe niż

MISĘ '^(z;^^),?)^ [ 
Js'G

R (z) - Rg (x; Kopt (N) ,p)

gdzieC^fSE = S 2 ■ C^ISE jest dodatnią stałą.

dx MISĘ

(3.57)

Nierówność (3.55) wraz z lematem 3.6 dowodzi również szybkości zbieżności tych modeli 
gdy R (x) i f (x) są nieciągłe:

Twierdzenie 3.6 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności całkowej)
(R (z), f (x) nieciągłe) Jeśli nieliniowość R(x) i (lub) funkcja gęstości f (x) 
mają w przedziale S = [a, 5] dowolną, skończoną liczbę punktów nieciągłości (typu skok), 
a pomiędzy punktami nieciągłości należą, odpowiednio, do klas oraz Ca,a,(3 > 0 oraz 
jeśli skale modeli empirycznych Rg (x\K,p) dobierane są według wzoru (por. (3.J7))

K = KPt (N) = = min a, (3, - 
I (3.58)

to całkowe błędy średniokwadratowe tych modeli są asymptotycznie nie większe niż

MISĘ Rg (x, /Copt (3.59)

gdzie C^ise = 2 • Cmise dodatnią stałą.

Z powyższych twierdzeń wnioskujemy następujące własności empirycznych modeli 
Rg (z; K,p) w sensie błędu MISĘ:

RG5. Przy założeniach twierdzenia 3.4, modele empiryczne Rq(x-,K,p) zbiegają do do­
wolnych (ograniczonych na przedziale S = [a, b] - por. założenie Z2) nieliniowości 
R (z), przy dowolnych (ograniczonych i dodatnich w tym przedziale - por. założenie 
Zl) funkcjach gęstości wejścia f (z).
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RG6. Szybkość zbieżności modeli Rg(x; K,p) zależy od gładkości nieliniowości R(z) i 
funkcji gęstości wejścia systemu f (z) w przedziale S — [a, 6] oraz od numeru tal­
kowego p funkcji falkowych zastosowanych w modelach Rg (x; K,p) (por. wzory 
(3.56)-(3.57) i (3.58)-(3.59)).

RG7. Jeśli w przedziale S = [a, b] funkcja gęstości wejścia f (z) jest gładsza od identyfiko­
wanej nieliniowości R(x), tj. a (3 oraz zastosowane w modelu empirycznym falki 
mają numer p /3, to wówczas model Rg K,p) zbiega do nieliniowości R (z) z 
asymptotycznie optymalną szybkością O ^N^13^2^1^ (por. Dodatek B.7, str. 129 
i własność RG3).

RG8. Oszacowanie (3.59) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla a,/3 1/2)
minimalną szybkość zbieżności modeli falkowych Rg (z; K,p) rzędu O nie­
zależnie od numeru falki p.

RG9. Na zbieżność i szybkość zbieżności nie wpływają, z dokładnością do stałych, ani 
struktura ani dynamika systemu (z klasy rozważanych systemów) ani też skorelo­
wanie zakłóceń Zk (por. własność RG4).

Przykłady. Rozpatrzymy teraz kilka przykładowych przypadków identyfikowanej nieli­
niowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (z).

Niech nieliniowość R (z) i funkcja gęstości wejścia / (z) będą odcinkami stałe w S = 
[a, &]. Wówczas w przedziałach pomiędzy skokami obie funkcje należą do klasy C°°, a 
zatem (por. (3.58)) q — 1/2 i wraz ze wzrostem liczby pomiarów N gwarantowany błąd 
(3.59) maleje jak O (N-1/2).

Jeśli R(x) i f (rc) są ciągłe w przedziale S i spełniają, np. warunek Lipschitza 
(a = (3 = 1), wtedy gwarantowany rząd szybkości zbieżności rośnie do poziomu 
O (N"2/3) (por. (3.56)-(3.57) biorąc pod uwagę, że p > 1 i 7 = 1). W obu przypadkach 
gwarantowane szybkości nie zależą od zastosowanych w modelach funkcji falkowych.

Jeśli natomiast R(E) i f (ir) są dwukrotnie różniczkowalne (np. obie należą do klasy 
C2 5 [a, 6]), to wówczas modele oparte o falki Haara (p = 1) nadal zbiegają z prędkością 
O (N~2/3), natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze p > 3 szybkość ta 
wzrasta do maksymalnego (dla funkcji z klasy C2'5) poziomu O (N-5/6) (por. (3.57) i 
Dodatek B.7).

Dla bardzo gładkich funkcji R(x) i f (x) (a,l3 1), szybkość zbieżności modeli falko­
wych zależy głównie od zastosowanych w nich funkcji falkowych (numeru talkowego p). 
Zauważmy, że już przy falkach o numerze p = 5 otrzymujemy szybkość zbieżności rzędu 
O (N-10/11) (zakładamy tu a, (3 5), a zatem praktycznie równą rzędowi O (N-1), cha­
rakterystycznemu dla metod z parametryczną znajomością funkcji R (z) i f (ar) (por. np. 
[7])-

C. Dobór falek w empirycznym modelu falkowym Rg (z; K,p)

Opierając się na przeprowadzonej powyżej analizie teoretycznej (i podanych przykładach), 
można podać następujące wskazówki dotyczące doboru funkcji falkowych w empirycznym 
modelu falkowym (3.8)-(3.9), otrzymywanym według algorytmu ilorazowego.
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A. Jeśli oprócz informacji pomiarowej (zawartej w obserwacjach {(xk,yk)y) dostępna 
jest również informacja wstępna na temat gładkości identyfikowanej nieliniowości R (z) i 
funkcji gęstości wejścia systemu / (z) to, kierując się własnościami RG3 i RG7, należy 
zastosować w nich funkcje falkowe o numerze p min {a, /3}.

Zastosowanie w modelach empirycznych Rg (x; K,p} falek o większych numerach falko­
wych p, wiąże się jednakże ze wzrostem komplikacji obliczeniowych związanych z otrzy­
mywaniem odpowiednich funkcji falkowych (zagadnienie to analizujemy szczegółowo w 
rozdziale 4). Ponadto, już przy numerach falkowych p 2, różnice pomiędzy gwaranto­
wanymi szybkościami zbieżności stają się nieznaczne i, przy odpowiednio gładkich R (z) 
i f (ar), wynoszą (por. wzór (3.57) dla błędu MISĘ):

p MISERg (z;Aopt {N) ,p)
2 0 ~ 0 (W0-8)
3 0 >-6/7) ~ 0 (A"0-86)
4 0 ~ 0 (A-089)
5 0 ^-10/11 j ~ O(A-°-91)

Można się zatem spodziewać, że zastosowanie modeli empirycznych Rg {x\ K,p) z funk­
cjami falkowymi o wysokich numerach falkowych p jedynie nieznacznie poprawi (asymp­
totyczną) szybkość zbieżności do identyfikowanej nieliniowości R(x), w stosunku do ich 
odpowiedników z funkcjami falkowymi o małych numerach p (por. też wyniki badań sy­
mulacyjnych w rozdz. 5).

B. W częstych sytuacjach braku informacji wstępnej o R (z) i f (z) można jednak na 
ogół przyjąć, że funkcje te posiadają skończoną liczbę punktów nieciągłości i są odcin­
kami gładkie z (3,a^ 1/2. Wówczas (por. własność RG8) przy regule doboru skali (3.58) 
modele empiryczne zbiegają globalnie (w sensie błędu MISĘ) do nieliniowości R (z) z gwa­
rantowaną szybkością O (A-1/2) (por. (3.59)), niezależną od liczby punktów nieciągłości 
w tej nieliniowości i w funkcji gęstości wejścia f (z) (w przedziale S — [a, 6]).

Ponieważ gwarantowana szybkość zbieżności nie zależy teraz także od zastosowanych w 
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), to przyjmując, jako dodatkowe kryte­
rium wyboru, łatwość implementacji modeli, należy stwierdzić, że najkorzystniejszy wybór 
stanowią w takich sytuacjach (tj. przy braku informacji apriorycznej) modele oparte o falki 
Haara (por. (1.10) i zob. rodź. 4; por. także [49], [70]-[71] i [108]).

Zauważmy jednak, że biorąc pod uwagę punktowe (lokalne) własności empirycznych 
modeli falkowych Rg {x- K,p) (por. własność RG2) zastosowanie funkcji falkowych o 
wyższych numerach pozwala tym modelom lepiej „dopasować” się do identyfikowanej 
nieliniowości w przedziałach jej ciągłości (por. (3.52) i (3.53)). Szczególnie widoczne jest 
to w przypadku, gdy R (Y) i f (z) są pomiędzy punktami skoków wielomianami. Wówczas 
bowiem (zob. uwaga 3.6), jeśli numer falkowy jest większy od stopnia tych wielomianów, 
znika obciążenie modeli empirycznych Rg (z; K,p} (por. wzory (3.29) i (3.49)).

3.2 Algorytm bezpośredni

Jedną z cech przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu ilorazowego jest zale­
żność zbieżności i szybkości zbieżności wyznaczanych przez niego modeli empirycznych 
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Rg (x] K,p) od własności funkcji gęstości wejścia systemu f (z). Zależność ta wynika z 
postaci funkcji G (x) identyfikowanej w pierwszym kroku algorytmu ilorazowego, która 
jest iloczynem nieliniowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (z) (por. wzór (3.1) 
w punkcie 3.1).

W szczególności, gdy na przykład f (x) jest nieciągła, gwarantowana szybkość średnio- 
kwadratowej zbieżności całkowej tych modeli jest co najwyżej rzędu O , nawet 
jeśli identyfikowana nieliniowość R(x) jest wielokrotnie różniczkowalna » 1) a za­
stosowane w modelach falki mają wysoki numer p (zob. twierdzenie 3.6 na str. 44 oraz 
własności RG7-RG8).

Proponowany poniżej algorytm identyfikacji jest pozbawiony tej wady i wyznaczone 
przez niego modele empiryczne zbiegają do nieliniowości R (x) niezależnie od własności 
funkcji gęstości wejścia systemu / (a;).

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli talkowych (dla różnych p), stano­
wiąca podstawę algorytmu identyfikacji, składa się obecnie z modeli będących aproksy­
macjami identyfikowanej nieliniowości R (z) (por. (1.25) w punkcie 1.2 oraz wzory (3.2) i 
(3.3) definiujące modele teoretyczne Rg (z; K,p))

"maMP) K-l *max(m.P)

Rfl(z;K,p) = AAnW + 52 Pm A W
n—n' . (M,p) m=M 1=1' . (m.p)mm' ' mm' 1

(3.60)

w których współczynniki i (3^ są (bezpośrednio) współczynnikami talkowymi iden­
tyfikowanej nieliniowości R(x) (por. z postacią współczynników modeli G^K^p) daną 
wzorem (3.4))

aMn= R^^^dz oraz Jpml = R (x) i/Fml (x) dx (3.61)
A

Granice sumowań w modelach Rr (x; K,p) wynoszą (por. wzory w (3.5))

<ńn (M,p) = [2Ma] ZGn (m,p) = [2ma] - 1 + p
oraz (3.62)

nmax (M,p) = [2M6j - 2p + 1 (m,p) = [2m5j - p

gdzie a, b są granicami przedziału S.

Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Wobec nieznajomości nieliniowości 
R (x), zadaniem algorytmu jest oszacowanie (estymacja) nieznanych współczynników 
i (3^ modeli Rr (z; K,p) (dla dowolnego p) na podstawie zbioru pomiarów {(xk, yk)}k=i 
wejścia-wyjścia systemu (por. punkt 2.2 w rozdz. 2).

Wykorzystując w tym celu spostrzeżenie, że przy założeniach Z1-Z5, dla x € S = [a, b] 
zachodzą poniższe tożsamości (por. wzory w (3.6))

= J 2 ' R(x)<ppMn(x)-Mf(x)dx = E =

= E{[B(*i)4<+Ą]^d^} =
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(3.63)

możemy, dzięki znajomości funkcji gęstości wejścia systemu f (x), oszacować te współczyn­
niki za pomocą następujących estymatorów (współczynników empirycznych) (por. esty­
matory w (3.7))

1 N N
^Mn = y^Mn M oraz ^z = — y^i M (3.64)

fc=i k—i

gdzie

= = (3.65)
j m / {xk)

otrzymując w ten sposób klasę (dla różnych p) empirycznych modeli fajkowych nielinio­
wości R (x), odpowiadających klasie modeli teoretycznych (3.60) (por. z postacią modeli 
empirycznych Rg (z; K,p) daną wzorami (3.8) i (3.9))

nmaxA-tP) K— 1 kax(m,p)
Rr(JCK,p) = ^2 ^Mn^Mn (X) + 52 52 Wn=n'. (M,p) m=M 1=1' (m,p)min' ' mm' ’■* /

(3.66)

Uzyskaliśmy zatem następujący bezpośredni algorytm identyfikacji (algorytm tego typu 
dla klasycznych układów funkcji ortogonalnych badany był w pracy [43]):

Algorytm bezpośredni:

Krok 1. Na podstawie pomiarów {^k,yk)}k=i oblicz oszacowania i według 
wzorów (3.64) i (3.65).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model nieliniowości R (z) wstawiając obliczone osza­
cowania do wzoru (3.66).

3.2.1 Analiza własności modeli empirycznych Rp (x\ K,p)

Analizę własności modeli Rr(x-,K,p) rozpoczniemy od uwagi, że współczynniki empi­
ryczne d^n i ^z w (3.64) są dobrze zdefiniowane, gdy funkcja gęstości wejścia systemu 
f (rr) jest dodatnia (por. wzory (3.63) i (3.65)). A zatem, na mocy założenia Zl, gwarantu­
jącego tę własność f (zr) jedynie w przedziale S = [a, b], nośniki funkcji talkowych (z) 
i 4’pml (z) odpowiadające współczynnikom empirycznym i ^2Z modeli Rr(x\K,p\ 
muszą zawierać się w tym przedziale. Nakłada to następujące ograniczenia na indeksy
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translacji n i l funkcji falkowych w tych modelach (por. Rys. 3.7)

n
2M a 

n + (2p - 1) 
------O

oraz
i + (l-p)

Qm a

l+P , 
2m

i prowadzi do podanych we wzorze (3.62) granic sumowań w modelach teoretycznych i 
empirycznych.

Przed przystąpieniem do dalszej analizy pokażemy, że z powyższego wynikają w ogól­
ności (dla dowolnego numeru falkowego p) następujące konsekwencje:

• zbieżność i gwarantowane szybkości zbieżności modeli empirycznych Rr(x',K, p)
zachodzą jedynie w podprzedziale przedziału S,

• nośniki modeli empirycznych Rr (z; K,p) są mniejsze niż przedział S = [a, 6], stąd 
niektóre pomiary ze zbioru {(a^, yk)}k=i nie s4 wykorzystywane przez algorytm bez­
pośredni przy wyznaczaniu tych modeli.

Przedział użyteczny modeli empirycznych Rr (x; K,p). Analiza błędów obciąże­
nia modeli falkowych opiera się na własności falkowej analizy wielorozdzielczej (1.3) w 
rozdz. 1 mówiącej, że zbiór funkcji falkowych (por. (1.14)-(1.16) w rozdz. 1)

{(Km (z) eZ) :m^ M} (3.67)

jest bazą zupełną przestrzeni L2 (R), a zatem pozwala przedstawić dowolną funkcję całko­
walną z kwadratem na całej prostej R (por. wzory (1.17) i (1-18) w rozdz. 1). Jak jednak 
stwierdziliśmy powyżej w przypadku modeli Rr^K.p') do dyspozycji mamy jedynie 
zbiór funkcji falkowych o postaci

' (Km , Ki
n = (M,p),..., n'max (M,p) |

, M >
^ = ^nin(™,P),---Xax(m,P) J

(3.68)
Zbiór ten, ze względu na zwartość nośników funkcji falkowych Daubechies, jest bazą zupe­
łną przestrzeni funkcji całkowalnych z kwadratem jedynie w pewnym przedziale, w którym 
spośród wszystkich funkcji falkowych ze zbioru (3.67) aktywne są tylko te, które należą 
do zbioru wyznaczonego w (3.68). Granice tego przedziału, oznaczane dalej przez a'R i bR, 
można zatem wyznaczyć na podstawie poniższych równości (por. wzory w (3.62), postacie 
nośników funkcji falkowych dane w (1.11), rozdz. 1 oraz Rys. 3.7)

/ ^min«P) “ 1 + (2P~ 1) ,, n^^pj + l
aR~--------------------- -------------------------- oraz bR~--------^7-------

z których otrzymujemy, że

[2Ma] + 2p — 2 
2^ (3.69)

Przedział S'R = [a'K, b'^ będziemy nazywać przedziałem użytecznym modeli empirycznych 
Rr (z; K,p}. Zwróćmy uwagę, że jest on w ogólności węższy od przedziału S.
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Rys. 3.7 Algorytm bezpośredni (wyznaczający empiryczne modele falkowe Rr(x-, K,py) po­
zwala identyfikować nieliniowości R (x) w przedziale SR = [n^, b'^, który jest w ogólności węższy 
niż przedział S = [a, 6] (na rysunku przedstawiono przykładowy model Rr (a;; K, p) z p — 2). 
Szare prostokąty odpowiadają nośnikom funkcji falkowych tego modelu

Zauważmy także, że na mocy własności (A.2) funkcji [_-J i p] (Dodatek A.l, str. 114), 
długość tego przedziału rośnie ze wzrostem skali M (por. wzory w (3.42)), ponieważ:

, 2Ma + 2p - 1 2p - 1 
aR a < 2-W — a — 2M

, 2M6-2p + loraz b-bR<b--------- ----------(3-7°)

i (asymptotycznie, M —> oo) osiąga długość przedziału S (dla dowolnych p). Stąd, aby za 
pomocą algorytmu bezpośredniego móc identyfikować nieliniowość R (x) w jak najszer­
szym przedziale S'R, należy w empirycznych modelach falkowych Rr (z; K,p) przyjmować 
skalę M = K (por. Rys. 3.8).

Rys. 3.8 Przedział użyteczny S'R modeli empirycznych Rr(x\K,p) osiąga (w danej skali K) 
największą długość (nieliniowość R (a;) jest identyfikowana przez algorytm bezpośredni w naj­
szerszym podprzedziale SR C S) w przypadku, gdy parametry skali M i K w tych modelach są 
równe (model wykorzystuje tylko funkcje skalujące (a;)) (por. z Rys. 3.7)
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Nośnik modeli empirycznych Rr (rr; K,p). 
stępującym wzorem

Nośnik modeli Rr (rr; K,p) jest dany na-

K-X l'min6n,p)

supp Rr (rr; K, p) = |J supp ippMn (rr) U |J |J supp (rr)
n=n' . (M.p) m=M 1=1' (m,p')min'- ir ' min' ir'

a zatem, przy granicach sumowań podanych we wzorze (3.62) i przy uwzględnieniu postaci 
nośników odpowiednich funkcji falkowych {x) i ^[z (2)1 jest równy (por. wzór (1.11) 
w punkcie 1.1)

[2MbJ-2p+l K_x [2m6J-p

wWRR(x-,K,p) = U [£,±*g=i)u|J U [^,^) =
n=f2Ma] m=K Z=p2ma’] — 1+p

12^-^l-p
1 i ri±iz£ _ [ F2^^! L2K~lfcJ A _

— tU L 2^-1 > 2--1 j — 2^-1 ’ 2—-1 ) —
Z=f2—-1a1 —1+p Z

= Sh = [aR,bR) (3.71)

a zatem jest ogólnie węższy od przedziału S = [u, b] (zob. Rys. 3.7). W rezultacie 
pomiary, których składowa wejściowa rr*, leży na brzegach [a, 2-^-1) [2A'-1a^) oraz 

; przedziału S, nie są brane pod uwagę przez rozważany algorytm 
podczas wyznaczania współczynników modeli Rr (rr; K,p). Dla porównania, w przypadku 
modelu z Rys. 3.8 (tj. dla M = K) nośnik tego modelu wynosi

|_2-bJ -2p+l

supp Rr {x;K,p) = (J [^, )
n=f2-al

[2*a]
2-

a zatem odpowiednie przedziały brzegowe są mniejsze (i mniejsza może być także liczba 
pomiarów niewykorzystanych przez algorytm identyfikacji).

Uwaga 3.9 Dla modeli empirycznych Rr{x] K,p) opartych o funkcje Haara {p = 1), w 
przypadku, gdy granice a, b przedziału S leżą na siatce binarnej BH, H M (por. definicja 
w Dodatku A.2, str. llj), zachodzi (por. wzory {3.69) i {3.71))

aR = aR — a oraz bR —- bR —— b

i algorytm bezpośredni identyfikuje w takim przypadku nieliniowość R{x) w całym 
przedziale S, z wykorzystaniem wszytkich pomiarów ze zbioru {(rr*, yk)}k=r

Zbieżność oszacowań cJ3̂  i ^z

Na mocy tożsamości (3.63) oraz założeń Z3-Z5, estymatory i (dane wzorem 
(3.64)) są nieobciążone

EC=aMn oraz E^z=Cz (3.72)

Ponadto, ich wariancje spełniają następujące oszacowania

var ó^In {A1™ + A'cov) oraz var {B'var + B'cov) (3.73)
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gdzie oraz Acav,B'CON są dodatnimi stałymi zależnymi od części dynamicznej
systemu i własności zakłóceń zewnętrznych (zob. (B.31) i (B.32) w Dodatku B.5).

Z własności (3.72) i (3.73) wnioskujemy, że (por. z lematem 3.1):

Lemat 3.7 Współczynniki i modeli empirycznych Rr (rr; K,p) zbiegają średnio- 
kwadratowo do współczynników i (3^ modeli teoretycznych Rr (rr; K, p) wraz z rosnącą 
liczbą pomiarów N. Ich błędy średniokwadratowe spełniają nierówności

mseóŁ
MSE^,

+ ^cov)

< 4 (B^ + B1̂

A zatem, podobnie jak współczynniki empiryczne dFMn i modeli G (rr; K,p), również 
powyższe charakteryzują się własnościami VI-V3 (str. 29), zbiegając przy tym bezpośre­
dnio do współczynników rozwinięcia talkowego identyfikowanej nieliniowości R (rr).

A. Analiza zbieżności punktowej modeli Rr(x; K,p)

Analiza zbieżności punktowej modeli empirycznych Rr{x\ K,p) przebiega podobnie jak 
przeprowadzona w punkcie 3.1.1 analiza zbieżności punktowej modeli empirycznych 
G (x\ K,p) wyznaczanych za pomocą algorytmu ilorazowego.

Rozpoczniemy ją od dekompozycji punktowego błędu średniokwadratowego modeli em­
pirycznych Rr (rr; K,p) w ustalonym punkcie rr

MSER«(rr;/C,p) R(x) - RR{x-,K,p)E
2

R (rr) - E Rr (rr; K, p) E Rr (rr; K, p) - Rr (rr; K, p)

= bias2 Rr (rr; K, p) + var Rr (x\ K, p) (3-74)
na dwa składniki błędu modelu: kwadrat obciążenia bias2 Rr {x\ K,p) oraz wariancję wy­
jścia modelu var Rr (rr; K,p).

Wariancja wyjścia modelu var Rr (rr; K,p). Z własności (3.72) wynika, że modele 
empiryczne Rr(x; K,p) są - dla poszczególnych Kip- nieobciążonymi estymatorami 
modeli teoretycznych RR(x-,K,p) (por. wzór (3.13))

E Rr (rr; K, p) = Rr (rr; K, p) (3.75)
W konsekwencji zatem

varRR(x; K,p) = E Rr {x\K,p) - Rr (x\K,p)

+ E

2

Na podstawie obliczeń zawartych w Dodatku B.6 (str. 128) otrzymujemy, że w każdym 
punkcie x G S'R wariancja wyjścia modelu empirycznego Rr (rr; K,p} spełnia nierówność 

2k
var Rr (rr; K, p) < — ■ (3.76)

gdzie jest dodatnią stałą, zależną od dynamiki systemu i zakłóceń zewnętrznych Zk- 
Podobnie zatem jak dla modelu G (rr; K,p), rząd wariancji wyjścia modeli empirycznych 
Rr (rr; K,p) zależy tylko od liczby pomiarów N oraz przyjętych skal K modeli (por. (3.14) 
oraz własności Vl-V3, str. 29).
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Obciążenie bias2 Rr (rr; K,p). Ze względu na (3.75) kwadrat obciążenia modeli em­
pirycznych Rr(x; K,p) w punkcie x jest równy kwadratowi błędu aproksymacji w tym 
punkcie nieliniowości R [x) za pomocą jej talkowych modeli teoretycznych Rr (rr; K,p):

bias2A/? (rr; K,p) = R (rr) - ERr (rr; K,p) = [R{x) - Rr{x~ K,p)]2 (3.77)

A zatem ma przyczyny jedynie natury deterministycznej i nie zależy od liczby pomiarów 
N. Błąd ten maleje do zera ze wzrostem skali K w tych punktach x, w których identyfiko­
wana nieliniowość R (rr) jest ciągła (zob. [80, twierdzenie 2.1]), bez względu na zachowanie 
się w tym punkcie funkcji gęstości wejścia systemu / (rr) (por. (3.16)),

bias2Aj? (rr; K,p) —> 0 dla K —> oo (3.78)

Zbieżność punktowa modeli Rr{x\ K,p)

Dobierając parametr skali K tak, aby wzrost liczby pomiarów N powodował jednocze­
sne zmniejszanie się obu składowych błędu średniokwadratowego we wzorze (3.74) (por. 
z dyskusją na str. 30, dotyczącą warunków zbieżności punktowej modeli empirycznych 
G{x;K,p)), tj. aby

2*'W
K — K' (A) —► oo oraz ——-----> 0 dla N —> oo

v ’ N (3.79)

otrzymujemy następujące twierdzenie charakteryzujące warunki zbieżności modeli empi­
rycznych Rr (rr; K,p) (por. z twierdzeniem 3.1).

Twierdzenie 3.7 (Średniokwadratowa zbieżność punktowa) Jeśli identyfikowana 
nieliniowość R(x) jest ciągła w punkcie x e SR = [a)?,^), a skala K modeli empirycz­
nych Rr(x-, K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki w {3.79), to 
dla dowolnego p modele te zbiegają w tym punkcie średniokwadratowo do identyfikowanej 
nieliniowości R (rr)

(N),p) = E

Z powyższego twierdzenia wnioskujemy zatem, że zbieżność punktowa empirycznych 
modeli falkowych Rr (rr; K, p) do nieliniowości R (x) nie zależy od ciągłości funkcji gęstości 
wejścia systemu f (x).

Z punktowej zbieżności średniokwadratowej modeli Rr (rr; K, p) wynika ich punktowa 
zbieżność według prawdopodobieństwa (por. wniosek 3.1):

Wniosek 3.2 (Zbieżność punktowa wg prawdopodobieństwa) Jeśli spełnione są 
założenia twierdzenia 3.7, modele empiryczne Rr{x-, K' (N) ,p) zbiegają do nieliniowości 
R{x) według prawdopodobieństwa, w każdym punkcie x E SR = [a^, b'R), w którym ta 
nieliniowość jest ciągła

Rr{x-K' (A) ,p) 4 R(x) gdy N -> oo



ROZDZIAŁ 3. FALKOWE ALGORYTMY IDENTYFIKACJI 54

Szybkość zbieżności punktowej modeli Rr (rr; K, p)

Aby wyznaczyć szybkość średniokwadratowej zbieżności modeli Rr {x\K,p) do identyfi­
kowanej nieliniowości R (rr) przyjmiemy teraz następujące założenie o jej gładkości (por. 
założenie Z7, str. 34).

Z7'. Nieliniowość R (rr) należy do klasy

R(x) € Cp [ax,bx) [ax,bx") C S'R, > 0

gdzie
|2Krr] - 2p + 2 [2KrrJ + 2p - 1

Zauważmy, że założenie to nie dotyczy funkcji gęstości wejścia systemu f (rr), która 
może być teraz dowolna (w zakresie podanym w założeniu Z1 w rozdz. 1).

Szybkość zbieżności błędu obciążenia bias2 Rr (rr; K,p). Korzystając teraz z osza­
cowania błędu obciążenia w ustalonym punkcie rr, uzyskanego w Dodatku B.4 (str. 126) 
dla modeli G{x\K,p) otrzymujemy (przy podstawieniu G (rr) = R (rr) oraz A = /3), że 
odpowiednie oszacowanie błędu obciążenia dla modeli Rr (rr; K,p) wynosi

bias2 Rr (rr; K, p) 2~^K • (3.80)

gdzie 7' = min{/?,p} i C'^ jest dodatnią stałą (zależną od nieliniowości R{x) i falek 
Cz W)-

Na podstawie tej nierówności wnioskujemy, że przy założeniu Z7' (por. własności Bl- 
B4 modeli G (rr; K,p), str. 35):

BI'. Wraz ze wzrostem skali K empirycznych modeli falkowych Rr (rr; K,p), kwadrat 
ich błędu obciążenia maleje wykładniczo do zera w punktach ciągłości nieliniowości 
R^, przy dowolnej funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) (spełniającej założenie 
Zl).

B2'. Szybkość zmniejszania się tego błędu zależy jedynie od gładkości nieliniowości R (rr) 
oraz od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p), nato­
miast nie zależy od gładkości funkcji gęstości wejścia systemu / (rr).

B3'. Wpływ na błąd obciążenia modeli Rr {x\ K, p) w punkcie rr ma gładkość nieliniowości 
R{x) jedynie w otoczeniu tego punktu (w przedziale [ax,&a:)).

B4'. Oszacowanie (3.80) jest prawdziwe dla wszystkich punktów rr należących do 

przedziału 2* > 2k — ^R-

Szybkość średniokwadratowej zbieżności punktowej modeli Rr (rr; K,p). Nie­
równości (3.76) i (3.80) pozwalają w następujący sposób oszacować asymptotyczny błąd 
średniokwadratowy modeli empirycznych Rr (rr; K, p) w dowolnym, ustalonym punkcie 
x e S'R (por. wzór (3.30)):

MSE Rr^K^) ‘ ^MSE (3.81)+ N
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gdzie Cmse = max {^bias, ^Car}- Minimalizacja tego oszacowania względem parametru 
skali K prowadzi do następującej reguły lokalnego doboru skali K modeli empirycznych 
Rr (rr; K,p) (w otoczeniu punktu x) dla dużej liczby obserwacji N (por. warunki (3.79) i 
regułę doboru skali (3.31) w modelach empirycznych G (rr; K,p\)

K = K'ari(N)= —1—l0fe27W 
L^7 + i

(3.82)

Podstawiając ten wzór do oszacowania (3.81) otrzymujemy następujące twierdzenie (por. 
twierdzenie 3.2).

Twierdzenie 3.8 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności punktowej) Jeśli 
spełnione są warunki założenia Z7, to w każdym punkcie x należącym do przedziału

I 2kxI |2kz|+1\ -
L 2* ’ L 2^— b średniokwadratowy modeli empirycznych Rr{x\K,p), przy skali

K dobieranej według reguły {3.82), spełnia nierówność

MSEHh (x; Ąpl (JV) ,p) < Y = min{^,p} (3.83)

gdzie C^E — 2 • (27') 27 ^27 +1^ C^se-

Z twierdzeń 3.7 i 3.8 wynikają następujące własności punktowe (w sensie zachowania 
się błędu średniokwadratowego MSE) empirycznych modeli talkowych Rr{x- K,p) (por. 
z własnościami RG1-RG4 modeli Rg {x\ K,p), str. 42):

RR1. Modele Rr {x\ K, p) zbiegają do identyfikowanej nieliniowości R {x) w każdym punk­
cie jej ciągłości w przedziale S'R = [a^, b'R), niezależnie od ciągłości w tych punktach 
funkcji gęstości wejścia systemu f {x).

RR2. Szybkość zbieżności modeli Rr{x-, K,p) ze wzrostem liczby pomiarów N we wzo­
rach (3.64) i (3.83) zależy od lokalnej (w przedziale [ax,bx)) gładkości nieliniowości 
R{x) oraz od zastosowanych w modelach funkcji talkowych (numeru falkowego p), 
natomiast nie zależy od gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) (por. wzory 
(3.82)-(3.83)).

RR3. Jeśli w przedziale [ax, bx) nieliniowość R {x) należy do klasy C^, a zastosowane w mo­
delu empirycznym Rr (rr; K,p) falki mają numer p /3, to wówczas szybkość zbie­
żności błędu średniokwadratowego tych modeli osiąga asymptotycznie optymalną 
prędkość O ^N~2^^2I3+1^ (por. Dodatek B.7, str. 129).

RR4. Na wyznaczone w twierdzeniach 3.7 i 3.8 warunki i szybkość zbieżności modeli 
Rr{x-, K,p) nie wpływają ani struktura ani dynamika systemu (z klasy rozważa­
nych systemów), ani też skorelowanie zakłóceń pomiarowych Zk-

RR5. Przedział Są = [aR, b'R), w którego punktach może zachodzić zbieżność modeli em­
pirycznych Rr (rr; K,p) jest, w ogólności, węższy niż przedział S. Różnica pomiędzy 
tymi przedziałami maleje ze wzrostem skali M (por. wzory (3.69) i (3.70)) (i dla 
przyjętej skali K modeli jest najmniejsza gdy M = K).

Poniższe twierdzenie określa szybkość zbieżności punktowej empirycznych modeli tal­
kowych Rr{x\K,p) według prawdopodobieństwa (por. twierdzenie 3.3).
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Twierdzenie 3.9 (Szybkość zbieżności punktowej wg prawdopodobieństwa)
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 3.8, to dla błędu bezwzględnego mo­
deli empirycznych Rr (rr; K'opt (N) ,p^ zachodzi asymptotycznie w każdym punkcie

2* , następujące oszacowanie:x G

R — Rr (z; K'opt (N), p) N 2y +i (3.84)

według prawdopodobieństwa.

Dowód. Dowód twierdzenia otrzymujemy po zastosowaniu twierdzenia 2.19 z pracy [50, 
twierdzenie 3, str. 449], cytowanego w Dodatku B.8, str. 129. Podstawiając w nim g (rr) = 

gN^ = RR{x-K'opt(N),p) oraz fN (x) = = Is^} i przyjmując sg =
277(27' + 1) oraz Sf = 00, otrzymujemy (3.84). ■

Otrzymujemy zatem kolejną własność:

RR3a. Jeśli zastosowane w modelach empirycznych Rr (rr; K,p) funkcje falkowe mają nu­
mer p (3, to wówczas modele te zbiegają punktowo do nieliniowości R (rr) z pręd­
kością O według prawdopodobieństwa (por. własność RR3).

B. Analiza zbieżności całkowej modeli Rr(x', K,p)

Badanie zachowania się modeli empirycznych Rr (rr; K, p) w sensie globalnego (całkowego) 
błędu średniokwadratowego MISĘ opiera się na dekompozycji tego błędu na składowe 
zintegrowanego kwadratu obciążenia ISB Rr (rr; K,p) oraz zintegrowanej wariancji wyjścia 
IV Rr (rr; K,p) (por. z dyskusją dotyczącą modeli G (rr; K,p), str 3.1.1).

Błąd ten dla modeli empirycznych Rr (rr; K,p) definiujemy w przedziale S'R =

MISĘ Ar (rr; K,p) = E [ R(x) - Rr(x\ K,p) dx = ISB Rr{x; K,p) + IV Rr(x; K,p") 
JS’R L J

(3-85) 
Podobnie jak dla modeli G (rr; K, p) w algorytmie ilorazowym, warunki i szybkość całkowej 
zbieżności modeli Rr(x; K,p) zbadamy dla ciągłych i nieciągłych (ze skończoną liczbą 
nieciągłości typu skok) nieliniowości RIT).

Wariancja IV Rr (x\ K,p). Składową IV Rr (rr; K,p~) dla S'R = a'R, b'R) można oszaco­
wać korzystając z oszacowania punktowej wariancji modelu empirycznego podanego we
wzorze (3.76) (por. (3.34))

r 2k
W Rr^K^) = vax RR(ar, K,p) dx < — • C™ 

JS'R N
(3.86)

gdzie Gv = (b'R - a^ C^.
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Ociążenie ISB Rr (x\ K, p). Ze względu na nieobciążoność estymatorów a^n i 0^ (por. 
wzory w (3.72)), a zatem też wyjścia modelu empirycznego Rr(x;K,p) w stosunku 
do jego teoretycznego odpowiednika Rr(x; K,p) (por. wzór (3.75)) całkowe obciążenie 
ISB Rr (x; K,p) jest równe całkowemu błędowi aproksymacji identyfikowanej nieliniowo­
ści R(x) przez model teoretyczny Rr (z; K,p) (por. wzór (3.35))

ISBĄ? (z; K,p) (z) -ERr (x\K,p) dx =

- Rr (z; K,p)]2 dx = ISEBfl (z;K,p) (3.87)

a zatem, podobnie jak składowa obciążenia bias2 Rr (x\ K,p) błędu punktowego, ma przy­
czyny natury deterministycznej. Na mocy własności (1.21) w rozdz. 1 falkowej analizy wie- 
lorozdzielczej, obciążenie ISB Rr (z; K,p) maleje do zera ze wzrostem skali K modeli, dla 
dowolnych R (z) spełniających założenie Z2 z rozdz. 2 i dla dowolnego numeru falkowego 
p (por. wzór (3.36))

ISB Rr(x-, K,p) —> 0, gdy K —* oo (3.88)

Zbieżność całkowa modeli Rr(x\ K,p)

Opierając się na rozumowaniu przedstawionym w trakcie analizy warunków zbieżności 
całkowej modeli empirycznych G(x;K,p) (zob. str. 37) i dotyczących doboru skali K 
w zależności od liczby pomiarów otrzymujemy, że w przedziale użytecznym SR talkowe 
modele empiryczne Rr(x\K,p) zbiegają w sensie błędu MISĘ (danego wzorem (3.85)) 
do dowolnej, ograniczonej w przedziale S nieliniowości R (z), jeśli ich skala K zależy od 
liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki

K = K' (N) —* oo oraz 2K'^ /N —> 0 gdy N —> oo 

Otrzymaliśmy zatem następujące twierdzenie (por. twierdzenie 3.4).

(3.89)

Twierdzenie 3.10 (Średniokwadratowa zbieżność całkowa) Jeśli skala K modeli
Rr(x; K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki (3.89), to dla do­
wolnego p modele te zbiegają w przedziale SR = [a^, b'R), gdzie (por. (3.69)):

. \2Ma]Y2p-2 . \2Mb\-2p + 2
aR = -------~-------- oraz bR = - -----=4---------

do nieliniowości R(x), w sensie całkowego błędu średniokwadratowego (MISEJ

MISERR(x-K'(N),p)=E [ \r(x)-Rr(x;K'(N),p)] dx-+0 N -> oo 
Js'R L J

Zauważmy, że zbieżność całkowa modeli empirycznych Rr (x; K' (N) ,p) nie zależy od 
ciągłości identyfikowanej nieliniowości R (x).

Szybkość zbieżności całkowej modeli Rr (x\ K, p)

Jako pierwszy rozpatrzymy przypadek, gdy identyfikowana nieliniowość R (x) jest ciągła 
w przedziale S = [a, b].
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a) Nieliniowość R(x) ciągła w przedziale S = [a, &]. Do oszacowania błędu 
całkowego modeli falkowych Rr (z; K,p) w przypadku ciągłej nieliniowości R (z) możemy 
wykorzystać wyniki uzyskane w trakcie analizy błędu punktowego tych modeli. Ponieważ 
dla dowolnego przedziału S' C S'R zachodzi

MISĘ Er (z; K,p) = [ MSE RR{x-K,p)dx 
Js'

to dla błędu całkowego modeli empirycznych RR{x\K,p) otrzymujemy, jako wniosek z 
twierdzenia 3.8, następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności całkowej) (R(x) 
ciągła) Jeśli R{x) G C3 [a, b] oraz skale modeli emiprycznych Rr(x', K,p) dobierane są 
według reguły (por. {3.82))

K = K'^ (N) = —ł— log2 i = min {0, p} (3.90)
27 + 1

to w przedziale S'R = [a)j, b'R), ich całkowe błędy średniokwadratowe są asymptotycznie nie 
większe niż

- f r 12 2-/MISE^^K^M —E / R(x)-RR(x-K'vt(N),p) 
JS'R L J

(3.91)
gdzie C^SE = {b'R - a'R) C^E.

Powyższe twierdzenie gwarantuje modelom empirycznym Rr (z; K, p) szybkość zbieżno­
ści rzędu O (N-27/^27/+17 gdzie 7' = min{/3,p}. Zauważmy, że gwarantowana szybkość 
zbieżności zachodzi przy dowolnych funkcjach gęstości wejścia / {x) spełniających założe­
nie Z1 z rozdz. 1.

b) Nieliniowość R {x) nieciągła w skończonej liczbie punktów. Na mocy 
wzoru (3.86) rząd zintegrowanej wariancji wyjścia modelu Rr{x; K,p) zależy jedynie od 
liczby pomiarów N i przyjętej w modelu skali K. A zatem do ustalenia gwarantowa­
nej szybkości całkowej zbieżności średniokwadratowej modeli empirycznych RR{x\K,p) 
wystarczy zbadać zachowanie się obciążenia ISB Rr (z; K,p).

Przyjmiemy teraz następujące założenie dotyczące identyfikowanej nieliniowości R {x) 
(por. założenie Z7a na str. 39):

Z7a' Nieliniowość R{x) jest w przedziale S odcinkami gładka, tj. ma w tym przedziale 
skończoną, ale nieznaną liczbę punktów nieciągłości typu skok i poza nimi należy 
do klasy C^.

Korzystając z oszacowania zintegrowanego obciążenia modeli G{x-K,p) (por. wzór 
(3.45), str. 40) dla przypadku nieciągłej funkcji G {x) otrzymujemy, po podstawieniu 
f {x) = Is{x), że zintegrowane obciążenie modeli empirycznych Rr{x; K,p) przy za­
łożeniu Z7a' spełnia następującą nierówność

ISB Rr (x; K,p) i 2^K -C^, q' — min
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gdzie Cjsb jest dodatnią stałą zależną od identyfikowanej nieliniowości R (rr) i zastosowa­
nych w modelu funkcji falkowych (z)-

Powyższe, wraz z oszacowaniem całkowej wariancji w IV Rr (x; K,p) we wzorze (3.86), 
prowadzi do następującej nierówności charakteryzującej średniokwadratowy błąd całkowy 
empirycznych modeli falkowych Rr(x', K,p) w przypadku nieciągłej nieliniowości R(x) 
(por. (3.46))

MISĘ R„ K, p) « V CSISE (3.92)

gdzie Cmjse = max {Gsb> Civ Optymalizując to oszacowanie względem parametru skali 
K otrzymujemy, że (por. (3.47))

k = #;pt (v) = ——- log2 2q'N 2^ + 1 62 (3.93)

Po wstawieniu powyższej reguły do wzoru (3.92) otrzymujemy następujące twierdzenie 
(por. twierdzenie 3.6).

Twierdzenie 3.12 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności całkowej) (R(x) 
nieciągła) Jeśli nieliniowość R(x) ma w przedziale S = [a, 6] dowolną, skończoną liczbę 
punktów nieciągłości (typu skok), a pomiędzy punktami nieciągłości należy do klasy 
C^/J > 0 oraz jeśli skale modeli empirycznych Rr(x', K,p) dobierane są według wzoru 
(3.93), to w przedziale S'R całkowe błędy średniokwadratowe tych modeli są asymptotycznie 
nie większe niż

- 7 r i2 2?MISĘ Rr (x ; K'opt (N), p) = E / R (x) - Rr (x- K'opt (N),p) dx ś N~ ■ C^SE

(3.94)
gdzie q' = min {/3,1/2} oraz C^SE = 2 • ^f2^2^ C^SE.

Z twierdzeń 3.10-3.12 wnioskujemy następujące własności falkowych modeli empirycz­
nych Rr (rr; K, p) w sensie zachowania się błędu całkowego MISĘ (por. własności RR1- 
RR5 oraz własności RG4-RG8 modelu Rg (x\ K,p)):

RR6. Przy założeniach twierdzenia 3.10, modele empiryczne Rr(x-, K,p) zbiegają w 
przedziale S'R = [a^,^) do dowolnych (w tym nieciągłych) nieliniowości R(x).

RR7. Szybkość zbieżności modelu Rr (rr; K, p) zależy od gładkości nieliniowości R (rr) w 
przedziale S i od zastosowanych w nim funkcji falkowych, ale nie zależy od gładkości 
funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) (por. wzory (3.90)-(3.91) i (3.93)-(3.94)).

RR8. Jeśli zastosowane w modelu empirycznym falki mają numer p (3, to wówczas model 
Rr (rr; K, p) zbiega do nieliniowości R (rr) z asymptotycznie optymalną prędkością 
O (^-W^1)) przy dowolnych f (rr) spełniających założenie Z1 (por. Dodatek B.7, 
str. 129 i własności RR3 oraz RG3).

RR9. Oszacowanie (3.94) gwarantuje w praktycznych zastosowaniach (dla /3 1/2) mini­
malną szybkość zbieżności modeli falkowych Rr (rr; K,p) rzędu O (N-1/2), niezale­
żną od numeru falki p (i gładkości funkcji gęstości wejścia f (rr)).
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RR1O. Na szybkość zbieżności nie wpływają (z dokładnością do stałych) ani struktura sy­
stemu (z klasy rozważanych systemów) ani jego dynamika, ani też skorelowanie 
zakłóceń Zk (por. własności RR4 oraz RG4).

Przykłady. Dla nieliniowości R (x) odcinkami stałych, błąd (3.94) maleje z gwaranto­
waną szybkością rzędu O (N-1/2) i nie zależy od zastosowanych w modelach Rr (x;K,p) 
funkcji falkowych i gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) (por. wzór (3.93)).

Jeśli R(x) jest dwukrotnie różniczkowalna (należy np. do klasy C2 5[a, 6]), a funkcja 
gęstości f (rr) jest nieciągła, to wówczas modele empiryczne Rr (rr; K,p) oparte o falki Ha- 
ara (p = 1) zbiegają do nieliniowości R (rr) z gwarantowaną prędkością O która
przy zastosowaniu falek o numerze p > 3 wzrasta do asymptotycznie optymalnej (wy­
noszącej tu O (N'5/6) - por. wzory (3.90)-(3.91) i własność RR8). Natomiast modele 
Rg {r: K,p) zbiegają w obu przypadkach (zarówno dla p = 1 jak i p = 3) ze znacznie 
mniejszą gwarantowaną szybkością O (N-1/2) (zob. wzory (3.58)-(3.59)), niezależną od 
zastosowanych funkcji falkowych (numeru p).

C. Dobór falek w empirycznym modelu falkowym Rr (rr; K,p~)

Na podstawie przeprowadzonej analizy i podanych przykładów należy stwierdzić, że wska­
zówki dotyczące doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych Rg (rr; K,p) otrzy­
mywanych za pomocą algorytmu ilorazowego (por. str. 45) można odnieść również do 
modeli Rr(x;K, p) uzyskiwanych za pomocą algorytmu bezpośredniego. Jednakże, ze 
względu na niezależność własności (warunków i szybkości zbieżności) modeli empirycz­
nych Rr (rr; K,p) od gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (rr), dobór jest ten po­
dyktowany jedynie własnościami identyfikowanej nieliniowości B(rr).

Zwróćmy jednakże uwagę, że zastosowanie w modelach empirycznych Rr (rr; K, p) funk­
cji falkowych o wysokim numerze p wiąże się (w praktycznych sytuacjach - tj. przy sko­
ńczonej skali M K) ze zmniejszeniem przedziału użytecznego S'R, w którym modele 
te zbiegają do identyfikowanej nieliniowości R(x) (por. wzory (3.69)-(3.70) i twierdzenia 
3.7-3.12 oraz własność RR5).

Dalsze wskazówki dotyczące doboru funkcji falkowych w modelach empirycznych 
Rr (rr; K, p) dla przypadków małej i umiarkowanej liczby pomiarów N, przedstawiamy w 
rozdz. 5, w oparciu o wyniki eksperymentów numerycznych.
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B . Nieznana gęstość prawdopodo­
bieństwa wejścia systemu

3 .3 Algorytm ilorazowy z estymacją funkcji gęstości 
wejścia systemu

W wielu praktycznych sytuacjach funkcja gęstości wejścia systemu f (rr) jest nieznana. 
Zatem, z punktu widzenia zastosowań ważne są algorytmy umożliwiające identyfikację 
nieliniowości R (x) również przy nieznanej funkcji gęstości wejścia.

Podstawa teoretyczna. Klasa teoretycznych modeli falkowych nieliniowości R(x), 
która stanowi podstawę obecnego algorytmu identyfikacji, składa się z następujących mo­
deli opartych, podobnie jak modele teoretyczne Rg (rr; K,p) w przypadku znanej gęstości 
wejścia / (rr), o faktoryzację nieliniowości R(x) (zob. wzór (3.1) w punkcie 3.1)

Rcl{x-,K,p) = G^IJP} (3.95)J W,K,p)

w których licznik G(x;K, p) jest teoretycznym modelem falkowym funkcji G(x) 
(= R^) • f (rr)) (jak w modelach teoretycznych Rg (rr; K,p~) - zob. wzory (3.2) i (3.3)):

nmax(M,p) K-l Zmox(m,p)

G{x-,K,p)= 22 (*) + 22 22 CzCzW (3-96)
«=nmin(M,p) m=M

(ze współczynnikami i danymi wzorami (3.4)) a mianownik f(x-,K,p') stanowi 
teoretyczny model falkowy nieznanej gęstości wejścia systemu f (rr) (jej falkową aproksy­
mację):

^max (Af ,p) K—1 ^max(ńl|P)

/(rr;K,p)= 22 aMn<z4n ($) + 22 22 A k) (3-97) 
"=^min(Mp) m—M

o współczynnikach apMn i równych współczynnikom jej rozwinięcia w szereg falkowy 
(por. wzory w (3.4))

apMn= f (rr) (rr) dx oraz łFml = f (rr) Cz (*) (3.98)

Granice sumowań w modelach f (rr; K^p) wynoszą (por. wzór (3.5))

nmin{M,p^ [2Ma\-2p + 2
oraz

«max (M,p) = - 1

kin (m,p) = [2ma\ -p + 1
(3.99)

kax (m,p) = r2m6] +p - 2

gdzie a, b są granicami przedziału S.
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Algorytm identyfikacji. Modele empiryczne. Zadanie algorytmu identyfikacji po­
lega na wyznaczeniu empirycznego modelu falkowego nieliniowości R (x) na podstawie 
zbioru pomiarów {(z^, yk)}^- Wobec nieznajomości zarówno identyfikowanej nielinio­
wości R (z) jak i funkcji gęstości wejścia systemu f (2?), polega ono na oszacowaniu (esty­
macji) współczynników cFMn, f3pml i apMn, obu modeli talkowych G (z; K,p) i f (z; K,p) 

(wzory (3.96) i (3.97)).
Współczynniki pierwszego z nich szacujemy, analogicznie jak w modelach empirycznych 

Rg{x\K,p) w algorytmie ilorazowym przy znanej funkcji gęstości wejścia systemu, za 
pomocą estymatorów (zob. wzory w (3.7)):

1 1 N
= oraz Kmi = — (^) (3.100)

’ k=l * k=l

otrzymując model empiryczny ze wzoru (3.9):
7Łmax(-^»p) TC — 1 ^max(^łP)

G(X-K,P)= (3-101)
™=nmin(Mp) m=M

Wykorzystując natomiast, w odniesieniu do modelu f(x;K,p), znane tożsamości (zob. 
np. [104], [122])

aMn = E(ppMn(<x1) oraz = (3.102)
otrzymujemy następujące estymatory jego współczynników

1 N i *

Kfn = N^PMnM oraz łfml = — 22 Ku M (3.103)
V k=l k=l

oraz poniższy falkowy model empiryczny nieznanej funkcji gęstości wejścia f (z)
7^max(-^>P) K—1 ^max(^jP)

f{x-K,p~}= (3-104)
n=nmin(M,p) m=M Z=Zmin(m,p)

Uzyskaliśmy w ten sposób klasę (dla różnych p) empirycznych modeli talkowych nielinio­
wości Rfa) (por. (3.101) i (3.104))

RGf ^K^ =
G(z;K,p)

(3.105)

odpowiadających klasie modeli teoretycznych (3.95). Algorytm identyfikacji przyjmuje 
obecnie następującą postać:

Algorytm ilorazowy z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu:
Krok la. Na podstawie pomiarów {(xk, yk)}^ oblicz oszacowania cFMn i Ku według 
wzorów (3.100).
Krok lb. Na podstawie pomiarów {zt}^ oblicz oszacowania apMn i według 
wzorów (3.103).
Krok 2a. Wyznacz empiryczny model funkcji G (z) wstawiając obliczone oszacowa­
nia apMn i Ku do wzoru (3.101).
Krok 2b. Wyznacz empiryczny model funkcji gęstości wejścia systemu f (z) wsta­
wiając obliczone oszacowania apMn i ł?ml do wzoru (3.104).
Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowości R (x) jako iloraz (3.105), z licz­
nikiem (3.101) i mianownikiem (3.104).
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Algorytmy ilorazowe z estymacją nieznanej funkcji gęstości wejścia systemu badano 
m.in. w pracach [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107] dla innych układów funkcji orto­
gonalnych oraz w pracach [49], [70]-[71], [73] i [108]-[109] dla falek.

Analizę własności modeli Raf (x; K,p) rozpoczniemy od wyznaczenia warunków śre- 
dniokwadratowej zbieżności punktowej modeli empirycznych f (z; K,p) do funkcji gęsto­
ści wejścia systemu / (x), a następnie wyznaczymy szybkość tej zbieżności. W oparciu o 
te wyniki oraz odpowiednie wyniki dotyczące modeli empirycznych G (z; K,p), przedsta­
wione w punkcie 3.1.1, wyznaczymy warunki punktowej zbieżności i szybkość zbieżności 
(według prawdopodobieństwa) modeli empirycznych Raf (x; K,p) do nieliniowości R (x).

3.3.1 Analiza własności modeli empirycznych f(x;K,p)

Zbieżność punktowa modeli f (x-,K,p)

Korzystając z lematu 3.2 (str. 30) dotyczącego średniokwadratowej zbieżności punktowej 
modeli G (z; K,p) i podstawiając za R (a:) = Is (x) oraz Zk = £k = 0, otrzymujemy jako 
wniosek następujący lemat:

Lemat 3.8 Jeśli funkcja gęstości f (z) jest ciągła w punkcie x € S = [a, 6], a skala K 
modeli empirycznych f (a:; K, p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki

K = K (A) —> oo oraz 2K^ /N —► 0, gdy N —> oo

to dla dowolnego p modele te zbiegają w tym punkcie średniokwadratowo do funkcji gęstości 
wejścia systemu f (a;)

MSE/(a;; K (A) ,p) = E / (x) - f(x;K(N) ,p) (3.106)—> 0 gdy N —> oo

Szybkość zbieżności punktowej modeli f(x;K,p~)

Wykorzystując teraz lemat 3.3 (str. 36) dotyczący średniokwadratowej szybkości zbieżno­
ści modeli empirycznych G (a;; K,p) i ponownie podstawiając R (a?) = Is (a:) (oraz /3 = oo) 
i Zk = = 0, otrzymujemy (por. założenie Z7 na str. 34) jego odpowiednik dla modeli
empirycznych f (a;; K,p):

Lemat 3.9 Jeśli f (a;) należy do klasy Ca [ax, bx) C S, gdzie

|2^|-2p + 2 \2*xl+2p-l
a* =-------- ----------- oraz bx =-------- -----------

a skala K modeli empirycznych f ^x] K, p) jest dobierana według wzoru

K — Kopt (A) = log2 2vN, gdzie v = min {a,p}

to w dowolnym punkcie x G 

modeli spełnia nierówność

asymptotyczny błąd średniokwadratowy tych

MSE f (a;; Kopt (A) ,p) <

(3.107)

(3.108)

gdzie CygE jest dodatnią stałą (zależną od funkcji gęstości wejścia systemu f (a:) i zasto­
sowanych falek).
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3.3.2 Analiza własności modeli empirycznych K,p)

Zbieżność punktowa modeli RGf {x\K,p)

Jeśli identyfikowana nieliniowość R (z) i funkcja gęstości wejścia systemu / (z) są ciągłe 
w punkcie z G S = [a, b], to wówczas w tym punkcie, ze wzrostem liczby pomiarów N:

• przy spełnionych założeniach lematu 3.2, model empiryczny G (x\ K,p) zbiega śre- 
dniokwadratowo do funkcji G (z),

• przy spełnionych założeniach lematu 3.8, model empiryczny f(z-,K,p) zbiega śre- 
dniokwadratowo do funkcji gęstości wejścia systemu f (z).

Z punktowej zbieżności średniokwadratowej modelu G(z-,K,p) (licznika w modelu 
Raf K,p}) do funkcji G (z) i modelu f (z; K,p) (mianownika w modelu Raf {z-, K,p)) 
do f (z) w punkcie z, wynika ich punktowa zbieżność według prawdopodobieństwa do 
tych funkcji (w tym punkcie). Stąd, przy założeniu Z1 (tj. f (z) > 0 dla z G S = [a, 6]), 
model empiryczny RGf (z- K,p) zbiega, na mocy twierdzenia Słuckiego (zob. np. [123, str. 
28]) w tym punkcie do nieliniowości R (z) (= G (z) /f (xf) według prawdopodobieństwa 
(por. wzory (3.1) i (3.105)).

Zachodzi zatem następujące twierdzenie (por. wnioski 3.1 i 3.2).

Twierdzenie 3.13 (Zbieżność punktowa wg prawdopodobieństwa) Jeśli skala K 
w modelach RGf (z; K,p) zależy od liczby pomiarów N tak, że spełnione są warunki

K = K (N) oo oraz 2K^/N 0 gdy N -> oo

to dla każdego numeru folkowego p (dowolnej falki Daubechies) modele te zbiegają według 
prawdopodobieństwa do nieliniowości R (x) 

RGf {z-K^N^p^R^ gdy N —> oo

w każdym punkcie z e S = [a, b], w którym nieliniowość R (z) oraz funkcja gęstości 
wejścia systemu f (z) są ciągłe.

Z twierdzenia wnioskujemy, że pomimo nieznajomości funkcji gęstości wejścia systemu 
f (z) (i wynikającej stąd potrzeby jej estymacji w omawianym algorytmie), modele em­
piryczne RGf (z; K,p) zbiegają (według prawdopodobieństwa) do nieliniowości R^z) w 
tych samych punktach, w których przy znanej f (z) zbiegają do niej modele empiryczne 
Rg (z-,K,pf

Szybkość zbieżności punktowej modeli RGf (x\K.p)

Wykorzystując teraz twierdzenie [50, twierdzenie 3, str. 449] cytowane w Dodatku B.8, 
str. 129 otrzymujemy, po podstawieniach gN^z) = G (z; Ko^ (N) ,p) (z Kopt (A) ze 
wzoru (3.31) na str. 35), fu (z) = f (z\ Kopt (A) ,p) (z Kopt (A) ze wzoru (3.107)) oraz 
sg = 27/ (2y + 1) i Sf = 2u/(2v+ 1) (zauważmy przy tym, że 7 = min {a, /3,p} u),
następujące twierdzenie.
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Twierdzenie 3.14 (Szybkość zbieżności punktowej wg prawdopodobieństwa)
Jeśli nieliniowość R (rr) i funkcja gęstości f (rr) należą do klas

R(x) E [ax,bx) oraz f (rr) G Ca [ax, bx) [u j bx) G Sa,P> 0,

a skala K w modelach empirycznych G(x\K,p) i f(x;K,p) (wzory (3.101) i (3.1 OJ)) 
dobierana jest według wzoru

K = Kopt(N) = -- -• log2 27?/, 7 = min {«,/?, p} (3.109)
27 + I

to dla błędu bezwzględnego tych modeli zachodzi asymptotycznie, w każdym punkcie x E

2k ’ 2K , następujące oszacowanie:

R (x) - RGf (rr; Kopt (N) ,p) (3.110)

według prawdopodobieństwa.

Z twierdzenia tego wynika, że nieznajomość funkcji gęstości wejścia systemu f (x) 
nie zmniejsza (w stosunku do modeli RG (x- K,p) - por. twierdzenie 3.3) asymptotycz­
nej szybkości zbieżności punktowej (według prawdopodobieństwa) modeli empirycznych 
RGf (rr; K,p) do nieliniowości R (x).

A zatem, z twierdzeń 3.13 i 3.14 wnioskujemy następujące własności punktowe fal­
kowych modeli empirycznych RGf (x\K,p) (por. własności RG1-RG4, RG3a modeli 
Rg (x- K,p) i własności RR1-RR5, RR3a modeli Rr (x\ K,p) w punktach 3.1.2 i 3.2.1):

RGfl. Modele RGf (x\ K,p) zbiegają do identyfikowanej nieliniowości R(x) w każdym 
punkcie przedziału S = [a, 6], w którym ta nieliniowość i funkcja gęstości wejścia 
systemu f (x) są ciągłe.

RGf2. Szybkość zbieżności modeli RGf (x\ K,p) ze wzrostem liczby pomiarów N we wzo­
rach (3.100), (3.104) i (3.110) zależy od lokalnej (w przedziale (ax,bx)) gładkości 
nieliniowości R (x), funkcji gęstości wejścia systemu f (x) oraz od zastosowanych w 
modelach funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (3.109)-(3.110)).

RGf3. Jeśli w przedziale [ai,5x) funkcja gęstości wejścia f (x) jest gładsza od identyfi­
kowanej nieliniowości R(x), tj. a (3, a zastosowane w modelach empirycznych 
RGf (x\ K,p) falki mają numer p (3, to wówczas szybkość zbieżności tych modeli 
osiąga rząd O

RGf4. Wyznaczone w twierdzeniach 3.13-3.14, zbieżność i szybkość zbieżności modeli em­
pirycznych Ref (x\ K,p) do nieliniowości R (x), nie zależą od struktury i dynamiki 
systemu (z klasy rozważanych systemów), ani też od skorelowania zakłóceń pomia­
rowych zk.

Przykłady. Rozpatrzymy ponownie wybrane przypadki identyfikowanej nieliniowości 
R (x) i funkcji gęstości wejścia systemu f (x).

Niech nieliniowość R (x) i funkcja gęstości wejścia f (x) będą odcinkami gładkie w S — 
[a, 6] iw przedziałach pomiędzy punktami nieciągłości należą odpowiednio do klas C3 
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i Ca. Wówczas falkowe modele empiryczne Ref (x~, K,p) zbiegają w tych przedziałach 
punktowo do nieliniowości R (x) (twierdzenie 3.13), z gwarantowaną szybkością rzędu 
O — min{o!,/?,p} (twierdzenie 3.14).

Jeśli R(x) i f (z) są ciągłe w przedziale S i spełniają np. warunek Lipschitza (tj. 
a = /3 = 1), wtedy dla modeli empirycznych R^f (z; K,p), gwarantowany rząd szyb­
kości zbieżności punktowej według prawdopodobieństwa osiąga poziom O (W-1/3) i nie 
zależy od zastosowanych w modelach funkcji falkowych (ponieważ p 1 i min {en, /3} = 1) 
(por. (3.109)-(3.110)).

Jeśli natomiast 7? (z) i f (z) są dwukrotnie różniczkowalne (np. obie należą do klasy 
C2'5 [a, b]), to wówczas szybkość zbieżności modeli z falkami Haara (p = 1) nie ulega zmia­
nie (nadal jest rzędu O natomiast dla modeli z falkami Daubechies o numerze
p 3 wzrasta do poziomu O .

A. Dobór falek w empirycznym modelu folkowym R^f (z; K,p)

Ponieważ warunki i szybkości punktowej zbieżności (według prawdopodobieństwa) fal­
kowych modeli empirycznych Rg (x, K^p) i Rg} {x\K,p) są takie same, to odpowiednie 
wskazówki dotyczące doboru funkcji falkowych w modelach Rg^K^p) (przedstawione 
na str. 66) można bezpośrednio odnieść do modeli Ref (z; K,p)-

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowaliśmy trzy typy falkowych algorytmów służących do identyfika­
cji nieliniowości R (x) w systemach złożonych o strukturze blokowej (przedstawionych w 
rozdz. 2) na podstawie pomiarów wejścia-wyjścia całego systemu i zbadaliśmy warunki i 
szybkości zbieżności wyznaczanych przez te algorytmy falkowych modeli empirycznych w 
zależności od następujących czynników:

• gładkości identyfikowanej nieliniowości R (z),

• gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (z), oraz

• zastosowanych w modelach funkcji falkowych (numeru talkowego p).

Znana funkcja gęstości wejścia systemu f (xf W przypadku znanej funkcji gęsto­
ści wejścia systemu f (z) przedstawiliśmy i zbadaliśmy dwa typy algorytmów falkowych 
(ilorazowy - z empirycznym modelem falkowym Rg(x',K,p) ~ zob. punkt 3.1 i bezpo­
średni - z modelem Rr (x; K,p) - zob. punkt 3.2). W odniesieniu do modeli Rg (x; K,p) 
wykazaliśmy, że zbiegają one:

• punktowo (średniokwadratowo i według prawdopodobieństwa) do identyfikowanej 
nieliniowości R(x) w każdym punkcie przedziału S = [a, 6], w którym ciągłe są 
zarówno nieliniowość R^ jak i funkcja gęstości wejścia systemu f

• globalnie (średniokwadratowo) do dowolnych nieliniowości R (z) ograniczonych 
w przedziale S = [a, b] przy dowolnych f (z) ograniczonych i dodatnich w tym 
przedziale. Pokazaliśmy także, że w przypadku ciągłych R (z) i f (x) modele
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Rg (z; K,p) mogą zbiegać do nieliniowości R(x) z asymptotycznie optymalną 
szybkością zbieżności, a ponadto wyznaczyliśmy szybkość zbieżności tych modeli 
do, często spotykanych w praktyce, nieliniowości nieciągłych, odcinkami gładkich.

W odniesieniu do modeli empirycznych Rr (z; K,p) pokazaliśmy natomiast, że poszcze­
gólne zbieżności i ich szybkości nie zależą, w porównaniu z modelami Rg (z; K,p), od 
własności funkcji gęstości wejścia systemu f (z). A zatem dla / (z) mniej gładkich niż 
identyfikowana nieliniowość R (z) modele Rr(x-, K,p) mogą osiągać (przy odpowiednim 
doborze funkcji falkowych w modelach) większą gwarantowaną szybkość zbieżności w sto­
sunku do modeli Rg (x\ K,p) (por. twierdzenia 3.2-3.6 i 3.8-3.12; zob. także wyniki badań 
numerycznych w rozdziale 5).

Nieznana funkcja gęstości wejścia systemu / (z). Dla tego przypadku przedstawi­
liśmy wersję algorytmu ilorazowego z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu i pokaza­
liśmy, że wyznaczane przez algorytm modele empiryczne Ref {x\ K,p) zbiegają punktowo 
według prawdopodobieństwa do identyfikowanej nieliniowości R (z) przy takich samych 
warunkach i z tą samą (asymptotycznie) szybkością, przy których zbiegają (w tym sen­
sie) modele empiryczne Rg (x] K,p} wyznaczane przez algorytm ilorazowy w przypadku 
znanej / (z).

Ponieważ równoważność własności modeli w obu algorytmach zachodzi asymptotycznie 
(dla dużych liczb pomiarów N) (por. wniosek 3.1 i twierdzenia 3.3 oraz 3.13-3.14), w 
rozdziale 5 porównujemy ich własności dla małej i umiarkowanej liczby pomiarów na 
podstawie eksperymentów numerycznych.

Niezależność od struktury systemu i skorelowania zakłóceń. Badane algorytmy 
posiadają ponadto następujące wspólne cechy:

• Warunki i szybkości zbieżności wyznaczanych przez nie modeli nie zależą od:

— struktury systemów (z rozważanej klasy systemów nieliniowych), 
— ich dynamiki, oraz
— skorelowania zakłóceń zewnętrznych.

Dobór falek w modelach. Zwróćmy przede wszystkim uwagę na fakt, że zbieżność 
poszczególnych modeli empirycznych do identyfikowanej nieliniowości R (z) nie zależy od 
zastosowanych w nich funkcji falkowych, natomiast dobór funkcji falkowych może wpłynąć 
na szybkość zbieżności tych modeli. W zależności od zakresu wiedzy wstępnej o nielinio­
wości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (x), dobór ten opiera się na następujących 
ogólnych wskazówkach:

• gdy wiedza wstępna nie obejmuje znajomości gładkości R(x) i / (z), to należy, kie­
rując się prostotą realizacji modeli, zastosować w nich falki Haara. Podobnie należy 
postąpić, gdy wiadomo, że R (z) lub / (x) są nieciągłe, gdyż wtedy gwarantowane 
prędkości zbieżności globalnej modeli nie zależą od zastosowanych w nich falek (por. 
twierdzenia 3.6 i 3.12).

• gdy wiadomo, że R (z) i f (z) są gładkie, należy zastosować falki o wyższym numerze 
p, tak aby zagwarantować modelom falkowym większą szybkość zbieżności (zob. np. 
twierdzenia 3.2, 3.5 oraz 3.8 i 3.11).
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Własności praktyczne algorytmów falkowych. Z praktycznego („użytkowego”) 
punktu widzenia należy także zwrócić uwagę na następujące cechy prezentowanych 
falkowych algorytmów identyfikacji:

• Algorytmy te wymagają (w celu zapewnienia zbieżności poszczególnym empirycz­
nym modelom falkowym - por. np. warunki zbieżności w twierdzeniach 3.1 i 3.7) 
jedynie niewielkiej informacji apriorycznej zarówno na temat samej nieliniowości jak 
i pozostałych elementów identyfikowanego systemu oraz zakłóceń zewnętrznych.
Zauważmy jednakże, że zawarte w twierdzeniach dotyczących szybkości zbieżności 
modeli empirycznych (zob. np. twierdzenie 3.2), reguły doboru skali K modeli (za­
pewniające im gwarantowane szybkości zbieżności) wymagają wstępnej znajomości 
gładkości identyfikowanej nieliniowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu / (rr), 
a ponadto mają charakter asymptotyczny. Oba te czynniki mogą stanowić istotne 
ograniczenie dla zastosowań proponowanych algorytmów (zob. wyniki badań nume­
rycznych dla małych i umiarkowanych liczb pomiarów N w rozdziale 5).

• Algorytmy falkowe są proste w implementacji komputerowej. Wykorzystują one je­
dynie podstawowe operacje arytmetyczne (typu dodawanie i mnożenie - por. wzory 
(3.7)-(3.9), (3.64)-(3.66) i (3.100)-(3.105)) (dokładniejsze badania dotyczące aspek­
tów obliczeniowych rozważanych falkowych algorytmów identyfikacji przedstawiamy 
w następnym rozdziale),

• Falkowe algorytmy identyfikacji mają taką samą postać zarówno dla systemów sta­
tycznych jak i dynamicznych oraz dla białych i skorelowanych zakłóceń zewnętrz­
nych.

Na zakończenie zauważmy, że przedstawione powyżej wnioski dotyczące praktycznego 
zastosowania poszczególnych modeli falkowych opierają się na założeniu, że wartości funk­
cji falkowych Daubechies (z) i ijF (z) mogą być obliczane w dowolnym punkcie x, pod­
czas gdy wartości tych funkcji (dla p 2) można za pomocą znanych algorytmów obli­
czać jedynie w punktach siatki binarnej (por. własności funkcji falkowych przedstawione 
w punkcie 1.1 i zob. przykładowy algorytm w Dodatku A.3, str. 115). Z tego powodu (i ze 
względu na losowe wejście systemu) falkowe algorytmy identyfikacji nie mogą być bezpośre­
dnio zastosowane w praktyce. Propozycję obliczeniowych (praktycznych) odpowiedników 
przedstawionych tu (teoretycznych) falkowych algorytmów identyfikacji zawiera następny 
rozdział.



Rozdział 4

Falkowe algorytmy obliczeniowe 
identyfikacji

W podsumowaniu poprzedniego rozdziału zwróciliśmy uwagę na fakt, że nie jest możliwe 
bezpośrednie zastosowanie przedstawionych w nim falkowych algorytmów identyfikacji. 
Składają się na to następujące przyczyny:

1. Dla numerów falkowych p > 2 (tj. oprócz funkcji Haara), funkcje falkowe Daubechies 
nie są dane za pomocą jawnych wzorów ale jako procedury rekurencyjne (zob. np. 
[26]-[27] i [130]-[131]; por. własności funkcji falkowych przedstawione w punkcie 1.1 
w rozdz. 1).

2. Typowe algorytmy pozwalają obliczyć wartości funkcji falkowych jedynie w punk­
tach siatki binarnej ~Bh,H 0 (por. uwaga 1.2 w rozdz. 1 i algorytm cytowany w 
Dodatku A.3).

3. W rozważanym w pracy zadaniu identyfikacji wejście Xk jest losowe (por. założe­
nie Z1 w rozdz. 2), a zatem ogólnie Xk 0 B#. Stąd nie jest możliwe obliczenie 
współczynników empirycznych w poszczególnych modelach falkowych z wykorzysta­
niem typowych algorytmów obliczania wartości funkcji falkowych (zob. wzory (3.7), 
(3.64)-(3.65) i (3.103)), a także, obliczenie wartości wyjść modeli falkowych dla wejść 
x (z przedziału S = [a, 6]), leżących poza siatką binarną.

W literaturze dotyczącej falek wskazana wyżej specyfika falkowych algorytmów iden­
tyfikacji nie była dotąd szczegółowo rozpatrywana. Pewną próbę rozwiązania problemu, 
wykorzystującą metodę grupowania pomiarów (ang. binningf przedstawiono jedynie w 
monografii [65, str. 222] poświęconej zastosowaniom falek w statystyce (propozycja ta 
jednakże nie została poparta analizą teoretyczną, a tylko zilustrowana przykładem nume­
rycznym).

W obecnym rozdziale proponujemy proste i ogólne rozwiązanie problemu polegające 
na zastąpieniu w modelach falkowych oryginalnych funkcji falkowych Daubechies y? (x) i

(x ) ich schodkowymi (odcinkami stałymi) aproksymacjami (x\ H) i fx] Hf gdzie 
H — 0,1,..., jest zdefiniowanym dalej parametrem skali aproksymacji odpowiadającym 
za dokładność aproksymacji funkcji falkowych.

Jak pokażemy, otrzymane w ten sposób falkowe algorytmy obliczeniowe identyfikacji 
(obliczeniowe odpowiedniki algorytmów falkowych z rozdz. 3) są łatwe w realizacji kom­
puterowej. Ponadto, badając własności obliczeniowych modeli empirycznych (tj. modeli 

69
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otrzymanych według tych algorytmów) wykażemy (na przykładzie algorytmu ilorazowego), 
że przy zachowaniu prostych reguł dotyczących doboru skali H zachowane zostają asymp­
totyczne własności (tj. zbieżność i szybkość zbieżności) ich odpowiedników opartych na 
oryginalnych funkcjach falkowych Daubechies, a więc że modele obliczeniowe i „teoretycz­
ne” modele wykorzystujące oryginalne funkcje falkowe są asymptotycznie równoważne.

W ostatnim punkcie rozdziału badamy złożoność numeryczną obliczeniowych algoryt­
mów identyfikacji (ponownie biorąc jako przykład algorytm ilorazowy). Przedstawimy tam 
także szybki (o złożoności obliczeniowej rzędu O (A)) algorytm wyznaczania obliczenio­
wych modeli empirycznych, gdzie N jest liczbą wykorzystywanych obserwacji.

4.1 Podstawa teoretyczna

4.1.1 Aproksymacja falek

Proponowane aproksymacje (z; FT) i (z; H) funkcji falkowych (x) i W dla 
p 2 mają postać funkcji odcinkami stałych o skokach w punktach siatki binarnej BH, 
H 0 (zob. Rys. 4.1) i są zdefiniowane następująco:

Biorąc pod uwagę definicję i własności funkcji [-J (zob. Dodatek A.l, str. 114), wartości 
tych aproksymacji dla dowolnego argumentu x są równe wartościom przyjmowanym przez 
funkcje falkowe Daubechies w punktach siatki binarnej znajdujących się najbliżej tego 
argumentu z jego lewej strony. Do wyznaczania wartości funkcji falkowych w punktach bi­
narnych można wykorzystać algorytm zaczerpnięty z pracy [131, str. 296] i przedstawiony 
w Dodatku A.3, str. 115.

Aproksymacje skalowanych i przesuniętych funkcji falkowych definiujemy następująco 
(por. wzory (1.14) w rozdz. 1):

oraz (z; H) = 2 2 (2mx - i, H) (4.2)

Parametr H nazywać będziemy dalej parametrem skali (krótko: skalą) aproksymacji funk­
cji falkowych.

4.1.2 Własności aproksymacji funkcji falkowych

Zaproponowane aproksymacje funkcji falkowych dla p 2 charakteryzują się następu­
jącymi własnościami (istotnymi z punktu widzenia dalszej analizy własności modeli wy­
znaczanych przez algorytmy obliczeniowe):

HI. W punktach siatki binarnej xb € BQ, q < H, zachodzą równości

= (pp(xB) oraz (^b; H) = Lp (zB) (4-3)

H2a. Błędy bezwzględne aproksymacji funkcji falkowych spełniają (dla dużych wartości 
H) poniższe nierówności

|ę/ (z) — (z; H)\ < 2 pH ■ Lp oraz (4.4)
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Rys. 4.1 Aproksymacje funkcji falkowych Daubechies p3 (x) (linia cienka) i (rr) (linia gruba) 
dla parametrów skali H = 0,1,3,6

gdzie
0.55 „dla p = 2

P>2P =

dla każdego x, gdzie L^L^ są dodatnimi stałymi niezależnymi od numeru talko­
wego p (zob. wzory (C.4)-(C.5) w Dodatku C.l).

H2b. Błędy bezwzględne aproksymacji skalowanych i przesuniętych funkcji falkowych 
(por. wzór (4.2) i wzór (1.14) w rozdz. 1) spełniają następujące nierówności

-PMn&Hyl i 2^2~pH-Lv oraz (x) - (x; H)[ $
(4.5) 

dla każdego x. Zwróćmy uwagę, że oszacowania błędów rosną ze wrostem wartości 
skal M i m funkcji falkowych (zob. wzory (C.6)-(C.7) w Dodatku C.l).

H3. W danej skali H aproksymacje (rr; H) i ^mz #) posiadają zwarte nośniki 
dane następującymi wzorami

supp =

supp^^ff) =

1 ( n n + (2p — 1) 
2# + 2^’ 2^

1
2" +

l + (1 - p) l +p 
’ 2m (4.6)

A zatem asymptotycznie (tj. przy H —> oo) osiągają długości nośników odpowie­
dnich funkcji falkowych (rr) i (x) (por. wzór (1.11), w rozdziale 1).

4.1.3 Falkowe modele obliczeniowe

Bezpośrednie zastąpienie funkcji falkowych ich aproksymacjami prowadzi do uzyskania 
następujących klas (dla różnych p) falkowych modeli obliczeniowych, odpowiadających 
klasom falkowych modeli teoretycznych z rozdz. 3.
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Modele Rg (i; K, H, p). Klasie modeli teoretycznych Rg (2;; K, p) odpowiadają modele 
obliczeniowe o postaci (por. wzór (3.2))

Rg (z; K, H, p) = (4.7)
f w

w których G(x;K,H,p) jest obliczeniowym odpowiednikiem modelu teoretycznego 
G{x-,K,p) (por. wzór (3.3))

K-l /max(m,p) 
g(I;/c,^P) = £ E E Łto) (4.8)”-=«min(Xp) m=M Z=Zmin(m,p)

o współczynnikach (por. wzory w (3.4))

= G (x) ^Mn (2:; H) dx oraz = G tpml (x; H) dx (4.9)

Granice sumowań nmin (M,p), nmax (M,p) oraz Zmin (m,p) i Zmax (m,p) w modelach obli­
czeniowych (4.8) są równe granicom w modelach teoretycznych (zob. wzory w (3.5)).

Modele Rr (z; K, H, p). Klasie talkowych modeli teoretycznych Rr (z; K, p) odpowiada 
następująca klasa modeli obliczeniowych (por. wzory (3.60) i (3.62))

n^x(Atp) K-l i'max(m.P)

RR(x;K,H,p) = E ^„^te^)+E E (4.10)
n=n'. (M,p) m=M 1=1' . (m,p)min * '* 7 minv '

ze współczynnikami (por. wzory w (3.61))

^Mn= O^aZ ^1 = / R (^) ^ml & H) dx (4.11)

Modele Rg/ (2;; K, H,p). Modele teoretyczne Rg/ (2;; K^p) mają swoje odpowiedniki
obliczeniowe w postaci (por. wzór (3.95)) 

RGf {x-,K,H,p) =
G(x-K,H,p)

(4-12)

z licznikiem takim samym jak w modelu Rq{x\K]H,p) (wzór (4.8)) i mianownikiem 
danym wzorem (por. wzory (3.97) i (3.99))

^max{M,p) K-l ^max (m,p)

}(x-K,H,p)= E “mAi te H) + E E ^Ateff) (4.13) 
n=nmin(M,p) m=M l=lmin(m,p)

gdzie (por. wzory w (3.98))

fn+2&-1) _
aMn= oraz 1^= f (x) {x\ H) dx (4.14)

Należy podkreślić, że wzory (4.9), (4.11) i (4.14) na współczynniki talkowych modeli 
obliczeniowych otrzymano przez mechaniczne zastąpienie funkcji talkowych ich aproksy­
macjami w odpowiednich wzorach na współczynniki talkowych modeli teoretycznych.
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4.2 Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy 
obliczeniowe identyfikacji

Poszczególnym klasom (dla różnych p) falkowych modeli empirycznych odpowiadają z 
kolei klasy obliczeniowych modeli empirycznych, opartych na aproksymacjach funkcji fal­
kowych.

Modele Rg{x-,K,H,p). Obliczeniowe odpowiedniki falkowych modeli empirycznych 
Rg (x\ K,p) wyznaczanych przez algorytm ilorazowy mają postać (por. wzory (3.8) i (4.7))

O ( rr A G{X-K,H,p) Rg (z; K, H,p) =----- —— 
/ W

gdzie (por. wzory (3.9) i (4.8))

nmax(^jP) K — 1 ^max(m,P)

G(x;K,H,p} = 22 + 52 52 ^nl^ml^H)
n=nmin(Af,p) m-M

(4-15)

(4.16)

a współczynniki empiryczne i (3^ wynoszą (por. wzory w (3.7) i (4.9))

1 N i *
^Mn =oraz = — 52 yA ^k; H) (4.17)

k=l fc=l

Modele Rr K, H,p). Falkowym modelom empirycznym Rr (z; K,p) wyznaczanym 
przez algorytm bezpośredni odpowiadają następujące empiryczne modele obliczeniowe 
(por. wzory (3.60) i (4.10))

K—l ^max (m,p)

Rr{x-K,H,p) = 22 52 52 ^ml^ml^H) (4.18)
n=n' . (M,p) m=M 1=1' . (m.p)min' ' min' ’ “ '

w których współczynniki a^n i Ai są wyliczane ze wzorów (por. wzory w (3.64) oraz 
(4-11))

^Mn = ^^ykFMn^FH) oraz =(4.19)
v fc=i v t=i

gdzie (por. wzory w (3.65))

— p/ / tt\ y^Mn (•£&> JP1 ( tt\ ^Ak, ET) . .
---- oraz ^mi^k\H} = ----—---- (4.20)

Modele Rg/ (x; K, H,p). Odpowiednikami falkowych modeli empirycznych 
Rg/K,p) (wyznaczanych przez algorytm ilorazowy z estymacją funkcji gęsto­
ści wejścia systemu) są poniższe empiryczne modele obliczeniowe (por. wzory (3.105) i 
(4-12))

Rc, (x; K, H,p) = (4.21)
f(x-,K, H,p)
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z licznikiem danym wzorem (4.16) i mianownikiem będącym obliczeniowym modelem 
empirycznym nieznanej gęstości wejścia systemu f (z) (por. wzory (3.104) i (4.13))

^max(^>P) PC— 1

f(jcK-,H,p) = 52 (4.22)
n=nmin(M,p) m=MHmin(m,p)

o współczynnikach apMn i postaci (por. wzory w (3.103) i (4.14))

^Mn = Tj 52 H) oraz ~^ml = (4.23)
k=l fc=l

Obliczeniowe algorytmy identyfikacji. Obliczeniowe wersje poszczególnych falko­
wych algorytmów identyfikacji z rozdz. 3 przyjmują zatem następującą postać:

Algorytm ilorazowy (wersja obliczeniowa):
Krok 1. Na podstawie pomiarów {(xk>yk)}k=i oblicz oszacowania a^n oraz ^z 
według wzorów (4.17) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowości R (z) jako iloraz 
(4.15), z licznikiem danym przez (4.16) i wzór (4.2).

Algorytm bezpośredni (wersja obliczeniowa):

Krok 1. Na podstawie pomiarów {(z*,, yk)}k=i oblicz oszacowania o^n oraz ^z 
według wzorów (4.19)-(4.20) oraz (4.2).
Krok 2. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy nieliniowości R (z) wstawiając 
obliczone oszacowania do wzoru (4.18).

Algorytm ilorazowy z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu (wersja 
obliczeniowa):
Krok la. Na podstawie pomiarów {(zt, Z/fc)}^ oblicz oszacowania ófMn oraz ^z 
według wzorów (4.17) oraz (4.2).
Krok lb. Na podstawie pomiarów oblicz oszacowania apMn oraz ć^z według 
wzorów (4.23) oraz (4.2).
Krok 2a. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji G (z) wstawiając obli­
czone oszacowania 5^ oraz ^z do wzoru (4.16).
Krok 2b. Wyznacz empiryczny model obliczeniowy funkcji gęstości wejścia systemu 
f (z) wstawiając obliczone oszacowania apMn oraz 6^z do wzoru (4.22).
Krok 3. Wyznacz empiryczny model nieliniowości R (z) jako iloraz (4.21), z liczni­
kiem (4.16) i mianownikiem (4.22), uwzględniając wzory (4.2).

Zwracamy uwagę na pełną analogię (z dokładnością do zastosowanej aproksymacji falek) 
algorytmów falkowych w rozdz. 3 oraz ich powyższych wersji obliczeniowych. Zauważmy 
także, że posługiwanie się w praktyce aproksymacjami (z\ H) i ((mi H) (wzory 
(4.2)) można uprościć poprzez wstępne wyznaczenie wartości tych aproksymacji w wy­
branej skali H, a następnie ich stabelaryzowanie (i przechowanie w pamięci komputera).
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Dzięki temu używanie aproksymacji cppMn (z; H) i (^5 H) w powyższych algorytmach 
identyfikacji nie wymaga każdorazowego obliczania ich wartości.

4.3 Przykładowa analiza falkowego algorytmu obli­
czeniowego identyfikacji (algorytm ilorazowy)

Dla przykładu zbadamy teraz własności obliczeniowych modeli empirycznych 
Rg (z; K, H,p) wyznaczanych przez obliczeniową wersję algorytmu ilorazowego. Analiza 
własności modeli otrzymywanych za pomocą pozostałych algorymów obliczeniowych 
(prowadzona według poniższego schematu) będzie przedmiotem osobnych opracowań. 
Dla modeli obliczeniowych Rg (z; K, H,p) analiza ta sprowadza się do zbadania własności 
modeli G (ar, K,H,p) stanowiących ich licznik (zob. wzór (4.15); por. z analizą własności 
modeli falkowych G (z; K,p} w punkcie 3.1.1).

4.3.1 Analiza własności empirycznych modeli obliczeniowych 
G(x\K, H,p)

Zbieżność oszacowań i

Zauważmy, że na mocy założeń Z3-Z5, współczynniki empiryczne apMn i ^nl dane wzorem 
(4.17) są nieobciążonymi estymatorami współczynników o^n i modeli G (z; K, H, p) 
(zob. wzory (4.9) i (4.8))

Bo^Mn^^Mn Oraz E^ml = (4-24)

Dodatkowo ich wariancje spełniają nierówności

— (Avar A Acov) oraz var 4- Bcav^ (4.25)

gdzie dodatnie stałe 4^, Acov oraz B^t, Bcm zależą od części dynamicznej systemu i 
zewnętrznych zakłóceń Zk oraz parametru skali H (zob. wzory (C.8) i (C.13)-(C.14) w 
Dodatku C.2, str. 134). Stąd wnioskujemy, że (por. lemat 3.1):

Lemat 4.10 Współczynniki ó?Mn i empirycznych modeli obliczeniowych G (rr;K,H,p) 
zbiegają średniokwadratowo do współczynników i (3^ modeli obliczeniowych 
G(x', K,H,p') wraz z rosnącą liczbą pomiarów N. Ponadto dla ich błędów średniokwadra- 
towych zachodzą następujące nierówności

MSE C . . (Avar + Acov 
IV

) oraz mseŁ$^(Bv„ +Bcov^

Widzimy zatem, że współczynniki cFMn i ^ml obliczeniowych modeli empirycznych po­
siadają własności Vl-V3 (zob. str. 29), analogiczne do własności współczynników apMn i 
(3^ odpowiednich modeli empirycznych z rozdz. 3. Ponadto ich szybkość zbieżności (rzędu 
O (N-1)) nie zależy od parametru skali aproksymacji funkcji falkowych H i numeru fal­
kowego p.
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A. Analiza zbieżności punktowej modeli obliczeniowych G (x; K, H,p)

Średniokwadratowy błąd empirycznych modeli obliczeniowych G (x; K, H,p) w odniesie­
niu do G (x) w ustalonym punkcie x można zdekomponować na składniki obciążenia i 
wariancji wyjścia tych modeli

MSE G (rr; K, H,p) = E G(x) — G (rr; K, H, p) = bias2 G (rr; K, H, p)+var G (x; K, H, p)

gdzie

bias2 G (rr; K, H,p} 

var G (rr; K, H,p)

(4-26)

(4.27)

Wariancja wyjścia modelu var G (x- K, H,p). Z własności (4.24) współczynników 
^Mn i wynika, że wyjścia obliczeniowych modeli empirycznych G (rr; K. H, p) są nie- 
obciążonymi estymatorami wyjść modeli obliczeniowych G (rr; K, H,p) (por. wzór (3.13))

EG{x-K,H,p) = G(x-K,H,p) (4.28)

Korzystając z tej własności w obliczeniach przeprowadzonych w Dodatku C.3 (str. 135), 
otrzymujemy następujące oszacowanie wariancji wyjścia obliczeniowego modelu empirycz­
nego dla każdego x € S = [a, b] (por. wzór (4.27))

var G (rr; K, H, p) — E (4.29)

gdzie Cyar jest dodatnią stałą (zależną od dynamiki systemu i zakłóceń zewnętrznych Zk). 
Zwróćmy uwagę, że uzyskane oszacowanie jest równe co do rzędu oszacowaniu wariancji 
wyjścia talkowych modeli empirycznych G(x-,K,p) (wzór (3.14) w rozdz. 3).

Obciążenie bias2 G (rr; K, H,p). Składową obciążenia empirycznych modeli obliczenio­
wych można, w oparciu o poniższy wzór (por. własność (4.28) i wzór (4.26))

bias G (rr; K, H, p) = G(x)-G{x-K,H,p) =
= [G (rr) - G (rr; K, p)] + [G (rr; K, p) - G (rr; K, H, p)]

oszacować następująco (por. np. [115, str. 284])

bias2 G (rr; K, H, p) 
def

2 [G (x) - G (z; K, p)]2 +1 [G (rr; K, p) - G fe K, H, p)]2 =

2 bias2 G (z; K,p) + bias2G(x; K, H,p) (4.30)

Pierwszy w nawiasie składnik tego oszacowania stanowi obciążenie talkowych modeli em­
pirycznych G(rr;K, p) (z oryginalnymi falkami Daubechies), por. wzór (3.28) w rozdz. 3. 
Drugi człon oszacowania jest błędem wynikającym z zastosowania w modelach oblicze­
niowych G (x; K,H,p) aproksymacji funkcji talkowych. Jak pokazuje się w Dodatku C.4 
(str. 135) dla błędu tego, w ustalonym rr z przedziału S = [a, b], zachodzi nierówność 

bias2G (z; K, H,p) s) K2 • (4.31)
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gdzie G^ jest dodatnią stałą zależną od nieliniowości R (z), funkcji gęstości wejścia sy­
stemu f (z) oraz przyjętych funkcji falkowych (numeru p) i gdzie K jest skalą empirycz­
nych modeli obliczeniowych G (z; K,H,p), H jest parametrem skali w zastosowanych w 
tych modelach aproksymacjach funkcji falkowych (por. wzór (4.16)), natomiast wykładnik 
p jest dodatnią stałą zależną od numeru falkowego p tych funkcji (por. wzór (4.4)).

Zbieżność punktowa modeli G (x-,K,H,pfi Badając w rozdz. 3 warunki zbieżno­
ści falkowych modeli empirycznych G (x; K, p) stwierdziliśmy, że składowa obciążenia 
bias2 G (z; K,p) tych modeli maleje do zera ze wzrostem skali K w punktach ciągłości 
identyfikowanej charakterystyki G (z) (por. str. 30). Zauważmy jednak, że (według osza­
cowania (4.31)) w modelach obliczeniowych wzrost skali K (przy ustalonym H) powoduje 

------- 2 ~zwiększanie składowej błędu bias G (x\ K,H,p), a w konsekwencji też wzrost całego błędu 
obciążenia (4.30)

bias2 G (x; K, H,p) —> oo dla K —* oo, H = const (4-32)

Z kolei, dla ustalonego K wzrost skali aproksymacji H powoduje wykładnicze zmniejszanie 
------- 2 ~się składowej błędu bias G (z; K, H,pfi a stąd

bias2 G {x\ K, H, p) —> bias2 G (z; K, p) dla H —> oo, K = const (4.33)

Uzależniając zatem skalę H aproksymacji funkcji falkowych od skali K modeli obliczenio­
wych tak, aby przy warunkach zbieżności modeli falkowych G (x\ K,p) (por. wzory (3.19), 
str. 30) spełnione były dodatkowo poniższe warunki wynikające ze wzorów (4.32)-(4.33):

H = H (K) -» oo oraz K2 -» 0 dla K — oo (4.34)

otrzymujemy lemat (por. lemat 3.2).

Lemat 4.11 Jeśli spełnione są założenia lematu 3.2 i skala H użyta w aproksyma­
cjach pp (z; H) i (x\ Hj zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych 
G (x]K,H,p) zależy od skali K tych modeli tak, że spełnione są warunki we wzorze 
(J.34), to dla dowolnego numeru falkowego p modele te zbiegają średniokwadratowo 
do identyfikowanej funkcji G (x) w tych samych punktach, w których zbiegają ich 
odpowiedniki G (z; K,p) oparte o oryginalne funkcje falkowe Daubechies {x) i jF (z).

Szybkość zbieżności punktowej modeli G K, H,pfi W rozdz. 3, w punkcie poświ­
ęconym analizie szybkości zbieżności składowej obciążenia falkowych modeli empirycznych 
G(x-,K,pf pokazaliśmy, że przy założeniu Z7 (dotyczącym lokalnej ciągłości nieliniowo­
ści R(x) i funkcji gęstości wejścia systemu f (x) - zob. str. 34), zachodzi następujące 
oszacowanie (por. wzór (3.28)):

bias2 G (z; K,p) 2^ • Gbias, 7 = min{a!,^,p} (4.35)

A zatem, biorąc pod uwagę wzory (4.29), (4.30), (4.31) i (4.35), otrzymujemy (w usta­
lonym punkcie x) oszacowanie błędu średniokwadratowego MSE empirycznych modeli 
obliczeniowych o postaci (por. wzór (3.30))

MSE G (z; K, H, p)
9^1(2"w + + ż- ĆUSE (4.36)
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gdzie Cmse = max {2Cbias, 2(7^, C^r}- Jeśli zatem w modelach obliczeniowych 
G (z; K, H,p) będziemy stosować takie skale aproksymacji H, przy których składowa 

K2 jest nie większa od składowej M2"^, tj. spełniona jest nierówność (por. wzory 
(4.34) i (4.35))

2-27* 2~2pHK2 (4.37)

to zagwarantujemy, że oszacowanie błędu średniokwadratowego modeli obliczeniowych 
G(x;K,H,p) będzie asymptotycznie równe co do rzędu oszacowaniu błędu średniokwa­
dratowego modeli G(x\ K,p) (por. wzór (3.32) w rozdz. 3).

Rozwiązując nierówność (4.37) otrzymujemy następującą regułę doboru skali aproksy­
macji H w modelach obliczeniowych G (z; K, H,p), gwarantującą powyższą asympto­
tyczną równoważność modeli G (z; K, H,p)iG (z; K,p):

p
(4.38)

gdzie (por. wzór (3.32) w rozdz. 3 i wzór (4.4)) 

7 = min {a, /3, p} oraz p = 0.55 ,,
। dla P = 2 

p>2 (4.39)

i gdzie K jest skalą modelu falkowego (wzory (3.9) i (4.16)).
Zauważmy, że wymagana skala aproksymacji zależy od przyjętych w modelu funkcji 

falkowych (ze względu na parametry 7 i p - zob. wzór (4.39)) oraz skali modelu K, a 
zatem (biorąc pod uwagę fakt, że skala ta jest dobierana według reguły (3.31)) także od 
gładkości nieliniowości R(x) i funkcji gęstości wejścia systemu / (z), przy czym:

GH1. Ze wzrostem gładkości R (x) i f (z) oraz przy wzroście numeru falkowego p, rośnie 
także wymagana skala aproksymacji Hmin (K) (por. wzór (4.39)).

GH2. Dla aproksymacji funkcji falkowych o numerze p — 2 wymagana skala aproksy­
macji Hm[n (K) jest większa niż dla funkcji falkowych z numerem p > 2, (por. wzór 
(4.39)).
Wynika to z faktu, że w przypadku gdy p = 2, wartość wykładnika p w nierówności 
(4.37) wynosi ~ 0.55 (por. wzór (4.39)) i ze wzrostem skali aproksymacji H błąd 
po prawej stronie tej nierówności (proporcjonalny do składowej obciążenia wyni­
kającej z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych) maleje z prędkością rzędu 
O (2-1 lfQ, podczas gdy dla falek o numerach p > 2 rząd ten wynosi O (2~2H') 
(ponieważ p = 1; zob. wzór (4.39)).

GH3. Wzrost skali K w modelach powoduje odpowiedni (według wzoru (4.38)) wzrost 
wymaganej skali aproksymacji Hmin (K).

Powyższe rozważania prowadzą do następującego lematu.

Lemat 4.12 Jeśli spełnione są założenia lematu 3.3, a skala aproksymacji H w pP [x; H) 
i {x-,H) zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych G (x-,K,H,p) jest 
dobierana według reguły (4-38), to asymptotycznie ich szybkość zbieżności punktowej (w 
sensie błędu MSE) do nieliniowości G (z) jest taka sama jak falkowych modeli empirycz­
nych G(x-,K,p'), dla danej reguły doboru skali K (por. lemat 3.3).
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B. Analiza zbieżności całkowej modeli obliczeniowych G (x’,K,H,p')

Dekomponując całkowy błąd średniokwadratowy MISĘ obliczeniowych modeli empirycz­
nych G{x\K,H,p) otrzymujemy, że

MISEG(rr; K, H,p)=E[g (rr)- G (rr; K, H,p^ *dx = ISB G(x- K, H,p) + IVG(rr; K, H,p) 

gdzie
ISBG(x;K,H,p) = y G(x)-EG(x-,K,H,p) 2 dx

WG(x’K,H,p) = y E [eG(x;K,H,P) - G K, H,p^ dx

Wariancja IV G (rr; K, H,p). Oszacowanie zintegrowanej wariancji modeli obliczenio­
wych G (z; K, H,p) możemy wyznaczyć korzystając z oszacowania punktowej wariancji 
wyjścia tych modeli we wzorze (4.29)

r 2K-
IVG(x-,K,H,p)= vaxG(x-K,H,p)dx^ — -Cw (4.40)

Js N
gdzie Giv = (b — a) Gvar. Oszacowanie to jest równe (z dokładnością do stałej) oszacowa­
niu zintegrowanej wariancji falkowych modeli empirycznych G {x\ K,p} wykorzystujących 
oryginalne funkcje falkowe (por. wzór (3.34)).

Obciążenie ISB G (z; K, H,p).
powiednie wzory na str. 76)

W oparciu o poniższy wzór (zob. własność (4.28) i od-

ISBG(z;JC, H, p)

x)-G (z; K,p)] + [G (z; K,p) - G (z; K, H, p)] }2 dx

błąd całkowego obciążenia empirycznych modeli obliczeniowych G (rr; K, H, p) można osza­
cować w następujący sposób (por. wzór (4.30))
ISB G(x-,K,H,p) ^2 / [G (x) — G (x; K, p)]2 dx + 2 [ [G (rr; K,p) - G (rr; K, H,p)]2 dx = 

J s Js
= 2 \lSBG(x;K,p) + ISBG(x-,K,H,p)

Pierwszy w nawiasie człon oszacowania stanowi zintegrowane obciążenie falkowych modeli 
empirycznych G(z; K,p) (por. wzór (3.33) w rozdz. 3). Natomiast drugi składnik jest 
błędem wynikającym z zastosowania w modelach obliczeniowych aproksymacji funkcji 
falkowych. Biorąc pod uwagę, że dla dowolnego przedziału S' Q S zachodzi

ISBG (rr; K, H,p) = [ bias?G (rr; K, H, p) dx 
Js'

------- 2 -
składnik ten możemy oszacować korzystając z oszacowania składowej bias G (rr; K, H,p)
obciążenia błędu punktowego MSE modeli obliczeniowych, danego we wzorze (4.31):

ISBG (rr; K, H,p) = J bias2G (rr; K, H, p) dx 2-2pHK2 • G^ (4.41) 

gdzie Gjśb = (b - a) C^.
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Zbieżność całkowa modeli G (rr; K, H, p). Przeprowadzając rozumowanie analogiczne 
do przedstawionego podczas badania średniokwadratowej zbieżności punktowej modeli 
G(x\K, H,p) otrzymujemy następujący lemat charakteryzujący warunki całkowej zbie­
żności średniokwadratowej modeli obliczeniowych G (z; K, H,p) (por. wzory (4.40)-(4.41) 
ze wzorami (4.29) i (4.31) i zob. lemat 4.11).

Lemat 4.13 Jeśli spełnione są założenia lematu 3-4, a skala aproksymacji H w yF (z; H) 
i (z; H) użytych w obliczeniowych modelach empirycznych G (z; K, H,p) zależy od skali 
K tych modeli, tak że spełnione są warunki ze wzoru (4-34), to dla każdego p modele te 
zbiegają do identyfikowanej funkcji G (x) w sensie średniokwadratowego błędu całkowego.

Szybkość zbieżności całkowej modeli G (z; K, H, pfi Dla całkowego błędu średnio­
kwadratowego obliczeniowych modeli empirycznych G (x-,K,H,p~) zachodzi następujące 
oszacowanie

MISĘ G (z; K,H,p) (2-2^ + ^K2) + ĆMISe (4.42)

z wykładnikiem « wynoszącym (por. wzory (3.40) i (3.45) w rozdz. 3)

w = min{o,/3,p} (= 7) oraz k = min (= 0) (4.43)

odpowiednio dla funkcji G (x) ciągłych i nieciągłych w przedziale S = [a, 6] i ze stałą 
Cmise = max {2Cbias (b'G — a'G), 20^3, 2Qśb, Av} (kolejne stałe w definicji Ćmise są zde­
finiowane we wzorach (3.28) i (3.41), (3.45), (4.40) i (4.41) dotyczących oszacowań odpo­
wiednich składowych błędu we wzorze (4.42)).

Stąd, by zapewnić modelom obliczeniowym G (z; K, H, p) rząd szybkości zbieżności 
całkowej równy gwarantowanym rzędom szybkości zbieżności całkowej modeli falkowych 
G (x;K, p) należy tak dobierać skalę aproksymacji H w gF (x\ H) i (x; H), aby spełniona 
była poniższa nierówność (por. z nierównością (4.37))

2~> 2“^-pH

Rozwiązanie tej nierówności dla poszczególnych k ze wzoru (4.43) prowadzi do następu­
jącego lematu (por. lemat 4.12).

Lemat 4.14 Jeśli skala aproksymacji H w gF (x; ET) i (x; ET) stosowanych w empirycz­
nych modelach obliczeniowych G (z; K, H, p) zależy od skali K modeli falkowych i dobie­
rana jest według reguł 

H > Hmin (K) = jK + log2 K 
P

(4.44)

dla funkcji G (x) ciągłych w przedziale S = [a, 6], oraz

p
(4.45)

dla G (x) nieciągłych, to asymptotycznie ich szybkości zbieżności całkowej (w sensie błędu 
MISE^ do nieliniowości G (x) są takie same jak szybkości falkowych modeli empirycznych 
G(x-,K,p), gwarantowe dla danego wyboru skali K (por. lematy 3.5 i 3.6 w rozdz. 3).
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4.3.2 Analiza własności empirycznych modeli obliczeniowych 
Rg (x-,K, H, p)

Wykorzystując zależności (3.49) i (3.55) (w rozdz. 3) oraz opierając się na lematach 4.11- 
4.14 i twierdzeniu 2.19 cytowanym w Dodatku B.8 (dotyczącym szybkości zbieżności wg 
prawdopodobieństwa), otrzymujemy następujące twierdzenia charakteryzujące warunki i 
szybkości zbieżności obliczeniowych modeli empirycznych Rg (x; K, H,p) (por. twierdze­
nia 3.1-3.6 z rozdz. 3):

Twierdzenie 4.15 (Zbieżność modeli obliczeniowych) Jeśli skala H użyta w apro­
ksymacjach p? (z; H) i (z; H) zastosowanych w empirycznych modelach obliczeniowych 
Rg (z; K, H, p) spełnia warunki ze wzoru (4-34), to wówczas modele te zbiegają do nielinio­
wości R(x) przy tych samych założeniach (iw tym samym sensie}, przy których zbiegają 
do niej falkowe modele empiryczne Rg (x; K,p) (zob. twierdzenia 3.1 i 3.4 oraz wniosek 
3.1 w rozdz. 3; por. lematy 4-11 i 4-13).

Twierdzenie 4.16 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności punktowej) Jeśli 
spełnione są założenia twierdzenia 3.2, a skala aproksymacji H w i 4>p (x\H)
zastosowanych w obliczeniowych modelach empirycznych Rg (x\ K, H,p) jest dobierana 
według reguły (4-38), to asymptotycznie ich szybkość zbieżności punktowej (w sensie 
błędu MSEJ do nieliniowości R(x) jest taka sama jak folkowych modeli empirycznych 
Rg (x; K,p), dla danej reguły doboru skali K (zob. wzór (3.52) i twierdzenie 3.2 w rozdz. 
3; por. lemat 4-12).

Z powyższego twierdzenia oraz twierdzenia 2.19 (Dodatek B.8) wynika, że empiryczne 
modele obliczeniowe zbiegają punktowo według prawdopodobieństwa z szybkością 
asymptotycznie równą szybkości zbieżności w tym sensie empirycznych modeli talkowych 
Rg (x; K,p) (zob. twierdzenie 3.3 w rozdz. 3).

Twierdzenie 4.17 (Szybkość średniokwadratowej zbieżności całkowej) Jeśli 
skala aproksymacji H w pJ3 (x; H) i xfp (z; H) stosowanych w empirycznych modelach 
obliczeniowych Rg(x] K, H,p) zależy od skali K modeli folkowych i dobierana jest 
według reguły (4-44) dla nieliniowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (z) 
ciągłych w przedziale S = [a, 6], oraz według reguły (4-45) dla R(x) i (lub) f (z) 
nieciągłych, to asymptotycznie ich szybkości zbieżności całkowej (w sensie błędu MISE^ 
do nieliniowości R (z) są takie same jak szybkości folkowych modeli empirycznych 
Rg(x]K,p), gwarantowane dla danego wyboru skali K (zob. wzory (3.56) i (3.58) i 
twierdzenia 3.5 i 3.6 w rozdz. 3; por. lemat 4-M)-

Z powyższych twierdzeń wynikają następujące wnioski dotyczące własności empirycz­
nych modeli obliczeniowych Rg (z; K, H,p):

RGH1. Właściwy (zgodny z regułami (4.44) i (4.45)) dobór skali H w aproksymacjach 
funkcji talkowych (z; H) i (z; H), pozwala obliczeniowym modelom empirycz­
nym Rg (x~, K, H,p) zachować (asymptotycznie) własności talkowych modeli empi­
rycznych Rg (x]K,p). W szczególności zatem, w odniesieniu do modeli obliczenio­
wych Rg(x-,K,H,p) znajdują zastosowanie reguły doboru skal K opracowane dla 
empirycznych modeli talkowych Rg (z; K,p) (por. wzory (3.56) i (3.58) z rozdz. 3).
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RGH2. Dobór właściwej skali aproksymacji H funkcji falkowych zależy od gładkości 
identyfikowanej nieliniowości R (x), funkcji gęstości wejścia systemu f (rr) oraz przy­
jętych funkcji falkowych (numeru falkowego p) (por. wzory (4.38)-(4.39), (4.44)- 
(4.45) oraz własności GH1-GH2).

RGH3. Wzrost skali K falkowych modeli empirycznych powoduje (zgodnie z regułami 
(4.44)-(4.45)) odpowiedni wzrost wymaganej skali aproksymacji (K) (zob. wła­
sność GH3).

Przykłady. Rozpatrzymy teraz przykładowe przypadki identyfikowanej nieliniowości 
R (rr) i funkcji gęstości wejścia systemu / (x).

Niech R (x) i f (rr) będą odcinkami stałe w przedziale S = [a, 6]. Wówczas q = 1/2 i mo­
dele obliczeniowe Rg (x\ K, H,p) osiągają asymptotyczną szybkość zbieżności O (N'-1/2) 
modeli falkowych R(x-,K, p) w sensie całkowego błędu średniokwadratowego, o ile skala 
aproksymacji H spełnia warunki (por. wzór (4.45) i definicję p we wzorze (4.4))

i skalach K modeli falkowych wyznaczanych zgodnie ze wzorem (3.56)). Ponieważ dla 
p = 2, minimalna wymagana skala H jest dwukrotnie większa niż dla p > 2 (por. własność 
GH2, str. 78), to zastosowanie w modelach funkcji falkowych o tym numerze wymaga 
uzyskania dwukrotnie dokładniejszych aproksymacji takich funkcji falkowych.

A. Dobór skali H w aproksymacjach funkcji falkowych p? (rr; H) i tJjp (rr; H)

Zwróćmy uwagę, że warunek (4.34) oraz reguły (4.44)-(4.45) doboru minimalnej skali apro­
ksymacji Hmin (K) funkcji falkowych gwarantują jedynie asymptotyczną równoważność 
empirycznych modeli obliczeniowych i empirycznych modeli falkowych wykorzystujących 
oryginalne („dokładne”) falki. Zatem w praktycznych zastosowaniach, aby zminimalizować 
wpływ dodatkowego błędu wynikającego ze stosowania aproksymacji (rr; H) i jjp (rr; H) 
w miejsce oryginalnych falek, należy obliczać je z jak największą rozdzielczością (w jak 
największej skali H Hm[n (Kf) (por. wzory (4.36) i (4.42)).

Ze względu na asymptotyczny charakter uzyskanych wyników (prawdziwych dla du­
żych wartości H - a zatem też dużych skal K i, w konsekwencji, także dla dużych liczb 
pomiarów N - por. wzory (3.56) i (3.58)), w rozdziale 5 przedstawiamy wyniki badań nu­
merycznych dotyczących wpływu dokładności aproksymacji funkcji falkowych na własności 
modeli obliczeniowych dla umiarkowanych skal H, K i umiarkowanych liczb pomiarów N.

H > Hmm (K) - | + bg2 K dla p > 2

a skala K modeli falkowych dobierana jest według reguły (3.58) w rozdz. 3. Jeśli R (x) i 
f (x) spełniają warunek Lipschitza (a = = 1), to wówczas 7 = 1 i modele obliczeniowe 
osiągają asymptotycznie szybkość zbieżności O (N-2^ w sensie średniokwadratowego 
błędu całkowego, przy skalach aproksymacji H dobieranych według reguł (por. wzór (4.44))

tt > TT ( T^\ _ f 2 (K + log2 K) .. p = 2
H Z (K) - | + dla p>2
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4.4 Szybkie algorytmy wyznaczania obliczeniowych 
modeli empirycznych

Z obliczeniowego punktu widzenia, problem identyfikacji nieliniowości R (x) sprowadza się 
do wyznaczenia współczynników w obliczeniowych modelach empirycznych na podstawie 
danych ze zbioru pomiarowego {(z*,,yk)}k=v Na przykładzie obliczeniowego algorytmu 
ilorazowego pokażemy, że bezpośrednie wykorzystanie w tym celu wzorów wynikających z 
rozważań teoretycznych (tj. zastosowanie w obliczeniach wprost wzorów (4.17)) prowadzi 
do algorytmów o złożoności obliczeniowej rzędu O (N”'), gdzie wykładnik u zawiera się w 
przedziale (1, 2) i zależy od gładkości identyfikowanej nieliniowości R(x) i funkcji gęstości 
wejścia systemu / (z) oraz przyjętych w modelach funkcji falkowych (numeru p). Następnie 
zaproponujemy „szybki” algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empirycznych i 
wykażemy, że złożoność tego algorytmu wynosi O (N) i, ponadto, nie zależy od gładkości 
R (z) oraz f (z).

Złożoność obliczeniowa algorytmu ilorazowego

Analizując złożoność obliczeniową algorytmu będziemy posługiwać się pojęciem opms - 
jednostkowej operacji arytmetycznej polegającej na wymnożeniu (podzieleniu) dwóch liczb 
i dodaniu (odjęciu) uzyskanego wyniku do innej liczby (zob. np. [81, str. 81]).

Niech Cg (N, K,p) oznacza liczbę operacji opms potrzebnych do wyznaczenia modelu 
Rg (x-, K, H,p). Ponieważ do obliczenia każdego współczynnika tego modelu potrzeba N 
opms (por. wzory w (4.17)), stąd

CG (N, K,p) = N ■ PG (M, K)

gdzie Pg (M, K) oznacza liczbę współczynników w modelu obliczeniowym Rg K, H,p) 
(równą liczbie współczynników w modelu G (z; K, Liczbę tę można oszacować na­
stępująco (zob. wzór (C.23) w Dodatku C.6)

PG (M, K) < 2k [(6 - a) + 2p] (4.46)

Wyznaczając skale K modeli na podstawie reguł (3.56) i (3.58) z rozdz. 3 (tj. w zależności 
od gładkości nieliniowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (F) oraz przyjętych w 
modelach funkcji falkowych) otrzymujemy, że

CG (N, K, p) < N • 2 lo^ M [(6 - a) + 2p] N^ • O,

gdzie Cy = [(5 — u) + 2p] oraz
2p+2 

CG(N,K,p) < Nw -Ce

gdzie Cg = [(6 - a) + 2p] dla, odpowiednio, ciągłych i nieciągłych R (z) i f (z).
Stąd, ponieważ y > 0 oraz q E (0,1/2], to z powyższych oszacowań wynika następujący 
lemat.

Lemat 4.15 Złożoność obliczeniowa algorytmu ilorazowego opartego na wzorach (^.17) 
jest rzędu

2-/ + 2
CG(N,K,p) = Om gdzie e(l,2) (4.47)

2y + 1
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dla ciągłych, oraz

Cg (N, K,p) = O {Ny), gdzie u =
2^+1 (4.48)

dla nieciągłych nieliniowości R (z) i (lub) funkcji gęstości wejścia systemu f (z).

Zauważmy, że ze wzrostem gładkości R (z) i f (z) (tj. ze wzrostem a i /3) i przy jedno­
czesnym wzroście numeru talkowego p, rośnie wartość parametru 7(= min {a, /3,p}) (por. 
wzór (3.56) w rozdz. 3), wykładnik i/ we wzorze (4.47) dąży do wartości 1 i, w konsekwen­
cji, złożoność obliczeniowa algorytmu zbliża się do poziomu O(N). Jeśli R (z) i f (rr) są 
nieciągłe (i odcinkami gładkie), to minimalna złożoność algorytmu zachodzi dla q = 1/2 
(por. wzór (3.58) w rozdz. 3) i jest rzędu O (A3/2) (wzór (4.48)).

Przykłady. Dla R (i) i f (z) nieciągłych, odcinkami stałych mamy a = (3 = oo, a zatem 
Q = 1/2 (por. wzór (3.58)) oraz u = 3/2 (zob. wzór (4.48)) i złożoność obliczeniowego 
algorytmu ilorazowego wynosi O (A3/2).

Jeśli R (z) i f (z) spełniają warunek Lipschitza (a = /3 = 1), to wówczas (por. (3.56)) 
7 = 1 i złożoność algorytmu maleje do poziomu O (A4/3) (zob. wzór (4.47)).

Natomiast, dla bardzo gładkich R(x) i f (F) (gdy min{a:,/3} p i 7 = p) złożoność 
algorytmu zależy jedynie od przyjętych funkcji falkowych: dla p = 2 wynosi O (A6/5) i ze 
wzrostem p zbliża się do rzędu O (A) (wzór (4.47)).

4.4.1 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

Podstawa teoretyczna. Proponowany algorytm składa się z dwóch kroków. Pierw­
szy krok polega na wyznaczeniu w skali K współczynników empirycznych ctKn, n = 
^min (K, p),..., nmax (A, p) (współczynników początkowych w algorytmie szybkiej trans­
formaty falkowej FWT - zob. punkt 1.3) na podstawie pomiarów {^k,yk)}k=i i opiera 
się na następujących spostrzeżeniach:

• Ze względu na zwartość nośnika aproksymacji (z; H) (wzór (4.6)), każda para 
pomiarów (xk, yC) wpływa na wartości co najwyżej 2p — 1 współczynników a^-n - od­
powiadających tym aproksymacjom (z; ET) funkcji skalujących (z), których 
nośniki zawierają pomiar Xk - zob. Rys. 4.2 (por. z dyskusją w punkcie 3.1.1, po­
święconą analizie szybkości zbieżności punktowej falkowych modeli empirycznych 
G{x-,K,p) i zob. wzór (3.26) oraz Rys. 3.3).

• Dla danej skali aproksymacji H składowa wejściowa Xk pary pomiarów (xk,yk) na­
leży do przedziału nośnika aproksymacji (x- H), to wówczas zachodzi następu­
jąca nierówność (por. wzór (4.6))

1 , n n + (2p — 1)

na podstawie której można wyznaczyć indeksy przesunięć n „aktywnych” - dla 
danej pary pomiarów (xk,yk) ~ aproksymacji ę^n(x;A). Z praktycznego punktu 
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widzenia wygodniej jest jednak wyznaczać te indeksy według poniższej nierówności 
(wynikającej z postaci nośnika funkcji skalującej cfŁKn (z) - por. wzory (1.11) i (4.6))

n
^^Xk>

n + (2p - 1)
(4.49)

dzięki czemu szybki algorytm obliczeniowy staje się niezależny od skali aproksyma­
cji H.

Z powyższych obserwacji wnioskujemy, że indeksy przesunięć n odpowiadające „aktyw­
nym” aproksymacjom ^-n (x; 77) możemy (z nierówności (4.49)) wyznaczyć za pomocą 
następującego wzoru

n = |_2KXfcJ -1, l = 0,...,2p — 2 (4.50)

Obliczanie wartości współczynników a^n o tych indeksach można zrealizować przy użyciu 
prostej reguły

= ^-1) + -2^^ (2Kxk-n-H) gdzie = (4-51)

stanowiącej rekurencyjną wersję odpowiedniego wzoru w (4.17) (dla skali K).

xk

|Ą]-2p+2 [Ąj

Rys. 4.2 Każda para pomiarów (xk,yk) wpływa tylko na wartości współczynników cFKn od­
powiadających tym aproksymacjom (z; H) funkcji skalujących, których nośniki zawierają 
pomiar xk (rysunek ilustruje przypadek, gdy numer falkowy p = 2)

Drugi krok algorytmu polega na wyznaczeniu współczynników a^-n i empirycz­
nych modeli obliczeniowych Rg (z; K, H,p) w oparciu o obliczone w pierwszym kroku 
współczynniki początkowe apKn (w skali K), z użyciem poniższych wzorów (wzorowanych 
na algorytmie szybkiej transformaty falkowej - zob. np. [92], [130] i [131], por. wzór (1.27) 
w rozdz. 1; zob. Dodatek C.7, str. 139)

2p—1 i
Ł = 52 Cta^+i,2n+t oraz 52 (_1/Cl-^+l,2Z+t (4-52)

t=0 t=—2(p—1)

w kolejnych skalach m = K — 1,..., M.

Szybki obliczeniowy algorytm identyfikacji

Z powyższych rozważań otrzymujemy następujący szybki obliczeniowy algorytm ilora­
zowy:
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Twierdzenie 4.18 Złożoność szybkiego algorytmu {4-50)-{4-52) wyznaczania empirycz­
nych modeli obliczeniowych Rg (z; K, H,p) jest rzędu

CS(N,K,p) = O(N)

dla ciągłych i nieciągłych nieliniowości R(x) i funkcji gęstości wejścia systemu f (x).

Podsumowanie

W rozdziale zaproponowaliśmy obliczeniowe (praktyczne) odpowiedniki falkowych algo­
rytmów identyfikacji przedstawionych i badanych w rozdziale 3. Na przykładzie algorytmu 
ilorazowego pokazaliśmy, że konieczne, ze względu na specyfikę funkcji falkowych Daube­
chies i założone warunki identyfikacji, modyfikacje algorytmów polegające na zastąpieniu 
w nich funkcji falkowych Daubechies (z) i (rr) przez ich proste obliczeniowo aproksy­
macje schodkowe fF (z; H) i ifp (rr; H), pozwalają (przy łatwych do realizacji warunkach 
(4.44)-(4.45)) zachować przez odpowiednie modele obliczeniowe asymptotyczne własności 
odpowiednich modeli falkowych z oryginalnymi funkcjami falkowymi. Wpływ dokładności 
aproksymacji funkcji falkowych na zachowanie modeli obliczeniowych dla małych skal H 
i K badamy numerycznie w rozdziale 5.

Zaproponowaliśmy również szybki algorytm wyznaczania obliczeniowych modeli empi­
rycznych i pokazaliśmy, że jego złożoność jest rzędu O (N), tj. że liczba obliczeń potrzeb­
nych do wyznaczenia tych modeli rośnie jedynie liniowo ze wzrostem liczby pomiarów N 
(w Dodatku C.8, na str. 140 przedstawiamy procedury komputerowe implementujące ten 
algorytm).



Rozdział 5

Badania numeryczne falkowych 
algorytmów identyfikacji

Przedstawione w rozdziałach 3 i 4 własności modeli falkowych i ich obliczeniowych wersji 
wyznaczanych za pomocą odpowiednich algorytmów identyfikacji mają charakter asymp­
totyczny, tj. zachodzą dla dużych liczb pomiarów N, dużych wartości skal K w modelach 
falkowych i dużych skal aproksymacji H w modelach obliczeniowych. Z punktu widzenia 
zastosowań interesujące jest zachowanie się tych modeli w przypadku, gdy do dyspozycji 
mamy małą lub umiarkowaną liczbę pomiarów, a skale K i H są niewielkie. Aby uzy­
skać orientację w tym zakresie, przeprowadzono szereg eksperymentów numerycznych, 
które, podobnie jak przeprowadzone wcześniej badania teoretyczne, miały na celu zbada­
nie wpływu:

• gładkości identyfikowanej nieliniowości R(x\

• gładkości funkcji gęstości wejścia systemu / (z), oraz

• zastosowanych w modelach funkcji falkowych,

na wielkość i szybkość zmniejszania się błędów modeli obliczeniowych ze wzrostem liczby 
pomiarów N w przypadkach systemu statycznego i systemu Hammersteina, przy skorelo­
wanych zakłóceniach Zk- Badania obejmowały także:

• Porównanie empirycznych modeli obliczeniowych Rq(x\K,H,p), Rr(x-,K,H,p) i 
RGf (z; K, H,p), przedstawionych w punkcie 4.2 w rozdz. 4

• Weryfikację przydatności teoretycznych reguł doboru skali modeli K określonych 
wzorami (3.56) i (3.58), na przykładzie modeli obliczeniowych Rg (x; K, H,p).

• Zbadanie wpływu skali aproksymacji H (tj. dokładności stosowanych aproksymacji 
funkcji falkowych) na zachowanie się modeli obliczeniowych.

W ramach badań empirycznych porównano także algorytmy falkowe z algorytmami 
trygonometrycznymi (tj. opartymi na klasycznym trygonometrycznym układzie ortogo­
nalnym).

Poniżej przedstawiamy warunki w jakich przeprowadzono eksperymenty, a następnie 
omówimy wybrane wyniki.

88
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5.1 Warunki eksperymentów

Empiryczne modele obliczeniowe. Algorytmy identyfikacji. W trakcie ekspery­
mentów zbadaliśmy własności rozważanych w pracy trzech empirycznych modeli oblicze­
niowych:

Rg (x;K, H,p) 
Rr K, H, p) 
RGf {x\K, H,p)

R, ó',K,H,p) =
(4.15)-(4.17)

danych wzorami (4.18) - (4.19)
(4.21) -(4.23)

wyznaczanych odpowiednio według obliczeniowych wersji algorytmu ilorazowego, bezpo­
średniego oraz algorytmu ilorazowego z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu / (a?), 
przedstawionych w rozdz. 4. W dalszej części rozdziału będziemy stosować skróconą no­
tację i poszczególne modele oznaczać symbolami RG, Rr oraz Raf (a ogólnie, za pomocą 
symbolu R.)-

Identyfikowane systemy. Badania przeprowadziliśmy dla dwóch typów systemów 
(zob. rysunek powyżej, por. przykłady podane w punkcie 2.3):

• systemu statycznego, oraz

• systemu Hammersteina z liniowym elementem dynamicznym o następującej odpo­
wiedzi impulsowej {Aj}^=0 (por. założenie Z3 w rozdz. 2):

Ao = 1, Aj = 2"^-1\ ż = l,...,6 (5.1)

Funkcje gęstości wejścia systemu f (z). Wejścia systemów były pobudzane sygna­
łami pseudolosowymi o następujących funkcjach gęstości (zob. Rys. 5.1, por. założenie Z1 
w rozdz. 2):

f. (z) = <

fi (x) = 7[0,i] (z)

+Cf
g / 1

- gęstość (gładka) rozkładu 
równomiernego U [0,1]

- gęstość rozkładu normalnego N 
ograniczonego do przedziału [0,1]

- przykładowa nieciągła funkcja 
gęstości

(5.2)
Stałą Cf w definicji gęstości f2 (x) dobrano tak aby f0 f2 (x) dx = 1. Współczynniki hi w
gęstości fo (z) wynoszą

hi = {0.1,0.1, -0.15,0.03,0.06, -0.06, -0.03,0.15, -0.1}
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Rys. 5.1 Funkcje gęstości wejścia systemu stosowane w eksperymentach

Identyfikowane charakterystyki. W trakcie eksperymentów przyjęto w systemach 
następujące charakterystyki nieliniowe (zob. Rys. 5.2, zob. założenie Z2 w rozdz. 2 i 
założenia Z 7 (Z7')> Z7a (Z7a') w rozdz. 3):

/z. (rr) = <

(z)
n

2 52^ + ^[O.h) (z)] + 
i=l

^3 (*) = ^|,1) W ~ fyl)

/z4 (rr) = arctan (4?rrr — 2%)

- charakterystyka nieciągła

- przykładowa charakterystyka 
kwantyzatora

- przykładowa charakterystyka 
przekaźnika dwupołożeniowego

- gładka charakterystyka sigmoidalna
(5-3)

Uwaga 5.10 Charakterystyka (rr) z poniższymi współczynnikami L i gi:

ti = {0.1,0.13,0.15,0.23,0.25,0.40,0.44,0.65,0.76,0.78,0.81}
gi = {4,—5,3,—4, 5,—4.2, 2.1,4.3,—3.1, 2.1,—4.2}

jest stosowana jako funkcja testowa w badaniach własności algorytmów falkowych, por. 
np. [15], [31]-[32]; pozostałe typy charakterystyk można spotkać w rzeczywistych systemach 
(zob. np. [41], [143] i [151]).

Rys. 5.2 Identyfikowane charakterystyki

Stała C^ w definicji charakterystyki (rr) była dobierana w trakcie eksperymentów 
zależnie od zastosowanej funkcji gęstości wejścia systemu f, (rr) tak, aby spełniona była
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równość E/ą (zi) = 0 dzięki czemu, we wzorze (2.8) definiującym postać faktycznie iden­
tyfikowanej nieliniowości R (z) w systemie Hammersteina znika przesunięcie s tej nielinio­
wości względem charakterystyki /z (z). Dla pozostałych nieliniowości równość ta zachodzi 
ze względu na ich nieparzystość względem środka przedziału [0,1] i symetrię poszczegól­
nych funkcji gęstości wejścia systemu w tym przedziale. Stąd (oraz z faktu, że Aq = 1 - 
por. wzór (5.1)) dla systemu Hammersteina wynika równość pomiędzy identyfikowanymi 
nieliniowościami R, (rr) a odpowiednimi charakterystykami nieliniowymi p, (z) danymi 
wzorami w (5.3) (por. uwaga 2.4 w rozdz. 2):

R, (z) = /z, (z)

Zauważmy, że przy funkcjach gęstości wejścia systemu zdefiniowanych we wzorze (5.1), nie­
liniowości R, (z) są identyfikowane w przedziale S — [0,1] (por. założenie Z1 w rozdz. 2).

Zakłócenia zewnętrzne z^ Wyjście obu systemów było zakłócane skorelowanym szu­
mem Zk o rozkładzie normalnym z zerową wartością oczekiwaną, w którym (por. założenie 
Z4 w rozdz. 2):

• wariancje zakłóceń, a2 — var Zk, dobierane były tak, aby dla każdej z nieliniowości 
R, (z), zdefiniowany poniżej stosunek szumu do sygnału

NSR[%] = —- 
Mr

przyjmował wartości 0,5,..., 30% (Mr jest górnym ograniczeniem modułu identy­
fikowanej nieliniowości R(x\ zob. założenie Z2 w rozdz. 2).

• współczynniki {c^i}J=0 odpowiedzi impulsowej układu dynamicznego, odpowiada­
jącego za skorelowanie zakłóceń Zk, zostały dobrane według poniższego wzoru

8 - i = z = 0, ...,7
O

Kryterium oceny jakości modeli. W każdym eksperymencie współczynniki bada­
nego modelu fajkowego R, obliczano w punktach k = l/q,2/q,... ,q/q (q = 1000), dla 
P-krotnie (P = 50) generowanych zestawów danych pomiarowych {(xk,yó}k=i- Jako 
kryterium jakości modeli przyjęliśmy następujący, unormowany średni błąd

gdzie R,^) (j; K, H,pj oznacza wartość wyjścia badanego modelu w punkcie k/q dla 
r-tego zestawu danych.

Liczba pomiarów N była dobierana w zależności od przeprowadzanego eksperymentu.
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5.2 Wybrane wyniki badań numerycznych

Wpływ dynamiki systemu i poziomu zakłóceń zewnętrznych zk. Badając teore­
tyczne własności empirycznych modeli falkowych i obliczeniowych pokazaliśmy, że zarówno 
istnienie w identyfikowanym systemie dynamiki jak i obecność skorelowanych zakłóceń 
zewnętrznych wpływa tylko na wielkości stałych w oszacowaniach rzędu wariancji tych 
modeli (por. np. wzory w (3.11) i własności Vl-V3, wzory (3.14) i (3.34) w rozdz. 3 oraz 
wzory (4.25) i (4.29) w rozdz. 4), a zatem nie zmienia ich własności asymptotycznych (tj. 
dla dużych liczb pomiarów N).

Oddziaływanie tych czynników na zachowanie modeli Raf dla umiarkowanej liczby po­
miarów N przedstawiamy na Rys. 5.5-5.6. Zwróćmy uwagę na niewielki wpływ poziomu 
zakłóceń zewnętrznych zk na błędy modeli. Wzrost błędów w przypadku systemu Ham- 
mersteina wynika ze znacznie „trudniejszych” warunków identyfikacji (większego poziomu 
faktycznych zakłóceń na jego wyjściu wywołanego obecnością sygnału pochodzącego od 
dynamiki systemu (por. Rys. 5.3 i 5.4 i wzory (2.5), (2.6) i (2.7) w rozdz. 2).

Wpływ gładkości nieliniowości R(z). Z rozważań teoretycznych wynika, że szyb­
kość zmniejszania się błędów empirycznych modeli obliczeniowych rośnie wraz ze wzro­
stem gładkości nieliniowości R (z) (przy odpowiednio gładkich / (z) i dużych numerach 
falkowych p - por. wzory (3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) w rozdz. 3).

Porównując pod tym kątem wyniki badań dla modeli obliczeniowych Rg przedstawione 
na Rys. 5.7 można stwierdzić, że największy wpływ na poziom błędów ma położenie punk­
tów nieciągłości nieliniowości poza siatką binarną. Natomiast sam fakt istnienia nieciągło­
ści nie jest już tak istotny (błędy dla nieciągłych nieliniowości R? (z) i ^3 (x) s4 znacznie 
mniejsze niż odpowiadające im błędy dla nieliniowości nieciągłej R^ (ir) i porównywalne z 
błędami otrzymanymi dla gładkiej R^ (z)). Modele Rg oparte o funkcje Haara nadają się 
zatem do identyfikacji nieliniowości nieciągłych, gdy punkty nieciągłości (skoków) leżą na 
siatce binarnej (por. też dyskusję na ten temat w [108, str. 956]).

Warto też zauważyć, że za wyjątkiem nieliniowości Ri (z) (zob. Rys. 5.5-5.7), już po­
wyżej liczby pomiarów N ~ 150, błędy modeli obliczeniowych stają się bardzo małe, 
niezależnie od typu identyfikowanego systemu.

Wpływ gładkości funkcji gęstości wejścia f (z). Porównując w rozdz. 3 własności 
asymptotyczne modeli falkowych Rg (z-, K,p) oraz Rr (z-, K,p) stwierdziliśmy, że szybkość 
zbieżności tych ostatnich nie zależy od gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (z) 
(por. wzory (3.57) i (3.91) oraz (3.59) i (3.94) w rozdz. 3). Wykresy na Rys. 5.8 wskazują, 
że własność ta zachodzi również dla odpowiadających im modeli obliczeniowych Rg, przy 
umiarkowanej liczbie pomiarów N.

Wpływ zastosowanych funkcji falkowych. Z analizy własności asymptotycznych 
empirycznych modeli obliczeniowych wynika, że przyjęcie w nich funkcji falkowych o wy­
ższych numerach p powoduje (przy odpowiednio gładkich R(z) i f (z)) wzrost szybkości 
zbieżności tych modeli (wzrost szybkości zmniejszania się ich błędów - por. wzory (3.57) 
i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) i zob. dyskusję na temat doboru numeru falkowego 
p przeprowadzoną dla modeli falkowych w rozdz. 3). Zauważmy jednak (zob. Rys. 5.9 i 
5.10), że w zakresie N < 500 pomiarów (przy gładkiej nieliniowości R^ {z} i funkcji gęstości 
wejścia /1 (x\) szybkości zmniejszania się błędów modeli Rg i Rr nie zależą od przyjętych 
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funkcji falkowych. Zwróćmy także uwagę, że od zastosowanych funkcji falkowych zależą 
własności modeli Raf (zob. Rys. 5.11), jednakże przyjęcie w nich funkcji falkowych o nu­
merze p > 1 powoduje zwiększenie ich błędu. Aby wskazać możliwą przyczynę takiego 
zachowania porównajmy postacie modeli Rg i Raf (zob. wzory (4.15) i (4.21) w rozdz. 
4);

5 / jzu \ G(x-,K,H,p) - G{x,K,H,p)RG K, H, p) =------—------ oraz RGf (z; K, H, p) = -=-————
IW f(x-,K,H,p)

i zauważmy, że w modelach RGf mianownik (empiryczny model obliczeniowy funkcji gęsto­
ści wejścia systemu f (z)) może (dlap > 1) przybierać wartości ujemne (por. np. Rys. 4.1) 
powodując zmianę znaku na wyjściu całego modelu, a tym samym, znaczne zwiększenie 
się jego błędu w stosunku do identyfikowanej nieliniowości.

5.2.1 Stosowalność reguły doboru skali modeli

Jak wykazaliśmy w poprzednich rozdziałach, aby zapewnić modelom obliczeniowym zbie­
żność do identyfikowanych nieliniowości R (x) należy spełnić odpowiednie ogólne warunki 
podane np. we wzorach (3.37) i (3.89), dotyczące skal modeli K. Jednakże, jak poka­
zują wykresy na Rys. 5.12-5.14, w przypadku umiarkowanej liczby pomiarów N < 500, 
niedbały dobór skal K w modelach obliczeniowych istotnie zwiększa wartości ich błędów.

Porównanie wyników badań przeprowadzonych dla modeli obliczeniowych RG (zob. 
Rys. 5.15 wskazuje na nieznaczne różnice pomiędzy skalami modeli K, wyznaczanymi za 
pomocą teoretycznych reguł (3.56) i (3.58) a optymalnymi (względem błędu (5.4)) skalami 
tych modeli wyznaczonymi numerycznie w trakcie eksperymentów i świadczy o przydat­
ności tych reguł również przy umiarkowanej liczbie pomiarów z zakresu N = 100,..., 500. 
Zauważmy jednak, że pewnym ograniczeniem możliwości zastosowania ich w praktyce 
jest wymaganie znajomości gładkości identyfikowanych nieliniowości oraz gładkości funk­
cji gęstości wejścia systemu - por. Rys. 5.12).

Wskażemy teraz przyczynę różnic pomiędzy tymi skalami, biorąc jako przykład empi­
ryczny model falkowy RG (x; K, p) (korzystając z jego równoważności z badanym modelem 
obliczeniowym RG). Podstawą rozważań będzie poniższe oszacowanie błędu MISĘ modeli 
RG (x-, K,p) (por. wzory (3.30), (3.41) oraz (3.45) w rozdz. 3):

MISĘ Rg K, p) 2~2kK ■ CfSB 2k
+ n"c,v (5.5)

gdzie k = 7 (zob. np. wzór (3.56)) dla nieliniowości G (z) ciągłych w przedziale [0,1] oraz 
n = p (dla G (rr) nieciągłych - zob. wzór (3.58)). Stała Cjsb zależy od gładkości identyfiko­
wanej nieliniowości R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (z) oraz przyjętych w modelu 
funkcji falkowych (por. np. wzór (3.45)), natomiast Cw jest stałą zależną od własności 
części dynamicznej systemu oraz zakłóceń zewnętrznych (zob. odpowiednie oszacowania 
w Dodatkach B.1-B.2).

Minimalizując oszacowanie (5.5) względem parametru skali K otrzymujemy teraz, że

^opt(AT) = 1 log2 2kN + △ = [Aopt (AT) + △] , gdzie △ =
Zn 4” 1

1 i Gsb 
2k + 1 & Civ 

(5-6)
Zauważmy, że zastosowanie w modelach Rg (x\K,p) powyższego wzoru jako reguły do­
boru skali K w miejsce odpowiedniej reguły (3.56) (gdy k = 7) lub (3.58) (gdy k = p) 
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nie zmienia asymptotycznych szybkości zbieżności tych modeli (danych, odpowiednio, 
wzorami (3.57) i (3.59)). Tym niemniej, przy skończonej liczbie pomiarów N postać do­
datkowego składnika A wskazuje, że:

• W sytuacji, gdy stała CjgB jest większa niż Cjv (np. przy niewielkich zakłóceniach 
i w przypadku nieliniowości nieciągłych typu R\ (z)), ze wzoru (5.6) wynika, że 
optymalna skala modeli K może być większa (ponieważ > 1 i A > 0) niż 
wyznaczona przez regułę (3.58) (por. wykres z lewej strony Rys. 5.15).

• Jeśli we wzorze (5.5) dominującą stałą jest C\y (np. podczas identyfikacji nielinio­
wości w systemie Hammersteina lub w obecności zakłóceń Zk o dużej amplitudzie, 
czy też w przypadku gładkich nieliniowości R^ (z)), to wówczas < 1, A < 0 i, 
w konsekwencji, optymalna skala K modeli może być mniejsza od skali dobranej na 
podstawie reguły (3.56) (por. wykres z prawej strony Rys. 5.15).

5.2.2 Wpływ skali aproksymacji falek na zachowanie modeli 
obliczeniowych

W rozdziale 4 wykazaliśmy, że warunkiem asymptotycznej równoważności modeli falko­
wych i ich obliczeniowych odpowiedników jest właściwy dobór skali aproksymacji H (zob. 
np. wzory (4.44)-(4.45)).

Wykresy przedstawione na Rys. 5.16 potwierdzają wpływ skali aproksymacji H na 
wielkości błędów modeli obliczeniowych Rg (zauważmy tam, że dla H bliskich zeru, wzrost 
skali modeli K nie powoduje zmniejszania się błędu tych modeli - por. np. oszacowania 
(4.36) i (4.42)).

Kolejny wykres (zob. Rys. 5.17) wskazuje ponadto, że w modelach Rg, za błąd 
wynikający z zastosowania w nich aproksymacji funkcji falkowych odpowiada głównie 
zjawisko akumulacji błędów aproksymacji z poszczególnych skal m = M,..., K — 1 
tych modeli (zob. uwaga 3.12 w Dodatku C.4). Na wykresie tym widzimy bowiem, że 
dla skal M bliskich K, zastosowanie nawet bardzo „zgrubnych” aproksymacji funkcji 
falkowych (przyjęcie małej skali H = 0,1,2) tylko nieznacznie zwiększa błąd modeli 
obliczeniowych Rg- Wynik ten stanowi przesłankę za stosowaniem w praktyce modeli 
obliczeniowych złożonych tylko z aproksymacji funkcji skalujących (tj. takich w których 
zachodzi równość M — K).

5.2.3 Porównanie algorytmu falkowego z algorytmem trygono­
metrycznym

Modele oparte na układzie trygonomerycznym. Warunki eksperymentów. W 
trakcie eksperymentów porównawczych przyjęliśmy, że funkcja gęstości wejścia systemu 
/ (z) jest nieznana. Stąd do porównania własności algorytmów falkowych z algorytmami 
opartymi na szeregach trygonometrycznych wybraliśmy (wyznaczany według algorytmu 
ilorazowego z estymacją funkcji gęstości wejścia systemu) empiryczny model obliczeniowy 
Rg{ oraz następujący empiryczny model trygonometryczny otrzymywany według algo­
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rytmu podanego m.in. w [44] lub [50])

A f N
52 ameimx am = ^P yke~imXk

Rf (x; L) = ---------- gdzie < (5.7)
ameimx £ e~imXk

|m|=0 '

Eksperymenty przeprowadziliśmy dla charakterystyk i funkcji gęstości wejścia systemu 
podanych we wzorach (5.2) i (5.3). Parametr L modeli trygonometrycznych Rf^L) 
(oznaczanych dalej krótko: Rf), podobnie jak skalę K modeli obliczeniowych Raf, do­
bieraliśmy numerycznie tak, aby dla danej liczby pomiarów N = 5,... 500, wyznaczony 
model miał najmniejszy błąd (5.4).

Wyniki porównania. Kolejne wykresy na Rys. 5.18-5.21 przedstawiają porównanie 
wielkości i szybkości zmniejszania się błędów modeli obliczeniowych R^f (dla numerów 
falkowych p = 1,2) i modeli trygonometrycznych Rf ze wzrostem liczby pomiarów N. 
Zauważmy, że jakkolwiek różnice pomiędzy błędami porównywanych modeli dla są nie­
wielkie, to jednakże, w sposób naturalny, modele oparte o falki Haara (p = 1) znacznie 
lepiej odtwarzają kształty nieliniowości w przypadkach gdy są one nieciągłe. Zwracamy 
także uwagę na tendencję do „wygładzania” identyfikowanych nieliniowości przez modele 
trygonometryczne oraz modele obliczeniowe z falkami numerzep = 2 (zob. Rys. 5.19-5.20), 
a także bardzo niekorzystne (z punktu widzenia zachowania „kształtu” identyfikowanej 
nieliniowości) zachowanie się tych ostatnich w przypadku nieliniowości nieciągłej Ri (z) 
(zob. Rys. 5.18).

Wykresy na Rys. 5.22 przedstawiają porównanie wpływu gładkości funkcji gęstości 
wejścia systemu f (z) na błędy modeli obu typów. Zauważmy, że wspólną cechą modeli 
obliczeniowych z numerem falkowym p = 2 i modeli trygonometrycznych są ich duże błędy 
dla liczb pomiarów N rzędu 100. Zachowanie to można wytłumaczyć za pomocą argumen­
tacji analogicznej do przedstawionej w dyskusji na temat wpływu numeru falkowego p na 
modele obliczeniowe Raf, str. 92).

Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentów numerycznych można stwierdzić, że przy 
umiarkowanej liczbie pomiarów N:

• Wpływ (nawet znacznego - NSR 30%) poziomu zakłóceń zewnętrznych Zk na 
błędy modeli jest praktycznie pomijalny.

• Błędy modeli nie ulegają także istotnemu zwiększeniu w przypadku, gdy identyfi­
kowana nieliniowość jest elementem systemu Hammersteina.

• Modele falkowe są „wrażliwe” na położenie punktów nieciągłości w identyfikowa­
nych nieliniowościach, natomiast mniejszy wpływ na ich zachowanie ma sam fakt 
obecności nieciągłości w tych nieliniowościach.
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• Dobór funkcji falkowych w modelach Rg i Rr (tj. w przypadku znanej funkcji gęsto­
ści wejścia systemu) ma także niewielki wpływ na szybkość zmniejszania się błędów 
tych modeli wraz ze wzrostem liczby pomiarów.

Zaobserwowaliśmy także, że:

• Znaczny wpływ na zachowanie modeli ma prawidłowy dobór skali K i stwierdziliśmy 
pewną przydatność „teoretycznych” reguł doboru tej skali. Analiza wyników ekspe­
rymentów wskazuje także na potrzebę znalezienia precyzyjniejszych reguł, przydat­
nych zwłaszcza przy braku informacji wstępnej na temat gładkości nieliniowości 
R (z) i funkcji gęstości wejścia systemu f (z).

• Zachowanie empirycznych modeli obliczeniowych Rr (x-, K, H,p)
oraz Rg/ (x; K, H,p) dla liczb pomiarów N rzędu kilkuset jest podobne. Natomiast 
przy małych liczbach pomiarów (A < 100) modele Rg/ (x; K, H,p), poza 
przypadkiem gdy p = 1, stają się nieprzydatne.

• Wpływ skali H w aproksymacjach i (z; H) zastosowanych w modelach
obliczeniowych na jakość tych modeli zależy głównie od różnicy pomiędzy ich ska­
lami M i K, i jest najmniejszy gdy skale te są równe (tj. gdy empiryczne modele 
obliczeniowe składają się tylko z aproksymacji funkcji skalujących).

Po porównaniu własności modeli otrzymywanych według algorytmu talkowego i algo­
rytmu trygonometrycznego należy stwierdzić, że w zakresie liczb pomiarów N < 500:

• Oba typy modeli są porównywalne z punktu widzenia wielkości i szybkości zmniej­
szania się ich błędów ze wzrostem liczby pomiarów N, tak dla ciągłych jak i nie­
ciągłych nieliniowości R (x).

• Przewaga modeli falkowych ma miejsce jedynie w przypadku modeli z funkcjami 
Haara, które pozwalają (ze swej natury), wierniej niż modele trygonometryczne, 
odtwarzać nieliniowości nieciągłe.
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Rezultaty badań numerycznych — wykresy

Rys. 5.3 W systemach statycznych wyjście zakłócane jest skorelowanym szumem Zk (na rysunku
NSR = 10%)

Rys. 5.4 Obecność w systemach Hammersteina dodatkowych zakłóceń pochodzących od 
systemu znacznie pogarsza warunki identyfikacji (NSR = 10%)
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a. statyczny

NSR

s. statyczny

Rys. 5.5 Wpływ poziomu zakłóceń pomiarowych Zk i typu systemu na błędy empirycznych 
modeli obliczeniowych Raf (p = 1,3,6) (nieliniowość nieciągła Ri (z), gładka funkcja gęstości 
wejścia systemu fi (z))
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Rys. 5.6 Wpływ poziomu zakłóceń pomiarowych Zk i typu systemu na błędy empirycznych 
modeli obliczeniowych Rg/ (p = 1,3,6) (nieliniowość gładka RąÓ), gładka funkcja gęstości 
wejścia systemu /i (z))
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Rys. 5.7 Porównanie błędów modeli obliczeniowych Rg dla systemu statycznego (z lewej) i 
systemu Hammersteina (gładka funkcja gęstości wejścia systemu /i (z), NSR = 25%)

Rys. 5.8 Wpływ gładkości funkcji gęstości wejścia systemu f (z) na błędy modeli obliczeniowych 
Rg i Rr (nieliniowość gładka Rą (z), system Hammersteina, NSR = 25%)

Rys. 5.9 Wpływ przyjętych funkcji falkowych na błędy modelu obliczeniowego Rg dla systemu 
statycznego (z lewej) i systemu Hammersteina (nieliniowość gładka R^ (z), gładka funkcja gęsto­
ści wejścia systemu fi (z), NSR = 25%)

Rys. 5.10 Zależność błędu modeli Rg i Rr od przyjętych w nich funkcji falkowych (nieliniowość 
gładka Rą (z), gładka funkcja gęstości wejścia systemu f (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.11 Zależność błędów modeli Rg i Rg/ od przyjętych w nich funkcji falkowych (nieli­
niowość nieciągła R\ (rr), gładka funkcja gęstości wejścia systemu R (rr), system Hammersteina, 
NSR = 25%)

Rys. 5.12 Zależność błędu modeli obliczeniowych Rg od ich skali K i liczby pomiarów N (od 
góry: nieliniowość nieciągła R\ (rr) i nieciągła funkcja gęstości systemu R (rr), następnie R^ (rr) 
i R (rr) oraz Rą (x) i R (rr); system Hammersteina, NSR = 25%). Porównanie potwierdza, że 
własności modeli Rg zależą od gładkości R (rr) oraz f (rr)
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Rys. 5.13 Zależność błędu modeli obliczeniowych Rr od ich skali K i liczby pomiarów N (od 
góry: nieliniowość nieciągła Ri (z) i gładka funkcja gęstości systemu fi (z), następnie gładka 
Rą (z) i nieciągła f3 (z), na dole Rą (z) i fi (z); system Hammersteina, NSR = 25%). Porównanie 
potwierdza, że własności modeli Rr zależą jedynie od gładkości nieliniowości R (x) (por. rysunek 
5.12 na poprzedniej stronie)
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MISĘ

50

Rys. 5.14 Zależność błędu modeli obliczeniowych Rę/ od ich skali K i liczby pomiarów N 
dla p — 1,2,6, (nieliniowość nieciągła R\ (rr), gładka funkcja gęstości wejścia systemu /i(x), 
system Hammersteina, NSR = 25%). Zauważmy, że poza przypadkiem gdy p = 1 (wykres górny) 
zwiększenie skali K modelu nawet o 1 może spowodować „lawinowy” wzrost błędu modelu (por. 
dyskusja w tekście)
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Rys. 5.15 Różnice pomiędzy skalami K modeli wyznaczanymi za pomocą reguł doboru skali 
(3.56) i (3.58) a optymalnymi skalami obliczonymi numerycznie. Lewy wykres odnosi się do 
nieliniowości nieciągłej Ri (z), prawy do gładkiej (z) (model Rq z funkcjami falkowymi o 
numerze p = 1, gładka funkcja gęstości wejścia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 
25%)

Rys. 5.16 Zależność błędu modeli obliczeniowych Rg od skali aproksymacji H (z lewej nieli­
niowość nieciągła Ri (z), z prawej gładka Rą (z), gładka funkcja gęstości wejścia systemu fi (z), 
system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)

Rys. 5.17 Zależność błędu modeli obliczeniowych Rg od skali aproksymacji H oraz różnicy 
pomiędzy skalami Al i K w modelu (nieliniowość gładka R^ (z), gładka funkcja gęstości wejścia 
systemu fi (z), system statyczny, N = 5000, NSR = 0%, p = 2)
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Rys. 5.18 Porównanie modeli falkowych R^f z modelami Rf opartymi o szeregi trygonome­
tryczne. Z lewej od góry modele R^f z p = 1 i p = 2 (nieliniowość nieciągła Ri (z), gładka 
funkcja gęstości wejścia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 25%)

Rys. 5.19 Porównanie modeli falkowych Raf z modelami Rf opartymi o szeregi trygonome­
tryczne. Z lewej od góry modele Raf z p = 1 i p — 2 (nieliniowość nieciągła R% (z) typu kwan- 
tyzator, gładka funkcja gęstości wejścia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.20 Porównanie modeli falkowych R^f z modelami Rf opartymi o szeregi trygonome­
tryczne. Z lewej od góry modele R^f z p = 1 i p = 2 (nieliniowość nieciągła R^ (x) typu przeka­
źnikowego, gładka funkcja gęstości wejścia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 25%)

Rys. 5.21 Porównanie modeli falkowych R^f z modelami Rf opartymi o szeregi trygonome­
tryczne. Z lewej od góry modele Raf z p = 1 i p = 2 (nieliniowość gładka R^ (z), gładka funkcja 
gęstości wejścia systemu fi (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Rys. 5.22 Wpływ gładkości gęstości wejścia systemu f, (z) na błędy modeli falkowych R^f i 
modelu trygonometrycznego Rf- Od góry modele R^f dlap — 1 i p = 2 oraz model Rf- Wykresy 
z lewej strony dotyczą nieliniowości nieciągłej R\ (z), z prawej - gładkiej Rą (z) (gładka funkcja 
gęstości wejścia systemu f (z), system Hammersteina, NSR = 25%)
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Dlaczego falki?

Uwzględniając wymienione wyżej rezultaty można stwierdzić, że za zastosowaniem do 
identyfikacji charakterystyk nieliniowych systemów algorytmów opartych o funkcje fal­
kowe Daubechies przemawiają w szczególności ich następujące cechy:

1. Korzystne własności teoretyczne. Modele falkowe mogą osiągać asymptotycznie 
optymalne szybkości zbieżności średniokwadratowej dla ciągłych nieliniowości R (z), 
a więc są nie gorsze od klasycznych modeli „ortogonalnych” (por. wzory (3.53), 
(3.57), (3.83), (3.91) w rozdz. 3 i zob. np. [43]-[44], [46], [50], [54]-[56], [86] i [107]), 
a ponadto charakteryzują się „dobrą” gwarantowaną szybkością całkowej zbieżności 
średniokwadratowej do nieliniowości nieciągłych, odcinkami gładkich (por. wzory 
(3.59) i (3.94)).

2. Możliwość „dopasowania” funkcji falkowych do identyfikowanej nielinio­
wości. Zależność własności modeli falkowych od numeru falkowego p pozwala dobrać 
odpowiedni model do gładkości identyfikowanej charakterystyki, a tym samym efek­
tywnie wykorzystać ewentualną informację aprioryczną na jej temat (por. np. wzory 
(3.57) i (3.59), (3.91) i (3.94) oraz (3.110) oraz dyskusję na temat doboru numeru 
falkowego w rozdz. 3 na str. 45).

3. Prostota algorytmów. Zaproponowane falkowe algorytmy obliczeniowe identyfi­
kacji umożliwiają ominięcie w praktyce trudności związanych z brakiem jawnych 
postaci funkcji falkowych Daubechies dla p 2 i dają możliwość łatwego wykorzy­
stania standardowych algorytmów obliczania wartości falek opracowanych w litera­
turze (por. rozdz. 4). Prostota algorytmów falkowych wynika także z wykorzystania 
w nich tylko podstawowych operacji arytmetycznych (typu +,-,-,/), podobnie jak 
w przypadku innych algorytmów „ortogonalnych” (zob. np. [44]-[45]).

4. Asymptotyczna równoważność algorytmów obliczeniowych i „teoretycz­
nych” . Dzięki tej równoważności „praktyczne” falkowe algorytmy obliczeniowe cha­
rakteryzują się korzystnymi własnościami ich teoretycznych odpowiedników (pod 
warunkiem odpowiedniego doboru skali aproksymacji H - por. wzory (4.44)-(4.45) 
w rozdz. 4).

5. Szybkie algorytmy obliczeniowe. Algorytmy te pozwalają wyznaczać empi­
ryczne modele obliczeniowe ze złożonością numeryczną rzędu O (A), a więc są obli­
czeniowo oszczędniejsze od innych algorytmów „ortogonalnych”, które charaktery­
zują się złożonością obliczeniową rzędu co najmniej O (Alog2 A) (zob. np. [57]).

Należy również wspomnieć o własnościach algorytmów falkowych identyfikacji wspól­
nych z innymi algorytmami „ortogonalnymi”' (por. np. [56]):

1. Zbieżność otrzymywanych modeli falkowych do szerokiej klasy charakte­
rystyk. Daje to możliwość efektywnego wykorzystania falkowych algorytmów iden­
tyfikacji przy niewielkiej informacji apriorycznej o identyfikowanych charakterysty­
kach, a zatem gwarantuje szeroki zakres możliwych zastosowań tych algorytmów.

2. Jednolita postać ogólna algorytmów falkowych. Algorytmy falkowe identy­
fikacji zachowują tę samą postać ogólną zarówno dla systemów statycznych jak i 
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dynamicznych (z omawianej klasy systemów), a także dla białych i skorelowanych 
zakłóceń zewnętrznych Zk-

3. „Kompresja” danych pomiarowych. Korzystanie z gotowych modeli talkowych 
wymaga pamiętania tylko wartości ich współczynników, a więc uwalnia od potrzeby 
przechowywania, zwykle o wiele większego (por. np. wzory (4.46) i (3.56), (3.58)), 
zbioru pomiarów {(zfc,yk)}k=i-

Uzyskane wyniki stanowią zatem podstawę do sformułowania następującej tezy:

Falkowe algorytmy identyfikacji są narzędziem umożliwiającym efektywną, za­
równo w sensie szybkości zbieżności jak i pod względem prostoty algorytmów 
obliczeniowych, identyfikację charakterystyk nieliniowych systemów w warun­
kach probabilistycznych, przy niewielkiej informacji wstępnej na temat własno­
ści tych charakterystyk.

Otwarte problemy badawcze

Przeprowadzone badania wskazują na następujące otwarte zagadnienia, dotyczące talko­
wych algorytmów identyfikacji:

• Fałkowa identyfikacja systemów o wielu wejściach i wyjściach.

• Analiza i opracowanie szybkich algorytmów obliczeniowych do talkowej identyfika­
cji systemów metodą najmniejszych kwadratów. Dotychczasowe badania pokazały, 
że w przypadku zastosowania w algorytmach falek o numerach p > 1 metoda ta 
prowadzi do skomplikowanych problemów analitycznych i obliczeniowych, których 
przyczyną jest losowość wejścia systemu (dla deterministycznego wejścia, metodę 
najmniejszych kwadratów zastosowano w pracy [113] dla dowolnych szeregów orto­
gonalnych). Proste i efektywne algorytmy identyfikacji oparte o metodę najmniej­
szych kwadratów uzyskano dotychczas jedynie dla falek Haara (p = 1), zob. [137]).

• Detekcja punktów nieciągłości w charakterystykach nieliniowych systemów dyna­
micznych.

• Utworzenie pakietów oprogramowania do falkowej identyfikacji systemów nielinio­
wych oraz do badań numerycznych falkowych algorytmów identyfikacji; udostęp­
nienie ich w sieci Internet w celu umożliwienia prowadzenia badań porównawczych 
(ang. reproducible research] zob. [21]).

Progowanie. Jak zauważono w pracy [109], dalszym istotnym zagadnieniem jest także 
opracowanie falkowych algorytmów identyfikacji systemów opartych na (zaproponowanej 
w pracy [31]) idei odrzucania z empirycznych modeli falkowych „nieistotnych”, tj. mniej­
szych od zadanej wartości progu, współczynników Jak pokazano m.in. w pracach 
[14]-[15] i [30]-[35], algorytmy takie prowadzą do mniejszych (oszczędniejszych) modeli 
falkowych dla szerokiej klasy charakterystyk nieliniowych (zarówno ciągłych jak i nieci­
ągłych - odcinkami gładkich). Odpowiednia klasa empirycznych modeli falkowych otrzy­
mywanych według opartych na takiej idei algorytmów identyfikacji przyjmuje następującą 
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ogólną postać (por. np. wzór (3.105) na str. 62 i zob. [109])

nmax(Mp) K—l lm*x(rn,p)

E E E
n=nmin(M,p)__________________ m=M l=lmin(m,p)_______________________

nm*x(M,p) K—l

E + E E
n=nmln(.^,p') m=M l=lmin(m,p)

gdzie 0. jest wybraną funkcją progującą (ang. threshold function). Najczęściej sto­
sowanymi są funkcje postaci (por. np. [13])

©w(Xi,r)

& — T < 0

— T 0

(gdzie t > 0 jest odpowiednio wyznaczoną wartością progową) stanowiące podstawę tzw. 
algorytmów twardego i miękkiego progowania (ang. hard i soft thresholding). Proponowane 
w cytowanych pracach algorytmy dotyczą jednakże, z punktu widzenia zadania identy­
fikacji, wyłącznie systemów statycznych z deterministycznym wejściem, zakłócanych do­
datkowo białym szumem o rozkładzie normalnym. Analizę własności takich algorytmów 
dla zakłóceń innych niż normalne i białe, zawiera praca [79] opublikowana dopiero w mi­
nionym roku, a ich zastosowanie dla systemów dynamicznych znaleziono jedynie w pracy 
[150] (przykłady zastosowania algorytmów z progowaniem do detekcji krawędzi i eliminacji 
zakłóceń w sygnałach znajdują się m.in. w pracach [17], [85] i [121]).

Alternatywną propozycję eliminacji współczynników empirycznych w oparciu o 
testy istotności statystycznej (por. np. [35]) dla losowych wejść i białych zakłóceń o do­
wolnym rozkładzie w odniesieniu do systemów statycznych przedstawił autor w pracach 
[136] i [138].

Na zakończenie zwracamy uwagę na następujące istotne zagadnienia związane z al­
gorytmami identyfikacji systemów za pomocą falek, których nie poruszono w niniejszej 
pracy:

• Zbadanie własności algorytmów identyfikacji systemów opartych o rodzinę ortogo­
nalnych falek wielokrotnych (ang. multiwarelets) [22], [34], [132]-[133].

• Rekurencyjne falkowe algorytmy identyfikacji systemów (identyfikujące nieliniowość 
R(x) na podstawie napływających nowych pomiarów (por. np. [53] i [141])).

• Fałkowa identyfikacja elementów nieliniowych w systemach Wienera (w których, 
odwrotnie niż w systemach Hammersteina, nieliniowy element statyczny znajduje 
się za liniowym systemem dynamicznym) - zob. np. [47], gdzie zaproponowano i 
zbadano algorytmy identyfikacji oparte o szeregi Fouriera, Hermite’a i Legendre’a 
oraz [71], gdzie zaprezentowano odpowiedni algorytm falkowy.

Są to także zagadnienia wymagające dalszych badań.



Dodatek A

Uzupełnienia do rozdziału 1

Funkcje [zj i

Definicja 1.2 Funkcje [z] i pr], nazywane podłoga i sufit (lub też, odpowiednio, dolna 
i górna całość z x) zdefiniowane są następująco (zob. [42, str. 87]):

podłoga 
sufit

Lxj = największa liczba całkowita mniejsza lub równa x 
pr] = najmniejsza liczba całkowita większa lub równa x

Własności funkcji [zj i pr]. Dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzą następujące 
związki

x + 1 > pr] x prj > x - 1 (A.l)
a zatem

1 > pr] — x 0 oraz 1 > x — pr] > 0 (A.2)

Dla x niecałkowitych prawdziwe są ponadto równości

pr] — 1 = Lmj (czyli równoważnie fr] = pr] + 1) (A.3)

Natomiast dla każdej całkowitej liczby n mamy

|"n] = n = [n] (A.4)

i dla dowolnego x

pr + n] = frj + n oraz + nj = pr] + n (A.5)

Uwaga 1.11 Funkcja podłoga jest równa funkcji entier (oznaczanej zwykle symbolem

A.2 Siatka binarna B#

Definicja 1.3 Zbiór Bh (siatka binarna) jest zbiorem punktów, których część ułamkowa 
może być przedstawiona w postaci skończonego rozwinięcia binarnego (dwójkowego) o h 
H wyrazach, h = 0,1,..., H < oo; np. punkty {|, 1, 2, n,...} , n > 2, należą do 
zbioru Bp Ogólnie, punkty o postaci n eZ, należą do zbioru

114
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A.3 Algorytm wyznaczania wartości funkcji falko­
wych

Przedstawiony opis opiera się na artykule [131].
Algorytm wykorzystuje znajomość wartości funkcji falkowych dla argumentów całkowi­

tych (z = 0,1,..., 2p — 2), która pozwala, w oparciu o wzór (1.14) w rozdz. 1 (w odnie­
sieniu do funkcji skalującej p? (z)) wyznaczyć jej wartości w punktach x = ...,
Sukcesywne stosowanie wzoru w (1.14) pozwala zatem obliczyć wartości funkcji dla 
dowolnych argumentów b, b + 1,..., b + 2p — 2, b E (0,1), leżących na siatce binarnej B#, 
H 1.

Oznaczmy przez pP (bj wektor o rozmiarze (2p — 1) złożony z wartości funkcji skalującej 
p? (5) w punktach b, b + 1,..., b + (2p — 2)

<^(6) = [<^(6) <^(& + l) ... <^(5 + 2p-2)]T

W pracy [131, str. 296] zaproponowano następujący algorytm jednoczesnego wyznaczania 
wartości elementów wektora (6) (wartości funkcji skalującej w punktach b, b +1,..., 
6 + (2p-2)):

H

W = II K1 - M A + bhB] (0) (A.6)
h=l

gdzie bh € {0,1} są kolejnymi wyrazami rozwinięcia binarnego argumentu b, a A i B są 
macierzami kwadratowymi o rozmiarze (2p — 1) x (2p — 1), zdefiniowanymi za pomocą 
współczynników Daubechies {ct} (zob. Tabele C.1-C.2 w Dodatku C.5, str. 137):

A — [^ij] — C2i—j 

B = [5ij] — C^i—j+1
i,j = 0,1,..., 2p — 2

Przykład 1.1 Dla falek Daubechies o numerze p = 2 macierze A i B maja postacie

co 0 0 ci co 0 ' 0

A = C2 Cl Co , B = C3 C2 Cl , V2 (0) = 1 + 73
0 c3 c2 _ 0 0 c3 _ _ 1 - 73

Niech b = O.3125io (= € B4), wówczas b = O.OIOI2, a stąd

ę?2 (0.3125) =
p (0.3125) 
p (1.3125) 
p (2.3125)

= p2 (0.0101) = ABABę?2 (0) =

43+25^3
256 

9+7^3
128 

67—39^/3 
256
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Uzupełnienia do rozdziału 3

B.l Oszacowanie wariancji współczynników empi-
rycznych i modeli G (z; K, p)

Współczynniki empiryczne a^n i w algorytmie ilorazowym w rozdz. 3 na str. 28 (zob. 
wzór (3.7)), można, po uwzględnieniu równania wyjścia identyfikowanego systemu (por. 
wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

OO oo

yk = R (zfc) + £k + zk gdzie £k = 22 1 z* = 22
i=l i=0

zapisać w następującej formie

1 N
^Mn = u^Mn(Xk)[RM+^+Zk]

k=\
1 N

= N^^mlM[R(Xk)+£k + Zk] (B.l)
V k=l

W celu skrócenia zapisu będziemy dalej stosować uproszczone oznaczenia ipk, ipk, Rk i £k 
w miejsce ę4n (xk), (xk\ R (xk) i £

Z definicji wariancji sumy skorelowanych zmiennych losowych otrzymujemy następujące 
wyrażenie na wariancje współczynników o^n:

™O?Mn = ^22^^^ + ^ + ^)] + 
k=l1 N N

+ ^2 52 52 C0V > ^3 (Rj + + ^)]
i=l j=l

(B.2)

Wykorzystując teraz fakt, że

var [<pk (Rk +^k + zfe)] E [<pk (Rk +£k + *fc)]2 

116
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oraz stosując nierówność (B.40) otrzymujemy, na mocy stacjonarności procesów Xk, Zk i 
(zachodzącej przy założeniach Z1-Z5 z rozdz. 2, por. uwaga 2.3 w punkcie 2.2), że

| n 1 / 7 *| \

52 (1 “ Sf )cov ^R1 + + (Rj + + Zj^ 
j=2 k /

1 °°52 |E (-Ri + + ^i) (Rj + + ^j)] ~ E2 [<^i (Ri + £i + ^i)]| =
1=2

=f (Av + Ac) (B.3)

W dalszych przekształceniach korzystamy z poniższych nierówności obowiązujących na 
mocy założeń Z1-Z3

f{x)^Mf, \R(x)\^Mr oraz |£ (rr)| Mę dla xeS = [a,b], (B.4)

z unormowania (ortonormalności) funkcji falkowych

rn+2^ 2 2
/ oraz [Cz(z)]2dz = 1 (B.5)
/ n / Z+(l-p)J J 2™

oraz z ich ograniczoności, która dla funkcji falkowych Haara wynika z ich definicji (por. 
(1.10), str. 11), natomiast dla pozostałych funkcji falkowych Daubechies (p 2) z ich 
ciągłości i zwartości ich nośników:

x € R(x)| oraz 1^)1 (B.6)

gdzie i są dodatnimi stałymi, niezależnymi od numeru falkowego p. Na podstawie 
własności (B.4)-(B.6) oraz definicji (1-14) w rozdz. 1 prawdziwe są następujące nierówno­
ści:

[^Mn W]2 f &) dx < Mf

[^Mn (*) R (z)]2 f (z) dx M2RMf

NI
2-? (2p - 1) MvMf

R C (Z) TMn W f (Z) dx

2“< (2p - 1)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)



DODATEK B. UZUPEŁNIENIA DO ROZDZIAŁU 3 118

Oszacowanie składnika Ay. Rozważmy pierwszy składnik wariancji w (B.3):

Ay — E (TiRi + ^iCi + ^i-2! + ^iRi^i + “ZTiRiZi + 2ę>iZi£i) =
= 4-E^E^ + E^E^ +

+2 [E ^Ri) E Ci + E {^Ri) E zx + E E Zr E Ci]

W powyższym wykorzystano, że na mocy założeń Z3-Z4-Z5 zmienne losowe ę?x,Ci i Zr 
są wzajemnie niezależne. Ponieważ Ci i zr mają także zerowe wartości oczekiwane, wy­
rażenie w nawiasie kwadratowym jest równe 0. Podstawiając w pozostałych wyrażeniach 
oszacowania (B.7) i (B.8) otrzymujemy (na mocy założeń Z2-Z4), że

Ay Mf [M^ + var Ci + var Zr) < oo (B.ll)

Oszacowanie składnika Ac- Oszacujmy teraz składnik kowariancyjny w (B.3):
OO

Ac = |e [p>iTj (Ri + €1 + ^i) (Rj + + zj)] — E2 [^i (A + + zi)]| =
1=2 
oo

= E |A (» - ^1
1=2

Wymnażając elementy w Ai (J) i wykorzystując wspomnianą wyżej niezależność zmien­
nych losowych, otrzymujemy

AU) — E [AA; + Ri + Zj) + (Ci + zi) Rj + (Ci + zi) -I- zj] } —
= E (prPjRyRj) + E [wfijRi (C; + zj)] + E (^i^A) E (Ci + zi) + 

+ E + Ci+ + z^j + zizj)]

a po przekształceniach i uporządkowaniu wyrazów

A U) = E Uh A) E ^jRj) +
+ E E UhCiCj) + E E (^rR^j) + E E ^r E Ul*;) +
+ E <Pr E E £i E Zj + E E {^r^j} E zx +
+ E Vr E (<PjRj) E Ci + E E Ą) E + E ę?i E {TjRj) E zx =

— Ai +
+>112 (j) + >113 U) + >114 U) +

+As + Ae +
+A17 + A18 + +119

Na mocy założeń Z3-Z4 mamy Ai5 — Ae = A? = As = A9 = 0. Ponadto (por. wzory
(3.1) i (3.4) na str. 27)

>ln — E2 (<^iA) —
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Analizując kolejne składniki, 412 0) i 4i4(j), wykorzystujemy stacjonarność procesów 
{Ck} i {£fc} oraz fakt, że ECi = E-?i = 0 (por. założenia Z3-Z4). Mamy

00 00
Ti 52 ^Ci-i 52

i=l 1=1
412 (j) E^E (^CiCj = E^E

+ E T j E

412 0) + 4"2 (j)

00 00

Ti 52 52
i=l 1=1

l^i+j—1

i otrzymujemy, że (por. założenie Z3)
00

4'i2 0) = E 2Ti var Ci XiXi+j-i 
i=l

Analizując składnik A"2 (j) otrzymujemy natomiast, że

<0)-E^E
00 00
52 52 AiA/Ci-t • TiCj-i

i=l 1=1

00 00

= E^52 $2
i=l 1=1 

l^i+j—l

TiCj-i]

Ponieważ, na mocy założeń Z1-Z3 w rozdz. 2, dla l i + j — 1, zmienne losowe Ci—» i 
(j_i są niezależne, a dla dowolnego ż = 1,2,..., niezależne są także zmienne losowe Ci_, i 

zatem, wobec założenia Z3, że ECi-i = ECi — 0 dostajemy
00 00

-412 0) = E Tj E Ci 52 52 XiXl E [^iG-z] = 0

Stąd
00

412 0) = 42 (j) = E 2T1 var Ci 52 ^+1-1 
i=l

W podobny sposób można pokazać, że (por. założenie Z4)
00

414 0) = E V1 var £1 52 ^i+j-i

i=0

Ponadto

413 0) = E^i E {TiRi^j) = E^ E
00

^i^i52Ay-’ 

i=l

= Aj-iE^iE^i^iCi)
Zauważając jeszcze, że

42 — E2 [<^1 (Bi + Ci + 2i)] = E2 (^iBi) = 4ii = ((^Mn)2

dla składnika kowariancyjnego w (B.3) otrzymujemy oszacowanie
00 00 00

Ac i E ia12 o),+e ias o)i+E i-4* «i
j=2 >2 j=2



DODATEK B. UZUPEŁNIENIA DO ROZDZIAŁU 3 120

Zachodzą następujące nierówności (por. (B.9) i (B.10)) 
oo oo oo

EIA2WI < 2-"(2p-l)2M>PvarC1££|Aj||Ai+;|<co 
j=2 j=l i=l
oo oo

j=2 j=l
OO oo oo

$ 2-" (2p-l)2M2Mpvarei <oo
j=2 j=l i=0

w których poszczególne szeregi są bezwzględnie zbieżne na mocy założeń Z3-Z4 o asymp­
totycznej stabilności elementów dynamicznych identyfikowanego systemu (por. (B.39), str. 
130). W rezultacie

Ac 2“m • (2p - l)2 Cc < oo (B.12)
gdzie

Cc = M2
OO OO oo oo oo

var Ci 52 n +mrm< 52 n+var£i 52 52 n
j=l i=l j=l j=l i=0

jest stałą zależną od gęstości wejścia systemu f (z), nieliniowości R (z) oraz jego elementów 
dynamicznych (por. (B.4) i założenia Z3-Z4).

Oszacowanie wariancji współczynników a^-n i Ze wzorów (B.3), (B.ll) oraz 
(B.12) wynika, że

var ~ (-Ayar H" ^ccw) (B.13)

gdzie stałe (por. (B.ll) i (B.12))
Avar = Mf (Mr + var£i + var zi) oraz Aov = 2~^+M2 (2p - l)2 Cc 

nie zależą od parametru przesunięcia funkcji skalującej n. Przeprowadzając podobne osza­
cowania dla współczynników empirycznych otrzymujemy, że

var ^ml yy (^var + Bcov) (B.14)

gdzie stałe
Bvar = Mf (Mr + varCi + var zi) oraz Bcov = 2~m • M^ (2p - l)2 Cc 

nie zależą od parametru przesunięcia l falki. Pokazaliśmy w ten sposób, że wariancje 
współczynników empirycznych a^-n i modelu G^K^p) spełniają nierówności ze 
wzoru (3.11) w rozdz. 3.

B.2 Oszacowanie wariancji wyjścia var G K^p)

Zauważmy, że (por. wzory (3.3), (3.9) i (3.13) w rozdz. 3)

var G (x- K,p) — E G^K,p)-G(x-K,p)
2

{
nmax(^iP) K—1

52 (X) (^Mn ~ ^Mn) +52 5L
n=nmiAM,p') m=M
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Korzystając teraz z faktu, że w dowolnym, ustalonym punkcie x wpływ na wyjście modelu 
(teoretycznego i empirycznego) mają tylko te funkcje falkowe (ppMn (z) i (z), których 
nośniki zawierają punkt x (pozostałe funkcje falkowe są bowiem w punkcie x równe 0 
- por. z dyskusją w rozdziale 3 na str. 32), możemy podany wyżej wzór zredukować do 
równoważnej postaci:

var G (z; K,p) = 
}2

=

= A + B + 2C (B.15)

gdzie granice sumowań są równe podanym we wzorze (3.25) na str. 33 oraz dodatkowo

nmin(z;M,p) = [2mxJ - 2p - 2 oraz nmax(x-,M,p)=[2Mx\ (B.16)

Zauważmy, że liczba składników w pierwszej sumie wynosi nmax (z; M, p) — nm;n (z; M, p) + 
1 i, podobnie jak liczba składników w sumie wewnętrznej drugiego składnika (równa 
Zmax (x\m,p) — Zmin (x;m,p) + 1 dla poszczególnych skal m = M,..., K - 1), jest nie 
większa niż 2p — 1.

Poszczególne składniki wariancji w (B.15) wynoszą

Hmax (x;A/,p) ^max j-^jP)

= 52 52 (*) TMl E [{(^Mn ~ “ ^Ml)]

K—l ^max(x;?7l,p) K—1 ^maK^jęjP)

b = E E E E v4.w«ME[(«,„-ymn)(/3?,-Ą)
m=M n=Zmin(z;m,p) q=M l=lmin(x;q,p)

nm^x;M,p) K—l lmax(x;m,p)

c = 52 52 52 w Cz w e [^Mn -
n=nmin(x-,M,p) m=M Z=Zmin(z;m,p)

Oszacowanie tych składników rozpoczniemy od oszacowania modułów występujących w 
nich wartości oczekiwanych.

Korzystając z nierówności Schwarza (zob. np. [20, str. 105])

|EXK| < (EX2)* • (EK2)*

i podstawiając w niej przykładowo

^Mn ^Mn Oraz K

otrzymujemy, na mocy własności (3.10) w rozdz. 3, że

|E(Ąn Ómz)I E (.^Mn ^Mn)
21 22 2 E ^Ml)

= (vara^n)5 (vard^z)^ 
max{vara4n, Yar^J
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Stąd, wykorzystując oszacowanie wariancji współczynników empirycznych podane we wzo­
rze (B.13), otrzymujemy

E ^Mn — — ^Mz)l E — (Avar + A;ov)

W podobny sposób, korzystając z oszacowania (B.14), uzyskujemy
E ^mn yy (-®var + Bcov)

gdzie Dyo^ — max {ylvar? -Bvar} oraz Dqq^ — max {-/lcov, ^cov}•

Stosując teraz definicje funkcji falkowych podane we wzorze (1-14) w rozdz. 1, oszaco­
wania podane w (B.6) oraz wzór (B.35) (str. 130) obliczamy, że:

- ^max nmtx(x:,M,p)

w « E E +
™=™minO;Mp) l=nmin{x-,M,p)

1 2M

1 K-l K-l LmzAWlJP)

w i ńEE E E +
m=M q=M n=Zmin(®;m,p) l=lmin(x;q,p)

i ^-1 K-l ^K

< ś E - b*
m=M q=M

1 K-l nm^(x-,M,p) lml^(x;m,p)

|C| ś ^E E E IA„MIK,«l(Ov„ + Dcov)^
m=M n=nmin(x;M,p) Z=Zmin(x;m,p)

— 22(2p-!) -2 2 (D^ + Dcov) =------—------Dx
m=M

gdzie
Ax = M2 (2p - l)2 (Aar + ^cov)

/ \ 2
B- = ^+bcov)

Cx = MvM^£(Dvax + Dco0) (B.17)

Stąd i z (B.15), uwzględniając, że w modelach empirycznych G (z; K,p) zachodzi M K, 
otrzymujemy

2m 2k _ 2.2^ + 2m 2™ - 2M 
var G (x; K, p) — Ax +----------- —----------- Bx + 2------ —------Dx =

= \2M~KAX + (1 - 2 • 2^ + Bx + - 2m-^) 2Dx
< ^--C

N
gdzie Cvar = Ax + Bx + 2DX. Uzyskaliśmy zatem oszacowanie (3.14) z rozdz. 3, wariancji 
wyjścia modelu empirycznego G (2:; K,p) dla dowolnego, ustalonego punktu x.



DODATEK B. UZUPEŁNIENIA DO ROZDZIAŁU 3 123

B.3 Oszacowanie współczynników falkowych (3^

Poniżej przedstawiamy wykorzystywane w literaturze fakty, dotyczące oszacowań 
współczynników falkowych (3^ (dla dużych skal m) (np. [15]-[16], [93]). Ich wyprowadze­
nie zamieszczamy dla kompletności prezentacji.

Znikające momenty falek (t). Posiadanie przez falkę-matkę (z) p znikających 
momentów (por. wzór (1.12) z rozdz. 1):

k = 0,1,.. .p — 1 (B.18)

przenosi się również na falki (= 2?^p (2mx — Z)) (tj. skalowane i przesunięte wersje 
falki-matki (por. wzór (1.14) z rozdz. 1):

r°°' .xk/ xk • & dx = 0, k = 0,1,.. .p — 1 (B.16a)

Podstawiając bowiem w całce w powyższym wzorze x — 2 m (u + Z) (dx — 2 mdu) 
otrzymujemy, że

/
oo roo

xk ■^^{2mx-l)dx = 2^2~m (2~m (u + l))k ■ du =
■00 J —00

/•OO
= 2-^m / (u + rf • (u) du

J —00

a na mocy wzoru dwumianowego Newtona (zob. np. [88, str. 69]):

k
(« + ()* = £ 

r=0

uk~rT

mamy (por. wzór (B.18))

• (u) du =

0

dla A; = O,l,...,p — 1, co dowodzi prawdziwości wzoru (B.16a).
W podobny sposób (również w oparciu o wzór dwumianowy Newtona) można pokazać, 

że dla falek (z) (o numerze p) zachodzi własność

■ ^ml dx = 0, k = 0,... ,p — 1 (B.19)

wykorzystywana dalej przy oszacowaniach współczynników falkowych
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Oszacowanie współczynników (3^ dla ciągłych funkcji G^. Załóżmy, że 
w przedziale ^4^^, (nośnik falki V^z) funkcja G(x) należy klasy C\X > 0. 
Korzystając z definicji tej klasy (zob. str. 31 w rozdz. 3) funkcję G (x) można przedstawić 
w postaci sumy jej wielomianu Taylora t(x,v) stopnia q — 1, q — (Aj, w punkcie 
v G — i reszty e(x,v) (zob. wzory (3.21) i (3.22))

9-1
G (x) = Tr • (x — v)r + e (x, u) = To 4- Ti • (z — u) 4-----4- Tq-i ■ (x — u)9-1 4- e (x, v)

r=0

gdzie Tr = G^ (u) /r!.
Podstawiając tę postać funkcji G (rr) do wzoru na współczynniki falkowe [3pml otrzymu­

jemy, że (por. (3.4), str. 27)

- 1+2
/ 2m

fint = A+h , Po + 71 • (z - v) 4- • • • + Tq~i • (x - u)9’1 + e (z, u)] • (rr) dx
2771

(B.20)

Oszacujemy teraz szybkość zmniejszania się współczynników (3pml ze wzrostem skali m 
dla dwóch przypadków: gdy numer falkowy p jest nie mniejszy niż wykładnik A, tj. p > q—1 
i gdy jest od niego mniejszy (p < q — 1).

Przypadek p X. Ze względu na własność (B.19) i fakt, że p > q — 1 wzór (B.20) 
redukuje się do następującej postaci (zerują się wszystkie wyrazy wielomianu Taylora)

(B.21)

Na mocy nierówności |e (rr, v)| L\ |rr — u|A (zob. (3.21)) otrzymujemy, że

Korzystając teraz z nierówności Schwarza dla całek (zob. np. [119, str. 38])

pb ( G 1 2 ( pb 'i 2
/ /2(z)ch> l p2(rr)drr^
Ja {Ja ) { J a )

oraz z ortonormalności falek ^z (E), po podstawieniach

O==!±(A p\ b=1-^- oraz f = \x - v\x i g ^x) = ^ml(x)

dostajemy, że
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a stąd (ponieważ |x — v| < (2p — 1) /2m)

(B.22)

gdzie Cx = Lx (2p - 1) 2 .

Przypadek p < X. Posiadanie przez falki (rr) p znikających momentów (por. 
wzór (B.16a) i (B.19)) powoduje, że w tym przypadku (obecnie p C q — 1), we wzorze 
(B.20) zerują się jedynie wyrazy wielomianu Taylora do stopnia p — 1 (^ q — 2), a zatem 
(por. (B.21))

Pmi = l( [Tp-{x-vy + ---+Tq_1-{x-vy~+e{x,v)]-'ippml^dx = 
/ z+(l-p)

2771

J h-ó-p).
2m

+ / n . ^9-1 ■ & - (z) dx + e (x, v) (x) dx
J ‘+(ł-p) J l+L\~ńv 2m 2771

Skorzystanie przy oszacowaniu modułu \0pmi\ z nierówności Schwarza dla każdej z otrzyma­
nych całek i z ortonormalności falek ^z (z), prowadzi teraz do następującej nierówności

C Kl{[2”"(2p-l)]2P+1}5+-" +

+ IT,-! | {[2-” (2p - 1)] } * + Lx {[2-™ (2p - 1)] “+1}

(2p+l)m . , v 2p+l= 2-Ł^-|Tp|(2p-l) 2 +-•• +
(2<j-l)m . 2q-1 (2A+l)m , . 2A+1+2"^^ . |Tą_i| (2p - 1) 2 + 2"^-^- . Lx (2p - 1) 2

w której, dla dużych wartości skal m, istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. Stąd otrzy­
mujemy, że przy dużych skalach m zachodzi oszacowanie

fcl 2-
(2p-H)m 

2 ■cp (B.23)

gdzie Cp jest dodatnią stałą.
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Zbadane dwa przypadki oraz oszacowania (B.22) i (B.23) stanowią podstawę poniższego 
lematu charakteryzującego szybkość zmniejszania się współczynników falkowych funkcji 
G (z) w zależności od jej gładkości (wartości wykładnika A) i od zastosowanych falek 
(numeru falkowego p) ze wzrostem skali m (por. też np. [98, twierdzenie 7, str. 185]):

Lemat 2.16 Jeśli funkcja G (x) jest ciągła w przedziale j z wykładnikiem
X, to dla współczynników 13^ jej rozwinięcia falkowego (przy użyciu funkcji falkowych 
Daubechies o numerze p) i dużych wartości m zachodzi następujące oszacowanie

_ (274-l)mICzI 2 2 7 = mm{X,p} (B.24)

gdzie Cy = max{CA,Cp}.

Oszacowanie współczynników (3^ dla nieciągłych funkcji G (rr). Powyższy wynik 
dotyczy funkcji G (x) przy założeniu ich ciągłości w przedziale - Dla dowol­
nych funkcji nieciągłych G {xf ograniczonych w tym przedziale, tj. spełniających warunek 

współczynniki falkowe (3pml można oszacować\G (z)| Mg < oo, dla x G 
następująco

r 2m
2^MGM^ / dx = 2^ MGM,r 2~m (2p - V)

2-t • MgM^ (2p - 1)

Zatem:

Lemat 2.17 Jeśli funkcja G (rr) jest nieciągła i ograniczona w przedziale 
to dla jej współczynników falkowych 13^ zachodzi następujące oszacowanie

i+(i-p) i+p2m > 2m

(B.25)

dla dowolnego numeru falkowego p, gdzie CG^ — MGM^ (2p — 1).

B.4 Oszacowanie obciążenia bias2 G (rr; K,p)

Przy założeniu Z7, korzystając z postaci błędu obciążenia modelu empirycznego 
G (x\ K,p) w punkcie x (por. wzór (3.26) w rozdz. 3, str. 33):

OO ^max

bias G (rr; K, p) = 52 (x)
m=K Z=Zmin (x;m,p)

oraz z oszacowania (B.24) i z faktu, że dla każdego x, liczba składników w wewnętrznej 
sumie w tym wzorze dla każdej skali m wynosi lmax (x\m,p') — Zmjn (x;m,p) + 1 C 2p — 1
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(zob. (3.25), str. 33) otrzymujemy (z pomocą wzoru (B.6) i (B.35), str. 130), że:

OO

bias G (z; K,p) < 22 IO '
m=K Z=Zmin(z;m,p)

OO
< (2p - 1) M+C7 £ 2? ■ 2-^ =

m=K
oo

= (2p - 1) M^Cy 22 2^m -
m=K

1 - 2-*

gdzie 7 = min {A,p}, jak we wzorze (B.24). Przy założeniu Z7 zachodzi zatem nierówność 
(3.28) z rozdziału 3:

bias2 G (z; K, p) 2"^ • Cbias (B.26)
r 12

ze stałą Cbias = .

B.5 Oszacowanie wariancji współczynników empi- 
rycznych a^n i modeli Rr (x; K, p)

Współczynniki empiryczne a^n i pmi w algorytmie bezpośrednim z rozdz. 3 na str. 46 (zob. 
wzory (3.64) i (3.65)) przyjmują, po uwzględnieniu równania wyjścia identyfikowanego 
systemu (por. wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2):

OO oo

yk = R M +Źk + zk gdzie = 22 1 Zk = 22
i=l i=0

następujące postacie (por. wzory w (B.l))

1 N

fc=l

1 N
= -^TL^i(xk)[R^k) + ^k + zk] 

k=l

Do oszacowania wariancji tych współczynników wykorzystamy następujące nierówności 
(por. definicje w (1.14) w rozdz. 1, założenia Z1-Z3 w rozdz. 2 oraz wzory w (B.4)-(B.6)):

E (^i)]2

E [PMn (si)7?(xi)]2

|E<i(zi)|

Mi
5

(B.27)

(B.28)

M
= 2"^ (2p - 1) (B.29)
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|E(<^n (^i) R (xi) £ (zi)) | R W C W O) dx
M

< 2~ (2p - T) MvMRMę (B.30)

Na podstawie tych nierówności oraz oszacowań wariancji współczynników empirycznych 
o^-n i ^ml modeli G(x;K,p) (wykorzystujących nierówności (B.7)-(B.1O)) otrzymujemy, 
że wariancja współczynników empirycznych modeli Rr (z; K,p) spełnia następującą 
nierówność (por. wzór (B.13))

^«ar + /l'ov)

gdzie stałe (por. wzory w (B.ll) i (B.12))

(B.31)

= 7 + +W2!) oraz A«. = 2 M ■ (2p - l)2

nie zależą od parametru przesunięcia funkcji skalującej n. Podobnie, dla współczynników 
empirycznych otrzymujemy, że (por. oszacowanie (B.14))

var C/ < (B'™ + B'^ (B.32)

gdzie, z kolei, stałe
| + var + var zj oraz B'^ = 2-"* • (2p - l)2

nie zależą od parametru przesunięcia l falki. Pokazaliśmy w ten sposób, że wariancje 
współczynników empirycznych cP^n i ^z modelu RR{x-,K,p) spełniają nierówności ze 
wzoru (3.73) w rozdz. 3.

B.6 Oszacowanie wariancji wyjścia var Rr (x\ K^p)

Korzystając z obliczeń dla modelu G(x'K,p) w punkcie B.2 (str. 120) otrzymujemy, 
że w dowolnym, ustalonym punkcie x E S, dla wariancji wyjścia modelu empirycznego 
Rr(x\ K,p} zachodzi następująca nierówność: 

vaxRR (rr; K,p) 2m kAx + (1 - 2 • 2M + 2M B'x + ^2M2K _ 2M 2DX 

gdzie, odpowiednio (por. (B.17))

a z

Dx

M2(2p-l)2«,+^v)
/ \ 2

(D^ + D^)

i gdzie D'vaT = max{A^, B(,ar} oraz D'cov = max B'ov}. Po uwględnieniu, że w mo­
delach empirycznych RR(x;K,p) zachodzi M K, otrzymujemy oszacowanie wariancji 
wyjścia modeli empirycznych w ustalonym punkcie x dane we wzorze (3.76) w rozdz. 3:

2k ,
var Rr (x; K, p} — • C^T

ze stałą C'^ = A!x + B'x + 2DX.
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B.7 Optymalna szybkość zbieżności modeli talko­
wych

Na mocy twierdzeń udowodnionych w pracach [128] i [129] dla nieparametrycznych metod 
estymacji funkcji regresji, prawdziwy jest następujący wniosek:

Wniosek 2.3 Największa możliwa szybkość średniokwadratowej zbieżności modeli folko­
wych do nieliniowości R (rr) z klasy C13 [a, 6] jest rzędu

o (B.33)

zarówno dla błędu punktowego (MSE) jak i całkowego (MISĘ).

Szybkość zbieżności równa co do rzędu podanej we wzorze (B.33) nazywana jest asymp­
totycznie optymalną szybkością zbieżności (zob. np. [64, twierdzenie 4.1.2, str. 93]).

B.8 Szybkość zbieżności według prawdopodobie­
ństwa

W pracy [50, twierdzenie 3, str. 449] udowodniono następujące twierdzenie (zob. też 
([108, lemat 4, str. 954]))

Twierdzenie 2.19 Jeśli w punkcie x ciągi zmiennych losowych {g^ (z)} i {/n (z)} zbie­
gają średniokwadratowo do funkcji g (x) i f (x) (f (z) > 0) z prędkościami

MSE gN (x) = O (N~3^ oraz MSE fu (E) = O (N , sg,Sf>0

to prawdziwe jest następujące oszacowanie

g^z) _ gN (z) 
f (*) fN (z)

(B.34)

według prawdopodobieństwa.

Oszacowanie (B.34) oznacza, że dla dowolnego ciągu liczbowego {a?/} zbieżnego do 0 
wraz z N —* oo, zachodzi

g(») _

aN • , . < 0 gdy N -> oo

według prawdopodobieństwa.
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B.9 Wybrane własności szeregów liczbowych

Szereg geometryczny. Szacując błędy obciążenia i wariancji modeli falkowych korzy­
stamy z następujących znanych wzorów (zob. np. [88, str. 204]):

E2”w = p<a <B-35)
m=K 
K-l

E P/° (B.36)
m=M

K—l K-l

EE2^+^p = ---------- - (22^ - 2 • 2^K+M^P + 22Mp) , p 0 (B.37)
q—M m—M

Szeregi bezwględnie zbieżne. W obliczeniach wariancji współczynników modeli em­
pirycznych posługujemy się następującymi podstawowymi własnościami szeregów bez­
względnie zbieżnych {ai},i = 0,l,...:

OO oo

(0 :
OO

$>2<oo (B.38)
i=0
OO oo

(żż) : 5252iaii < °° (b.39)
t=0 j=0 

AT ■ 00
(m) : ^2 —lajl 52 < °°’ d^a oraz j < N (B.40)

j=i j=i

wynikającymi z poniższych nierówności

W
W

oo > max {|ai|}X>i>52fl* 
t=0 i=0

oo oo oo oo
OO > ' |(Zl | ' |a»+j| = 5 y 5 lad l^+jl

i=0 j—0 i=0 j=0

Ponadto, ponieważ 0 < =1 - <1 dla >11 to

oo N-l N-l „ _ .

(żżż) : oo > 52 N > 52 N 52 ”77^ 
j=l j=l j=l



Dodatek C

Uzupełnienia do rozdziału 4

C.l Oszacowanie błędów aproksymacji funkcji falko­
wych

Do wykazania prawdziwości własności H2a-H2b (zob. str. 70) aproksymacji pp (z; H) i 
■0P (z; H) funkcji falkowych ę?7’ (z) i (z) dla p 2 wykorzystamy poniższą tożsamość
(por. wzór (4.1) w rozdz. 4)

c//1 (z) — (z; H) = (pp (z) — pP (C.l)

oraz następujące własności funkcji falkowych Daubechies (por. [130, str. 620] i [131, str. 
297]):

Cl. funkcje falkowe p? (z) i (x) z numerem p = 2 należą do klasy CT, z wykładnikiem 
t ~ 0.55,

C2. funkcje falkowe p? (z) i (x) o numerach p > 2 należą do klas CT z wykładnikami 
T > 1.

w sensie definicji 3.1 klasy gładkości C (rozdz. 3).

Przypadek p = 2. Ze wzoru (C.l) i własności Cl wynika następująca nierówność 
charakteryzująca błąd aproksymacji funkcji skalujących (z) przez funkcje (z; H) 
(por. wzory (3.21)-(3.22) w rozdz. 3):

|</(z) =
/|2Hz|\<^(z) -(/ I ) 2hz — (2-^zJ 

2"

Stąd (ponieważ 2Hx — [2Hzj 1; por. wzór (A.2) w Dodatku A.l, str. 114) otrzymujemy,
że

|</ (z) - p? (z; H)| 2~tH • LT (C.2)

Przypadek p > 2. Aby oszacować błąd aproksymacji funkcji skalujących p? (z) o 
numerach p > 2 posłużymy się reprezentacją tych funkcji za pomocą wielomianu Taylora 

131
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stopnia prj — 1 i odpowiedniej reszty e(z, xb) w punkcie /2H =f xb (por. wzór 
(3.22) w rozdz. 3)

P 7 \ (^B) z V 7 \
^(z)^ --------j--------(z-zB) + c(z,Zb)

r=0

gdzie |e(x,zb)| Lt\x — ^bT, Łr > 0 (por. wzór (3.21)). Po podstawieniu powyższego 
do wzoru (C.l) otrzymujemy

(x) - (z; H) = (z) - (zB) = V ’ (z “ M" + e (z, zb)* Tl
r=l

a stąd (ponieważ x — zb = z — |_2HzJ /2H 2~H)

{z) - (pp (x; H)\ 7i-|z-:ebH-------b^M-i ’ 1^ “ ^bI^-1 + Lr ■ |z - zB|T <
2~H ■ Tx + • • • + + 2~tH • Lt

gdzie Ti,..., Tp-i-i są dodatnimi stałymi. W powyższej nierówności, dla dużych wartości 
skal aproksymacji H istotny pozostaje tylko pierwszy wyraz. A zatem, przy dużych skalach 
H zachodzi oszacowanie

-CA (C.3)
gdzie <7i jest dodatnią stałą.

Z nierówności (C.2) i (C.3) wynika zatem, że dla dowolnego numeru falkowego p > 2 
i dla każdego x, bezwględny błąd aproksymacji funkcji skalujących (z) przez funkcje

(z; H) spełnia (przy dużych wartościach 77) nierówność

gdzie p = ( ~ “’55 (C.4)

ze stałą Lv = max.{Lp, Ci}. W podobny sposób można pokazać, że dla każdego x i p 2 
dla błędu aproksymacji falek (x) zachodzi

77)| ^2~pH -L^ (C.5)

gdzie jest dodatnią stałą (zob. wzory w (4.4) w rozdz. 4).

Oszacowania błędu aproksymacji funkcji falkowych (rr) i (x). Obliczymy 
teraz oszacowania błędów aproksymacji (x\ H) i (m; 77) skalowanych i przesuni­
ętych funkcji falkowych <p^n (x) i W-

Dla PMntz), P° podstawieniu u = 2Mz — n otrzymujemy (por. definicje <p^-n (z) i 
TMn^H) w (1-14) i (4.2))

TMn (^ - ^Mn {u) - (u; 77)]

Ze wzoru (C.l) i oszacowania (C.4) wynika zatem, że

\TMn - PMn H)\ U~
[2^u] 

2"

p

^2^2~pH-Lp (C.6)

Analogiczna nierówność zachodzi dla błędów aproksymacji falek (z)

(C.7)
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Oszacowanie całki z aproksymacji tp^ (rr; ET). Dla aproksymacji (^(z;#) i 
(rr; ET) (przy dowolnej skali aproksymacji H i dowolnego p) zachodzą następujące

oszacowania (por. definicje w (4.1) oraz nierówności w (B.6) w Dodatku B.l)

oraz (C.8)

stąd, w szczególności, dla całki z aproksymacji (rr; H) zachodzi nierówność (por. wzór 
(M)

p z x (\2H (2M x — n\\\I ^Mn{x-H)dx =2^ I U---- ------------— ) dx < 2 2 {2p - 1)

(C.9)

Oszacowanie całek z kwadratów aproksymacji (rr; 7?) i (rr; 7?). Wyko­
rzystując ortonormalność funkcji skalujących ^pMn (rr) (zob. wzór w (B.5)), otrzymujemy 
następującą równość

n+(2p-l) n+(2p—1) r n+(2p-l) -]
Z 2^4 o / 2^ a / 2^ n
I [^Mn^H)]dx~ I l^Mn W] dx + 1
2^ 2^ _ 2^

z której, po poniższych przekształceniach

I l<f,Mn(.X;H')]2dx = l+ I [^„ (i; H)) - (An MJ dx =
J W d$X

= 1+ I - ^Mn M] l^Mn & + ^Mn (*)] dx

otrzymujemy, korzystając z oszacowania (C.6) i nierówności we wzorach (B.6) i (C.8), 
następującą nierówność

n+(2^-l)

/ 2 \+2~M {2p-^-2^2-pHL^-2^-2M^ =
d^r

= 1 + 2~pH (2p - 1) • 2L^

a z niej (ponieważ skala aproksymacji H 0; oraz p > 0 - por. wzór (C.4)) poniższe 
oszacowanie całki z kwadratu aproksymacji funkcji skalującej

I (x- H-)]2 dx < (C.10)

ze stałą = 1 + 2 {2p — 1) L^M^. W analogiczny sposób można pokazać, że całka z 
kwadratu aproksymacji falek spełnia nierówność

/ 2m _

2m

dx

gdzie = 1 + 2 (2p - 1) L^M^.
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C.2 Oszacowanie wariancji współczynników empi- 
rycznych i modeli G (z; K, H, p)

Uwzględniając we wzorach na współczynniki empiryczne i ^z modeli obliczeniowych 
G (x; K, H,p) (zob. wzory w (4.17) w rozdz. 4) równanie wyjścia identyfikowanego systemu 
(wzory (2.1) i (2.5) w rozdz. 2) otrzymujemy, że:

= TJ $2 (^U • [R M + £k + zk]
N t=i

1 N
= -[R^k) +^k +Zk]

V k=l

A zatem (por. wzory w (B.l) w Dodatku B.l, str. 116) przy szacowaniu wariancji tych 
współczynników można skorzystać z obliczeń przeprowadzonych dla współczynników em­
pirycznych i ^z modeli falkowych G (z; K,p) (zob. Dodatek B.l).

Podstawiając w tych obliczeniach, w miejsce nierówności (B.7)-(B.1O), ich poniższe 
odpowiedniki uzyskane na podstawie definicji we wzorze (1.14) w rozdz. 1, założeń Z1-Z3 
w rozdz. 2 oraz oszacowań (B.4), (C.6) i (C.8)-(C.1O):

[^Mn CU H)]2 f W dx < (C.ll)

TMn & W f (z) dx(^1! H)\ =
M2“ (2p - 1) M^Mf

|E(^n(xi;^)7?(xi)C(2;1))| = / R (a?) < (z) ^Mn (x\ H) f dx

M
2“ (2p - 1) MRM^MvMf (C.12)

otrzymujemy, że wariancja współczynników empirycznych c^Mn modeli obliczeniowych 
G (z; K, H,p) spełnia następującą nierówność (por. wzór (B.13))

var c^Mn (Avar + Acov) (C.13)

ze stałymi (por. wzory w (B.ll) i (B.12)) 

Avar = MtpMf + var + var oraz Acov = 2-M-M^2p-l)2Cc

niezależnymi od parametru przesunięcia n aproksymacji (ppMn (z; H). Podobnie, dla 
współczynników empirycznych otrzymujemy, że (por. oszacowanie (B.14))

var (C.14)

gdzie stałe

Bvar = + var + var zi) oraz Bc^ = 2-m-M^2p-^2Cc
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są niezależne od parametru przesunięcia l aproksymacji p̂ml H). Pokazaliśmy w ten 
sposób, że wariancje współczynników empirycznych cfMn i pml modelu obliczeniowego 
G (z; K, H,p) spełniają nierówności ze wzoru (4.25) w rozdz. 4.

C.3 Oszacowanie wariancji wyjścia var G K, H. p)

Korzystając z odpowiednich obliczeń dla empirycznych modeli falkowych G (x\ K,p) prze­
prowadzonych w Dodatku B.2 (str. 120), oszacowań wariancji współczynników o?Mn i 72/ 
empirycznych modeli obliczeniowych G {x\ K, H,p) (wzory (C.13) i (C.14)) oraz własności 
(4.28) tych modeli otrzymujemy, że w dowolnym, ustalonym punkcie x E S, dla wariancji 
ich wyjścia zachodzi nierówność:

var G (x; K, H,p) 2M KAx + (1 — 2 • 2™+ 2M Bx + ^2 M— 2M K) 2DX 

gdzie, odpowiednio (por. wzór (B.17))

Ax = (2p - l)2 (Avar + Acov)

Bx = (£var + Bcov)

Dx = MVM^^(D™ + DCOV)

i gdzie D^ = max {A^, Bvar} oraz D^ = max {Acov, Bcov}. Po uwględnieniu, że w 
empirycznych modelach obliczeniowych G (z; K, H^p), pomiędzy skalami M i K zachodzi 
nierówność M < K, otrzymujemy oszacowanie wariancji wyjścia tych modeli w ustalonym 
punkcie x, dane we wzorze (4.29) w rozdz. 4:

var G (z; K, H^p)
2k -
77'

ze stałą C*var — 4” Bx 4~ 2Dx>

C.4 Oszacowanie obciążenia bias G (x\ K, H^p)

W ustalonym punkcie x, składową obciążenia biasG {x\ K, H,p) empirycznych modeli obli­
czeniowych G (z; K, H, p) szacujemy wykorzystując fakt, że zarówno oryginalne funkcje 
falkowe, jak i ich aproksymacje mają zwarte nośniki i znikają poza przedziałami zawiera­
jącymi nośniki funkcji falkowych (zob. własność H3). A zatem wpływ na błąd pomiędzy 
wyjściem modeli G^K^p) i G (z; K, H,p) w punkcie x mają tylko te aproksymacje

(x' H) i 72/ (z; H), których nośniki odpowiadających im funkcji falkowych (z) 
i 72/ (z) zawierają punkt x (por. z argumentacją podaną przy szacowaniu błędów obci­
ążenia i wariancji wyjścia falkowych modeli empirycznych G (x\ K,p) w Dodatkach B.2 i 
B.4), stąd

biasG (z; K, H, p) = G(x-K,p)-G(x-K,H,p) =
ax ( 5

= 12 W “ ^Mn^Mn H)] +
n=nm{n{x-,M,p)
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def

K—l IrnM&mT)

+ 52 52 [CA (z) - CA & #)] =
m=M

Timaz \p) K—1 ^max(^i^l)P)

E ^+E E
n=nmin(3:;M,p) m=M l=lmiB(x;m,p)

(C.15)

gdzie odpowiednie granice sumowań są dane wzorami (B.16) i (3.25), str. 121 i 33).

Oszacowanie składników A i B. W oszacowaniu składników pierwszej sumy we 
wzorze (C.15) korzystamy z poniższego wzoru

A = ^Mn^Mn W ~ l^Mn^Mn (*5 “ ^Mn^Mn H)] ~ =

= ^Mn [^Mn W “ ^Mn & #)] + ^Mn [Cn “ ^Mn] (C.16)

Zauważając teraz, że

rd3 -^Mn aMn G (Z) [^Mn W - ^Mn H)] dx

na podstawie oszacowania (C.6) dostajemy, dla dowolnych funkcji G (B) ograniczonych w 
przedziale S = [a, 6] (tj. spełniających w nim warunek |G (rr)| Mg < oo), następującą 
nierówność

ICn - ^Mn\ 2-m (2p - 1) • Mg • 2^%, = 2~v2-^ (2p - 1) MGLV

która wraz z poniższą (wynikającą z definicji w (1.14) w rozdz. 1 oraz oszacowań podanych 
we wzorze (B.6))

< 2~m (2p - 1) • Mg^Mv < 2“ (2p - 1) MgM^

prowadzi do oszacowania składnika A we wzorze (C.16) (por. wzory (B.6) i (C.6))

\A\ 2"< (2p - 1) MgM^ ■ 2%2~pHLv + 2%M,> • 2~%2~pH (2p - 1) MgL^ =

2~pH ■ CA (C.17)

gdzie stała CA = 2 (2p — 1) MqMvLv nie zależy zarówno od parametru przesunięcia n jak 
i skali M.

Podobnie, dla składnika B otrzymujemy, że

< 2~pH ■ CB (C.18)

ze stałą Cb = 2 (2p — 1) MgM^L^ niezależną od parametru l oraz skali m.

-----~ —
Oszacowanie obciążenia bias G (z; K, H,p). Liczba składników A w pierwszej su­

mie wzoru (C.15) wynosi nmax (^5 M,p) — nmin M^ + l (por. wzór (B.16)) i, podobnie 
jak liczba składników B w sumie wewnętrznej (wynosząca Zmax (x; Tn,p) — Zmin (^; m,p) +1
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dla każdej ze skal m — M,..., K—1; por. wzór (3.25)), jest nie większa niż 2p—1. Stąd, po­
nieważ M K, to zachodzi następujące oszacowanie błędu obciążenia biasG (rr; K, H,p) 
w dowolnym, ustalonym punkcie x G S, przy założeniu, że K > 0 (por. wzory (C.17) i 
(C.18)): ‘

biasG{x;K,H,p) (2p - 1) 2~pH • CA + {K - M) (2p - 1) 2~pH • CB =

= 2~pHK ■ |(2p- 1)

2~pHK ■ {2p - 1) {CA + CB) (C.19)

z którego otrzymujemy nierówność (4.31) z rozdziału 4:

{x- K, H,p) 2~2pHK2 • (C.20)

ze stałą = [(2p — 1) (Ca + Cb)] • Z oszacowania (C.19) wnioskujemy zatem, że 
błędy wynikające z zastosowania aproksymacji funkcji falkowych (szacowane przez skła­
dniki we wzorach (C.17) i (C.18)) akumulują się i rosną (przy ustalonej skali M modeli 
obliczeniowych) ze wzrostem skali K tych modeli.

Uwaga 3.12 Dla modeli obliczeniowych opartych jedynie o aproksymacje funkcji skalu­
jących (tj. w przypadku gdy M — K), oszacowanie {C.19) redukuje się do postaci

biasG {x- K, H, p) 2~pH • {2p - 1) CA

Zatem w modelach tych nie występuje kumulacja błędów aproksymacji (por. wyniki badań 
numerycznych w rozdz. 5).

C.5 Tabele współczynników Daubechies

Współczynniki {ct}^1 można wyznaczyć z następujących warunków (zob. np. [111, str. 
592] i [131, str. 298]) 

Ortonormalność :

Znikające momenty :

' 2p—1

CtCt+2n = ć)0,n,

t=0
2p—1

(-1/ c(2P-i)-t • tr=o,
< t=0

n = 0,... ,p — 1

r = 0,...,p- 1
(C.21)

które tworzą, dla każdego p, układ 2p równań o 2p niewiadomych ct.

Przykład 3.2 Dla p = 3 układ równań w {C.21) przyjmuje następującą postać

Cq + c2 + C2 + c| + C4 + ej = 1 : {n — 0)
cqc2 + C1C3 + c2c4 + C3C5 = 0 : (n = 1)

C0C4 + cic5 = 0 : {n = 2)
<

c5 - C4 + c3 - c2 + Cl - Co = 0 : {r = 0)

OC5 — IC4 + 2c3 — 3c2 + 4ci — 5co = 0 : {r = 1)
OC5 — IC4 + 4c3 — 9c2 4- 16ci — 25cq = 0 : {r = 2)

Rozwiązanie układu znajduje się w tabeli C.l (str. 138).
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Współczynniki Daubechies dla numerów falkowych p = 2,..., 6. Dla p = 2, 3 
znane są dokładne wartości współczynników ct (zob. np. [111, str. 593] i [118, str. 236]):

Tabela C.l Współczynniki Daubechies dla p = 2,3

t P
2 3

0
1 + 73 

4a/2
i + Tio + 7s + 27io

1672

1 3 + 73 
472

5 + 710 + 375 + 2710
1672

2 3-73 
472

10 - 2710 + 275 + 2710
1672

3 1 - 73 
472

10-2710-275 + 2710
1672

4
5 + Tió - 375 + 2710

1672

5
1 + 710 - 75 + 2710

1672

Natomiast dla p 4 wyznaczono je jedynie numerycznie:

Tabela C.2 Współczynniki Daubechies dla p = 4, 5,6

t P
4 5 6

0 0.230377813309 0.160102397974 0.111540743350
1 0.714846570553 0.603829269797 0.494623890398
2 0.630880767930 0.724308528438 0.751133908021
3 -0.027983769417 0.138428145901 0.315250351709
4 -0.187034811719 -0.242294887066 -0.226264693965
5 0.030841381836 -0.032244869585 -0.129766867567
6 0.032883011667 0.077571493840 0.097501605587
7 -0.010597401785 -0.006241490213 0.027522865530
8 -0.012580751999 -0.031582039318
9 0.003335725285 0.000553842201
10 0.004777257511
11 -0.001077301085

C.6 Liczba współczynników w modelach obliczenie- 
wych Rg (z; K, H, p)

Liczba współczynników w obliczeniowych modelach empirycznych Ra(x;K,H,p') jest 
równa liczbie współczynników w ich falkowych odpowiednikach Rg (z; K, p) (por. wzór
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(3.5) z rozdz. 3 oraz wzory (3.8)-(3.9) i (4.15)-(4.16)) i wynosi (zob. też [72])
K—l

Pg(M,K) — ^max - ^min (Af,p) + 1 + [lmax (m,p) - ^min (m,p) + 1]
m=M

\2Mb] - 1 - ([2MaJ - 2p + 2) + 1 +
K-l

+ [ (2^] + p - 2 - (L2mnJ - p + 1) + 1] (C.22)
m=M

i dla dowolnego M K może być oszacowana następująco (por. własności (A.l) funkcji 
pj i pj, Dodatek A.l)

K—l

Pg(M,K) ^2m (b-a) + 2p + [2m (5 - a) + 2p] = 2* (5 - a) + 2p (A - M + 1)

A stąd (ponieważ 2 K (K — 1) < 1) otrzymujemy, że

PG (M, A) < 2k [(6 - a) + 2p] (C.23)

C.7 Szybki obliczeniowy algorytm ilorazowy

W niniejszym dodatku wykażemy poprawność wzorów (4.52) stosowanych w szybkim algo­
rytmie wyznaczania empirycznych modeli obliczeniowych RG K, H,p). Ponadto, poka- 
żemy że współczynniki wyznaczane za pomocą tego algorytmu są równoważne współczyn­
nikom wyznaczanym według algorytmu (4.17) przy użyciu dokładniejszych (z większym 
parametrem skali A) aproksymacji (z; H) i pP (x; H) funkcji falkowych.

Zachodzą bowiem następujące równości (por. wzór (4.17) oraz definicję w (4.2) w 
rozdz. 4):

= + 1) = ■ 2™ pP (2mxk - n; H + 1) =

^Xk  n
2h+i

stąd (zob. wzory (1.26)-(1.27) w rozdz. 1 oraz własność (A.4) funkcji pj w Dodatku A.l)

2h+i
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i podobnie
1 N i i

k=l t=-2(p-l) k=l
1

= E (C.25)
t=—2(p—1)

Ze wzorów (C.24) i (C.25) wynika zatem, że współczynniki i (3^ wyznaczane dla 
kolejnych skal m = K — 1,..., M za pomocą wzorów w (4.52) (tj. według szybkiego algo­
rytmu ilorazowego) odpowiadają współczynnikom apmn i otrzymywanym za pomocą 
wzorów w (4.17) w rozdz. 4 (tj. według „zwykłego” algorytmu ilorazowego) przy uży­
ciu dokładniejszych aproksymacji funkcji falkowych (z parametrami skali aproksymacji 
równymi H + q, gdzie q = 1,..., K — M w kolejnych skalach m = K — 1,..., M).

Stąd (por. obliczenia w Dodatku C.4) rząd błędu bias G (a:; K, H, p) w empirycznych 
modelach obliczeniowych wyznaczanych według szybkiego algorytmu jest co najwyżej 
równy rzędowi tego błędu dla modeli wyznaczanych według algorytmu ilorazowego (wzór 
(C.20)).

C.8 Procedury komputerowe

Poniżej zamieszczamy fragmenty programu wykorzystywanego w badaniach numerycz­
nych falkowych algorytmów identyfikacji. Zaprezentowane funkcje stanowią implementa­
cje dwóch kroków szybkiego algorytmu ilorazowego przedstawionego w rozdziale 4.

void ObliczAlfaKn(const int N.const Pomiary *zbior)
{
double xk,yk,vk;
double arg,sqrt2K_N;
int i,nMin,indeks;
sqrt2K_N = sqrt(l -C K)/N;
for(int k = 0; k < N; k++)

xk = zbiór[k].wejście();
yk = zbiór[k].wyjście();
vk = xk*(l < K);
i = floor(vk);
nMin = MAX(i-(2*p-2),nmin(K,p));
for(int 1 = nMin; 1 i; 1++)

arg = fi(vk-l)*yk*sqrt2K_N;
alpha[K-M][l-nmin(K,p)] += arg;

}
}

}

Funkcja ObliczAlfaKn() (pierwszy krok algorytmu - wzory (4.50)-(4.51)) wyznacza 
współczynniki n = nm-m (K,p) > • • • ) ^max (K,p) z pomiarów {(xk,yk)}k=r
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void FWT()

double arg;
int i,nMin,indeks.znak;
for(int m = K—1; m M; m—)

for(int n = nmin(m.p); n < nmax(m,p); n++)

for(int t = 0; t 2*p-l; t++)

indeks = 2*n+t;
if(indeks nmin(m+l,p) && indeks < nmax(m+l,p))

arg = alfa[m+l-M][indeks-nmin(m+l,p)]*c[p][t] ;
alfa[m-M][n-nmin(m,p)] += arg;

for(int 1 = lmin(m.p); 1 < lmax(m,p); 1++)

for(int t = -(2*p-2); t 1; t++)

indeks = 2*l+t;
if(indeks nmin(m+l,p) && indeks < nmax(m+l,p))
{
znak = t&0x01 ? -1 : 1;
arg = alfa[m+l-M][indeks-nmin(m+l,p)]*c[p][l-t]*znak;
beta[m-M][l-lmin(m.p)] += arg;

Funkcja FWT() (drugi krok algorytmu - wzory (4.52) - opierający się na szybkiej trans­
formacie falkowej (1-27)) wyznacza współczynniki ć^Mn i obliczeniowych modeli em­
pirycznych Rg (z; K,H,p) dla dowolnego numeru talkowego p (por. np. [111, str. 595]).
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