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Przypadek symetryczny o = [3. Po lewej: poréwnanie numerycznie wyznaczonej warto-
$ci K* z przyblizeniami sztywnosci: K dane wzorem (3.107) 1 K dane wzorem (3.92)
dla zmieniajacego sie v od 12° do 30°. Po prawej: stosunek K* do f(l i f(g dla zmie-
niajacego si¢ v od 1° do 20°. Przyjete parametry: v = o + 3 = 20 oraz Urp = 1,

Przypadek asymetryczny o = 3[3. Po lewej: poréwnanie numerycznie wyznaczonej
wartosci K* z przyblizeniami sztywnosci: K, dane wzorem (3.107) i K dane wzorem
(3.92) dla zmieniajacego si¢ v od 12° do 30°. Po prawej: stosunek K™ do KiiK>dla
zmieniajacego si¢ v od 1° do 20°. Dodatkowo linia ciggla y = 1 jest natozona dla po-
réwnania doktadnosci przyblizeni. Przyjete parametry: v = a+ 3 = 4aorazUyp = 1,

Schemat modelu sprezynowego dla biegania. Miedzy dwiema kolejnymi fazami lotu w
i-tej iteracji, Af; jest katem przesuniecia podczas fazy kontaktu z podtozem dla ktérego
wysoko$¢ wierzchotka Y przeksztatcasiew Yipr. o o o oo oo oo 000000
Trajektoria sktadowej Y przelaczanego modelu (4.33) - (4.43). Asymptotyczne
rozwigzanie dla parametréw: K = 34,77, E; = 1,55, { = 0,5 oraz a =
T/12. e
Funkcja odwzorowania wierzchotkéw Y;11(Y;) dana wzorem (4.14) dla zestawu para-
metréw: « = w/9, E; = 1,48 oraz K = Ksy(«, Es, v/cosa) = 18,3575. Dwa
miejsca przeciecia z osig Y1 = Y; to punkty stale dla predkosci katowych 9;(1) =

vecosa = 0,9694 (Y = 0,9399) oraz 92(2) = 0,9155 (Y* = 0,9509), odpowiednio.

Wzgledny btad aproksymacji kata 3 dany wzorem (4.67) dla zmieniajacego si¢ kata o
podczas ladowania od 3° do 18°. Przyjeto Uy, = 1 oraz Vyp = 0,2 i trzy rézne warto-
$ci sztywnosci K. Poziome linie oznaczaja pigcioprocentowy oraz dziesiecioprocentowy
wzglednyblad. . . ... oo
Po lewej stronie pie¢ odwzorowan wierzchotkéw Y;41(Y;) danych wzorem (4.68) dla
réznych energii E i zestawu parametréw z Przykladu 1: ¢ = 27/45 (8°) i K = 70.
Punkty stale znajduja sic na przecigciu prostej Y1 = Y; (kolor czarny). Po prawej funk-
cja (4.68) zaznaczona kolorem niebieskim z dwoma widocznymi rozwiazaniami: pierw-
szym asymetrycznym (37 = 24,99°) i drugim symetrycznym (35 = 8°) dla energii
uktadu By = 22isztywnosci K =70. . . . ... .. ... ..
Na drugim planie funkcja odwzorowania wierzchotkéw f(Y;) = Yi41(Y;) dana wzo-
rem (4.14) dla zbioru parametréw jak na Rysunku 4.3: & = 7/9, B, = 1,48 oraz
K = Ks(a, Eg, \/cos o) = 18,3575. Miejsce przecigcia z osig Yi 11 = Y; to stabilny
punke staly (czarne kétko) oraz niestabilny punkt staty (puste kétko). Na pierwszym
planie wida¢ doktadniej stabilny punkt staty Y* = 0,9399, dla ktérego warto$é wtasna
wynosi [/(Y*) = —0,9951. . . . . . ..
Zaleznosci parametréw dla rozwigzard punktu statego z 0 = /cos a. Obszary stabil-
nosci: Es(a) (po lewej) i K () (po prawej) przewidywane poprzez przyblizenia anali-
tyczne (4.89) i (4.90) dla réznych katow ataku o od 5°(= 7/36) do 30°(= 7/6). Ob-
szar stabilnych punktéw stalych, o warto$ciach wiasnych —1 < f/(Y™*) < 1, jest ozna-
czony naszaro. Obszar niestabilnych punktéw stalych, o wartosciach wlasnych f/(Y*) >

1, jest oznaczony na niebiesko. f to oznaczenie wartosci wiasnej uzywane w legendzie.
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Po lewej obszar stabilnosci predkosci katowej 0% (Es) z a = /9 dla zmieniajacej si¢
energii 5 od 1,45 do 3. Linia pozioma pokazuje przypadek 67 = /cos o = 0,9694.
Po prawej obszar stabilno$ci predkosci katowej 0% (c) przy Ey = 1,8 dla réznych ka-
tow natarcia o od 10°(= 7/18) do 30°(= 7/6). Gérna i dolna granica to odpo-
wiednio (6%)" i (0%)”. Obszar stabilnych punktéw stalych o wartosciach whasnych
—1 < f(Y*) < 1 zaznaczony jest kolorem szarym. Na niebiesko zaznaczono obszar
niestabilnych punktéw statych o warto$ciach wlasnych f/(Y™*) > 1. f/ to oznaczenie
warto$ci whasnej uzywane wlegendzie. . . . .. ... oo o o 0oL
Po lewej obszar stabilnosci energii s (cv), natomiast po prawej obszar stabilnosci bez-
wymiarowej sztywnosci K (v, Es), okreslonej przez (3.92) 1 (3.93), gdzie 6 = 1,5 dla
réznych katéw natarcia o od 10°(= 7/18) do 30°(= 7/6). Gérna i dolna granica po
lewej stronie to odpowiednio £ i E oraz K+ = K(a, Ef)i K~ = K(o, E)
po prawej stronie. Obszar stabilnych punktéw statych o warto$ciach whasnych —1 <
f/(Y*) < 1 zaznaczony jest kolorem szarym. Na niebiesko zaznaczono obszar niesta-
bilnych punktéw statych o wartosciach wiasnych f/(Y*) > 1. f’ to oznaczenie wartosci
whlasnejuzywane wlegendzie. . . . . ... o Lo o oo
Jedno-parametryczny diagram bifurkacji dla funkcji (4.14). Punktem bifurkacji trans-
krytycznej jest punkt staly Y* = 0,9754, gdy energia E, = E} = 1,550. Ustalono
kat ataku o na o« = 7/12, podczas gdy sztywnos¢ K = K jest wyznaczona z (3.92),
dlaf = a,iro$nieod 34,77 dla s, = 1,51do 38,73dla s, = 1,68. . . ... ...
Numeryczna ilustracja transkrytycznej bifurkacji wystepujacej pod wplywem zmiany pa-
rametru bifurkacji I/ w odwzorowaniu (4.14). Parametry jak na Rysunku 4.10. Kt na-
tarcia « jest ustawiony na @ = /12, podczas gdy sztywno$¢ K = K, uzyskana z
(3.92),dla 3 = «, wynosi 35,07 dla E5 = 1,515, 36,75 dla E, = E} = 1,550
oraz 37,94 dlaE, = 1,575, . . . . . . e e e

(a) Sifa reakgji podtoza z zaznaczonymi pikami oznaczonymi kolorem czerwonym. (b)
Przefiltrowane dane akcelerometréw w osi pionowej i poziomej w odniesieniu do lokal-
nego uktadu wspétrzednych urzadzenia z zaznaczonymi, czerwonym kolorem, momen-
tamilagdowania. . . . ... oL
Katy ladowania v i odbicia 3 oraz minimalna odlegto$¢ $rodka masy CoAf od
podloza. . . . . ... L
Poréwnanie $rednich warto$ci aproksymacji szm, fc i KH, wyznaczonych wzorami
(3.83),(3.80)i(3.86), odpowiednio, ze §rednimi wartosciami danych eksperymentalnych
dla tych parametréw biegu (po normalizacji). Srednie zostaly obliczone dla préby n =
105 bioracych udziat w badaniu biegaczy. . . . . . .. ... oo oL
Poréwnanie rzeczywistej sztywnosci nogi, oznaczonej jako K.cqq, oraz obu przyblizeri
KiiKs, obliczonych z zastosowaniem wzoréw (3.92) i (3.107) odpowiednio, dla czte-

rech predkosci biegu (plus i minus odchylenia standardowego S'D préby 105 badanych).
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STRESZCZENIE

Obiektem badan niniejszego doktoratu jest model masy sprezynowej dla biegania. Mozna go uznad
za koncepcyjny gdyz, stanowi uproszczenie samego ruchu nogi podporowej. Sktada si¢, w fazie
kontaktu z ziemia (inaczej faza podparcia), ze sprezystego odwréconego wahadta (ang. spring-
loaded inverted pendulum - SLIP), a nastgpnie przechodzi do fazy lotu, ktdra jest znacznie mniej
skomplikowana. Fizyczny opis ruchu podczas fazy podparcia pokrywa si¢ z matematycznym, ktéry
mozna wyrazi¢ za pomocg zmiennych bezwymiarowych w nastepujacej postaci:

L"=L(0")?+ K(1— L) — cos¥,
(L?¢") = Lsin.

W kontekscie omawianego modelu, L i 6 reprezentuja, odpowiednio, dtugo$¢ nogi oraz kat mie-
dzy noga a osig pionows. Natomiast apostrof oznacza tu pochodng L(T') oraz 6(T") po bezwy-
miarowym czasie 7.

Poniewaz, nie mozna rozwigza¢ powyzszego uktadu analitycznie, wyprowadzamy rozwigzania
przyblizone. W pierwszej kolejnosci ustalamy warunki poczatkowe, czyli ladowanie z kgtem ataku
wynoszacym —a oraz dtugoscia nogi réwna 1. Ponadto, w momencie ladowania zaktadamy réw-
niez wartosci predkosci katowej 04 i radialnej —L 4. W celu wykorzystania teorii zaburzen, prze
chodzimy na szybkg skale czasowa. Przyjmujemy 77 (1) = € 1@ ()T, gdzie w(e) = 1 — 03 /2¢>
jest czqstotliwos’cial masy na sprezynie, a w rezultacie z rozwini(zc' w szereg Poincarego—Lmdstedta
uzyskujemy przyblizenia dla L oraz @ w momencie lgdowania. Bledy tych przyblizen, w szybkiej
skali czasowej, 53 rzedu O(€?) i malejg dla duzych wartosci sztywnosci nogi K, gdzie e = 1/VK.

Nastepnie, korzystajac z informacji, ze noga, podczas fazy podporu musi wréci¢ do dtugosci 1
uzyskujemy przyblizenia czasu kontaktu stopy z podtozem, maksymalnego ugiecia nogi oraz przy-
rostu kata w trakcie podparcia. W koricu, rozwiazujac zagadnienie brzegowe, w ktérym ustalamy
dodatkowe ograniczenia holonomiczne dotyczace kata odbicia, otrzymujemy analityczne przybli-
Zenia sztywnosci nogi pierwszego rzedu (oznaczone przez K 1) i drugiego rzedu (oznaczane przez
K- 2) wzgledem e. Przyblizenie Kg funkcjonuje dla pojedynczej fazy podporu, podczas gdy K 1
jest aproksymacjg o tym samym rzedzie bledu co asymptotyczne rozwiazanie zagadnienia brze-
gowego. Blad obu aproksymaciji jest poréwnywany z numerycznie okreslong za pomoca metody
strzelania, doktadng warto$cia sztywnosci nogi. Przyblizenie K- 2 jest doktadniejsze, z bledem dwu-
krotnie mniejszym, niz K 1, dla wartosci katéw ataku wystepujacych w rzeczywistym biegu. Obie
aproksymacje sprawdzajg si¢ dobrze dla matych wartoéci kata ataku o
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Wykorzystujac zatozenia, takie jak zachowanie energii i pedu, oraz odpowiednio taczac asymp-
totyczne rozwigzania dla obu faz, mozna zredukowaé dynamike do jednowymiarowego odwzoro-
wania powrotu kolejnych wysokosci wierzchotkéw faz lotu Y:

[(Y;) = cos (o — Ab;) + [sin (2a — Ab;)V/Es — Y; + cos (2a — Ab;)\/Y; — cosa 2,
gdzie AB; jest przyblizeniem przyrostu kata podczas fazy podporu w i-tej iteracji, kiedy to wy-

soko$¢ wierzchotka Y; przeksztatca si¢ w Yj11. Aby jednowymiarowe odwzorowanie powrotu
f(Y;) = Yiy1(Y;) miato punke staly Y*, parametry modelu muszg spetnia¢ warunek na mi-
nimalng energi¢ modelu. Ponadto okazuje si¢, ze punkty stale istniejg tylko dla symetrycznych
rozwigzan. Jednakze, w przypadku asymetrii, punkty te wystepuja tylko wtedy, gdy katy odbicia
sg duze i przekraczajg zakres stosowalnosci modelu.

Naturalnym kierunkiem dalszych badan jest analiza stabilnosci punktéw statych dla symetrycz-
nych faz podporu. Zbiory parametréw, dla ktérych spetnione sg warunki stabilnosci, pochodzg z
rozwiazania nieréwnosci

|f/(Y;)|Yi:Y* < ]—7

co jest wyrazone jako ograniczenia na pochodna przyrostu kata Af; w punkcie statym Y™*. Zi-
lustrujemy graficznie zbiory parametréw, ktére spetniajag warunki stabilnosci, co bedzie waznym
dopelnieniem badania modelu biegania.

Poniewaz tak skonstruowany model wykazuje zaréwno stabilne, jak i niestabilne stany, mozliwe
jest przeprowadzenie analizy bifurkacji. W pracy prezentujemy numeryczny i analityczny dowéd
wystepowania bifurkacji transkrytycznej we wezesniej utworzonym odwzorowaniu. Oznacza to,
ze badamy warunki na pierwsza i druga pochodng w hiperbolicznym punkcie stalym, ktére gwa-
rantuja, ze przy przejsciu przez ten punkt powstaja dwie gatezie stabilnych i niestabilnych punktéw
stalych.

Modelowanie matematyczne jest waznym aspektem biomechaniki. Dlatego na koniec pracy
stosujemy réwniez podejscie eksperymentalne. Na podstawie zebranych danych obliczamy oba
przyblizenia sztywnosci nogi K 1 oraz K. 2 i poréwnujemy je ze sztywnoscig obliczong bezpo$red-
nio jako stosunek odksztatcenia sprezyny do sity reakcji podtoza. Po zweryfikowaniu zdolnosci
modelu do szacowania rzeczywistych wartosci, przechodzimy do badania energetyki biegu. Po-
réwnujemy energie generowang przez badanego z minimalng energia wymagana do stabilnego
biegu, wyznaczona z modelu. Pozwala to na interesujacy wniosek, ze cztowiek dazy do osiagniccia
stabilnego biegu przy minimalnym wydatku energii.



1 WsTEP

Gdybysmy nagle, z jakiej$ przyczyny, musieli ,uciekaé”, najprawdopodobniej zaczeliby$my biec.
Chociaz w dzisiejszych czasach coraz rzadziej korzystamy z tej umiejetnosci, przyzwyczajajac nasze
ciata raczej do pozydji siedzacej, bieganie nadal pozostaje najbardziej intuicyjnym sposobem szyb-
kiego przemieszczania si¢. Jest to pierwotna forma ruchu, towarzyszaca cztowiekowi od zawsze.
Wydaje sig, ze nic w tym niezwyklego. Jednak ten sposéb poruszania si¢ wymaga skomplikowanej
i precyzyjnej wspdtpracy uktadéw nerwowego, motorycznego i migéniowego (por. [20]). Z drugiej
strony, trudno nie zgodzi¢ si¢ z faktem, ze bieganie jest prawdopodobnie najprostszym i najbar-
dziej naturalnym sportem z grona dyscyplin wytrzymatosciowych (por. [1]) i dlatego stanowi tez
podstawe wielu innych dyscyplin sportowych.

Obserwujac jak wszystkie uktady naszego ciata musza wspdtpracowad, abysmy mogli szybciej
i dtuzej biec, mozna odnie$¢ wrazenie, Ze jestesmy do tego stworzeni. Przewyzszamy tym samym
wszystkie maszyny - roboty, ktére do tej pory stworzyt czlowiek. Oprécz samej fascynacji, swo-
ista technologiczna przewaga przyrody przyciaga zainteresowanie wielu naukowcéw, ktérzy na
poczatku intensywnie badali jak rézne zwierzeta ladowe poruszaja si¢ na nogach. Tym tematem
od strony biologicznej zajat si¢ juz Arystoteles piszac jeden ze swoich najwazniejszych tekstéw:
»De Motu Animalium”, czyli ,Ruch zwierzat” (patrz [51]). Natomiast pierwsze analizy biome-
chaniczne przeprowadzit wloski fizjolog i matematyk Giovanni Borelli juz w XVII wieku (patrz
[40]). Wspdtczesni naukowcey weigz zajmujg si¢ ruchem. Wato zauwazy¢, ze aktualny stan wiedzy
zostat zebrany przez Holmesa, Fulla, Koditscheka i Guckenheimera w obszernym i przegladowym
artykule [36].

Okazuje si¢, ze pomimo intensywnych badan, ztozono$¢ uktadéw biologicznych uniemozliwia
petne zrozumienie mechaniki poruszania si¢. Korzystajac z pewnych uproszczen i wprowadzajac
odpowiednie zatozenia, mozna jednak podejmowaé préby modelowania ruchu. W konsekwencji
opracowane modele moga dalej stuzy¢ jako narzedzie do badan oraz opisu ruchu, ale wymaga to
$wiadomodci ich ograniczen.

W tej rozprawie zajmiemy si¢ jednym z modeli wykorzystywanym do opisu biegu czlowieka.
Skupia si¢ on gtéwnie na fazie podporowej (ang. stance phase), w trakcie ktérej stopa ma kontakt
z podtozem. Jest ona w pewnym sensie wazniejsza, gdyz to co dzieje si¢ z ciatem podczas lotu jest
skutkiem tego z jaka sitg zadziatamy na ziemie podczas odbicia. Warto zwrdcié uwage, ze wystgpo-
wanie fazy lotu (ang. flight phase) jest elementem odrézniajacym bieg od chodu. Maszerujac, caty
czas, jedna ze stép dotyka podtoza, a chcac przyspiesza¢ musimy w pewnym momencie zmienié
mechanike poruszania zaczynajac si¢ odbija.

Cykliczne ladowania i odbicia pozwalaja biegnacemu czlowiekowi wykorzystaé elastycznosé
swoich tkanek, co upodabnia ich dziatanie do sprezyny. Cheac uproscic proces biegu mozna roz-
wazaé uktad szkieletowy mechanicznie, zakladajac, Ze zachowuje si¢ on jak punkt masy odbija-
jacy sie na niewazkiej sprezynie. Podczas fazy podporu bedzie on stanowit odwrdcone sprezyste



wahadto. Taki model biegu znany jest w literaturze jako SLIP (ang. spring-loaded inverted pen-
dulum). Zostal on wprowadzony juz w roku 1989 przez Blickhana [7], a rok pézniej doktadniej
zbadany przez McMahona i Chenga [41]. Stworzenie modelu SL/P motywowane bylo obserwa-
cja, ze energia kinetyczna i potencjalna odebrana z ciata podczas pierwszej potowy fazy kontaktu
z podtozem, jest chwilowo magazynowana jako energia odksztalcenia elastycznego, a nastgpnie
uwolniona podczas odbicia (patrz [12]). Mechanizm przechowywania energii sprezystej w tkan-
kach, gtéwnie w powieziach i Sciggnach, koficzyn dolnych (ang. stretch-shortening cycle) zostat sze-
roko zbadany i péZniej zidentyfikowany jako jeden z gtéwnych czynnikéw wplywajacych na koszt
energetyczny biegu (por. [17, 34]).

Model SLIP znalaz} zastosowanie nie tylko w analizie energetycznej, ale takze w opisie i badaniu
mechaniki biegu. Wielu badaczy skupito si¢ na réznych aspektach tego tematu, takich jak: dosto-
sowanie do zmian predkosci (por. [8, 22, 33]), czestotliwoéci kroku (por. [23]) oraz adaptacji do
zréznicowanej nawierzchni (patrz na przyktad [26]). Natomiast w kontekscie sportu, przeprowa-
dzono analize wplywu zmeczenia (patrz [21]), zaréwno podczas sprintéw (por. [29]) jak i ultra-
maratonéw (por. [49]). Nastgpnie poréwnano i prognozowano parametry modelu (patrz [2, 10]),
analizowano ekonomie biegu (por. [39, 43]) oraz szukano zastosowan treningowych (np. [46]) i
oceny osiagéw sportowych (np. [47]). Warto réwniez podkreslié, ze innym waznym zastosowa-
niem modelu SLIP dla poruszania si¢ cztowieka jest ortopedia. Taki model znajduje zastosowanie
na przyklad w konstrukdji protez czy elastycznych egzoszkieletéw (por. [25, 37]).

Jednym z gtéwnych parametréw mechanicznych tego modelu jest sztywnos¢ sprezyny. Charak-
teryzuje ona elastyczne zachowanie, nie tyle samej nogi, co catego ciata cztowieka zredukowanego
do masy punktowej. Doktadniej, sztywnos¢ jest okreslana przez zaleznos¢ miedzy odksztalceniem
sprezyny a dzialajaca na nig sita. Praktyczne zastosowanie sztywnosci nogi pojawia sic w wielu pu-
blikacjach, takich jak [2, 9, 21, 23, 41, 46], ale jest ona badana réwniez pod katem teoretycznym
(por. [38, 54, 58, 60]).

Chociaz model SLIP jest stosunkowo prosty, to nie posiada rozwigzania analitycznego. Dlatego
tez, w celu badania jego whasciwosci, zazwyczaj uzywa sic ilosciowej analizy uktadéw dynamicz-
nych lub metod numerycznych. Zatem aby uzyskaé wicksze zrozumienie modelu, mozna wyzna-
czy¢ przyblizone rozwiazania analityczne, ktére nastgpnie pozwolg na przyktad na badanie stabil-
nosci trajektorii. Zostalo to przedstawione w pracy Geyera, Seifartha i Blickhana [28] oraz konty-
nuowane przez Wréblewska, Kowalczyka i Plociniczaka [60]. Co wigcej, jawna zalezno$¢ parame-
tréw od stabilnych rozwiazan modelu ukazuje interesujaca strukture bifurkacyjng (por. [42, 60,
62]).

W niniejszej rozprawie doktorskiej koncepcyjnie przeanalizujemy model sprezysto-masowy bie-
gania. Praca zorganizowana jest w nastepujacy sposob. W rozdziale drugim, sformutujemy model,
rozpoczynajac od prostszego przypadku czyli skoku w plaszczyznie pionowej. Przedstawimy za-
réwno fizyczny jak i matematyczny opis modelu. Ponadto zapiszemy réwnania ruchu takze dla
zmiennych bezwymiarowych, co pozwali ustali¢ wzgledne rozmiary parametréw biegu i pomoze
w dalszej analizie.

W kolejnym rozdziale (trzecim) wyprowadzimy przyblizone rozwigzania uktadu réwnan ruchu
dla fazy podporu przy zatozeniu warunkéw poczatkowych zaleznych od ustalonych parametréw
biegu, takich jak kata natarcia inaczej nazywanym tez katem ataku, oraz poziomej i pionowej pred-
kosci ladowania. Przeprowadzimy analize asymptotyczng z wykorzystaniem metody Poincarégo
- Lindstedta dla duzych wartosci sztywnosci sprezyny. Nastepnie pokazemy dowody dotyczace



rzedu przyblizeni, ktére umozliwia oszacowanie bledéw. Ponadto korzystajac z tego systematycz-
nego podejscia wyprowadzimy aproksymacje waznych parametréw fazy podporu takich jak mak-
symalne ugiccie nogi, przyrostu kata i sztywnosci sprezyny. W koncu opiszemy w tym rozdziale
szczegdlny przypadek biegu, w ktérym podczas trwania fazy kontaktu z podtozem noga w spe-
cjalny sposéb spreza si¢ i rozpreza do stanu poczatkowego. Okazuje sie, ze jest on zwigzany z eko-
nomizacjg biegu.

Nastepnie, w rozdziale czwartym, korzystajac z pewnych zatozen, takich jak zasada zachowania
energii i pedu, zredukujemy dynamike do jednowymiarowego odwzorowania miedzy kolejnymi
wysokosciami wierzchotkéw paraboli lotu srodka masy. Ponadto pokazemy, jakie sa wystarczajace
warunki, aby to jednowymiarowe odwzorowanie powrotu miato punkt staly. Okaze sie, ze istniejg
punkty stale tylko dla rozwigzan symetrycznych, czyli takich, ze katy natarcia i odbicia fazy pod-
poru sa réwne. Natomiast w przypadku asymetrii punkty te wystepuja jedynie, gdy katy odbicia,
w przeciwieristwie do katéw ataku, sa duze i przekraczajg zakres stosowalnosci modelu. Kolejnym
krokiem bedzie zbadanie stabilnosci punktéw statych dla symetrycznych faz podporu. Zilustru-
jemy zbiory parametréw, dla ktérych warunki stabilnosci sg spetnione. W koricu przedstawimy
numeryczny i analityczny dowdd na wystepowanie bifurkacji transkrytycznej w skonstruowanym
wczesniej odwzorowaniu.

Modelowanie matematyczne stanowi wazng cze$¢ biomechaniki, dlatego zastosujemy réwniez
podejscie eksperymentalne. W tym miejscu warto zaznaczy¢, ze wykorzystywany model, poprzez
swoja konstrukeje i przyjete zatozenia opisuje biegi sredniodystansowe. Nie jest dostosowany do
sprintéw, cechujacych si¢ odmienng mechanika. Dlatego w rozdziale piatym wykorzystamy uzy-
skane wyniki do przetwarzania i interpretacji danych pochodzacych z rzeczywistych biegéw ze
srednimi predkosciami. Poréwnamy energie generowang przez biegacza z minimalna energia wy-
magang do stabilnego biegu, przewidywang przez model. Zestawimy réwniez aproksymacje okre-
Slone przy pomocy predkosci srodka masy oraz katéw ataku i odbicia z ich warto$ciami rzeczywi-
stymi odczytanymi z urzadzent pomiarowych.

Ostatnig cze$¢ pracy stanowi rozdzial szésty zawierajacy podsumowanie uzyskanych wynikéw
oraz wnioski z nich plynace. Pomimo, Ze model jest konstruowany dla przypadku, gdy przesunie-
cie kata w fazie podporu przyjmuje mate wartosci, to z powodzeniem mozemy go stosowaé do
badania rzeczywistych biegéw, w ktérych kat odbicia jest wyraznie wickszy od kata natarcia.

Przedstawione w rozprawie wyniki pochodza z pieciu opublikowanych prac [38, 54, 58, 59, 60]
i jednej w trakcie procesu recenzji [61]. W kolejnosci chronologicznej prace opublikowane: [58] w
Mathematica Applicanda, [54] w Nonlinear Dynamics, [38] w Physica D, [60] w IMA Journal of
Applied Mathematics i [59] w Mathematica Applicanda, oraz pozostata [61] przestana do Sports
Engineering. WspStautorami wszystkich prac, poza [58], sa Promotorzy: Fukasz Plociniczak oraz
Piotr Kowalczyk.

Na koniec wstepu w dwoéch tabelach ponizej zaprezentujemy oznaczenia wymiarowych i bez-
wymiarowych parametréw fizycznych biegu. Ostatnia kolumna Tabeli 1.1 oraz Tabeli 1.2 pokazuje
numer strony, na ktérej symbol pojawia si¢ w pracy po raz pierwszy. W wigkszosci przypadkéw
zmienne wymiarowe oznaczamy malg literg (patrz Tab. 1.1), a odpowiadajace im zmienne bezwy-
miarowe wielkg litera (patrz Tab. 1.2). Natomiast katy, zaréwno w stopniach jak i w radianach,
okre$lamy mata literg alfabetu greckiego.



OZNACZENIA

Symbol Opis Numer strony
m masaciata ... ... 7
g przyspieszenie ziemskie .......... .. ... o000 ool 7
k SZEYWNOSENOZE « .o vvve e e 7
w naturalna czestotliwo$¢ masy na sprezynie ....... ... 7
T,y poziome i pionowe przemieszczenie ............ ... 7
t CZas PrZEMI€SZCZENIA . ..ottt es eieenns 7
te czasfazy kontakeu ... Lo ool ol 7
ta czas fazy powietrznej ............. oo i 8
l dlugosénogi ...l 10
lo poczatkowa dtugoéénogi ...l Lo 7
Al zmianadlugoscil ............. ool o 7
Al maksymalne ugiecienogi ....................0 Lo 71
F siha e e 7
F, sitagrawitacji ... ool 7
F sitasprezystosci ... oo 7
fmaz maksymalna warto$¢ pionowej sily reakeji podtoza  .......... 71
kreal sztywno$¢ nogi z eksperymentu . ... 0 Lo 72
Urp, Uro  pozioma predkosé ladowaniaiodbicia .......... ... ... 8
Urp,Vro  pionowa predkosé ladowaniaiodbicia .......... ... 10
L funkcjaLagrange’a ................. oo Lo 11
D momentpeduwahadta ......... oo o o0 Lol 11

Tabela 1.1: Oznaczenia zmiennych wymiarowych.



Symbol Opis Numer strony
L=+22+y?/ly bezwymiarowa dtugosé nogi .................0 Lo 12
X =xz/lp,Y =y/ly poziome i pionowe przemieszczenie ........... .......... 12
T =1t\g/lo bezwymiarowy czas ........... ... ool Ll 12
K = kly/mg bezwymiarowa sztywno$é nogi . ............... ...l 13
€ parametr szeregu Poincarégo-Lindstedta ........ .......... 15
7,7t szybkie skale czasowe ........ ... ool Lol 15
0 kat miedzy sprezyngaosia Y ... o0 L 10
o= —0rp katataku ... oo 9
6 =0r0 katodbicia ......... ... oo oo 9
0 suma katéw atakuiodbicia ........... oo o0 Lol 32
Urp = urp/vglo pozioma predko$é ladowania ................. ..ol 13
Vi = vrp/V9lo pionowa predko$¢ ladowania ................. Lol 13
04 predkosé¢katowa ... ool 13
Lg predkoséradialna ....... ... ..o ool L 13
w przyblizenie czestotliwosciw ..........o. ol Lol 17
0 przyblizeniekata @ .......... ... ... oo Lol 17
L przyblizenie promienia L .............. ... Lol 17
T. czasfazy kontaktu ... ... L ool Lol 28
ALpaz maksymalne ugiecie sprezyny ............ ... ool 29
A0 =0r0 — Orp przyrost kata w fazie podporu () ............. ...l 30
L funkcjaLagrange’a ........... ...l oL 40
P =p/\/m2gl} momentpeduwahadta ... oo ool Lol 41
E energia mechaniczna w fazie podporu .......... .. ... ... 40
13 wagowy wspdtezynnik ... ool L 47
Y., »predyktor” do aktualizacji sktadowych predkosci  .......... 47
Y™ wysokos¢ wierzchotka punktustatego .......... ..o 50
Emin energia minimalna wymagana do istnienia Y* ... .......... 50
Kreat = kreailo/mg  sztywno$é nogi z eksperymentu ............... ..o 72
Ein energia minimalna wymagana do stabilnodci .... .......... 73

Tabela 1.2: Oznaczenia zmiennych bezwymiarowych.



2 ODWROCONE SPREZYSTE WAHADLO

W tym rozdziale przedstawimy matematyczny model ruchu sktadajacy sie z punktu masy przyta-
czonej do niewazkiej sprezyny, ktdra odbijajac si¢ od ziemi znajduje si¢ na przemian w fazie lotu i
tazie podporu. Podczas fazy podporu sprezyna ma kontakt z podtozem, stajac si¢ punktem zacze-
pienia dla odwréconego sprezystego wahadta (SL/P). Dodatkowo warto zauwazy¢, ze faza pod-
poru jest kluczowa z punktu widzenia biomechaniki ruchu, poniewaz to w niej dochodzi do ge-
nerowania sily, ktéra pozwala na przyspieszenie i przemieszczenie ciata biegacza. Jednoczesnie,
taza podporu stanowi ciekawe matematycznie zagadnienie, poniewaz pozwala na analiz¢ ztozo-
nych interakcji pomigdzy ciatem biegacza, sprezyng a sitg reakcji podtoza. Opis takiego sprezysto-
masowego uktadu, dla skakania do géry oraz do przodu, zostal wprowadzony przez Blickhana [7]
i doktadniej zbadany przez McMahona i Chenga [41]. Model SLIP, kt6ry opisuje wspétzaleznosé
parametréw mechanicznych, zostanie w tej pracy doktorskiej wykorzystywany do modelowania
biegu cztowieka.

Schemat modelu biegania opartego w fazie podporu na odwréconym sprezystym wahadle znaj-
duje si¢ na Rysunku 2.1. Jedli pominiemy prace nogi wymachowej bieg jest swoistym skokiem na
jednej, zmieniajacej sie naprzemiennie, nodze podporowej, ktora jest elastyczng sprezyna, podtrzy-
mujacy i przenoszacy Srodek masy (ang. center of mass - CoM) pomiedzy kolejnymi fazami lotu.

[ FAZA PODPORU FAZA LOTU [

Rysunek 2.1: Ogdlny schemat modelu biegania z podziatem na faz¢ podporu i fazg lotu.



2.1 F1zYyczNY OPIS MODELU

Model biegu jest planarny (odbywa si¢ w plaszczyznie), czyli zawiera podwojone zmienne kine-
matyczne. Wielkosci takie jak potozenie srodka masy (CoA1), jego predko$é i przyspieszenie oraz
sita rozktadaja si¢ w kierunku z- i y-, stad oznaczymy je

(xvjj?i}’FI)a (yvyvy.aFy)v (21)

gdzie kropka symbolizuje pochodng po czasie t. W przyjetej konwengji oS y jest skierowana do
gory, a o§ x w prawa strone (patrz Rys. 2.1). Zaktadamy, ze tylko sita grawitacji oznaczana przez
F, orazsita sprezysto$ci oznaczana przez Fs odgrywaja role podczas kontaktu z podtozem. Zatem
druga zasada dynamiki Newtona oraz prawo sprezystosci Hooke’a prowadza do nastepujacych

réwnan

F,=F,, F,=Fs+F, (2.2)
gdzie F;, = mi, Fyy = mjj, F; = —mg oraz F\; = kAl, natomiast k to sztywno$¢ nogi, a Al
jej ugiecie.

Zanim przejdziemy do whasciwego modelu krétko oméwimy prostszy przypadek jakim jest
skok do gry, kiedy poziome sktadowe wektora (2.1) sa zerowe.

2.1.1 FAZA PODPORU I FAZA LOTU DLA RUCHU W JEDNYM WYMIARZE

Schemat jednowymiarowego modelu, skoku do géry, przedstawiony jest na Rysunku 2.2. Zato-
zenie, ze biegacz porusza si¢ jedynie w kierunku pionowym, upraszcza sile sprezystosci Fy =
k(lo — y), gdzie Iy to odlegtos¢ srodka masy cztowieka (CoAM) od podloza, w pozydji stojacej,
nazywana tez poczatkowa dtugoscia nogi.

Podczas tazy podporu réwnanie ruchu jest okreslone przez nast¢pujace réwnanie rézniczkowe
drugiego rzgdu z warunkami poczatkowymi:

k
it —y—l)=-g z yt=0)=l, y(t=0)=—vrp. (2.3)

Rozwiazanie szczegblne (2.3) jest postaci

v .
y:l0—2s1nwt+%coswt——2, (2.4)
w w w
gdziew = 4/ % to naturalna czestotliwo$¢ oscylatora, a vrp to pionowa predkosé ladowania.

Nastepnie, wykorzystujac (2.4), sifa sprezystoéci Fy podczas fazy podporu moze byé¢ wyrazona

przez

Fs=k(lp—y) =k U0 sinwt — L coswt + g (2.5)
w

w? w? ]’
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Rysunek 2.2: Schemat jednowymiarowego modelu, ktéry jest punktowa masa przytaczona do niewazkiej
sprezyny. Okres skoku jest podzielony na dwie fazy: faze kontaktu z podtozem czyli podporu
(z czasem t.) oraz faz¢ powietrzng inaczej lotu (z czasem ¢,). W czasie podporu wystepuje
ruch sinusoidalny, po ktérym nastepuje faza lotu parabolicznego. Z powodu liniowej sztyw-
nosci sprezyny krzywa sity réwniez jest sinusoidalna, z ciezarem uktadu jako warto$cig réw-
nowagi. Dtugos¢ fazy lotu okresla pionowa predkos¢ ladowania lub odbicia oznaczana przez
Vg p O14Z Ugo, odpowiednio. Maksymalna predkosd jest osiggana po ladowaniu, gdy sita jest
réwna ciezarowi ciata.

Jak wida¢ na Rysunku 2.2 w potowie fazy podporu, dlat = %, sprezyna odksztalca sie maksymal-

nie, gdy predkos¢ srodka masy jest réwna zero (3(t = t./2) = 0), czyli gdy Fi(t = t./2) = 0.
Stad, na podstawie (2.4), otrzymujemy

—Upp cos (wie/2) — gsin (wte/2) =0,

a po przeksztalceniu

tg (wte/2) = — T2
g
Zatem czas kontaktu ¢, jest zwiazany z predkoscia vrp i z naturalng czgstotliwoscia w w nastepu-
jacy sposdb
2
te=— [7r —arctg (vTDwﬂ. (2.6)
w 9



Podczas fazy lotu sita sprezystosci rowna sie zero (Fs = 0) i rtéwnanie ruchu ma postaé

j=-g z  ylt=0)=l, y(t=0)=rvro, (2.7)
astad
y=lo+vrot — gj. (2.8)
W takim razie z (2.8), poniewaz y(t = t,) = lo, dostajemy czas fazy powietrznej t ,:
g, = 2o, (2.9)
g

Podsumowujac, faza kontaktu z podlozem moze by¢ charakteryzowana przez predkosé ladowa-
nia (vrp) oraz naturalng czestotliwo$¢ oscylatora (w), podczas gdy faza powietrzna tylko przez
predkos¢ w momencie odbicia (V7). Momenty ladowania (ang. touch-down) oraz odbicia (ang.
take-off’ ), oznaczamy w pracy odpowiednio przez 7D i T0.

Przejdzmy do opisu ruchu w dwéch wymiarach, jakim jest model biegu, czyli model skakania

do przodu.

2.1.2 FAZA PODPORU I FAZA LOTU DLA RUCHU W DWOCH WYMIARACH

Rysunek 2.3: Schemat modelu SLIP. (x, y) - wspdirzedne kartezjariskie punktu masy, (1, 6) - wspéirzedne
biegunowe punktu masy, gdzie | = /22 + y? jest promieniem, podczas gdy 6 jest katem
pozycji punktu masy. Ponadto zaktadamy, ze podczas momentu ladowania (7D) oraz odbicia
(70), warto$¢ kata @ wynosi odpowiednio: 6, = —aorazf,, = 3,gdziecr, 8 € (0,7/2).

Model skakania do przodu zawiera oprécz zmiennych kinematycznych w osi pionowej te same
zmienne w osi poziomej (patrz (2.1)). Schemat dwuwymiarowego modelu SLIP opartego na od-
wréconym sprezystym wahadle dla biegu podczas fazy podporu jest przedstawiony na Rysunku 2.3.



Ruch do przodu wprowadza dodatkowe parametry do modelu sprezyna-masa, to znaczy wspot-
rzedne biegunowe, czyli dlugo$é nogi I = /22 4 y? oraz kat 6 jaki tworzy sprezyna z dodatnia
czescig osi y.

Zaprezentujemy teraz dwa podejscia prowadzace do wyznaczenia réwnan ruchu w fazie kon-
taktu z podtozem.

* Mechanika klasyczna. Podczas fazy podporu ruch dwuwymiarowy moze by¢ opisany
przez réwnania rézniczkowe nieliniowe zgodnie z drugg zasada dynamiki Newtona, czyli

(2.10)

mi = kAx,
my = kAy —mg,

gdzie
Az = Alsinf, Ay= Alcost, Al=1Iy—1=1y— /22 + 92 (2.11)
Wstawiajac (2.11) do (2.10) i dzielac réwnania (2.10) przez m uzyskujemy

¥ = w2<l0 —Vx? + y2) sin @,
ij = wz(lo — /2 —|—y2> cosf — g,

(2.12)

gdziew = \/% to naturalna czestotliwos¢ ukladu sprezyna-masaorazly = /22(0) + y%(0)
to poczatkowa dtugos¢ sprezyny. Warunki poczatkowe, w tym przypadku, to

z(t =0) = —lpsina, y(t=0)=Iycosa,

(t = 0) = urp, y(t =0) = —vrp, (213)
gdzie urp i vrp s3 odpowiednio pozioma i pionows predkoscia ladowania.
W sposdb naturalny wprowadzamy wspétrzedne biegunowe, gdzie
sinf = %, cosf = % (2.14)

W zwiazku z tym, pierwsze oraz drugie pochodne x i y dane sg nastgpujacymi wzorami

@ =1Isinf + 16 cos 0
. . ’ 2.1
{ y=1cosf —10sinb, 215)
OraZ . .. . .
% = Ilsinf + 210 cos @ — 16 sin O + 10 cos 0, (2.16)
i =lcos® — 210sinH — 16% cos @ — 10 sin 6. '
Wstawiajac réwnania (2.16) do (2.12) otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
16 + 206 = gsinb,
. . 2.1
{ [ —10% = klg/m x (1 —1/ly) — gcosb, (217)
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ktéry bedziemy nazywad gtéwnym uktadem nieliniowych réwnar rézniczkowych drugiego
rzedu.
Aby uzyska¢ warunki poczatkowe we wspétrzednych biegunowych wykorzystujemy (2.13),
(2.15) oraz

0t =0)=—a, I(t=0)=Ilp, (2.18)

i rozwiazujemy nastepujacy uklad réwnan

{ lof(t =0)cosa — I(t=0)sina =  urp, (2.19)

lof(t =0)sina + I[(t=0)cosa = —vrp.

Korzystajac ze wzoréw Cramera, mozemy wyrazi¢ predkos¢ zmiany kata oraz dtugosci pro-
mienia sprezyny, w momencie ladowania, w nastepujacy sposéb

. 1 —si 1
0t=0)=— trp Stha —(urp cOs @ — vpp sin @),
lo| —Vrp Cos o lo
: (2.20)
i(tzO) = — ZOC(.)SQ Urp | _ —(urp sin a + vrp COS @).
lo| losinae —vrp
Zatem warunki poczatkowe maja postaé
0(t=0) =—q, I(t=0)=l,
0(t=0) = %(’U,TD cosa — vppsina), (t =0)= —(urpsina + vyp cosa).
(2.21)

Mechanika Lagrange’a. Mechanika Lagrange’a jest przeformutowaniem mechaniki kla-
sycznej przy uzyciu zasady najmniejszego dziatania Hamiltona. Podstawowym pojeciem
mechaniki Lagrange’a jest funkcja Lagrange’a zwana tez lagrangianem. Funkcja ta w fizyce
nierelatywistycznej jest rtéwna réznicy miedzy energia kinetyczna a potencjalng uktadu. Uzy-
wajac wspotrzednych biegunowych (1, §) ma ona nastepujaca postaé

k

_ Mo g242) Ko o2
5_2(z +ze) 5 (lo = )* = mgl cos®. (2.22)

Rozwigzaniami réwnar Eulera-Lagrange’a sg funkeje 6(t) oraz [(t), dla ktérych ponizszy
funkcjonal, zadany catkg oznaczong

/tc £(0t), 6(t),1(1), i(t), t) dt, (2.23)
0

zalezny od obu zmiennych i ich pierwszych pochodnych, jest stacjonarny. Zatem nieliniowe
réwnania rézniczkowe czastkowe Eulera-Lagrange’a sg postaci

d oL\ oL d( op\ _ . _ -

dt(aé)_ae — %( 19)_p_mgl8m9’

d (0L\ 9L s (2.24)
dt(é?l) ol = ml=ml(0)" + k(lp — ) — mgcos¥b,

11



gdziep = ml 2 to moment pedu w ruchu obrotowym. Réwnania Eulera-Lagrange’a dane
wzorem (2.24) s3 identyczne z uktadem réwnan uzyskanym z mechaniki klasycznej New-
tona (patrz (2.17)). Zatem rozwiazujemy je jak powyzej z warunkami poczatkowymi (2.21).

Na koniec tej czeéci przedstawimy réwnania ruchu w fazie lotu. Podczas fazy lotu sita sprezystosci
Wynosi zero (F s = 0), a réwnania ruchu $3 nastepujace

=0, , z(t=0)=lpsinfF, @(t=0)=uro,
t

. . 2.25
Yy=-g, y( ZO)ZZQCOSﬁ, y(t:O):UTOa ( )

gdzie uro i V7o to odpowiednio pozioma i pionowa predko$é odbicia oraz 3 to kat odbicia 0.
Rozwigzaniem réwnari (2.25) jest

t2
xzhmw+umtuﬁdw%ﬂ+wd—%a (2.26)
Stad z (2.26), poniewaz z(t = t,) = lpsina oraz y(t = t,) = lo cos v, gdzie t, jest czasem
lotu, otrzymujemy

lo(sin & — sin t lo(cos o — cos
Uro = of ,3)’ Uro = T + of ,3)’
ta 2 ta (2.27)
. ot V2, — 2lg(cos a — cos 3) '
a — .
g

Aby wyznaczyé t, potrzebujemy zalozenia vyo > \/2lp(cosa — cos (). Zatem dla @ = 3
wzory (2.27) redukuja si¢ do postaci
gla _ 2010

Uro = 0, VUro — 7 i ta = p . (228)

2.2 MATEMATYCZNY OPIS MODELU DLA ZMIENNYCH
BEZWYMIAROWYCH

W tym podrozdziale uktad réwnari (2.17) opisujacy bieg w fazie podporu z podtozem wraz warun-
kami poczatkowymi (2.21) zapiszemy w zmiennych bezwymiarowych. Odpowiednie skalowanie
parametréw modelu pomaga ustali¢ wzgledne rozmiary réznych terminéw i sprawia, ze pdzniejsza
analiza jest o wiele bardziej przejrzysta, a nawet w pewnych przypadkach mozliwa. Bezwymiarowe
zmienne maja nastepujaca postaé

X = Y:E,L:%zwﬂ+y2iT:u§.
0

x
lo’ lo 0

12



Dtugosci zostaly znormalizowane w odniesieniu do lo, a czas pomnozony przez (g/1o)*/?, ktéry
to czynnik bezposrednio zwigzany jest z odwrotnoscia czasu w jednostajnym ruchu. Latwo mozna

zauwazyc, ze

X = @/ly @ X i@fly @
dT — (g/l)'? — (glg)/**  dT> ~ g/ly g’
vy g/l g Y g/l
dr — (g/lo)?  (glo)V?"  dT*  g/ly g’
g 0 ot 9 6
dT (g/.lo)l/Q - (910)1/2’ dT? Q/lo = g )
dL I l AL Ufly 1

T (g/lo)'2 ~ (glo)¥/2"  dT? g/l g

Stad réwnania rézniczkowe (2.17) zostang przedstawione w nastepujacej formie bezwymiarowej
(patrz [41, 54, 58])

d%0 dL df | p

ar? " 2qrar S 029
d?L do \? ’
ﬁ—L diT :K(l—L)—COSH,

gdzie K = low?/g = kly/(mg) to bezwymiarowa sztywnos¢ nogi. Mozna zauwazyé, ze iloczyn

Elg jest najwicksza sila, jaka moze dziala¢ na sprezyne, aby zostata ona maksymalnie, do granic

mozliwosci, $ci$nigta. Jesli parametr kly/(mg) < 1 to noga nie moze wygenerowac sity réwnej

ciezarowi masy na sprezynie. Z drugiej strony sztywno$é K = low? /g, to kwadrat stosunku na-

turalnej czestotliwosci masy na sprezynie do naturalnej czestotliwosci nogi jako wahadta.
Warunki poczatkowe, dane wzorem (2.21), zostaja zredukowane do postaci

O(T =0)=—a, L(T=0)=1,

de dL (2.30)
(T =0) = T =0)=-L
dT( 0) = 04, dT( 0) d>
gdzie
0g=Urpcosa— Vypsina, Lg=Uppsina—+ Vypcosa. (2.31)

We wzorach (2.31), Uyp = uTD/(gl0)1/2 oraz Vyp = vTD/(glo)1/2 to odpowiednio po-
zioma i pionowa predko$¢ na poczatku fazy podparcia. W wyniku normalizacji dtugosci nogi oraz
czasu, predkosci te sa dzielone przez czynnik odniesienia (glo)'/2, kt6ry ma swoja nastepujaca in-
terpretacje. Odwrécone wahadto o dtugosci g przechodzace przez szczyt tuku oderwatoby si¢ od
ziemi, gdyby predkos¢ jego masy byta wicksza niz (glo)'/2. W mechanice ptynéw predkosé znor-
malizowana przez czynnik (przyspieszenie ziemskie X dhlgos'é)l/ % nazywana jest liczbg Froude’a.
Zauwazmy, ze przy zalozeniu matych katéw ataku otrzymujemy Urp ~ 04 oraz Viyp =~ Lg.

W Tabeli 2.1 zgromadzilismy najwazniejsze bezwymiarowe parametry pojawiajace si¢ w modelu
SLIP w momencie ladowania. Dane opieraja si¢ na przeprowadzonym eksperymencie (patrz Roz-
dziat 5 oraz praca [61]) i dotycza biegéw z umiarkowang predkoscia, gdyz jak pokazemy w dalszej
czgsci rozprawy, model znacznie doktadniej opisuje biegi dtugodystansowe. Zauwazmy, ze zwykle

13



Symbol  Opis Typowe wartosci

« kat ataku 0,05 — 0,31
Urp pozioma liczba Froude’a 0,63 — 1,73
Vep pionowa liczba Froudea 0,03 — 0,22
04 predkos$¢ katowa 0,69 — 1,77
Lq predkos¢ radialna 0,15 - 0,61
K sztywnos$¢ nogi 12 — 50

Tabela 2.1: Typowe warto$ci bezwymiarowych fizycznych parametréw modelu SLIP pochodzace z ekspe-
rymentu opisanego w Rozdziale 5.

Uz p jest rzedu jednosci, podczas gdy Vi i o s3 mate. Dodatkowo, typowe wartosci bezwymiaro-
wej sztywnosci nogi K wahaja sic od okoto 12 do okoto 50, co w pewnych sytuacjach, nawet dla
biegéw z umiarkowang predkoscia, mozna uzna¢ za duza wartos¢.
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3 ROZWIAZANIA PRZYBLIZONE

3.1 TEORIA ZABURZEN

W tym rozdziale przedstawimy analize asymptotyczng rozwigzan nieliniowego ukladu réwnan
(2.29) z warunkami poczatkowymi (2.30), dla duzych wartosci bezwymiarowej sztywnosci K,
z wykorzystaniem szeregu Poincarégo - Lindstedta. Nastepnie udowodnimy, ze formalne rozwi-
niccia pochodzace z szeregu zaburzen jednostajnie przyblizaja rozwiazania badanych réwnar réz-
niczkowych. Ponadto uzyskane rz¢dy przyblizeri umozliwig oszacowanie ich btedéw z konkretng
doktadnoscia. Przedstawione tu wyniki pochodzg z pracy Plociniczaka i Wréblewskiej [54], a sto-
sowane metody zaburzert mozna znalez¢é w ogdélnym Zrédle [S0].

Metoda Poincarégo - Lindstedta, przedstawiona na przyktad w pozydji [35] bibliografii, polega
na wyznaczaniu asymptotycznych rozwini¢é dla rozwiazan réwnan rézniczkowych w réznych ska-
lach czasowych. W celu wyeliminowania z rozwini¢¢ wyrazéw stabo thumionych, zmienng czasu
nalezy przeskalowac o okres ukladu niettumionego. Poniewaz sztywno$¢ K jest czynnikiem stoja-
cym przy L w drugim réwnaniu (2.29), mozemy oczekiwaé, ze dynamika zachodzi w szybkiej skali
czasowej i okres drgan jest modulowany przez VKT.Jak pamietany sztywno$¢ K (patrz Tab. 2.1)
mozemy uzna¢ za duzg wartos¢. Z drugiej strony, réwnanie dla kata uktadu (2.29) wskazuje, ze
gléwna skalg czasowa dla 6 jest wolna skala, czyli T'. Przejdzmy do sprawdzenia jak funkcjonuja
rozwigzania dla L i & w obu skalach czasowych.

3.1.1 ROZWINIECIA FORMALNE

Pierwszym krokiem bedzie zastosowanie szeregu Poincarégo-Lindstedta, zeby znalez¢ zachowanie
asymptotyczne L i 0 w szybkiej skali czasowej, gdy K — 00. Aby uprosci¢ zagadnienie, przyjmu-

jemy
1
€= — 3.1
Vi 3.1
i szukamy rozwinie¢ przy e — 0t. Kierujac sie powyzsza dyskusja, wprowadzamy nastgpujace
szybkie skale czasowe

T
T=—, T =w(e)T= (1+6w1+62w2+--->*- (3.2)
€

Dalej, wstawiajac 71 dane wzorem (3.2) do ukfadu (2.29) i zamieniajac kolejno$é, otrzymujemy

W)L + (1 — wz(e)(e')2>L =1—é*cos, LO"+2L'0 = w2(e)e’sinh, (3.3)
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gdzie apostrof oznacza pochodng L = L(7") oraz § = 6(7") wzgledem 77 Jegli teraz uzyjemy
formalnych rozwini¢é¢ dla L oraz 0:

L=Lo+eli+eLo+ .., 0=00+eb + 0+ ..., (3.4)
to réwnania (3.3) przeksztatcaja sie do postaci
() (LY + eLf +EL5 +.) + (1 () (0 + et + 205 + ...)2> « .
X (LO + €Ly + €Ly + ) =1-¢° COS(GO + b + €205 + ), .
oraz
(Lo + €L + €Ly +..) (0 + €0 + 205 + ..) +2(Ly + €Ly + €Ly + .. ) x
X (96 + €0] + 204 + > = w2 (e)é sin(90 + €by + €205 + )
(3.6)

Z kolei, poréwnujac wspdtczynniki przy odpowiednich potegach e w (3.5) i (3.6), otrzymujemy
nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowych dla dwéch pierwszych rzedéw:

e LY+ (1—(0))%) Lo =1, Lo(0) =1, Ly(0) =0,
el LY+ (11— (0))* L1 = —2w L] (37)
+2(069/1 + w1(06)2)L0¢ Ll(o) =0, Lll (0) = —Lq, '
oraz
e Lobf +2Ly0h = 0, 0p(0) = —a, 6}(0) =0,
) = Hda (38)

't Lot + 2000, = —Ly6! — 20,6, 61(0) =0, 6,0

Z jednej strony posta¢ réwnan dla wyzszych rzedéw e szybko sie komplikuje. Z drugiej jednak
strony, wykorzystujac poczatkowe przyblizenia rzedu wiodacego oraz pierwszego rozwini¢é L oraz
0, zaobserwujemy, ze kolejne asymptotyczne réwnania ulegaja znacznemu uproszczeniu. Zatem
napiszemy je w dalszej czesci podrozdziatu juz tylko w postaci uproszczonej.

Wychodzac od réwnan przy €, mnozymy réwnanie dla 6y (patrz (3.8)) przez Lo, nastepnie
po scatkowaniu i wykorzystaniu faktu, ze 6((0) = 0, otrzymujemy zasade¢ zachowania momentu
pedu, czyli

L0, = 0. (3.9)

Zauwazmy, ze (3.9) moze by¢ spelnione tylko wtedy, gdy 0o(7") = —a. Stad réwnanie dla Ly
(patrz (3.7)) daje rozwiazanie Lo(71) = 1. Zatem rozwigzania pierwszego rzedu sa stale i w kon-
sekwencji réwnania przy el uproszczajg si¢ do postaci

'+Li=0, 0]/=0. (3.10)
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Z (3.10) mozna szybko otrzymaé Lq(7F) = —Lgsintt i 01(77) = 477+,
Uzyskane przyblizenia poczatkowe dalej upraszczaja réwnania asymptotyczne

€1 LY+ Ly=—2w L] +06%—cosa, Ly(0) =0, L40) = Lgwn,

e LY+ Ly=—(2ws +w?) L] — 2w LY
+(9€2lL1 + 29d(0§ + 2W19d) — (Sin a)&l, L3(O) =0, Lg(O) = Ld(LUQ - w%),

(3.11)
oraz
€2 0) +204L) = —sina, 02(0) =0, 605(0) = —Oqwr,
e Hg + L19/2, = —2([/19/2 + QdLé) (3.12)

+(cos )by + wy sina, 03(0) =0, 05(0) = —Og(ws — w?),

Zauwazmy, ze réwnanie dla L (patrz (3.11)) rzedu €2 nie bedzie zalezne od sktadnika rezonanso-
wego tylko wtedy, gdy przyjmiemy w1 = 0. Podobnie, pamietajac, ze L} = — Ly, w réwnaniu
kolejnego rzedu mozemy wyeliminowa¢ sktadniki rezonansowe, gdy wezmiemy

1
wy = —593. (3.13)

Nastepnie, wyznaczajac Lo(7F) = (cos v — 6%)(cos 7+ — 1) zréwnania (3.11), otrzymujemy
formalne wyrazenia dla przyblizenia L az do drugiego rzedu

L(T) ~ L(T) :=1— eLgsint(T) — € (cosa - 92) (1 — cos T+(T)),
T 07 -

gdzie ’7‘+(T):(4~J(6)?, w(e)=1-— R € €< 1.

(3.14)

Z drugiej strony, teraz mozemy wréci¢ do réwnania rzedu €2 dla 6 (patrz (3.12)), z keérych tatwo

wyznaczymy 0o:
1
O2(77) = 2Ld0d(1 — oS 7'+) — i(sin a)(th)?, (3.15)

i w konsekwencji otrzymamy nastepujace przyblizenie dla kata 0:

0(T) ~ g(T) = —a+ elgr T (T) — %e%sin o) (TH(T))? + 262Ld9d<1 — cos T+(T)),
(3.16)
gdzie 77 (T") jest zdefiniowane w réwnaniu (3.14). Do$¢ podobne przyblizone rozwigzania dla L
oraz ) zostaty heurystycznie uzyskane przez Geyera, Seyfartha i Blickhana w pracy [28].
Majac powyzsze przyblizenia w szybkiej skali czasowej 7 interesujace jest przeanalizowanie
réwnania kata uktadu (2.29) w wolnej skali czasowej T'. Zauwazmy, ze poniewaz L(T") ~ 1 dla

€ < 1 w pierwszym przyblizeniu, to szybka skala czasowa Tt

pojawia sie w réwnaniu tylko po-
przez skladnik thumienia. W takim przypadku otrzymujemy réwnanie drugiego rzedu z szybko

zmiennym wsp6tczynnikiem, ktére mozna przeanalizowad przy uzyciu teorii homogenizacji (patrz
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np. [53]). Jednak w naszym przypadku, aby znalez¢é wiodacy rzad 0, wygodniej jest uzy¢ metody
wielu skal (patrz np. [35]).

Zaczynamy od zalozenia, ze @ = 0(T, 7), gdzie 7 = ¢~ 1T Poniewaz interesuje nas tylko po-
sta¢ rzedu wiodacego rozwinigcia asymptotycznego, nie musimy uzywac skali czasowej 7, ktéra
wprowadzataby wyzsze rzedy przyblizenia. Jako rozwiniecie dla L uzywamy

L(T) =1 —eA (1) — €Xa(1) — ...y (3.17)
natomiast kalt rozwija si¢ nastepujaco
O(T,7) = 0o(T,7) + €01 (T, 7) + €202(T, 7) + ... (3.18)

Doktadna postaé A1 oraz Ao moze zosta¢ wywnioskowana z (3.14). Te dwie skale czasowe 1" oraz
T bedg traktowane niezaleznie. Jedng z konsekwendji tego jest, ze pierwsza pochodna po czasie T’
przeksztalca sie w nastgpujacy sposdb

40 .0
or’

Jezeli kropka oznacza pochodng wzgledem 7', a apostrof pochodng wzgledem 7, to korzystajac z
(3.19) réwnanie kata, czyli pierwsze réwnanie uktadu (2.29) w tych oznaczeniach, ma postaé

L(0 +2¢716 + 6_29'/) +2¢7 L/ (9 + 6_19/) = sin 6. (3.20)
Wstawiajac rozwinigcia (3.17) 1 (3.18) do (3.20) uzyskujemy
(1—eX; —...) [éo + €200 +2¢7160) + e(él +e720) + 26‘19"1) +
+62 (0 + €205 + 2705 | — 200 + Xy +.) (6o + € g + by + 0 + . ) =

= sin(@o + €01 + €260, + )

(3.21)

Natomiast warunki poczatkowe:
0(0,0) = —a, %(0, 0) = 6(0,0) + ¢ 1¢'(0,0) = b, (3.22)

mozna teraz przettumaczy¢ jako
00(0,0) = —a, 6p(0,0) =64, 6(0,0) =0, (3.23)

0;(0,0) =0,  6;(0,0)=0, 6,(0,0)=0, i>0.
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Z kolei, poréwnanie réznych poteg € prowadzi do nastgpujacych réwnan

e2: ) =0,
el 200 — MOy + 07 — 2\16) =0,
O b+ 201 — M (205 + 07) — a0 — 21 (0o + 01) — 2405 + 05 = sin b,

(3.24)
Pierwsze réwnanie (3.24) od razu daje nam rozwigzanie 0y(T',7) = Co(T') + Do(T') 7. Jednak
z warunkéw poczatkowych (3.23) mamy Dy(T) = 0, azatem 6, = 0. Jak oczekiwano, wiodaca

sktadowa nie zalezy od szybkiej skali czasowej 7. Podobnie dla réwnania €~ 1

warunki poczatkowe
prowadzado 0 =0 istad 01(T,7) = C1(T), czyli 0} = 0. Nieliniowe zachowanie wynika

z réwnania €2, ktére redukuje si¢ do postaci
fo + 65 — 2X16 = sin . (3.25)

Teraz, poniewaz z zalozenia T"i T sg niezaleznymi zmiennymi, mozemy wykona¢ usrednienie po
szybkiej skali czasowej, aby wyodrebni¢ informacje tylko o wolnej ewolucji. Catkowanie powyz-
szego réwnania wzgledem 7 daje

éo + 975/ — 290)71 = sin A, (3.26)

gdzie kreska oznacza $rednig warto$¢ dla 7 zmieniajacego si¢ od 0 do 2. Poniewaz A1 jest 27-
okresows funkcjg z doktadnoscig do O(e), zatem zgodnie z aproksymacjg (3.14) mamy \; = 0.
Ponadto, poniewaz T pojawia si¢ w réwnaniu tylko poprzez okresowe sktadniki, przewidujemy, ze
02 bedzie okresowe wzgledem 7, a zatem $rednia z jego pochodnych wynosi réwniez 0. Pozostaje
nam jedynie rozwigza¢ réwnanie wiodacego rzedu dla fy:

90 = sin 90. (3.27)

To przyblizenie wystarcza dla naszych potrzeb i nie bedziemy kontynuowaé dalszej analizy wielu
skal. Z tego wynika, ze
O(T) =~ 0p(T), e<1, (3.28)

gdzie fo jest dane przez rozwigzanie (3.27). Réwnanie (3.27) moze by¢ rozwiazane analitycznie za
pomocy funkdji eliptycznej Jacobiego. Zauwazmy réwniez, ze jesli ustalimy 7' = €7 i rozwiniemy
rozwigzanie (3.27) ze wzgledu na e — 0, dla ustalonego 7, to pierwsze dwa wyrazy odpowia-
daja nieperiodycznej czesci (3.16) z 7T zastapionym przez 7. Ponadto, jesli dokonamy rozsadnego
zalozenia malego kata sin@ = 6 + O(63), to otrzymamy dlae < 1, < 1

O(T) ~ —acoshT + f4sinh T (3.29)
W tym miejscu nalezy dodad, ze przyblizenia

L(T) =1 — eLygsin (e 'T) — €2(1 — cos (¢~'T)),

_ (3.30)
O(T) =604sinh T — accosh T,
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zostaly heurystycznie uzyskane przez Wréblewska [58] korzystajac z zatozenia matego kata 0, czyli
w konsekwencji stosujac przyblizenia sin @ ~ 60, oraz L ~ 1.

Oczywiscie mozemy kontynuowaé podejscie wielu skal i uzyskaé wyzsze rzedy przyblizeri. Po-
nadto, aby ta analiza byta bardziej skuteczna, powinnismy réwniez uwzglednié¢ rozwinigcie dtugo-
$ci wahadta L w skali T'. Nie bedziemy jednak kontynuowad tego tematu, poniewaz przyblizenia
staja si¢ szybko bardzo skomplikowane i nie s3 potrzebne w dalszej czesci pracy.

Powyzsza analiza miata za zadanie nie tylko jasno przedstawi¢ mozliwg forme rozwinigcia asymp-
totycznego zmiennych biegunowych, ale tez zilustrowac wzajemne oddzialywanie wielu skal cza-
sowych. Warto podkresli¢, ze prezentowane tu podejécie jest systematyczne. Réwnania sa rozwi-
jane wzgledem ¢, gdzie sztywno$¢ nogi K w rzeczywistym biegu dtugodystansowym wynosi od
12 do 50 (patrz Tab. 2.1), czyli € nawet dla wolnych biegéw jest maty. Systematycznos¢ polega na
tym, ze zaniedbuje si¢ wyrazy odpowiedniego rzedu i w konsekwencji mozna udowodnié, ze btedy
przyblizeri sa O(€®) dla szybkiej skali czasowej oraz O(e?) dla wolnej skali czasowej. W kolejnym
rozdziale przejdziemy do dowodu tego wyniku.

3.1.2 BLEDY PRZYBLIZEN
Na poczatku przedstawimy nastepujacy rezultat, ktéry jest uogdlnieniem lematu Gronwalla - Bel-

Imana. Jego uogdlniona wersja zostala udowodniona w pracy [31], a uproszczony dowdd potrzeb-
nego nam przypadku, ktéry zamiescimy ponizej, zostal przedstawiony w pracy [54].

Lemat 1. Niech ) = 1(t) oraz f = [(t) bedg funkcjami cigglymi i dodatnimi. Zatdimy, ze
zachodzi nastgpujgca nierdwnos¢

P(t) < f(B) +C /0 't — s)(s)ds, (3.31)
dia C > 0. Wiedy
(t) < f(t) +VC /0 t sinh(VC(t — 5)) f(s)ds. (3.32)
W secaegdlnosci, gdy f = D =const. mamy

Y(t) < Dcosh(\@t). (3.33)

Teraz mozemy przej$¢ do gtéwnego twierdzenia w tym rozdziale dotyczacego bledéw przybli-
zen w szybkiej skali czasowej.
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Twierdzenie 1 (Asymptotyka w szybkiej skali czasowej). Niech (L(77),0(7")) bedzie rozwig-
zaniem (3.3). Wtedy zachodzi nastgpujgce zachowanie asymptotyczne

L) = L) = O(@),  [0(rF) =0(r )| = O("), gdy e—07,  (3.34)

Jednostanie dla 7T < T < oo, gdzie Lif sq zdefiniowane odpowiednio przez (3.14) oraz (3.16).

Dowod. Zaczynamy od znalezienia asymptotycznego zachowania L, gdzie

L(T) = L(T) + o(T), (3.35)

oraz I dane jest wzorem (3.14). Zbadamy oszacowanie wystepujacej powyzej reszty o w szybkiej
skali czasowej 7+ = @(e)e !T. Poniewaz

d L d

e O T (3.36)

to zgodnie z (3.14), po podstawieniu (3.35) do pierwszego réwnania (3.3), réwnanie dla reszty o
ma postac )
%" +o=f(r1,e) + (B(ew17T))?0, (3.37)

gdzie

f(rTe): = 6(1 - - 620.2(617}71T+)>Ld sinTt+
+ €2 [9.2(6@'_17'4_) — cosO(ew 17T) + &? (cosa - 93) cos T+
—l—(cosa - 93) (1 — cos T+) — € (cosa - 92) (1 — cos T+>92(6&_1 +)]
(3.38)

Przypominamy, ze tak jak poprzednio pochodng wzgledem 7 oznaczamy apostrofem, a pochodna

wzgledem T kropka. Poza tym warunki poczgtkowe dla reszty ¢ wynosza: 0(0) = 0'(0) =
0. Réwnanie (3.37) mozna fatwo przeksztatci¢ w réwnanie catkowe za pomocg funkeji Greena
G(77, s, €)iotrzymad

o(tT) = /OT+ G(T7,s,¢) [f(s, €) + (69(6&)(6)1‘9))2@(8)} ds. (3.39)
Poniewaz jadrem operatora catkowego (3.39) jest
G(t7,s,€) = sin(&(e)*1 (7'+ - s)), (3.40)
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to réwnanie (3.39) wyraza si¢ wzorem

+ (3.41)
+ €2 /0 sill<u~;(e)_1 (7’+ - s)>92 (e@(e)_ls) o(s)ds.

Nastepnie pokazemy, ze f(77,€) = O(€?) jednostajnie wzgledem 7+ < 7 dlae — 0. Po
pierwsze z (3.14) dostajemy

. . 1
1—-3% - 0% (e trh) = € (93 — 0} (e ) — 46293>. (3.42)
Przez ciagto$¢ jednostajng na przedziatach zwartych mamy
0% (e tr1) = 024 O(e), (3.43)

a zatem z (3.42) oraz (3.43) pierwszy sktadnik definicji f (patrz (3.38)) jest O(e*), gdy € — 0. Po
drugie wyrazenie w nawiasach kwadratowych drugiego sktadnika definicji (3.38) mozna zapisaé

jako
0?(ew 1 7+) — 02 + cos o — cos (e 1) + €2 (cosoz - 93) (9.2(&7)_17+) - 03) cos T —

. 1
— ¢ (cosa — 03)92(6&7717+) + 16403 (cosa — 9?[) cosTT.

(3.44)

Wykorzystujac (3.43) oraz obserwujac, ze cos o — cos f(ew171) = O(e) wyrazenie (3.44) jest
O(€). W koricu, taczac oszacowania rzedéw obu sktadnikéw mozemy wywnioskowa, ze

1£(7F,€)| < De?® jednostajniedla 77 < 7, gdy € — 0, (3.45)

dla pewnej stalej D > 0. Poniewaz | sin(u — v)| < |u — v i 8 jest ograniczone (patrz (3.43)), z
réwnania catkowego (3.41) otrzymujemy

o+

lo(7)| < Dé + Ce? / (7 — 5)|o(s)|ds, (3.46)
0
gdzie C' > 0. Dalej z Lematu 1 wynika, Ze
lo(77)| < Dé? COSh(\/6€T+> < Dé cosh(\@’fe) =0(), gdy ¢—0, (3.47)

co koriczy pierwsza czes¢ dowodu.
Druga cz¢$¢ dowodu zaczniemy od zapisania

O(T) = 0(T) + (T, (3.48)
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dla 6 zdefiniowanego wzorem (3.16). W skali czasowej 77, z drugiego réwnania (3.3), dostajemy
nastepujace rownanie dla reszty

Ly" + 2Ly = g(rF,€) + @22 sin(0 + v), (3.49)
gdzie

g(t7,€) = 26L’(—0d + e(sina)Tt — 2eLgfysin T+) + 62L<sin o — 2L40, cos 7'+>.
(3.50)
Mozemy przeksztatci¢ réwnanie (3.49) w jego réwnowazng postaé catkows, mnozac (3.49) przez

L i catkujac dwukrotnie, pamigtajac o znikajacych warunkach poczatkowych dlareszey ¢ : ¢(0) =
Y'(0) = 0. Stad,

P(rT) = /OT+ G(t7,s,¢) [g(s, €) + &2 sin(g(s) + 1/1(8))}d3, (3.51)

gdzie jadro operatora catkowego (3.51) jest zdefiniowane nastgpujaco

G, s,¢) = L2(s) / " L), (3.52)
Najpierw zbadamy zachowanie funkgji g. Z pierwszej czesci twierdzenia wiadomo, ze
L=1—¢Lgsint™ + O(¢?) jednostajnie dla 7+ < 7, gdy € — 0. (3.53)
Zatem wstawiajac (3.53) do (3.50) otrzymujemy

g(1T,€) = € [2Ld cosTh (9d — e(sina)Tt + 2eLy0,sin T+) +

(3.54)
+(1 — eLgsin ’7’+> (sina — 2L40 cos T+)} +0(é%).
Teraz pomijajac wyrazenie z cos 7 dostajemy
g(tT,€) = é¥sina + O(e?) (3.55)

i réwnanie catkowe (3.51) ma postaé
T+ -
() = e / G(r*,5,) @ 2sin(0(s) + ¥(s)) +sina+O(e)|ds.  (3:56)
0

Nastepnie fake, ze 0+ a=0(e) implikuje proste oszacowanie

’@*2 sin(g(s) + w(s)) + sina‘ < (7)72‘8111(@(8) + w(s)) + sin a‘ + ’sin al|lo? - 1‘

< |@72jws)] + Ofe).
(3.57)
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Ponadto ze wzgledu na asymptotyczne rozwiniccie L (patrz (3.53)), jadro (3.52) mozna zapisaé
jako
G(t7,8,6) =77 — s+ 0(e), (3.58)

jednostajnie dla 7 < 7, gdy € — 0. Zatem laczac (3.57) 1 (3.58) z (3.56) dochodzimy do osza-

cowania
-+

()| < B + F62/0 (7 — 8)|(s)|ds, (3.59)

dla pewnych statych £, F' > 0, wzgledem 7 < 7. W koficu ponowne wykorzystanie Lematu 1
daje wynik

lp(rT)| < Eé cosh(ﬁe¢+> < Eé cosh(ﬁeT) =0(¢°), gdy e—0, (3.60)
co koriczy dowdd. O

W powyzszym dowodzie mozemy zauwazy¢, ze dla obu koficowych oszacowari reszt 0 i 1, da-
nych wzorami (3.47)i(3.60), mogliby$my uwzgledni¢ skale czasows jednostajnie dla 7™ < e LT,
Woéwczas w wolnej skali czasowej tracimy jeden rzad zbieznosci i otrzymujemy wniosek.

Whniosek 1. Niech (L(77),0(7")) bedzie rozwigzaniem (3.3). Wtedy zachodzi nastgpujgce za-
chowanie asymptotyczne

L) = Lr ) = O(?),  [0(F) =0(r")| = O(), gdy =0,  (3.6])

Jednostajnie na rogszerzonym przedziale < e T < oo gdzie Lif sq zdefiniowane odpowied-
nio przez (3.14) i (3.16).

Dowdd. Wystarczy ponownie przeanalizowaé dowéd Twierdzenia 1. Poniewaz wyrazenie e7 "

pozostaje teraz ograniczone, mozemy stwierdzié, ze | (77, €)| < De?. Koticowe oszacowanie
(3.47) jest w tym przypadku nastepujace

lo(77)| < Dé? COSh(\/5€T+) < Dé? cosh(ﬁ’]’) =0(é%), gdy e—0. (3.62)

Dowdd dla 9 nalezy zmieni¢ doktadnie w ten sam sposéb wykorzystujac fake, ze g(7+,€) =
€2 sin o + O(€?). Zatem (3.61) zachodzi jednostajnie, gdy 77 < €17 < 0. O

Twierdzenie 1 oraz Wniosek 1 odzwierciedlaja wzajemne oddzialywanie skal czasowych. Dtu-
gos¢ wahadta L oscyluje na skali 7T zokresem zaleznym od zachowania 6 na wolnej skali czasowe;.
Poniewaz §(0~ e ™) jest funkcja jednostajnie ciagla tylko na zwartych podzbiorach 7, asymp-
totyczne rozwiniecia tracg jeden rzad. Gdyby nie byto sprzezenia migdzy L i 6 szereg Poincarégo
- Lindstedta przyblizalby rozwigzania uktadu (2.29) bez straty rzedu na rozszerzonych wzgledem
€ przedzialach, to znaczy, gdy Tt < e 1T, Majac na uwadze powyzsza dyskusje, mozemy udo-
wodnié asymptotyczne rozwiniccie 6 pierwszego rzedu na wolnej skali 7'.
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Twierdzenie 2 (Asymptotyka w wolnej skali czasowej). Niech 0 = 0(T') bedzie rozwigzaniem
uktadu (2.29). Wowczas,

6(T) = 6o(T)] = O(e), gdy €—0, (3.63)

Jednostagnie dla T < T, gdzie 6o Jest zdefiniowane poprzez (3.28).

Dowdd. Réwnanie catkowe dla 0, ktére mozna otrzymad z pierwszego réwnania uktadu (2.29):

d /o .
ﬁ(L 9) — Lsind, (3.64)
ma nastqpujalcal postaé
T T
O(T) = —a + Hd/ LiQ(s)ds +/ G(T,s,€)sinf(s)ds, (3.65)
0 0

gdzie jadro dane jest wzorem (3.52). Teraz przyjmujac
O(T) = o(T) + (1), (3.66)

dla 6, (T), ktére jest rozwigzaniem (3.27) z pierwotnymi warunkami poczgtkowymi (2.30), do-
stajemy 1(0) = ¢(0) = 0. Zgodnie z powyzszym argumentem, mamy

T . . .
o) = [ G(T .0 [in(00(s) +6(5)) ~ L)o(s) — 2E(o(s)]ds. (.67
Nastepnie, wykorzystujac Wniosek 1 otrzymujemy
L(T) =1 - eLgsin(@e™'T) + o(T), (3.68)

gdzie o(T') = O(€?) jednostajnie dla T < T, gdy € — 0. Z kolei stosujac (3.68) oraz fakt, ze
0o = sin Oy, z réwnania (3.67) dostajemy

W(T) = /0 LT, 5, )fsin(Bo(s) + ¥(s)) — sin o(s)]ds+
+ /ot G(T,s,e¢) [eLd sin(&(e)j) - Q(S):| sin O (s)ds+

+2 /0 G5, ols) [Lda(e) cos (@(@j) - g(s)} ds =: g1(T) + ga(T) + g3(T).
(3.69)
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Przejdzmy do oszacowania poszczeg6lnych sktadnikéw g;, ¢ = 1, 2, 3. Pierwszy sktadnik g1 mo-
zemy oszacowal w nastepujacy sposob

T
01(T)| < By / (T = 8)[(s)|ds, (3.70)

gdzie E1 > 0. Z kolei dla drugiego sktadnika mamy po prostu

T
192(T)| < Fi /0 (T — 5)(e+€)ds < Eae, (3.71)

gdzie state Flo, F s3 dodatnie oraz wykorzystujemy fakt, ze " < 7. Poniewaz kropka oznaczamy
pochodng wzgledem T, to w ostatnim sktadniku mamy ¢ = O(e) i dalej poprzez catkowanie
przez czc;s’ci dostajemy

/OT G(T, 5, €)00(s)a(€) cos <&(e)i)ds = [eG(T, s,€)00(s) sin(&(e)i)]j_o—
_ 6/OT % (G(T. 5,00 (s)) sin(&(e)i)ds - —e/oT % (G(T.5.0)60(s)) sin(&(e)i)ds,
(3.72)
co prowadzi nas do nast¢pujacego oszacowania g3:
93(T)| < Ese, (3.73)
gdzic B3 > 0. W koticu lgczac (3.70), (3.71) i (3.73) mosemy oszacowaé 3
()] < Ee + F/Ot(t — 8)|(s)lds, (3.74)
dla pewnych statych F/, F' > 0 iz Lematu 1 otrzymujemy
|¥(T)| < Ee COSh(\/FT) < Ee cosh(ﬁ’]') =0(e), gdy €—0, (3.75)
co koficzy dowdd. O

W ten sposéb znalezlismy doktadne asymptotyczne rozwinigcie L i 6 w dwdch skalach cza-
sowych. Teraz przystapimy do prezentacji symulacji numerycznych w celu ilustracji powyzszych
wynikéw. Na Rysunku 3.1 widzimy przyktadows ilustracje Twierdzenia 1. Blad jest obliczany
na szybkiej skali 71 poprzez wybér przedziatu zwartego [0, 7] i poréwnanie rozwigzari (3.3) z ich
przyblizeniami (3.14 ) i (3.16) w najgorszym przypadku. To znaczy wyznaczamy maksymalne réz-
nice |L(7+) — L(7)| oraz [0(r+) — 6(71)| dla 7 € [0, 7). Zauwazmy, ze na skali log-log
wykresy stajg si¢ réwnoleglte do zaznaczonej na Rysunku 3.1 linii K —3/2 wskazujacej whasciwy
rzad zbieznosci. Uzylismy typowych parametréw biegu o, Urp i Virp z Tabeli 2.1
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Rysunek 3.1: Btad bezwzgledny przyblizen (3.14) i (3.16) dla odpowiadajacych im rozwiazari uktadu (3.3)
przedstawiony na skali log-log. Liniay = K —3/2 (po zlogarytmowaniu linia prosta) jest
natozona dla poréwnania z rzedem zbieznosci. Przyjete parametry biegu: o = 0,4, Urp =
1,Vep =0,1 oraz 7% € [0, 7).

3.2 PRZYBLIZENIA MAKSYMALNEGO UGIECIA NOGIIPRZYROSTU
KATA

W tym rozdziale przedstawimy kolejne przyblizenia waznych parametréw fazy podporu, ktére sg
wyprowadzone z asymptotycznych rozwigzari nieliniowego uktadu réwnan (2.29) z warunkami
poczatkowymi (2.30) (patrz Rozdz. 2.2). Dla przypomnienia przedstawimy jeszcze raz schemat
modelu SLIP zilustrowany juz wezeéniej na Rysunku 2.3, ale tym razem w bezwymiarowych
wsp6trzednych biegunowych (L, 6) i z zaznaczonym maksymalnym ugieciem nogi A Ly q, oraz
przyrostem kata A6 (patrz Rys. 3.2).

Ponadto, dla porzadku, raz jeszcze zapiszemy asymptotyczne rozwigzania (3.14) oraz (3.16) wy-
prowadzone z wykorzystaniem szeregu Poincarégo - Lindstedta w Rozdziale 3.1. Stad, przyblizone
rozwigzanie (3.14) dla promienia L(T") podczas fazy podporu opisuje réwnanie

L(T) = L(T) :=1+¢ (‘931 — cos a) —€eLgsin (e_lﬁ(e)T)

— € (9521 — cos a) cos (eilﬁ(e)T), 76)

ktére sinusoidalnie oscylacje wokot L=1+A(e)z amplituda B(€) i czestotliwoscia € 1o (e),
gdzie

Ale) = €2 (03 — CoS a), B(e) = e\/e2(0§ —cosa)? + L2 (3.77)
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Rysunek 3.2: Schemat modelu SLIP. (X, Y') - bezwymiarowe wspétrzedne kartezjariskie oraz (L, 9) - bez-
wymiarowe wspdirzedne biegunowe, gdzie L = v X 2 4+ Y2 jest promieniem podczas gdy
0 jest katem pozycji punktu masy. W obu momentach ladowania i odbicia, L = 1. Ponadto,
na schemacie, zaznaczyliémy maksymalne ugiecie sprezyny A Ly, q4 oraz przyrost kata A6.

2
oraz w(e) =1— 07‘162. Zatem, uzywajac notadji (3.77), przyblizenie (3.14) zapisane w postaci
(3.76) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

L(T) = 14 A(€) — eLgsin (¢ 'B()T) — Ae)cos (¢7'B()T).  (378)

Natomiast przyblizenie dla kata 0(T") (patrz (3.16)) podczas fazy podparcia ma nastepujacg postaé

0(T) = —a + ey (e)T — %(&(E)T)Q sina + 262Lg04 (1~ cos (e 'B()T)). (379)

We wzorach (3.78) oraz (3.79), jak i we wszystkich przyblizeniach w tym rozdziale, dla uproszcze-
nia oznaczen pomijamy znak tyldy.

Aby zilustrowaé obie powyzsze aproksymacje dla L i 6, na Rysunku 3.3, zastosowalismy nu-
meryczny algorytm oparty na metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu do rozwigzania uktadu
(2.29) z warunkami poczatkowymi (2.30). Jak pokazano na Rysunku 3.3 po lewej, powyzsze roz-
wigzanie dotyczy tylko wartosci L(T") < 1 iaby wyznaczy¢ czas trwania fazy podparcia nalezy
sprawdzi¢ w jakim momencie dtugos¢ sprezyny powréci do wartoéci 1. Zatem, w wyrazeniu (3.78)
parametr 1" przyjmuje wartosci od 0 do czasu kontaktu z podtozem T¢, ktéry dany jest wzorem

T. = ?76 arc cos Ale) 4;92 arc cos C/(€), (3.80)
d

&(e) Ble) 2
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Rysunek 3.3: Aproksymacje promienia L i kata 6 dane wzorami (3.78) oraz (3.79) podczas fazy kontaktu.
Przyjete parametry biegu: kat ataku o = 0,1, predkosci pozioma i pionowa podczas ladowa-
niaUrp = 1, Vrp = 0,1 oraz sztywnosé sprezyny K = 15.

gdzie
Ale) (0% — cos )
Cle) = - , 3.81
(© B(e) \/62(03 —cosa)? + L2 (38

ie — 07.Na Rysunku 3.3 po lewej widzimy, ze rzeczywiscie L(0) = L(T.) = 1 i ponadto
L(T./2) = 1 — ALmaqa, gdzie ALy, q, 0znacza maksymalne odksztalcenie nogi w trakcie fazy
podparcia. Poniewaz tatwo mozna sprawdzi¢, ze

L(T./2) =1+ A(e) — B(e), (3.82)

to maksymalne ugiccie sprezyny A Ly, 4, dane jest roznicg amplitudy B(€) ruchu promieniowego
L(T) i przesunigcia amplitudy do pozycji kontaktu z podtozem oznaczonego przez A(e), czyli

ALpaz = B(e) — A(e). (3.83)

Ograniczenie do matych wartosci L — 1 wykorzystywane w pracach [28, 58] jest wigc adekwatnie
sformutowane jako, ze ze wzoru (3.77) mamy B(e) — A(e) = O(e) < 1gdye — 0.
Dodatkowo zauwazmy, ze przesuniccie A(€) moze przyjaé zardwno warto$¢ ujemng dla wol-
nych biegéw, gdy 84 < +/cos o, co spowoduje przesuniccie wartosci 1 powyzej 1+ A(€) i zwigkszy
maksymalne sprezenie nogi A Ly,qz, jak i dodatnia dla szybszych biegéw, gdy 64 > +/cos a, co
spowoduje przesuniecie wartosci 1 ponizej 1 + A(€) i zmniejszy ALy, qz. Dla ilustracji wzoru
(3.83) odwotujemy si¢ do Rysunku 3.4, na ktérym narysowano wykres funkcji promienia L(T")
danego wzorem (3.78) i zaznaczono przesuniccie A(€) orazamplitudg B(€). Aby wyznaczy¢ prze-
dzial (77, T3) dtugosci 2me/w(€), na kedrym rysujemy funkcje L(T'), rozwigzujemy réwnanie
L(T) = 1+ A(e) i dostajemy $rodek zakresu (17, T%), oznaczony przez T5, dany wzorem

A(e)
elg’

Ty = — arctg (3.84)

€
w(e)
Zatem Ty = Ty — me/w(€) oraz Ty = Ty + e /w(e€).
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Rysunek 3.4: Ogdlne rozwigzanie dla ruchu promienia L(T') podczas podporu opisujace oscylacje sinuso-
idalng wokédt 1+ A(€) zamplituda B(€) i czestotliwoscia € 1@ (€). Przyjete parametry biegu:
kat ataku, predko$¢ pionowa podczas ladowania oraz sztywno$¢ sprezyny takie same jak na
Rysunku 3.3, natomiast predko$é pozioma U, = 1,2, co daje dodatnie przesuniecie wzgle-
dem kontaktu z podtozem, gdzie L(T") = 1. Rozwigzanie zachodzi tylko dla L(T') < 1.

W przypadku danych z Rysunku 3.3, otrzymujemy A(e) = —0,0016 oraz B(e) = 0,0515,
gdzie e = 1/4/15. Stad ALpqy = 0,0531, i mozemy sprawdzié, ze ALpqp = 1 — L(T,/2),
gdzie T, = 0,8558. Natomiast dla danych z Rysunku 3.4, dostajemy A(e) = 0,02713 oraz
B(e) = 0,06279, gdzie jak w pierwszym przypadku € = 1//15. Stad ALyqr = 0,03566, i
mozemy sprawdzié, ze ALpq, = 1 — L(T,/2), gdzie T, = 0,6089.

Przyblizone rozwigzanie dla ruchu kata podczas fazy kontaktu dane jest wzorem (3.79). Za-
uwazmy, ze §(0) = 0rp = —a i 0(T) = 070 = A+ 0rp = AO — « (patrz Rys. 3.3 po
prawej stronie). Ze wzoréw (3.79) oraz (3.80) otrzymujemy przyrost kata podczas fazy podparcia
AD:

A0 = 0(T,) + a = 20, x {arc cos C(€) + 2¢eLy (1 - 02(6)):| — 2¢2sin a(arc cos C(e))?,

(3.85)
gdzie C(€) zostato juz zdefiniowane w (3.81). Wida¢, ze kat przesuniecia A6 jest jednoznacznie
okreslony przez stan systemu w chwili ladowania (Lrp, f7p, éTD) oraz parametr sztywnosci spre-
zyny K. Przypominamy, ze kropka w tym rozdziale oznacza pochodng po T'. Ponadto, kat lado-
wania 070 = —o wplywa na Af réwniez poprzez okreslenie predkosci radialne; Lrp = —Ly
oraz katowej frp = 04. Dla danych przedstawionych na Rysunku 3.3 po prawej mamy 0(7.) =
Oro = 0,7334.Stad A0 = 076 — Orp = 0,8334. Co zgadza si¢ z wartoécig obliczong z formuty
(3.85).
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Wreszcie, zauwazmy, ze rozwiniccie w szereg Taylora funkdji (3.85) do drugiego rzedu wokot
€ = 0 dane jest znacznie prostszym wzorem

A0 = whze + [49de — 2@ (92 — Cos a) — 1772 sin a} €, (3.86)
Ly 2
gdzie € — 0. Poniewaz przyblizenie A podane wzorem (3.85) jest rzedu €2, wszystkie wyrazenia
rzedu O(€%) we wzorze (3.86) s3 pomijane, a systematyczne podejscie pozwala na kontrole bledéw
przyblizeni.
Na koniec sprawdZmy jak upraszcza si¢ przyblizenie (3.86), gdy

Cle)=0 <= 6;=+/cosa. (3.87)

Wéwezas kat przesuniecia A dany jest wzorem
1
AO = m0ze + |404L4 — §7T2 sin o | €2. (3.88)

Okazuje sie, ze przypadek (3.87) szeroko omawiany w pracach [28, 60] jest wazny zaréwno pod ka-
tem matematycznym jak i biomechanicznym. Naturalna czgstotliwos¢ nogi jako sprezyny, zgrywa
sic wtedy z czestotliwoscia nogi jako wahadta (patrz Rys. 3.4). Dzicki temu biegacz moze wyko-
rzystaé sprezysty charakter tkanek, czyli odciazy¢ miesnie szkieletowe, ktdrych praca wymaga do-
stepnosci substratéw energetycznych. Taka zalezno$¢, przy zatozeniu matych katéw, wystepuje,
kiedy Urp ~ 04 = \/cosa =~ 1, czyli przy biegu z tempem okoto 5,5 min/km. Ciekawe jest,
ze biegnacy z taka predkoscig cztowiek jest najbardziej wydajny. Koszt energetyczny takiego biegu
jest poréwnywalny z energia wydatkowana podczas biegu wolniejszego, a w przypadku szybszego
biegu jest on juz znaczaco wyzszy.

3.3 PRZYBLIZENIE SZTYWNOSCI SPR1§2YNY

Na poczatku tego rozdziatu przedstawimy dowdd istnienia jednoznacznego rozwiazania ogélnego
zagadnienia brzegowego, co jest istotne z punktu widzenia zastosowant w mechanice SLIP. Jak
widzimy w Tabeli 3.1 typowy bieg jest asymetryczny, gdzie kat odbicia 3 jest znacznie wigkszy od
kataladowania cv. Symetryczne zagadnienia brzegowe, gdy o = 3, byly juz rozwazane na przyktad
w pracach [41, 54]. Ponizej przedstawimy zagadnienie brzegowe w przypadku ogdlnym, to znaczy,

gdy dopuszczamy asymetri¢ o # (3.

Zagadnienie 1. Niech ((T, K), L(T, K)) bedzie rozwigzaniem uktadu réwnat (2.29) z wa-
runkami poczgtkowymi

0(0) = 0rp = —a, L(0)=Lyp=1, 6(0)=0rp =0y L(0)=Lsp,=—Lg.
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Znajdimy sztywnos¢ K* i najmniejszy czas T* > 0, ktore spetniajg warunk:
H(T*,K*) :eTo :ﬂ, L(T*7K*) = 1, (389)

gdzie o i B przyjmujg wartosci dodatnie.

Warunek (3.89) oznacza, ze sztywnos¢ sprezyny K musi zostaé okre§lona w taki sposdb, aby
podczas jednego cyklu sprezyna wrdcita do stanu réwnowagi, czyli bezwymiarowej dtugosci 1 do-
ktadnie wtedy, gdy wahadlo osiggnie kat 6o = (3. Nast¢pujace twierdzenie pokazuje, ze dla do-
statecznie matych katéw brzegowych « i 3, zawsze mozemy znalez¢ jednoznaczne rozwigzanie
Zagadnienia 1. Przedstawiony ponizej dowdd, zamieszczony takze w pracy Kowalczyka, Plocini-
czaka i Wréblewskiej [38] jest analogiczny do wersji symetrycznej (patrz [54]).

Twierdzenie 3 (O istnieniu i jednoznacznoéci rozwiazania zagadnienia brzegowego). Istnieje
Yo > 0 takie, e Zagadnienie 1 ma jednoznaczne rozwigzanie dla

v =a+ 8 <. (3.90)
Ponadto, zachodzi

2(02 — cosa) ,

T = me — 7 E+0(3) dia e—0", (3.91)
d
oraz )
~ 0 A
K* ~ Ky := mhi + VA , (3.92)
2y
gdzie
0 1
A =7%02 + 4y {49(1[/[1 o d (93 — cos a) — —n%sin a] . (3.93)
L, 2

Dowod. Korzystajac z réwnania (3.14), czas 7" pierwszego powrotu L = L+ O(€3) do swojego
warunku poczatkowego L = 1 spelnia nastepujace réwnanie

Lgsint* — 6(9(21 — cos oz) (1 —cosT™*) + 0(62) =0, (3.94)
dla e — 0. Ponadto, tatwo sprawdzié, ze rozwigzanie réwnania

Lgsinpu — e(ﬁ?i — cos a) (I —cosp)=0 (3.95)
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ma postac

62 —
p = 2arccos C(e) = 2arc cos (0g — cosa) , (3.96)
\/62(93 —cosa)? + L3

gdzie C(€) dane jest wzorem (3.81). Zastosowanie rozwinigcia Taylora réwnania (3.96) drugiego
rzedu wokét € = 0 prowadzi do przyblizenia szybkiej skali czasu
2(03 —
™ =m— (chosa)e +0(e%), dla e—0T, (3.97)
d
a poniewaz
™ = 10(e) T, (3.98)

gdziew(e) =1 — §62, to dowodzi (3.91).

Przejdzmy do pokazania istnienia i jednoznacznosci. Przyjmijmy, ze 0(7*) = (. Mnozac przez
L, a nastepnie catkujac dwukrotnie réwnanie dla 6 (patrz drugie réwnanie (3.3)) i uzywajac jadra
(3.52) dla przyblizenia 7%, to znaczy

(0
G (), 5,¢) = L~%(s) / L(w)du,

S
otrzymujemy

7 (€)

B=0(t"(c)) = —a+ e&(e)_led/o L™2(s,€)ds+ 599)
3.99

(o
+ ()2 / G((€), 5, ¢) sin O(s, €)ds.
0

W analogiczny sposéb uzyskalismy 6(T") w dowodzie Twierdzenia 2 (patrz (3.65)). Aby zasto-
sowal twierdzenie o funkcji uwiklanej, wprowadzamy

T*(€) T*(€)
F(vy,e) = —7—{—65)(6)_1(%/ L™2(s, e)ds—}—eQ&(e)_z/ G(7*(€), s,€)sinb(s, €)ds.
0 0
(3.100)
Zauwazmy, ze F'(0,0) = 0 oraz

7*(€)
a—F(’y, €) = ~*19d/ L*2(s,e)ds+
Oe 0

(., ™, L, [T
P Hd/ L™*(s,€e)ds | + 2w / G(7*(€), s,€)sinf(s, e)ds |+
€ 0 0

*(€)
+ GQQ (@2 / G(7*(e), s,€)sinb(s, 6)d8> :
0
(3.101)
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Jezeli do wzoru (3.101) wstawimy € = 0, pierwsze wyrazenie nie znika i dlatego mamy

a—F('y, 0) = 0gm # 0. (3.102)
Oe
Zatem, z twierdzenia o funkcji uwiktanej, istnieje liczba dodatnia 7y taka, ze dla kazdego v €
(—70,70) istnieje doktadnie jedno rozwigzanie €(y) réwnania F'(y,e) = 0. Stad wynika, ze
zagadnienie brzegowe ma jednoznaczne rozwiazanie, bo K* = e 2.
Ostatnig czescig dowodu jest znalezienie przyblizenia dla sztywnosci K*. Poniewaz 7" = 7 —
2€(02 — cos @) /Lyq + O(€?), gdy € — 0, to wykorzystujac przyblizenie 0(r*) (patrz (3.16)) do
wyznaczenia K* = €2, otrzymujemy po obcieciu wyrazen O (e3) nastepujace réwnanie

) 1
f=—a+elym+ € [40de o4 (03 — cos a) — —7%sin a] . (3.103)
Ly 2

Powyzsze réwnanie kwadratowe dla v/ K* ma tylko jedno rozwiazanie fizycznie sensowne, ktére
wyraza si¢ wzorem (3.92) wraz z (3.93). O

Aby A dana przez (3.93) byla nieujemna, co w konsekwencji pozwoli na wyznaczenie przybli-
zenia Ko, musi by¢ spetniony nastepujacy warunek

72 Lg (92 — 27ysin a) > 8v04 (93 —cosa — ZL?Z), (3.104)
gdzie y okreslona jest w (3.90). Nieréwnos¢ (3.104) zachodzi na przyktad, gdy
02 —2ysina >0 oraz 63— cosa — 2L3 <0,

to znaczy, jezeli
2ysina < 02 < cosa + 2L2. (3.105)

Zatem specjalny przypadek 03 = cos « (patrz (3.87)), omawiany szczegétowo zaréwno w Roz-
dziale 3.2 jak i w pracach [28, 60], spetnia warunek (3.105). Dla matych katéw ataku av, predkosé
katowa w momencie lagdowania odnosi si¢ do poziomejliczby Froude’aUrp, gdyzUrp = 04 =~ 1,
a ten przypadek opisuje bieg cztowieka z predkoscig okoto 11,27 km/h. Mozna zauwazy¢, Ze ty-
powy zakres parametréw 0 g, ktdéry zostat uzyskany w pracy eksperymentalnej [61] i przedstawiony
w Tabelach 2.1 oraz 3.1 zawiera si¢ w otoczeniu wartosci 1. Tak wiec dla parametréw z pracy eks-
perymentalnej [61] nie ma wickszego problemu z wyznaczeniem przyblizenia K. 2.

Oprécz istnienia i jednoznacznosci, w Twierdzeniu 3 uzyskalismy przyblizone rozwigzania
drugiego rz¢du Zagadnienia 1. Natomiast we Wniosku 2, analogicznie wyprowadzimy rozwia-
zania pierwszego rzedu tego zagadnienia brzegowego.

Whiosek 2. Rozwigzaniem Zagadnienia I jest

T* =me+O(?) dia e— 0T, (3.106)
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oraz

* T 704 2 ™ . 2
K"~ K := <’y> = [M(UTD cosa — Vppsina)| (3.107)

gdziey oraz 04 dane sq wzorami (3.90) i (2.31), odpowiednio.

Dowdd. Rozwiniccie w szereg Taylora réwnania (3.96) (patrz Twierdzenie 3), tym razem pierw-
szego rzedu, wokét € = 0 prowadzi do nastgpujacego przyblizenia szybkiej skali czasu

™=7+0() dla e— 0", (3.108)

a stad w oczywisty sposdb zachodzi (3.106). Poniewaz 7* = 7 4 O(€), to do wyznaczenia €(7y)
uzyjemy 0(7*) dane wzorem (3.16) po obcieciu wyrazeti O (e?). Zatem

B=—a+eym (3.109)

i pamietajac, ze € = 1/v/ K* rozwigzanie powyzszego réwnania daje (3.107), co koriczy dowdd.
O]

Zatem przyblizenie sztywnosci K- 2 dla zagadnienia brzegowego otrzymujemy z rozwinigcia dru-
giego rzedu, a Kz pierwszego rzedu, wzgledem e.

W pracy [52] pokazano wiodace rzedy powyzszych przyblizen (3.106) oraz (3.107), gdy v —
0. Dokladniej wyznaczono nastepujace rozwiniecia

Un\ 2 4 U.
K+ — (” TD> + <7r2VTD + o (1-Uks + 2VT2D)) = +0(°),
L 8 N gdy y — 07,
" Y T+ 2 3
r= T8 a0
Urn 27202, " ),
(3.110)

w przypadku symetrycznym, to znaczy dlay = 2« (patrz Tw. 1z pracy [52]). Korzystajac ze wzoru
(3.110) mozna pokaza¢ nast¢pujace granice

lim y?K*(y) = nU2,, (3.111)
=0t
oraz () )
. Y
lim = —. 3.112
'y—>0+ Y UTD ( )

Ponadto wiodace rzedy K * oraz T™ wynikajg takze z lematu, kt6ry dla v = 2« znajduje si¢ réw-
niezw [52] (patrz Lemat 1 z pracy [52]),a w przypadku asymetrycznym, w granicach matych katéw,
ponize;.

Lemat 2. Niech (K* (), T*()) bedzie rozwigzaniem Zagadnienia 1, gdziey = o+ (3. Wow-
czas zachodzi (3.111) oraz (3.112).
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Rysunek 3.5: Przypadek symetryczny o = 3. Po lewej: poréwnanie numerycznie wyznaczonej wartosci
K* zprzyblizeniami sztywnosci: K dane wzorem (3.107)i K (5 dane wzorem (3.92) dlazmie-

niajacego si¢ v od 12° do 30°. Po prawej: stosunek K* do KiiKydla zmieniajacego si¢ 7y
od 1° do 20°. Przyjete parametry: v = o + 3 = 2ccorazUrp = 1, Vi = 0,1,

Dowdd. Idea polega na uzyskaniu z (3.99) niejawnego réwnania dla K™:

UTDcosoz—VTDsina/T* 9
= L™ “(s)ds +
V& 0 (s)

gdzie jadro G(T, s, €) dane jest wzorem (3.52), a przyblizenie szybkiej skali czasu 7% = v/ KT*
przyjmuje posta¢ (3.108). Wiadomo, ze istnieje monotoniczna relacja K* = K*(vy) dladostatecz-
nie matych . Co wigcej, K* — 00, 7" — moraz L — 1,jedliy — ot. Naktadajac te granice

1
/ G(7*,s,€)sinf(s)ds, (3.113)
K* Jo

(y — 07) na obie strony réwnania (3.113), drugi wyraz po prawej stronie znika, poniewaz jadro
G jest jednostajnie ograniczone dla kazdego 7. Zatem dostajemy

7TUTD>2

K~ (7

(3.114)

co koriczy dowdd pierwszej czesci. Natomiast druga cze$¢ dowodu, to znaczy (3.112), natychmia-
stowo wynika z (3.108) 1 (3.114), bo

TF =y PR ()T () — 7w, jesli v — 07 (3.115)

O

Zatem przyblizenie K 1 jest asymptotycznym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego, przy v —
ot.

Rysunki 3.5 oraz 3.6 ilustrujg dziatanie obu przyblizen sztywnosci nogi dla symetrycznej i asy-
metrycznej fazy kontaktu z podtozem. Lewa strona Rysunkdw 3.5 i 3.6 pokazuje, ze przyblizenia
K1iKs zachowuja sie bardzo dobrze dla v od 12° do 30°. Podczas, gdy po prawej stronie obu
rysunkéw widzimy stosunek numerycznie wyznaczonego parametru K* do jego przyblizen K
i Ky dla zmieniajacego si¢ kata przesunigcia Srodka masy podczas trwania fazy podporu, czyli 7.
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Rysunek 3.6: Przypadek asymetryczny ov = 3(3. Po lewej: poréwnanie numerycznie wyznaczonej warto-
$ci K* z przyblizeniami sztywnosci: K, dane wzorem (3.107) i K (2 dane wzorem (3.92) dla

zmieniajacego si¢ v od 12° do 30°. Po prawej: stosunek K* do KiiKydla zmieniajacego
sic v 0d 1° do 20°. Dodatkowo linia ciagta y = 1 jest natozona dla poréwnania doktadnosci
przyblizeri. Przyjete parametry: v = o + 3 = 4davorazUyrp = 1, Vip = 0,1,

Zaréwno dla przypadku symetrycznego (patrz Rys. 3.5, 7 = 2a) jak i asymetrycznego (patrz Rys.
3.6,v = 4a) przyblizenie K. 2 jest dokiadme]sze niz K 1 w przedstawionym zakresie parametru 7,
to znaczy 1° < 7y < 20°. Przyblizenie K dziata bardzo dobrze dla v < 8%, podczas gdy K jest
doktadne dopiero, gdy v < 1°. Rysunki 3.5 oraz 3.6 pokazuja réwniez, ze blad wzgledny szybko
maleje, gdy +y zbliza si¢ do 07. Z przeprowadzonego przez nas eksperymentu opisanego w Roz-
dziale 5 wynika, Ze y roénie wraz ze wzrostem predkosci biegu, zatem przyblizenia beda dziataé
lepiej dla wolniejszych biegéw.

W rzeczywistym biegu, typowy kat ataku o wynosi okoto 8°, a kat odbicia 3 = 25° (patrz
Tab. 3.1, gdzie 3 = A — ). Wowczas wartos¢ bledu wzglednego w procentach dla przyblizenia
KQ, Wyznaczonego ze Wzoru (K KQ)/KQ 100%, wynosi okoto 5%, podczas gdy dla K1
(analogiczny wzér to (K* — K1)/ K1 - 100%) wynosi okoto 10%. Prawa strona Rysunku 3.6
pokazuje jak szybko, (wida¢, ze dla K. 2 duzo szybciej niz dla K, 1), ten blad maleje. Aproksymacje
moga by¢ stosowane do interpretacji danych eksperymentalnych (patrz Rozdz. 5), ale musimy by¢
swiadomi ich niedoktadnosci. W ostatnim Rozdziale 5 znajduje si¢ rowniez, poréwnanie przybli-
sen K 1 oraz K- 2, wyliczonych z danych eksperymentalnych, z rzeczywista mechaniczng wartoécia
sztywnosci. Réwniez w tym przypadku aproksymacja K. 2 okazuje si¢ by¢ doktadniejsza.

Na koniec wréémy jeszcze raz do typowych wartosci parametréw modelu wystepujacych w rze-
czywistym biegu. Tabela 2.1 zostata poszerzona, o parametry, ktérych przyblizenia wyprowadzili-
$my w tym rozdziale to znaczy przyrost kata (A6), sztywnos¢ nogi (K), maksymalne ugiecie nogi
(ALpqz) oraz czas kontaktu stopy z podtozem (7). W rezultacie dostaliémy Tabele 3.1, w kté-
rej umiescilismy ponadto wartosci wymiarowe zebrane podczas eksperymentu (patrz Rozdz. 5).
W Rozdziale S znajduje si¢ rowniez dyskusja dotyczaca poréwnania rzeczywistych wartosci z Ta-

beli 3.11 tych z przyblizen.
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Symbol Opis Warto$¢ bezwymiarowa Warto$¢ wymiarowa

« kat ataku (o x g) 0,05 — 0,31 (3° —18°) -

8 kat odbicia (8 x 182°) 0,31 — 0,61 (18° —35°) -

Ab przyrost kata (A x 180%) 0,44 — 0,87 (25° —50°) -

Urp pozioma liczba Frouda (U x /gly) 0,63 —1,73 2 —5,5m/s

Vo pionowa liczba Frouda (V' x 1/glo) 0,03 — 0,22 0,1 —0,7m/s

0,4 predkosé katowa (64 x Vglo) 0,69 — 1,77 2,19 — 5,64 m/s

Ly predkosé radialna (Lg x v/glo) 0,15 — 0,61 0,47 — 1,94 m/s

K sztywnos¢ nogi (K x %g) 12 — 50 8 — 33 kN/m

ALpq, maksymalne ugiecie nogi (ALy,qz X lo) 0,04 —0,2 0,041 — 0,204 m

T. czas kontaktu (T, x /lo/g) 0,43 — 1,23 0,15—-0,35s

Tabela 3.1: Typowe wartosci bezwymiarowych i wymiarowych parametréw fizycznych dla biegu. Przed-
stawione dane pochodza z eksperymentu opisanego w Rozdziale 5. Dodatkowe parametry
obejmuja: dtugo$é nogi lp = 1,03 m, masa ciata m = 69 kg i przyspieszenie grawitacyjne
g = 9,81 m/s*.
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4 [STNIENIE I STABILNOSC PUNKTU
STALEGO

W tym rozdziale pokazemy, jak odpowiednio taczac rozwigzania asymptotyczne dla dwdch faz:
podporu i lotu, zredukujemy dynamike do jednego wymiaru i utworzymy odwzorowanie po-
wrotu od wierzchotka do kolejnego wierzchotka. Jak wida¢ na Rysunku 4.1, dzielimy bieg na
nastgpujace po sobie iteracje, oznaczane indeksem 4, co wyraza powtarzalny charakter faz biegu.
Kazda iteracja rozpoczyna si¢ i koriczy w momencie, w ktérym $rodek masy biegacza osiagnie naj-
wyzszy punkt fazy lotu, czyli wierzcholek. Zatem pomiedzy kolejnymi wierzchotkami, wystepuje
jedna faza podporu, ze zmiennym w kazdym cyklu przyrostem kata Af; (patrz Rys. 4.1), gdzie

indeks 7 oznacza tez iteracj¢ utworzonego odwzorowania.

| FAZA LOTU | FAZA PODPORU [ FazaLotu |

Rysunek 4.1: Schemat modelu sprezynowego dla biegania. Migdzy dwiema kolejnymi fazami lotu w i-tej
iteracji, A; jest katem przesuniccia podczas fazy kontaktu z podlozem dla ktérego wysokosé
wierzchotka Y; przeksztatca siew Y ;.

W dalszej czeéci rozdziatu pokazemy, jakie s3 wystarczajace warunki, aby jednowymiarowe od-
wzorowanie powrotu miato punkt staty. W przypadku symetrycznym, gdy kat odbicia jest réwny
katowi ladowania, zostang wyznaczone obszary przedstawiajace zakresy parametréw biegu dla kté-
rych punkty stale s3 stabilne. Na koniec przedstawimy numeryczny i analityczny dowéd na wyste-
powanie bifurkacji transkrytycznej w uzyskanym odwzorowaniu. Prezentowane wyniki pochodza
gléwnie z pracy Wroblewskiej, Kowalczyka i Plociniczaka [60] (patrz réwniez [38, 59]).
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4.1 ANALITYCZNA ODWZOROWANIE POWROTU OD WIERZCHOLKA
DO WIERZCHOLKA

4.1.1 ZASADA ZACHOWANIA ENERGII I MOMENTU PEDU

Zaktadajac, ze zachodzi zasada zachowania energii i momentu pedu wyprowadzimy zatozenia po-
trzebne do konstrukcji odwzorowania powrotu. Zauwazmy, ze bezwymiarowa postaé funkcji La-
grange’a jest réznicg energii kinetycznej oraz potencjalnej i dana jest wzorem (patrz réwniez na
wymiarowa funkcje Lagrange’a, dang wzorem (2.22), ktéra ma takie samo oznaczenie)

L= 5[(L’)2 + LX(0')? = K(1 = L)?| = Leos. (4.1)
Zauwazmy, ze apostrofem oznaczamy teraz pochodng L = L(T") oraz 0 = §(T") wzgledem bez-
wymiarowego czasu 1'. Zatem bezwymiarowa energia mechaniczna w fazie kontaktu z podtozem,
oznaczona przez F, jako suma energii kinetycznej oraz potencjalnej ma postaé

E, = % (L) + L2(9')? + K(1 — L)°] + Leoss. (42)

Rozwazanie przyblizenia matych katéw w réwnaniach ruchu (2.29) przenosi si¢ na catkowita
energie (4.2), ktdéra dla matych katéw 6, przyjmuje alternatywng postaé

E, = %[(L’)2 + L2(0)? + K(1 - L)ﬂ + L. (4.3)
Dodajmy tutaj, ze przyblizenie matego kata odpowiada polu wektorowemu, w ktérym mate cztony
s3 pomijane. Nalezy rozumie¢ znaczenie stowa ,,maty” jak to jest uzywane w analizie asymptotycz-
nej. Na przyklad wiodacy wyraz sin 6 dla matych 6 wynosi 0, ale pierwszy niezerowy wyraz to 6,
ktory jest maty, i dlatego w réwnaniach pola wektorowego jest zaniedbywany. Scisle méwigc przy-
blizenie malego kata w réwnaniach ruchu (2.29) nie jest linearyzacj. Jak to pokazano w Rozdziale
3.1.1, stosowane tutaj rozwigzania (2.29) to rozwiniecia L(T) i 6(T") w szereg Taylora w odniesie-
niu do odwrotnosci pierwiastka kwadratowego z K, ktdry zostat zdefiniowany jako maty parametr
€. Dla pewnego ustalonego o, w réwnaniach pola wektorowego, zastepujemy cos 0 przez cos o i
sin 6 przez sin a, aby w naszych rozwigzaniach uzyska¢ doktadnos¢ do O(€?), gdzie e = 1/V'K.
Poniewaz interesuja nas male wartoéci o, te dwa przyblizenia mozna rozumieé jako rozwazanie
pola wektorowego uktadu, w ktérym cos = 1isinf = 0. Jednakze, jedli v jest rozwazane
jako nie-male, ale takie, ze K pozostaje jednoczesnie duzym parametrem, to asymptotyczne roz-
winiecia wciaz s3 prawdziwe z doktadnoscia do O(€?). W tym ostatnim przypadku moment pedu
katowego jest staly.

Poza tym przy wyprowadzaniu zatozen, musimy réwniez wzig¢é pod uwage ograniczenia, inaczej
wiczy, wplywajace na ruch srodka masy biegnacego cztowieka, a wystepujace w trakcie przetacza-
nia. W naszym przypadku mamy do czynienia z ograniczeniami holonomicznymi, gdy réwnania
wiez6w nie zaleza ani od predkosci, ani od pochodnych wyzszego rzedu, a jedynie daja informacje
o zmianie potozenia uktadu w czasie. Warunek przetgczania dotyczacy obu przejé¢ miedzy fazami
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zdeterminowany jest dtugoscia L (patrz (4.6)). Natomiast przy przejsciu z fazy lotu do fazy pod-
parcia mamy dodatkowe ograniczenie holonomiczne dotyczace kata 0, = —a, gdzie o > 0.

Z (4.1) mamy pierwsze réwnanie uktadu (2.29) Eulera-Lagrange’a (patrz réwniez na wymia-
rowe réwnania (2.24))
d ( oL ) oL

291\ / :
= = 4.4
; (L (9) P Lsin#, (4.4)

gdzie P = L2@ jest bezwymiarowym momentem pedu katowego. Zatem jesli Lagranzjan (4.1)
jest réwniez zmodyfikowany dla matych katéw, zmiana momentu pedu wynosi zero, czyli

P = (Lze')' —0. (45)

Z réwnari (4.3) i (4.5) otrzymujemy zbidr warunkéw, ktére wigzg teraz stan uktadu w momencie
startu ze stanem w momencie lagdowania. Wiadomo, ze podczas startu i lgdowania (patrz réwniez
Rys. 4.1 ) zachowujemy ograniczenie holonomiczne z dtugoscia spoczynkows L = 1 w kazdej
fazie przejécia, to znaczy

LTO — LTD - ]. (46)
Woéwczas z réwnania (4.3) wynika, ze

2(By = 1) = (L')30,0p + (0): (4.7)

TO/TD TO/TD"

Poprzez indeks 70/7D oznaczamy, ze réwnania powyzsze s3 prawdziwe zaréwno dla pozycji 7D,
jak i 70, w fazie podparcia. Ponadto, po scatkowaniu réwnania (4.5), otrzymujemy 607, 7, =
cL2 Jrp = C gdzie c jest pewng rzeczywista stalg. W naszym przypadku ruchu do przodu, stata
cjest dodatnia. Zatem

elTo = 9/TD >0, (4.8)
oraz 2<ES - 1) -t = (L’)iO/TD, istad |L.,| = |L}. ;| Teraz mozemy zapisaé warunek
L.,=-L,>0. (4.9)

Oprécz powyzszych ograniczen na wartosci brzegowe dla rozwigzani (4.6), (4.8) i (4.9) wymagamy
réwniez (patrz Rys. 4.1)

9TO = AH + 9TD, gdZie GTD < 0, GTO > 0. (4‘10)

Zatem kat A6 pokonany w fazie podparcia nie moze by¢ jedynie wyrazeniem stanu w momencie
ladowania. Nalezy zauwazy¢, ze dla matych katéw 0, zachowanie energii i momentu pedu nie wy-
maga symetrii w fazie podparcia. Dla dowolnej wartosci kata 6 w momencie odbicia, asymetryczne
rozwigzania sa réwniez dozwolone, to znaczy takie rozwigzania dla kedrych |05 ] # 070
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4.1.2 ANALITYCZNE ODWZOROWANIE WIERZCHOELKOW

Identyfikacja modelu biegu w trakcie przej$¢ fazowych: z lotu do podparcia oraz z podparcia do
lotu, umozliwi wyznaczenie odwzorowania wierzchotka Y1 1(Y;). W Rozdziale 4.1.1 pokazali-
$my, ze przy zalozeniu malych kqto'w, stan systemu w momencie startu 70 jest zwigzany ze stanem
w momencie ladowania 7D za pomocg zestawu nastgpujacych warunkéw (patrz (4.6), (4.8), (4.9)
i (4.10))

Lyo = Lyp = 1)

L/TO = —Lyp = Lq,

Oro = A0+ 07, = A0 — «,

O/TO = HfrD = 04.

(4.11)

Zaczynajac od whasciwych wartosci poczatkowych, odwzorowanie migdzy wysokoscia wierzchotka
Y; w i-tej iteracji, a stanem ladowania w bezwymiarowych wspétrzednych biegunowych, jest wy-

razone jako:
/ L:1
X'=2(Es - Y;) L' = X'sinf + Y’ cosf
Y, — Y =cosa - 0— —a ’
r_ _ T
Y - 2(}/; Y) TD H,ZX/COSG—Y/SiDH

"(4.12)
gdzie E; jest bezwymiarowg energig systemu , ktéra w momencie ladowania wyraza si¢ wzorem
Es = (6% + L2)/2 + cos o (patrz (4.2)). Poniewaz predkosci X’ i Y zalez od Y, to predkosé
radialna L g i predko$¢ katowa 04 takze zalezg od Y; (patrz (2.31) lub (4.12)). Nastepnie wymagane
jest dodatkowe odwzorowanie migdzy stanem odbicia a wysokoscig Y; 1 wierzchotka ¢ + 1, ktére

dane jest poprzez:
X' =L'sin6 + 60 cosb
Y = cosf — o+l ro (4.13)

1 2
Y'=L'cosf — 6 sinf Yiyr = Yro + 3(Yro)
Korzystajac z obu odwzorowari (4.12) i (4.13), mozna skonstruowad funkcje powrotu wierzchotka
Yi+1(Y3), ktéra przyjmuje nastepujaca postaé po uproszczeniach:

Yiy1(Yi) = cos (o — AG;) + [sin (2a — Ab;)VEs — Y, + cos (2a — Ab;)V/Y; — cos 2,

(4.14)

gdzie kat AO; = A0(0q, L;) dany jest wzorem (3.86). Aby zaznaczy¢ okresowos¢ modelu biegu,

wprowadziliémy indeks ¢ do oznaczenia Af;. Zatem Ab; jest katem o jaki zostaje przesunigty

kat ladowania w trakcie fazy podparcia migdzy dwoma kolejnymi fazami lotu, kiedy to wysokos¢

wierzchotka Y; przeksztatca si¢ w Y 1. Teraz mozna zobaczy¢, jak AB; = AO(0g, L) zalezy od
Yi. Ze wzoréw (2.31) i (4.12) mamy:

04 = v2[cosa/Es — Y; Lq=V2[sina/Es - Y;
—sinay/Y; —cosal ’ +cosanY; —cosal

(4.15)
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Ponadto z (4.15), tatwo mozna zauwazy¢ zwiazek 64 i L (patrz réwniez (4.2)):
03+ L3 = 2(Fs — cos ). (4.16)

Jesli wysokos¢ wierzchotka Y; 11 jest mniejsza niz wysoko$¢ ladowania, ktéra wynosi cos o (tzn.
Yiy1 < cosa), to noga zahacza o ziemig i nastgpi potkniecie. Dlatego odwzorowanie powrotu
wierzchotka istnieje tylko, gdy Y; 11 > cos a. Powyzsza redukcja dynamiki modelu zostata zasto-
sowana przez Geyera, Seyfartha i Blickhana w pracy [28] oraz p6zniej w pracach [59, 60].

Bez wzgledu na kat przesunigcia podczas fazy podparcia, z réwnan (4.11) wynika, ze energia ki-
netyczna 5 ((L')? + L2(6)?) jest réwna przy ladowaniu i odbiciu. Dla asymetrycznych faz kon-
taktu, poniewaz Yrp # Y7o, wystepuje zmiana energii uktadu AEy = Yo — Yrp. Z drugiej
strony, podczas symetrycznych faz podparcia (Yrp = Yro) odpowiadajace zmiany energii przy
ladowaniu i odbiciu wzajemnie si¢ kompensuja, wigc energia uktadu Fj jest stala. Aby przywré-
ci¢ charakter konserwatywny modelu i uzyska¢ statg energic uktadu w momentach przetaczania,
konieczna jest poprawka energii wynikajaca z asymetrii. Podczas odbicia nalezy nadad taka pred-
kos¢, aby energia kinetyczna (Es — Y;4.1) zmniejszata niedobér energii potencjalnej na koricu fazy
podparcia. Dla nowej wysokos$ci wierzchotka Y; 11 z réwnania (4.14) uzywana jest skorygowana
warto$¢ Fg. Dlatego wlasciwa predkosé pozioma we wzorach (4.13) to

f = V2B, — Vi), (417)

Powyzsza poprawka energii byta wykorzystywana takze w pracach [28, 59, 60]. W tym momencie
warto zauwazy¢, ze dopasowanie jedynie predkosci poziomej wyrazone réwnaniem (4.17) wynika
z zalozenia przyblizenia matych katéw. Pozwala to na redukcje modelu do jednowymiarowego,
co umozliwia przeprowadzenie dalszych analiz. Jezeli dopusciliby$my tylko ograniczenia holono-
miczne w fazach przejscia, to takie dostosowanie predkosci (4.17) nie jest jednoznaczne. Wéwczas,
mozna uzy¢ takze innych sposobéw wyréwnywania energii, o ktérych napiszemy w kolejnym pod-
rozdziale, gdzie réwniez doktadniej wyjasnimy mechanizm powstawania koniecznosci jej korygo-
wania.

4.2 WYROWNYWANIE ENERGII

Zaczniemy od pokazania, w jaki sposéb przetgczanie migdzy dwoma fazami podporu i lotu, od-
powiadajace dwém zestawom réwnan rézniczkowych, prowadzi do nieciagtosci w polu wekto-
rowym uktadu. Ta nieciaglos¢ odgrywa wazng role w modelu redukujacym badanie dynamiki za
pomocy jednowymiarowego odwzorowania (4.14). Aby model zredukowany spetniat zasade za-
chowania energii wymaga to odpowiedniego jej wyréwnywania. Jak pisaliémy w Rozdziale 4.1.2,
z powodu przyblizenia matych katéw, poprawka energii jest osiggana przez odpowiednie dostoso-
wanie predkosci poziomej w momencie przetaczania (patrz (4.17)). Oczywiscie mozna skorygo-
wad energie dostosowujac obie sktadowe predkosci. Takie wyréwnywanie energii, przedstawione
w pracy [38], zawiera dodatkowy parametr, ktéry okresla jej podzial miedzy pozioma i pionows
sktadows predkosci, pozwalajacy na zachowanie energii podczas przelaczania.

43



Przypomnijmy, ze zaleznosci migdzy stanami uktadu we wspétrzednych kartezjaniskich (X, Y)
i biegunowych (L, #) spetniaja nastgpujace warunki

X = Lsinf, Y =Lcosf, X' =L'sinf+ L0 cosf, Y' =L cos— LO sind,
(4.18)
oraz

1
0 = Z(chosﬂ —Y'sinf), L'=X'sinf+ Y’ cosb. (4.19)

Niech X’ = Z oraz Y’ = W. Obliczajac drugie pochodne X’ oraz Y z (4.18), dostajemy
(X', X", Y', Y") jako pole wektorowe. W fazie podparcia oznaczamy je przez F. support 1 Wyra-
zamy wzorem

X' =L'sin0+ LO cosf = Z,
X" = L"sinf + 2L'0' cos 0 + LO" cos§ — L(¢')?sinh = Z',

Fouport = Y' = L'cosf — LO sinf = W, (4.20)
Y" = L"cosf) —2L'0' sin@ — LO" sin — L(6')? cos = W',
gdzie stosujac réwnania Eulera-Lagrange’a (2.29) dla funkdji Lagrange’a (4.1), mamy
L' =L+ K(1— L) — cos¥, (4.21)
oraz (patrz réwniez (4.4))
@%:isme—zéfh (4.22)

W przypadku przejscia z fazy lotu do fazy podporu lub odwrotnie, L = 1,a wigc po podstawieniu
réwnari (4.21) i (4.22) do (4.20), pole wektorowe (4.20), oznaczone w tych momentach przez

fsupport: przyjmuje pOStaé

X' =L'sin0+ 6 cosh = Z,

_ —0=2,
Jsuppore = V' =L/ cosf — 0 sinf = W,
Y" = ((0')* — cosf) cos@ — 2L'0' sin 0 — (sin — 2L'0") sin 6 — (6')* cos 6
——1=W
(4.23)
Natomiast, pole wektorowe dla fazy lotu, powiedzmy Ffygnt, otrzymujemy z réwnats X = 0 i
Y = —1, czyli

X' =7
X" =0=2

Friight = Yi—w = frlight- (4.24)
Y= 1= W
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Zauwazmy, Ze postaé funkcyjna nie jest upraszczana w momencie osiagniecia wartosci progowej
co zapisujemy w (4.24) jako F'pjignt = ffiight- Otrzymaliémy ztozone pole wektorowe dla catego
uktadu przetaczanego, ktdre jest ciagle dla wszystkich punktéw w 4-wymiarowej przestrzeni fazo-
wej (X, Z,Y, W). Zatem poziom energii w momencie przelaczenia pozostaje niezmieniony, jesli
energia jest obliczana za pomocg jednego z dwéch pdl wektorowych - dla fazy podporu (4.23) lub
dla fazy lotu (4.24). Sytuacja si¢ zmienia w momencie korzystania, jak w Rozdziale 4.1, z przybli-
zeri dla matych katéw 6.

Dla przyblizenia matego kata zastepujemy w funkcji Lagrange’a (4.1) cze$¢ L cos 6 energii po-
tencjalnej przez L, otrzymujac

1

L= o (L2420 - K(1 - 1)?] - L. (4.25)

Dalej implikuje to zapisanie wzoréw (4.21) oraz (4.22) w nastepujacy sposéb

L'"=LO+K1-L)-1, (4.26)
oraz L’Q’
0 = —2—. 4.2
7 (4.27)

Mozna tatwo sprawdzié, ze w momencie przetaczenia pole wektorowe przyjmuje postaé

X' =12,
sa X" = —sinf =7,
support — Y/ _ W,

Y" = —cosf =W,

(4.28)

wicc jest nieciagte w sktadowej przyspieszenia. Poniewaz na energie potencjalng wplywa przyblize-
nie matego kata, moglismy sie spodziewad nieciaglosci. Jednakze, jak to zostanie pokazane w dalszej
czesci, istnieje dodatkowa nieciaglo$¢ w uktadzie, w momencie przetaczania. Zauwazmy teraz, ze
energia uktadu w fazie podparcia dla modelu petnego i matego kata przyjmuje odpowiednio dwie
postaci dane wzorami (4.2) i (4.3). Po podstawieniu (4.18) i (4.19) do funkcji energii (4.2) i (4.3)
w momencie przejscia do fazy lotu, mamy energie uktadu we wspétrzednych kartezjariskich w mo-
mencie startu 70. Mianowicie, z (4.2) otrzymujemy:

1
E, =3 {(X’)ZsinQQ + (Y’)2c0529 +2X'Y'sinfcos b + (X’)2cos2 0+ (Y’)Qsin2 60—
—2X'Y'sinfcosf] +Y = %{(X’)z + (Y,)ﬂ +7Y,

(4.29)

az(4.3) dostajemy:
(4.30)
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gdzie 3 oznacza kat odbicia. Zatem widad (patrz (4.29) i (4.30)), ze energia uktadu dla modelu
z matym katem zmniejsza sic w jej czgsci potencjalnej, w momencie przejécia z fazy podparcia do
fazy lotu, o warto$¢ réwna 1 — cos 3, gdyz Y = cos 3 oraz

Aby przywréci¢ zachowawcze zachowanie modelu, nalezy zaktualizowaé wysoko$¢ w momencie
przejicia lub odpowiednio zwickszy¢ predkosci X' lub Y. Ten wzrost energii musi by¢ pézniej
zrekompensowany, gdy nastepuje przejscie z fazy lotu do fazy podparcia. W tym przypadku prze-
chodzirny Z Wyzszego poziomu energii na nizszy, a nadmiarowa energia w momencie przejs’cia wy-
nosi 1 — cos «, gdzie v oznacza kat ladowania. Wéwezas Y = cos a i w konsekwencji

Co wigcej wyréwnanie energii poprzez dopasowanie wysokosci Y~ odpowiadatoby zmianie dtu-
gosci nogi. Nie bedziemy tutaj rozwazaé tego przypadku, poniewaz jest on niefizyczny.

Warto zauwazy¢, ze podczas ladowania biegacza nastepuje przeciwdzialanie sile grawitacji. Ener-
gia potencjalna cze$ciowo jest wytracana, a czg§ciowo magazynowana w sprezystych tkankach, ta-
kich jak $ciggna czy powiezi. Dlatego w naszym modelu uwzgledniamy redukcje energii podczas
przejécia miedzy faza lotu a podparcia, co ma naturalne uzasadnienie. Podobnie, podczas odbicia,
biegacz wykorzystuje uwalniang energie sprezysta z tkanek, ale takze generuje dodatkows energie,
angazujac migsnie szkicletowe. Aby przywrdcié¢ zachowawczos¢ energii w naszym modelu, pod-
czas tego przejécia, dokonujemy odpowiedniego dostosowania wektora predkosci.

Warunki brzegowe dla uktadu fazy podporowej we wspétrzednych biegunowych majg postad
(warunki poczatkowe (2.30) pojawily si¢ juz w Rozdz. 2.2)

Orp = —a, Lyp =1, Oro =B, Lro=1,

Q,TD = 04, L’,I’D = —Lq, 6;‘0 = 0o, L,TO = Lo, (4:31)
gdzie
0, = X/ cosOrp—Y/], sinb,, = Uppcosa— Vipsina,
Ly = =X/, sinf;p,—Y], cos0;p, = Urpsina+ Vipcosa, (432)
0, = X! ,co80r0 =Y/ sinblro = UpocosfB— Vi sin 3, '
L, = Xl osinbro + Y], cosbro = Urpsin+ Vi cos 3.

Jestesmy gotowi do zdefiniowania reguly przelaczania, ktdéra obejmuje zaréwno aktualizacje
energii, jak i holonomiczne ograniczenie kata podparcia, kiedy powracamy z fazy lotu do fazy kon-
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taktu z podtozem. Za pomocg réwnan (4.26) i (4.27) wyrazamy pole wektorowe uktadu w fazy
podparcia jako

L' =\,
L'=LOZ+K1-L)-1=X,
ssgpport =30 = o, (433)
L'y
0" = -2 =0
L )
przyjmujac A = L' oraz ©® = 6. Ponadto, pole wektorowe w fazie lotu pozostaje niezmie-

nione (patrz (4.24)). Mamy jedno ograniczenie holonomiczne zdeterminowane dtugoscia nogi L,
ktére jest stosowane przy przejéciu z fazy lotu do fazy podparcia oraz regule przetaczania opartg
na ograniczeniu kata podparcia. Oznacza to, ze przejscie z fazy kontaktu do fazy lotu nastepuje,
gdy L(T) = 1. W tym przypadku ustalamy kat ladowania na pewng warto$¢ oznaczang przez
B, a przelaczenie ma miejsce, gdy Y (T') = cos 3. Rozwazymy teraz, co dzieje si¢ z polem wek-
torowym w kazdym z tych dwéch przypadkéw przetaczania. Energie na poczatku fazy lotu we
wspotrzednych kartezjaiskich okresla réwnanie (4.29). Zatem skladowe predkosci w momencie
startu muszg spetniaé

(X')? + (V) = 2(B, — Yro). (4.34)

Naturalne jest zatozenie, Ze energia powinna by¢ korygowana w taki sposdb, w jaki zmieniaja si¢
obie sktadowe predkosci. Zaktualizujemy wektor predkosci w dwéch krokach definiujac ,predyk-

tor” i ,korektor”. Po pierwsze w momencie odbicia przewidujemy Y z (4.34) jako

Yin = \/2(Bs = Yro) — (Xpo)™. (435)

Teraz korygujemy obie sktadowe predkosci, aby bilans energetyczny byt prawidlowy. W ten spo-

s6b okreslamy poziomg i pionows sktadowsa w momencie odbicia

X' = /2By = Yro) = (V)26 = V2B, — Yro) (1 — ) + (X4o)?¢,  (436)

Y' = \/(2(Es - YTO) - (X/To)2)fv (437)

gdzie £ € [0, 1] jest pewnym wagowym wspdiczynnikiem. Podstawiajac réwnanie (4.37) z po-
wrotem do (4.34) otrzymujemy

2(Es — Yro)(1— €) = (X)) = (X}0) €. (4.38)

Gdy & w réwnaniu (4.38) jest réwne 0, to X' = /2(Es — 010) oraz Y' = 0, co oznacza, ze
cala energia kinetyczna pochodzi z ruchu poziomego. W Rozdziale 4.1.2, podobnie jak w pracach
[28, 60], whasnie taka korekta energii dla § = 0 jest stosowana (patrz (4.17)). Gdy £ w réwnaniu
(4.38) jest réwne 1, to X' = X/, oraz Y’ = Y}, co oznacza, ze poprawka energii jest stoso-
wana tylko do skiadnika Y. W symulacjach numerycznych uzylimy £ = 0,5 (patrz Rys. 4.2).
Wprowadzony w ten sposéb parametr £ moze okazaé si¢ waznym czynnikiem determinujgcym
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efektywno$¢ biegu, gdyz odpowiada za ilosci energii rozdzielanej miedzy pozioma i pionows skta-
dowg predkosci w momencie przejécia migdzy faza podparcia i lotu.

Oczywiscie pole wektorowe w momencie przelaczania jest nieciagle, a jego wartosci graniczne
w fazie podporu i swobodnego lotu majg dwie postaci:

X' =27,
juuro X7 =—sinf =2, (4.39)
support Y/ _ m

Y= —cosf =W,

X' =2z,
X'=0=2
O _ )
Fitone = 3 _w, (4:40)
Y/'=-1=W,

gdzie X' oraz Y sq dane odpowiednio wzorami (4.36) and (4.37). Zatem fgo 0y # fH7ns-

Musimy teraz rozwazy¢ kolejne przejécie z fazy lotu do fazy wsparcia. W tym przypadku naturalne

098 | ——faza podporu AN 1

fffff faza lotu / N

0.97

Y 0.96

0.95

0.94

Rysunek 4.2: Trajektoria sktadowej Y przetaczanego modelu (4.33) — (4.43). Asymptotyczne rozwigzanie
dla parametréw: K = 34,77, E; =1,55, £ =0,5 oraz o =7/12.

jest zatozenie, ze odpowiednig regulacje energetyczng robimy dla stanu L, pracujac ze wspOtrzed-
nymi biegunowymi. Zmieniajac tylko L’ dostosowujemy warunki poczatkowe dla fazy podporu.
Oczywiscie kat wsparcia jest okreslony przez ograniczenie 07, = —a. Ostatecznie dtugos¢ L jest
okre$lona przez warunek przelaczania L = 1. Korzystajac ze wzoru na energie (4.3), mamy zatem
nastepujacg zaleznos¢ miedzy Lga 0g

Lq = |L/TD| =/2(Es — 1) — 9?[? (4.41)
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gdzie Lg oraz 04 s3 dane wzorami (4.32). Mozemy ponownie ustali¢ rodzaj nieciagtosci w polu
wektorowym przy przetaczaniu, ale tym razem uzyjemy do tego celu wspétrzednych bieguno-
wych. Oznacza to, ze musimy wyrazi¢ pole wektorowe ft1;gn¢ we wspétrzednych biegunowych
w chwili przelaczenia. Po pierwsze wyrazamy zaktualizowane pole wektorowe w fazie podporu w
momencie przejécia do niego z fazy lotu. Wtedy réwnanie (4.33) przybiera postaé

L' =),
w L”zﬂ?l—l:)\’,
fsupjgagrt 0/ _ @ (442)
0" = 2L404 = O,
gdzie \ = —Lg oraz © = 65 w momencie ladowania z odpowiednia poprawka na energie (patrz

(4.41)). Natomiast pole wektorowe dla fazy lotu w momencie kontaktu z podtozem ma postaé

L' =),
L" = 0% —cosa =X,
fflzght 9 — @’ (443)

0" =2L4;0; —sina = ©'.

Ponownie uzyskujemy nieciagtos¢, bo fon 0 # f15 Flight

Na Rysunku 4.2, zaczynajac od stanu poczatkowego

< =1,L = \/2 s— 1) —cosa, 0 = —a, H'ZCOSQ),

wyznaczamy trajektorie sktadowej Y przetaczanego modelu (4.33) — (4.43) ze wspStczynnikiem
wagowym § = 0,5. Jak wida¢ trajektoria wysokosci Y, w wyniku wyréwnywania energii, jest
ciagta w momentach przelaczania.

Dodatkowy parametr £ zwicksza przestrzen parametryczng modelu. W modelu o zmodyfiko-
wanym rodzaju wyréwnywania energii mozemy zaobserwowa¢ dodatkowe bifurkagje, ktére nie
moga wystapi¢ w naszym oryginalnym modelu. W szczegdlnosci, eksploracja numeryczna po-
kazata wystgpienie bifurkacji typu fold. Analiza numeryczna i rozwijanie analityczne bifurkacji
wzgledem parametru &, oraz zbadanie jak te bifurkacje tacza si¢ z modelem standardowym sta-
nowia mozliwg Sciezke dalszych badan. Pozwolitoby to zrozumied jak zalozenie o wyréwnywaniu
energii zwigzane z predkoscia pozioma wplywa na zmiane zachowari asymptotycznych wzgledem
ustalonego parametru. W dalszej czesci pracy doktadniej przebadamy standardowy model, z pa-
rametrem § = 0, w ktérym wystepuje bifurkacja transkrytyczna. Mozna zatem powigzaé rodzaj
bifurkacji z metodg kompensacji energii.
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4.3 ISTNIENIE PUNKTU STALEGO

W tym podrozdziale sprawdzimy, przy jakich warunkach jednowymiarowe odwzorowanie po-
wrotu (4.14) ma punkt staty o wysokosci Y; = Y;11 = Y. Przypadek symetryczny badany
jest w pracy [60], podczas gdy przypadek asymetryczny w pracy [59].

431 ROZWIQZANIA SYMETRYCZNE

Po pierwsze pokazemy, ze rozwigzanie (4.14) przy uzyciu (4.11), ograniczone zatozeniem symetrii,
czylidla @75 = «, prowadzi do odpowiedniej wysokosci wierzchotka punktu stalego

1
Y* =cosa+ §(L§ cos o — 0 sin a)?, (4.44)
gdzie 0 i L}, reprezentujg wartosci 0g i L okreslone przez (4.15) w punkcie statym Y. Poniewaz
07 i L s polaczone relacja (4.16), wysokos¢ wierzcholtkéw punktéw stalych mozna wyrazi¢ w

nastgpujgcej réwnowaznej postaci

1
Y*=FE;— §(LZ} sin o + 6 cos ). (4.45)

Twierdzenie 4 (O istnieniu symetrycznych rozwiazan). Niech parametry o, E oraz 0)) spetniajg
nastgpujgcg nierownos¢
(02)*

s =
2cos? o

+ cosa = E™" (4.46)

gdzie a € (0, m/2). Wowczas istniejg warnnki poczgtkowe fazy podporu:

0,0/, L,L') = (—a, 03,1, —\/2(E, — cosa) - (0;)2)

takie, ze Y™ dany wzorem (4.44) lub (4.45) jest wysokosciq punktu statego.

Dowdd. Poniewaz w momencie odbicia 70 (patrz (4.11) i (4.13)), dla ktérego 00 = o, Yo =
COS (v oraz
Y/, = L, cosa— 0, sina = L}cosa — §sina, (4.47)

stad mamy wzér (4.44) i w konsekwencji rowniez (4.45). Podstawiajac (4.44) i (4.45) do réwnari
(4.15) otrzymujemy

0% = cosa|L)sin o + 0} cos a| — sin | L) cos a« — 6 sin ], (4.48)

i takze
L} = sina|Ljsina + 6} cos o] + cos oo| L cos o« — 7 sin av]. (4.49)
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Dalej z (4.48) i (4.49) wida¢, kiedy predkosci katowa i radialna sg state w kazdej kolejnej iteracji.
Po pierwsze tatwo mozna sprawdzi¢, ze dla o € (0, 7/2):

Lisina + 6 cosa > 0.

Stad réwnania (4.48) i (4.49) sa tozsamosciowe, to znaczy wierzchotek Y™* dany wzorem (4.44)
lub (4.45) jest punktem stalym, jesli

LY cosa—0)sina > 0. (4.50)

Z warunkéw (4.16) oraz (4.50) mamy

0% tga < \/QES — (6%)? — 2cosa. (4.51)

Zatem energia ukladu s musi spetnia¢ nieréwnosé¢ By > E7"", wraz z

EM" = —%— 4 cosa. (4.52)

2cos? o
Co dowodzi, ze przy powyzszym zatozeniu na warunki poczatkowe fazy podporu, istnieje punkt
staly dany wzorem (4.44) lub (4.45). O

Dla energii uktadu £y = E;”m, wysokos$¢ wierzchotka punktu statego Y*, dana wzorem
(4.44) lub (4.45), wynosi cos a, co jest réwne wysokosci ladowania. Wraz ze wzrostem energii
(Es > E™™) wysokos¢ wierzchotka rosnie, ale nigdy nie przekracza gérnej granicy, czyli Es. Za-
tem Twierdzenie 4 jest prawdziwe, gdy przyjmiemy staby wariant nieréwnosci (4.46). Natomiast
ostra nier6wnos¢ (4.46) gwarantuje, ze Y* > cos a. Wzér (4.52) na E™™ wykorzystamy w Roz-
dziale 5. Bedziemy poréwnywac energie generowana przez biegacza, wyliczong ze wzoru (4.2), z
minimalng energia E™" wymagana do istnienia punktu statego, dla danych eksperymentalnych.

Dla ustalonego kata natarcia ov oraz predkosci katowej 0 w punkcie statym Y™, przyblizenie
sztywnosci Ko = Ko (a, Es, 0) = K>, dane wzorami (3.92)1(3.93) przy zalozeniu, ze 8 = «,
jest najnizsze dla uktadu o minimalnej energii (4.52) i okreslone przez

2
. « 0% + VA
K = Kfas, 271,03 = (703 VRinl (453)

gdzie
Apin = 72((07)° — dasina) + 32(07) tga — 16actga((07)* — cosa).  (454)

Zauwazmy, ze w celu uproszczenia zapisu, dalej w oznaczeniach sztywnosci nogi K1 i K9 pomi-
jamy znak tyldy.

Dla szczegdlnego przypadku (3.87), omawianego juz w Rozdziale 3.2, z Twierdzenia 4 wynika
nastgpujacy wniosek.
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Whiosek 3. Kiedy predkosé kgtowa w momencie odbicia dla punktu statego Y jest rowna 87 =
\/€Os o, wowezas warunek (4.46) z Twierdzenia 4 przyjmuge postac

E, > EMn = + cos a. (4.55)
2cosa
Dodatkowo otrgymujemy
2
; + vV Apin]
2 > o 1602 ) (4.56)
gdzie
Ain = 7r2(cosa — 4asin o) + 32asin a. (4.57)

Punkty stale moga istnie¢ tylko wtedy, gdy minimalna energia E™" oraz minimalna sztywnos¢
K3 53 przekroczone.

Biorac pod uwage przypadek 65 = \/cos, jesli « — 0, minimalna energia uktadu E7"
zbliza si¢ do wartosci s, = 1,5. Aby uzyska¢ poglad wymiarowy, energia uktadu ma wtedy
wartosé: mgloEs ~ 1125 ], gdy przyjmiemy mase¢ ciala m = 75 kg, przyspieszenie grawita-
Ggig = 9,81 m/s? a dlugoé¢ nogi lp = 1 m. Jesli dodatkowo poczatkowa wysokos¢ wierz-
chotka zostanie ustalona na Yy = 1, to w tym przypadku odpowiada ona poziomej predkosci

¥ =X'\Vglo = V2(Es — Yo)glo = /9,81, czyli 3,13 m/s.

0wl Y (V) |
T Y=Y,
JE
g
= 098 1
=
[}
N
< ogrf ]
3
g
S 096/ ]
>
=
095} ]
094 095 096 097 098 0989 1
Wysokos$c wierzchotkaY ;

Rysunek 4.3: Funkcja odwzorowania wierzchotkéw Y;11(Y;) dana wzorem (4.14) dla zestawu parame-
trow: o« = /9, By = 1,48 oraz K = Ky («, E, \/cos a) = 18,3575. Dwa miejsca prze-
cigcia z osig Y; 11 = Y; to punkey state dla predkosci katowych 9;(1) = /cosa = 0,9694
(Y* = 0,9399) oraz 02(2) = 0,9155 (Y* = 0,9509), odpowiednio.
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Rysunek 4.3 przedstawia funkcje odwzorowania wierzchotkéw Y; 1 (Y;) dang wzorem (4.14)
dla zestawu parametréw: @ = /9, E; = 1,48 oraz K = Ky (a, Es, \/cosa) = 18,3575,
Energia uktadu F; oraz sztywnos¢ nogi K jest tu ustalona dla rozwigzan symetrycznych o = 3
i przypadku 0% = \/cosa. Ze wzoru (4.55) wyliczamy E™" = 1,4718, a z kolei ze wzo-
réw (4.56) i (4.57) wyznaczamy KJ"" = 18,1013. Zatem przyjete parametry gwarantujg ist-
nienie punktéw statych co ilustruje Rysunek 4.3 (patrz przecigcia odwzorowania wierzchotkéw
zprosty Vi1 = Y;). Pierwszy punkt staly Y*, kt6ry w dalszej czesci pracy okaze sie stabilny,
dostajemy ze wzordw (4.44) albo (4.45) dla 92(1) = y/cos(m/9) = 0,9694 i szl(l) =
V2 x 1,48 —3 x cos (7/9). GdyY; = Y* = 0,9399 otrzymujemy Ab; = 2a, czyli z (4.14)
rzeczywiscie Y; = Yji1. Drugi punkt staly Y, ktéry okaze si¢ niestabilny, dostajemy takze ze
wzoréw (4.44) albo (4.45), ale tym razem dla mniejszej predkosci katowej 6’2(2) = 0,9155 i

wickszej predkosci promieniowej L7 o) = \/2 x 1,48 — (6%)?2 —2 x cos (n/9). GdyY; =
Y™ = 0,9509 znowu otrzymujemy Af; = 20, czyli Y; = Y.

4.3.2 ROZWIQZANIA ASYMETRYCZNE

Przejdzmy teraz do przypadkéw asymetrycznych, gdyz w rzeczywistych biegach kat odbicia jest
wyraznie wickszy od kata natarcia. Dla rozwigzan asymetrycznych o < (3, gdy kat odbicia 3
jest nieznany, nie mozemy rozpatrywac zagadnienia brzegowego jak w przypadku symetrycznym
a = f3, ajedynie problem warto$ci poczatkowej. Dlatego podejécie w tym przypadku nie jest
asymptotyczne, a rozwigzania moga by¢ jedynie okreslone dla ustalonej fazy podparcia («, 3).

Twierdzenie 5 (O asymetrycznych rozwigzaniach). Zaldzmy, ze istnieje takie rozwigzanie asy-
metryczne dla ustalonych kqtdw atakn i odbicia (o, %), ze wysokos¢ wierschotka punktu statego jest
dana wzorem

Y* = cos B* + ;(92 -sin 3% — \/Q(ES —cosar) — (92)2 - cos ﬂ*)z, (4.58)
gdzie oo < 3% oraz
0 = \@[COS aVEs — Y* —sin a\/m] (4.59)
Wowczas Y™ jest rogwigzaniem rownania
Y =cos3* + [sin (o — B)VEs —Y + cos (a — ﬂ*)mr, (4.60)

gdy energia uktadu E i asymetryczne rozwigzanie o < (3% spetniajg nastgpujgcy warnnek

cos o — cos 3*

22—, 5 Tt cosa. 4.61
*7 sin? (a — B%) (1)
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Dowdd. Wysokos¢ wierzchotka dla odwzorowania (4.14) (patrz réwniez (4.13)) dana jest wzorem

1 1
Yii1 = Yoo + 5(YT’O)2 = cos 070 + §(HITO sin 7o — Li cos 0r0) . (4.62)
Zatem jezeli istnieje asymetryczne rozwigzanie (v, 5%), gdzie o« < (3%, to wykorzystujac (4.11) i
(4.62) wysokos¢ wierzchotka punktu statego Y* sprowadza si¢ do postaci (4.58), gdzie

\/Q(Es —cosa) — (63)° = ﬂ{sin ay/Es —Y* 4 cosaVY* — cos a} =L} (4.63)

Z drugiej strony Y * jest rozwigzaniem réwnania (4.60). Ponadto mozna sprawdzi¢, ze jezeli (4.60)
ma rozwigzanie, to punk staly Y* dany jest wzorem

1
Y* = §(Es + cos %) —

| (4.64)
—5 ctg (8% — a)\/sin2 (B8* — a)(Fs — cosa)? — (cos a — cos 3*)2,

a parametry Is oraz o < 3* muszg spetniaé warunek (4.61). O

Z warunku (4.61) wynika, ze gdy o — (3%, to Ely — 00. Brak ciaglego przejécia pomiedzy przy-
padkiem asymetrycznym (4.61), a symetrycznym (4.52), jest zwigzany z réznicg energii potencjal-
nej przy zmianach fazowych, ktéra dla rozwiazari asymetrycznych jest rézna od zera.

Zaréwno Twierdzenie 5 powyzej, jak i Przyklad 1 ponizej, pokazuja, Ze nie mozna znalezé
punktu stalego Y* ograniczonego warunkiem malej asymetrii. Zatozenie (4.61) w Twierdze-
niu 5 oznacza, ze energia musiataby osiaga¢ duze, niefizjologiczne wartosci dla matych asymetrii.
W konsekwendji uzyskana predkosé katowa 6 jest zbyt duza i dla wymaganej energii nie spetnia
warunku (3.105), ktéry gwarantuje, ze A > 0. Dla A < 0 nie mozna stosowa¢ aproksymacji Ko
(patrz (3.92) i (3.93)), wigc korzystajac z nastgpujacego rozwiniecia Taylora pierwszego rzedu dla

przyrostu kata (patrz 3.86)
A0 = e = ] (4.65)
Nid .
otrzymujemy przyblizenie sztywnosci K1 wyprowadzone we Wniosku 2, w Rozdziale 3.3,1dane
wzorem (3.107). Przyblizenie K1 nie wymaga takich ograniczeri stosowalnosci, jak w przypadku
Kos. Po raz kolejny prackonujemy sig, ze osiggnigcie Ko jest trudne.
Rysunek 4.4 ilustruje zachowanie aproksymacji pierwszego rzedu dla 3 (patrz (4.65)), czyli

mh,
24 g,
VK

w przypadku trzech réznych wartosci sztywnosci nogi K, gdy na osi poziomej kat o zmienia si¢

fa = (4.60)

od 3° do 18°. Numeryczne rozwiazanie kata 3 wyznaczone jest na podstawie metody Rungego-
Kutty czwartego rzedu dla uktadu (2.29) z wartosciami poczatkowymi (2.30). W momencie, gdy
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Rysunek 4.4: Wzgledny btad aproksymacji kata 3 dany wzorem (4.67) dla zmieniajgcego si¢ kata o podczas
ladowania od 3° do 18°. Przyjeto Urp = 1 oraz Vi, = 0,2 i trzy rézne wartosci sztywnosci
K. Poziome linie oznaczajg piccioprocentowy oraz dziesigcioprocentowy wzgledny biad.

dtugosé nogi L powracado 1, odczytana jest warto$¢ kata odbicia. Oznaczmy ja przez 3,,. Wzgledny
btad aproksymacji kata 3 polega na poréwnaniu 3, i 3, w nast¢pujacy sposéb

Error = M (4.67)

Bn
Przy konstruowaniu przyblizen w Rozdziale 3 przyjelismy maty kat odchylenia w fazie podporu.
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Rysunek 4.5: Po lewej stronie pie¢ odwzorowari wierzchotkéw Y; 11 (Y;) danych wzorem (4.68) dla réz-
nych energii E i zestawu parametrow z Przykladu 1: o = 27/45 (8°) i K = 70. Punkty
stale znajduja si¢ na przecieciu prostej Y1 = Y; (kolor czarny). Po prawej funkcja (4.68) za-
znaczona kolorem niebieskim z dwoma widocznymi rozwigzaniami: pierwszym asymetrycz-
nym (57 = 24,99°) i drugim symetrycznym (85 = 8°) dla energii uktadu F;, = 2,2 i
sztywnosci K = 70.
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Jak pokazano na Rysunku 4.4, wraz ze wzrostem «, btad (4.67) rosnie. Dla przyktadu, dopusz-
czajac pod uwage wartosci bledu wzglednego (4.67) do 10%, mozna przyjaé, ze dopiero dla katéw
mniejszych niz 10° model jest wystarczajaco doktadny by by¢ stosowany. Natomiast dla bledu
(4.67) do 5%, aby model miat zadowalajacg doktadnos¢, katy odchylenia w fazie podporu nie
moga przekroczyd juz 6°.

Zatem, zeby sprawdzi¢ istnienie rozwigzan asymetrycznych podstawiamy Af; = wfze do
wzoru (4.14) i otrzymujemy nast¢pujace odwzorowanie wierzchotkéw w tym przypadku

Yit1(Y;) = cos (a — wlge) — cos a + Y; cos (4o — 2m04e)+

(4.68)
+ (Es + cos ) sin? (2cc — mhge) + \/(ES —Y;)(Y; — cosa) sin (4o — 2mlqe),

gdzie € = 1/v/'K. Chociaz Przyktad 1 potwierdza, ze wystepuja znaczne asymetrie, to uzyskane
katy odbicia sg duze i przekraczajg zakres stosowalnosci modelu (patrz Rys. 4.4).

Przyktad 1 (Od symetrycznych do asymetrycznych rozwiazan). Zatozmy, ze kgt natarcia o wy-
nosi 27 /45 (= 8°), a prayblizona sstywnosé nogi K jest rdwna 70. Poniewaz cheielibysmy znaleéé
matyg asymetrig, a rzeczywisty kgt atakn, jak widac w Tabeli 2.1 lub Tabeli 3.1, powinien byc maty,
wybralismy sztywnosé z gornego zakresu. Wowczas predkosé kgtowa 0); dla symetrycznego rozwigza-
nia Y wyznaczana ze wgoru (patrzg 3.107)

_ 204\/E

™

0, (4.69)
Jest rowna 0,74. Parametry aproksymacyi oo i K w tym preykladzie sq stale, a zatem stata jest row-
niez predkosc kgtowa 07). Punkty state dla rozwigzan symetrycznych mogyg istniec tylko wtedy, gdy
energia minimalna (patrz (4.52)), ktora w tym przykladzic jest rowna E™™ = 1,2723, zostanic
praekroczona. Zatem Rysunek 4.5 ilustruje numeryczne punkty state jako przecigcia funkcji odwzo-
rowania Yi11(Y;) danej przez (4.68) z linig Yi 11 =Y dla pigciu prayktadowych energii Es prze-
kraczajgcych 1,2723. Natomiast Tabela 4.1 pokazuje wartosci punktow statych Y{* i Y5 wyznaczone
kolejno ze wzordw (4.64) i (4.44), oraz odpowiadajgce im kqty odbicia, ktore ognaczone zostaly przez
B1 ¢ 35. Drugie rogwigzanie Yy jest wysokosciq wierzchotka punktu statego, dla praypadkn syme-
trycznego, ceyli dla 07 = 0,74. Ponadto zardwno Tabela 4.1, jak i Rysunek 4.5 (patrz po prawej)
pokazujg, e wraz ze wzrostem energii (w tym przypadku powyzej 2) pojawia sig rowniez pierwsze
rogwiggante, krore jest asymetryczne, tj. Y\* dla B7. Nalezy jednak zauwazyc, ze kgty 31 znacznie
prackraczajg o, prayjmujgc wartosci powyzej 23°, co jest o wiele za duze, aby miescic sig w zatogonym
blgdzie na przyktad 10% (patrz Rys. 4.4). Okazuje sig, ze znalezione punkty state dla odwzorowania
(4.68), w oparcin o przydatnosé modelu, sq albo niestabilne i symetryczne, albo poza stosowalnoscig
modelu.
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™ ™

Es 0 0w Y Y| Bp < BE gy < 18

1,30 074 - - 1,0018 - 8,00°
1,40 074 - - 1,0733 - 8,00°
2,00 074 - - 1,5904 - 8,00°
210 0,74 147 0,9904 16803 | 23,69° 8,00°
220 0,74 153 09912 1,7706 | 24,99° 8,00°

Tabela 4.1: Warto$ci parametréw biegu i wyznaczone dla nich punkty stale z Przyktadu 1, ktére ilustruje
Rysunek 4.5.

4.4 STABILNOSC PUNKTU STALEGO DLA ROZWIAZAN
SYMETRYCZNYCH

W tym podrozdziale przejdziemy do sprawdzenia stabilnosci punktéw statych w przypadku syme-
trycznych faz podporu. Oznaczmy odwzorowanie (4.14) jako Y11 = f(Y;). Stabilne rozwigzania
punktu stalego Y* spelniaja nastepujacy warunek

1F(Y*)] < 1. (4.70)

W tym przypadku apostrof oznacza pochodng funkeji f po Y;. Zatem, aby udowodnié stabilnos¢,
nalezy znalez¢ przynajmniej jeden zestaw parametréw {a, Es, 07}, prowadzacy do rozwigzad Y
spelniajacych warunek (4.70). Do wyznaczenia f'(Y™) potrzebujemy pochodnej przyrostu kata
i-tej iteracji A¢; w punkcie statym Y*, gdy Af; wyraza si¢ wzorem (3.86). W dalszej czesci pracy
przyjmujemy oznaczenie diYiAGi‘Y = d; AG*. Przy zatozeniu symetrycznej fazy podporu, z

(3.86) wynika, ze

d;0% 72 sina 20% 0% (6%)? — cosa
A= 42 Zdlodg, L% — 24405 + 4 gk —

diK” (2a_ oy )

K 2VK
(4.71)
gdzie (patrz (4.16))
L= \/2(ES —cosa) — (9[’;)2, (4.72)
oraz d
d;K* = K| .
dy; ly=

Jesli K = Ky (a, Es, 0q), gdzie K5 dane jest poprzez (3.92), to gdy o = 3 tatwo mozna spraw-

_ g VA
WK o2VK'

dzié, ze

20 (4.73)
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a takze

diK*:diH,’QQ\\//;f [W\/E+4LZ(1—2<%£> ) _Q(Qd)L*COSO‘(1+ <%i> )]
d d d

(4.74)
Ze wzoru (4.15) dostajemy pochodna predkosci katowej d; 07, do ktdrej nastepnie wstawiamy réw-
nania wysokosci punktu statego Y*, to znaczy (4.44) i (4.45):

d
% 9
dy; @

405 =

(4.75)

_ 1< CcoS « 4 sin o )_ L;
v* V2\VE,—Y* Y*—cosa)  D(a, E05)

gdzie

1
D(ar, By, 65) = 2,/ (Y* — cos @) (B, — Y*) = 5L} cos 2a + 5 [(L3)? = (07)?] sin 2.

(4.76)
Z kolei zastosowanie wzoru (4.16) lub (4.72) daje zaleznos¢
d 0%

d;iLy=——L5 =-—-%4d0;. 477

Wykorzystujac (4.73) oraz (4.77) mozna uprosci¢ pochodng przyrostu kata (4.71) dla symetrycz-
nej fazy podporu do nastepujacej postaci

O* *)2 *\2 2 o3 Tk
4 A" — _ 2d;0; " [(Gd) <4+ C) cosoz) 1 (aK+ 7r sma)] B VA K

K L (L%)? o 4 2K3/2 7
(4.78)

i dalej ze wzoru (4.75) do postaci
dAG* — 2L % (65)2 41 (05)% — cos o 1 oK + 2 sin o B
" KD(a,Es0%) L (Ly)?

VAd;K*
C9K3/2

(4.79)

z D(«, Es, 6) danym przez (4.76) oraz L}, danym przez (4.72). Jesli pozwolimy zmieniad sie
sztywnosci nogi K, to uzywajac teraz (4.74) w powyzszym wzorze (4.79) mozna pokazaé, ze
d; AQ* = L X [AG* —2a] =0 (4.80)
7 0:D(a, E, 0%) e '
Jest to oczywiste, bo Ab; (Ko (ar, Es, 05)) = AG* = 20, gdzie Ab; jest rozwinieciem przyrostu
kata do drugiego rzedu wiacznie (patrz (3.86)). Zauwazmy, ze sztywno$¢ K w badaniu stabilnosci

musimy traktowa¢ jako wartos¢ stalg wzgledem Y; (patrz na przyklad Rys. 4.3) i dlatego drugi
sktadnik pochodnej (4.79) znika, bo d; K* = 0.
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Twierdzenie 6 (O stabilnosci rozwiazan symetrycznych). Zatdémy, ze spetnione sq zatozenia
Twierdzenia 4. Jezeli dodatkowo zbidr parametréw { o, Eg, 075} spetnia warunck

d; A6 )= : 4.81
€ (O sma+D(0‘,Es,0§)> (4.81)
gdzie
d:AQF — 2(6;)° 8Es —9cosa — 3(67)* \/Q(E’s —cosar) — (05)? .
' - KD(a,E,,0;) 2(Es — cosa) — (63)? (07)3

><<aK+ WQSinaﬂ,

oraz D(«, Es, 8%) dane jest wzorem (4.76). Wowcezas Y™ zdefiniowane przez (4.44) lub (4.45) jest
wysokoscig wierzchotka stabilnego punktu statego.

(4.82)

Dowdd. Startujac z (4.14), otrzymujemy

d

Ab;
dy;

FY)=1- [sinoz +2y/(V* — cos ) (B, — Y*)] (4.83)

Y*

dla wysokosci wierzchotka punktu statego Y*. Poniewaz wyrazenie w nawiasach kwadratowych
w (4.83) zawsze pozostaje dodatnie, to (4.70) przeksztalca sie w nastepujacy warunek

2
d; A0* € [0, : 4.84

( sina+2\/(Y*—cosa)(Es—Y*)> (4.84)
co wskazuje na to, ze wyzsze lub nizsze wysokosci wierzchotkéw musza by¢ odpowiednio skom-
pensowane wicksza lub mniejszq wartoscig przyrostu kata Ab;. Jednakze ze wzgledéw na stabil-
no$¢ dodatnia pochodna d; Af* nie moze by¢ wigksza niz

2 [sina +2,/(v* — cosa) (B, - Y*)] L ofimat Dio, B0 (485)

gdzie D(«, E, 6) dane jest wzorem (4.76). Nastepnie przyjmujac, ze K jest stale, wstawiamy
d; K* = 0do (4.79) i otrzymujemy pochodng przyrostu kata dla symetrycznej fazy podporu
zalezng od zestawu parametréw {«, E, 07} oraz dang wzorem (4.82). O

Twierdzenie 6 postuzy nam do wyznaczenia zestawu parametréw {«, E, 8%} oraz sztywno-
$ci K, dla ktérych punke staty Y jest stabilny. Zaczniemy od szczegélnego przypadku (3.87).
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4.4.1 OBSZARY STABILNOSCI PUNKTU STALEGO DLA SZCZEGOLNEGO PRZYPADKU

Napoczatku przydatne bedzie napisanie Twierdzenie 6 w szczegSlnym przypadku (3.87). Twier-
dzenie 6 dla 0 = /cos av ma nast¢pujaca postac:

Whiosek 4. Gdy predkost kgtowa w momencie lgdowania dla punktu statego Y™ jest rowna 07 =
\V/€os o, to warunck (4.81) & Twierdzenia 6 prayjmuje postaé

2
"sina + D(a, ES)>7

d;AO* € <0 (4.86)

gdzie z (4.76) mamy

D(a, Es) = cos2ay/cos a(2Es — 3 cos o) + sin 2a(Es — 2 cos av). (4.87)

Jesli dodatkowo zatozymy, ze K jest wystarczajgco duze, aby mogna je bylo zastapic przez K1 =
- 2

K1 = =252, dane wzorem (3.107) z vy = 20y, to pochodna (4.82) redukuge sig do postaci

da ’

2cos o 2F; — 3cos o 72 sin «v
AAGF = 2By R T RS K _
' KD(a, Es) % [ (cos )3 (a T >]
(4.88)
20 o 16 2E3—3cosa(1+ tg a)
= — atgo)|.
D(a, Ey) 2 Ccos o &

Rysunek 4.6 przedstawia funkcje odwzorowania wierzchotkéw f(Y;) = Yi41(Y;) dang wzo-
rem (4.14) dla zbioru parametréw jak na weczesniejszym Rysunku 4.3. Zgodnie z przewidywa-
niami, pierwsze przeciecie z prosta Y; 1 = Y;, ktére wynosi Y = 0,9399 (patrz (4.44) lub
(4.45)) jest stabilnym punktem statym i przyciaga sasiednie wierzchotki Y; w kilku krokach (patrz
na $lady strzatek w powigkszonym obszarze na Rys. 4.6). Poza tym, jak wida¢ na obu Rysun-
kach 4.3 i 4.6, pochodna funkcji w miejscu drugiego przeciecia z prosta Y; 1 = Y;, ktére wynosi
Y™ = 0,9509 przekracza 1, czyli jest to niestabilny punkt staly. Z drugiej strony, jesli obliczymy
warto$ci wlasne f'(Y™*) ze wzoru (4.83), podczas gdy d; A0* wyznaczymy ze wzoru (4.88), gdzie
w miejsce K wstawimy Ko(7/9, 1,48, \/cosw/9) = 18,3575, to f'(0,9399) = —0,706 dla
stabilnego punktu, natomiast f/(0,9509) = 1,330 dla niestabilnego punktu.

PrzejdZzmy do wyznaczania obszaréw stabilnosci, czyli zbioréw parametréw biegu, dla ktérych
|f'(Y*)| < 1. Dwie krzywe: dolna, gdy f'(Y*) = —1, tzn. d;A0* = 2[sina + D(a, Es)] ™t
i gérna, gdy f/(Y*) = 1, tzn. d; A0* = 0 (patrz (4.88)), to ograniczenia obszaréw dla Es(«) i
K(a, Ey), sktadajace si¢ z kombinacji parametréw prowadzacych do stabilnego punktu stalego.
Kiedy zaktadamy, ze sztywno$¢ K jest dostatecznie duza, aby skorzystaé z przyblizenia K1 mozliwe

60



0.945
Yin(Y) 09us |
099+ Y=Y, '
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= 0.941
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o 0.4 Q ‘
@ . . . .
g 0951 094 0941 0842 0843 0944 0945
0.94 1 1 1 1 1 =
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1
Wysokos¢ wierzchotkaY,
Rysunek 4.6: Na drugim planie funkcja odwzorowania wierzchotkéw f(Y;) = Yiy1(Y;) dana wzo-

rem (4.14) dla zbioru parametréw jak na Rysunku 4.3: @« = 7/9, E; = 1,48 oraz
K = Ks(a, Es,+/cosa) = 18,3575. Miejsce przeciecia z osig Y;+1 = Y; to stabilny
punke staty (czarne kétko) oraz niestabilny punkt staly (puste kétko). Na pierwszym planie
wida¢ doktadniej stabilny punkt staly Y* = 0,9399, dla ktérego wartos¢ wlasna wynosi
f(Y*) =-0,9951.

jest analityczne, za pomocg jawnych wzoréw, znalezienie ograniczen tych obszaréw. Oznacza to,
ze dzigki (4.88) z Wniosku 4 mamy

. 3 12802
EI <E™n < B, < Ef=Zcosa+ o2 B¢

Y W Er——— 4.89
2 (1 + atga)?’ (489)

gdzie E] i E s3 wyznaczone z (4.86) oraz (4.88), natomiast z warunku na istnienie punktu
stalego, minimalna energia wynosi (4.55), czyli ET™™ = 21— 4 cos v. Eatwo mozna sprawdzi¢,

ze By < E™™ dla kazdego parametru « z rozwazanego zakresu. Zatem dolna granica energii
uktadu wynosi ™. Ponadto uzywajac (3.92) i (3.93) mozemy znalez¢ nastepujacy obszar dla
rozwigzan stabilnych w przypadku K (o, E;)

K™ < K < KT, (4.90)

gdzie K™ jest dane wzorami (4.56) oraz (4.57), natomiast K = K(«, Ef), gdy kat o €
(m/36, w/6). Warto réwniez wspomnie(, ze ograniczenia (4.90) dla sztywnosci s3 bezposrednia
konsekwencja monotonicznego zachowania si¢ K (o, Es) w zaleznosci od parametréw. W szcze-
gblnosci dla ustalonego kata «, sztywno$¢ K wzrasta, wraz ze wzrostem energii uktadu E.

61



154 350
L —K’
153 300
152}
151} 250 |
2
o155 200 -
L%’1,49— z
148} A0 ¢
147} | o
100 19 192 194 196 198 20 202 204 206 208 21
145}
50
145}
144 0

5 10 25 30

5 20
a[deg]

Rysunek 4.7: Zaleznosci parametréw dla rozwiazari punktu statego z 67 = /cos a.. Obszary stabilnosci:

Eq(a) (polewej) i K (o) (po prawej) przewidywane poprzez przyblizenia analityczne (4.89)
i (4.90) dla réznych katéw ataku a od 5°(= 7/36) do 30°(= /6). Obszar stabilnych
punktéw statych, o wartosciach wlasnych —1 < f/(Y*) < 1, jest oznaczony na szaro.
Obszar niestabilnych punktéw stalych, o wartosciach wlasnych f/(Y™*) > 1, jest oznaczony
na niebiesko. f' to oznaczenie warto$ci wlasnej uzywane w legendzie.

126

Predkos¢ katowa

1248 T [ CM
122} —_— (O}

N
N}
EN
A
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A
N

P_[ed ligéé_}‘(atowa
N

=
N
N
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1.08,

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
afdeg]

Erergia

Rysunck 4.8: Po lewej obszar stabilnosci predkosci katowej 0% (E's) z o« = m/9 dla zmieniajacej sig energii
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E, od 1,45 do 3. Linia pozioma pokazuje przypadek 0 = (/cosa = 0,9694. Po prawej
obszar stabilnosci predkosci katowej 0% () przy E; = 1,8 dla réznych katéw natarcia o
od 10°(= 7/18) do 30°(= 7/6). Gérna i dolna granica to odpowiednio (6%)™ i (65) .
Obszar stabilnych punktéw stalych o wartosciach wlasnych —1 < f/(Y™*) < 1 zaznaczony
jest kolorem szarym. Na niebiesko zaznaczono obszar niestabilnych punktéw statych o war-
tosciach whasnych f/(Y™*) > 1. f’ to oznaczenie wartosci wlasnej uzywane w legendzie.



Zatozenie matych wartosci kata o, wymaganych dla rozwiazan przyblizonych, jest zawsze zwia-
zane ze sztywnoscig sprezyny przekraczajaca fizjologicznie uzasadnione wartosci w przypadku sy-
metrycznych faz kontaktu. Na Rysunku 4.7, po prawej wida¢, ze gdy kat a maleje, to parametr
K ro$nie. Poniewaz katy natarcia mniejsze niz 7 /18 s3 mato prawdopodobne podczas rzeczywi-
stego biegu cztowieka z predkoscia joggingu, to sztywno$é nogi K wyznaczona wowczas z modelu
symetrycznego (patrz (3.92) i (3.93)) nie moze by¢ wiarygodna wartoscig fizjologiczng. Na przy-
ktad, biorac & = 7/36i E5 = 1,5, bezwymiarowa sztywno$¢ nogi K (7/36, 1,5) wynosi 322
(patrz Rys. 4.7). W poréwnaniu do eksperymentéw, gdzie typowe wartoéci sztywnosci mieszczg
sic w przedziale 20 - 50 (patrz Tab. 2.1 lub Tab. 3.1), otrzymana warto$¢ K = 322 jest od 6,5
do 15,5 razy wicksza. Nawet dla biegéw sprinterskich, gdy wartos¢ sztywnosci znacznie wykracza
poza 50, uzyskana w rozwazanym przypadku sztywnos¢ jest 3-krotnie wicksza od rzeczywistych
parametréw K.

Przypomnijmy, ze funkcja odwzorowania wierzchotkéw f(Y;) (patrz (4.14)) przedstawiona na
Rysunku 4.6 jest wyznaczona dla zbioru parametréw: « = 7/9, E; = 1,48 oraz K =
Ky (m/9, 1,48, \/cosm/9) = 18,3575. Zauwazmy, ze zestaw tych parametréw nalezy do po-
kazanych na Rysunku 4.7 obszaréw kombinacji parametréw dajacych stabilne rozwiazania, ktére
z kolei wyznaczyliémy z oszacowan (4.89) oraz (4.90). Pionowe linie na Rysunku 4.7, oznaczone
dla kata ataku o = /9, ilustruja, ze zaréwno energia 5 = 1,48 (po lewej), jak i sztywno$é
K = 18,3575 (po prawej) naleza do szarych obszaréw stabilnosci dla tych parametréw biegu.

4.4.2 OBSZARY STABILNOSCI PUNKTU STALEGO DLA OGOLNEGO PRZYPADKU

W tym rozdziale odejdziemy od przypadku 0 = +/cos a i przedstawimy obszary stabilno$ci w
ujeciu ogdlnym. Gérne i dolne granice obszaréw stabilnosci, oznaczone na Rysunkach 4.8 oraz
4.9 odpowiednio linig ciagla i przerywang, wyznaczono z Twierdzenia 6.

Na Rysunku 4.8 pokazano obszary stabilno$ci predkosci katowej 0 w zaleznosci od zmienia-
jacej sic energii (przy zadanym parametrze <) i zmieniajacego si¢ kata ataku (przy zadanym para-
metrze F). Dla ustalonego kata natarcia predkosé katowa 6 rosnie wraz ze wzrostem energii,
podczas gdy dla ustalonej energii predkosé katowa 07 maleje wraz ze wzrostem kata natarcia. Po-
zioma linia ciagta na Rysunku 4.8 (po lewej) ilustruje przypadek, gdy 0, = /cos a, dla ktérego
z warunku (4.55) energia musi by¢ bliska 1,5.

W przypadku sprintéw technika biegu znacznie si¢ zmienia (patrz [11, 16]). Z punktu widzenia
parametréw naszego modelu, skutkuje to zwigkszeniem 8 i zmniejszeniem . Podczas gdy katy
natarcia s3 mniejsze niz podczas zwyklego joggingu, katy odbicia s3 znacznie wicksze (patrz [4,
14]). Wprowadza to zbyt duzg asymetri¢ w kontekscie symetrycznego modelu. Nie ma, wige sensu
analizowa¢ stabilnosci dla tej techniki biegu. Ponadto w tej czeéci rozwazane sg fizjologicznie uza-
sadnione wartosci sztywnosci nogi, ktére wystepuja gdy kat o jest wiekszy niz 7 /18, co réwniez
eliminuje biegi sprinterskie.

Rysunek 4.9 prezentuje obszary stabilnosci energii Es () i sztywnosci K (o, Es) dla zmienia-
jacego si¢ kata ataku w przypadku stalej predkosci katowej. Jak widaé na Rysunku 4.9, energia E;
ro$nie wraz ze wzrostem kata natarcia, podczas gdy sztywnos¢ K oczywiscie maleje. Przy stalej
predkosci katowej 07 i wickszym kacie ataku «v potrzeba wiecej energii, aby punkt masy ustabi-
lizowal sie na tym samym poziomie. Z drugiej strony, dla ustalonej wartosci o potrzeba wigcej
energii, aby zwickszy¢ predkosé katows 6. Sztywnos¢ sprezyny zalezy zaréwno od kata «, jak i
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od energii F;. Im wicksza energia, tym wigksza sztywno$é, przy czym sztywno$¢ maleje wraz ze
wzrostem kata natarcia. Zauwazmy, ze wpltyw o na sztywno$¢ nég jest znacznie silniejszy i typows
sytuacjg jest spadek sztywnosci wraz ze wzrostem zaréwno kata natarcia, jak i energii.
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Rysunek 4.9: Po lewej obszar stabilnosci energii E's (o), natomiast po prawej obszar stabilnosci bezwymia-
rowej sztywnosci K (o, E), okreslonej przez (3.92) i (3.93), gdzie 8 = 1,5 dla réznych
katéw natarcia & 0od 10°(= 7/18) do 30°(= m/6). Gérna i dolna granica po lewej stronie
to odpowiednio Ef i E; oraz K™ = K(a, E})i K~ = K(«, E; ) po prawej stronie.
Obszar stabilnych punktéw stalych o wartosciach wlasnych —1 < f/(Y™*) < 1 zaznaczony
jest kolorem szarym. Na niebiesko zaznaczono obszar niestabilnych punktéw statych o war-
tosciach wlasnych f/(Y*) > 1. f' to oznaczenie warto$ci wlasnej uzywane w legendzie.

4.5 TRANSKRYTYCZNA BIFURKACJA W ODWZOROWANIU
WIERZCHOLKOW

W tej czedci rozprawy przedstawimy numeryczny i analityczny dowdd na wystepowanie bifurkacji
transkrytycznej w naszym odwzorowaniu okreslonym réwnaniem (4.14). Sprawdzili$my, ze bifur-
kacje wystepuja takze w innych przyblizonych rozwigzaniach (patrz na przyktad [28]), ale ich wy-
stgpowanie w petnym modelu nie zostalo jeszcze zweryfikowane w literaturze. W szczegdlnosci,
biorac pod uwage energie uktadu F jako parametr bifurkacji, pokazemy, Ze rozwiazania punktu
statego zderzajg si¢ w bifurkacji transkrytycznej i wystepuje wymiana stabilnosci.

Zatrzymajmy si¢ na Rysunku 4.10, ktdry jest jedno parametrycznym diagramem bifurkacyj-
nym, na ktérym przedstawiamy istnienie i stabilno$¢ rozwiazan punktu stalego w zaleznosci od
energii. Linia ciggla na Rysunku 4.10 wskazuje rozwiazania stabilne, a linia przerywana niesta-
bilne. Zacznijmy od lewej strony Rysunku 4.10, czyli od najnizszego poziomu energii Fsy = 1,51.
Przy tej wartosci parametru bifurkacji istnieje para rozwigzan punktu statego, jedno na dolnej ga-
lezi jest stabilne, podczas gdy to na gérnej galezi jest niestabilne. Zwickszajac warto$¢ parame-
tru energii Fs, te dwa rozwiazania zblizajg si¢ do siebie, az zderza si¢ dla E;' = 1,550, gdy
Y* = 0,9754. Zwickszajac dalej Es, powyzej wartosci Es = E, widzimy, ze galaz stabilna
przechodzi dalej poza punkt bifurkacji jako gataz niestabilna, a gataz niestabilna jako galaZ sta-
bilna. Mamy zatem typowy scenariusz bifurkagji transkrytycznej.
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Rysunek 4.10: Jedno-parametryczny diagram bifurkacji dla funkgji (4.14). Punktem bifurkacji transkry-
tycznej jest punkt staly Y* = 0,9754, gdy energia £, = E} = 1,550. Ustalono kat ataku
anaa = m/12, podczas gdy sztywnos¢ K = Ky jest wyznaczonaz (3.92),dla 8 = «, i
ro$nie od 34,77 dla £, = 1,51 do 38,73 dla £, = 1,58.

Aby zaobserwowac to dalej, na Rysunku 4.11 przedstawiamy numerycznie odwzorowanie (4.14)
dla trzech réznych wartosci parametru bifurkacji. Mianowicie dla 5 < E, nastepnie dla Ey =
E} iwreszcie dla B > E7 . Rozwazmy najpierw wykres pokazany przez niebieska kropko-
wang krzywa dla Es = 1,515 < E. Na wykresie widzimy dwa stale punkty: stabilny (czarna
kropka) znajduje si¢ pod niestabilnym (puste kétko), co zgadza si¢ z diagramem bifurkacji przed-
stawionym wczesniej na Rysunku 4.10. Zwickszajac Fg do By = E} = 1,550, zderzaja si¢
dwa state punkty - patrz czerwona ciagta krzywa na Rysunku 4.11. Zauwaz, ze wykres jest styczny
do prostej Y; 1 = Y; w punkcie bifurkacji Y* (czerwona kropka). Wreszcie, zwickszenie Es do
Es = 1,575 > E pozwala nam zobaczy¢ wymiane stabilnosci punktéw stalych - patrz zielona
przerywana krzywa na Rysunku 4.11, gdzie niestabilny punkt staly (puste kétko), powiedzmy Y,
nadal lezy powyzej stalego punktu Y, czyli Y,, > Y'*, a stabilny (czarna kropka), powiedzmy
Y, lezy ponizej Y™, czyli Yy < Y*.Z tych trzech wykreséw widad, ze warunki dla bifurkacji
transkrytycznej sg spetnione.

Fizyczna konsekwencja bifurkacji transkrytycznej podczas biegu jest obnizenie wysokosci punk-
tu stabilnego po przekroczeniu energii krytycznej . Energia w uktadzie staje sic wtedy wyzsza
niz potrzebna do stabilnego biegu z dang predkoscia i musi zostaé wytracona. Parabola lotu, czyli
wektory predkosci, zmieniaja si¢ tak zeby cz¢$¢ energii zostata oddana poprzez uderzenie w ziemig.
Taki bieg staje si¢ mniej ekonomiczny pod wzgledem energetycznym i wigze si¢ z nieoptymalng
technikg biegu.

W rozwazanym przyktadzie bifurkacja transkrytyczna wystepuje dla nastgpujacego zestawu pa-
rametréw: o« = /12, B, = 1,550, K = Ky = 36,75, gdzie 0 = 1oraz L} = 0,410,

czyli pozioma i pionowa predko$¢ w chwili ladowania wynosi odpowiednio Urp = 1,072 i
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Rysunek 4.11: Numeryczna ilustracja transkrytycznej bifurkacji wystgpujacej pod wplywem zmiany para-
metru bifurkacji s w odwzorowaniu (4.14). Parametry jak na Rysunku 4.10. Kat natarcia
« jest ustawiony na o« = 7/12, podczas gdy sztywnos¢ K = K> uzyskana z (3.92), dla
B = a, wynosi 35,07 dla E5 = 1,515, 36,75 dla Es = Ef = 1,550 oraz 37,94 dla
E; =1,575.

Vrp = 0,137. S3 to typowe wartosci dla biegu (patrz Tab. 2.1), ktéry jest tylko nieznacznie szyb-
szy niz w przypadku 0 = \/cos cv.

Zanim sprawdzimy, czy warunki analityczne dla bifurkacji transkrytycznej sa spetnione, za-
znaczmy tutaj, ze parametr K nalezy teraz uznad za zalezny zaréwno od stanu modelu w momencie
ladowania, jak i od zmiennych parametréw, a mianowicie od wysokosci wierzchotka Y i uktadu
energetycznego F. Indeks dolny dla uproszczenia oznaczen zostat w tym podrozdziale celowo po-
miniety. Wiemy, ze og6lnie K = K («, 04, Lg). Teraz, z réwnan punktu stalego (4.44) i (4.45),
mozemy zidentyfikowad zwigzek miedzy (o, 04, Lq) i (Y, E). Dlatego dla rozwigzari punktu sta-
tego mozemy réwnowaznie wyrazi¢ K (v, 84, Lq) jako K (Y, E). Jestesmy gotowi do sprawdze-
nia warunkéw dla bifurkacji transkrytycznej w punkcie (Y*, Ef) w czynnikach pochodnych
funkcji Poincarégo f(Y, E) (patrz (4.14)), gdzie odwzorowanie bez indekséw dolnych dane jest
réwnaniem

f(Y,E) = cos (o — Af) + [Sin (2a — AO)VE — Y + cos (2a — AB)VY — cos ar
(4.91)
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Warunki te s3 nastgpujace:

fY*EBf)=Y", (4.92)
oraz
g}f; (Y*,Ef) = (4.93)
i ponadto
SJJ; (Y* EFf) =0, (4.94)
62
(v B £ 0 (4.95
a takze o2
OY]; (Y*,EF) #0. (4.96)

Twierdzenie 7 (O transkrytycznej bifurkacji). Niech zbidr parametréw {cv, E, 8} spetnia (4.46)
oraz (4.81). Wowczas Y™, zdefiniowane przez (4.44) lub (4.45), jest wysokosciq wierzchotka punktu
statego dla takiej energii E = EJ, ze odwzorowanie f(Y, E), dane wzorem (4.91), spetnia wa-
runki (4.92), (4.93), (4.94), (4.95) i (4.9¢)dla (Y, E) = (Y*, E}), zatem (Y*, EY) jest punktem
bifurkacji transkrytycznej.

Dowdd. Napoczatku sprawdzimy, zew (Y, E) = (Y*, ET), funkcja (4.91) ma niehiperboliczny
punke staly, to znaczy spetnia warunki (4.92) oraz (4.93). Istnienie punktu (Y*, Ef) gwarantuja
zalozenia (4.46) oraz (4.81) z Twierdzenia 4 oraz Twierdzenia 6, odpowiednio. Poniewaz prze-
chodzac przez (Y*, E) musimy mie¢ dwie krzywe punktéw statych (patrz na Rys. 4.10), zatem
zgodnie z twierdzeniem o funkcji uwiktanej, konieczne jest, zeby sprawdzic (4.94). Co wiccej, dla
pochodnych drugiego rzedu, musimy dostaé (4.95) oraz (4.96). Pochodne uzyte w warunkach na
bifurkacje transkrytyczne (4.93), (4.94), (4.95) i (4.96) sa pokazane ponizej w ich jawnej postaci
(dla poréwnania pierwszej pochodnej patrz (4.83)):

S}{ (Y Ef)=1- lsmoz + 2\/(Y* — cos a)(Ej — y)] %ie(y* B =
a5 = _[Smo‘“\/ (¥ - cosa) (B —Y*)] < 20 Bty =0

Y
i SO TG
RN e

(4.97)
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Zatem warunki (4.93), (4.94), (4.95) oraz (4.96), to znaczy (4.97), mozna wyrazi¢ jako pochodne
przyrostu kata Af w nastepujacej postaci:

0Al 0A0

oY —(Y*,El) =0, oo —(Y*,El) =0,
4.98)
82A9 0?N0 (

W takim razie, z pierwszego wiersza wyrazen (4.98) wynika, ze w rozwidleniu (Y*, E) przyrost
kata Af podczas podporu, jest stacjonarny. Aby sprawdzié, czy rzeczywiscie tak jest, zauwazmy,
ze (patrz (4.80))

0Af
7 ——(Y*, El) = d;A0* = 0. (4.99)
Poniewaz
. ™K . (052 —cosa 1 msina)
"= +2L; T 9—2 | aK + 1 =0, (4.100)
dla K = Ko, to dalej mozna pokaza¢, ze
Sg V"B == =0, (4.101)
gdzie (patrz (4.15) i (4.16)) trzeba wykorzystaé
oty = (v By = S0 (4.102)
oF Q(E;' —Y¥)
oraz oL ) gt
* d * + d
L Y* FE] — — L 0pb; 4.10
dpLg = 9E = ( ) = I daE d- (4.103)

Co wiecej, drugie pochodne czastkowe dla przyrostu kata Af w punkcie (Y*, E) (patrz drugi
wiersz (4.98)) sa rézne od zera. Wynika to z postaci funkcji odwzorowania wierzchotkéw (4.91) i
mozna sprawdzi¢ numerycznie za pomocg réznic skoficzonych. O

Punkt bifurkacji (Y*, E) = (0,9754, 1,550), czyli dla przyktadu ilustrowanego na Rysun-
kach 4.10 oraz 4.11, spelnia warunki (4.98). Mozna zauwazy¢, ze funkcja (4.91) jest wypukta i w
konsekwencji druga pochodna przyrostu kata ujemna (patrz ostanie réwnanie (4.97)). Zatem w
tym punkcie bifurkacji przyrost kata A osiaga warto§¢ maksymalna.

68



S SZTYWNOSC I MINIMALIZACJA ENERGII
NA BAZIE EKSPERYMENTU

W tym rozdziale przedstawimy praktyczne zastosowanie modelu SL/P w analizie danych pocho-
dzacych z przeprowadzonego przez nas eksperymentu. Naszym gtéwnym celem jest wykorzysta-
nie modelu jako punktu odniesienia do wlasciwosci mechanicznych i energetycznych biegu czto-
wicka, ze §rednimi predko$ciami. Poréwnamy energic generowang przez biegacza z minimalng
energig wymagang do stabilnego biegu, przewidywana przez model. Przed przeprowadzeniem tej
analizy dokonamy poréwnania dwéch aproksymacji sztywnosci nogi okreslonych przy pomocy
predkosci srodka masy CoA oraz katéw ataku i odbicia ze sztywnoscig wyliczong bezposrednio z
definicji, jako iloraz ugiecia nogi i sily reakcji podtoza. Ponadto, ocenimy przyblizenie czasu kon-
taktu stopy z podlozem, maksymalne ugiecia nogi oraz réznice miedzy katami ataku oraz odbicia
w fazie podparcia. Dzi¢ki temu bedziemy mogli zweryfikowac zgodnos¢ naszego modelu z rzeczy-
wistymi danymi.

S.1 PRZEBIEG BADANIA

W badaniu wzieto udziat stu pieciu zdrowych studentéw wychowania fizycznego, w tym 71 mez-
czyzn i 34 kobiety. Grupa obejmuje zawodowych biegaczy, przedstawicieli innych dyscyplin oraz
sportowcéw rekreacyjnych. Wszyscy oni zostali poinformowani o przebiegu badania i wyrazili
zgode na uczestnictwo. Eksperyment zostal przeprowadzony zgodnie z Deklaracja Helsiriska. W
celu zilustrowania danych wyznaczono srednig £ standardowe odchylenie (mean + SD) dla
podstawowych zmiennych: wiek 20 £ 3 lat, wysoko$¢ ciata 175 & 9 cm, oraz mase 69 & 11 kg.
Badanie zostato przeprowadzone w Laboratorium Biomechaniki Ruchu Sportowcéw Uniwer-
sytetu Rzeszowskiego. Po standardowej rozgrzewce, sktadajacej si¢ miedzy innymi z 15 - minuto-
wego truchtu oraz rozciggania catego ciata, wolontariusze odpoczywali, do osiagnigcia petnej su-
bicktywnej gotowosci do wykonania testu. W gtéwnym eksperymencie wykonywali cztery 15 -
sekundowe préby na biezni ( b/p/cosmos sports & medical GmbH, Nussdorf-Traunstein, Niemcy).
Kazda z nich rozpoczynata si¢ od wolniejszego biegu, aby stopniowo osiaggnaé docelows predkosé
biezni: 9,12,5, 16, 19,5 km/h, odpowiednio. Préby rozdzielata bierna przerwa trwajacg 2 minuty,
lub do momentu, az tetno, wréci do wartosci sprzed wysitku. Okres oczekiwania zostal wpro-
wadzony w celu unikniecia efektéw zmeczenia i zapewnienia, ze kazda préba zostata wykonana
przy maksymalnej gotowosci fizycznej. Zasadnicza przyczyng zmeczenia mig§niowego jest kwas
mlekowy, ktéry bezposrednio wplywa na kinematyke ruchu (patrz [5, 6]). Podczas 15 - sekundo-
wego wysitku o submaksymalnej intensywnosci, szlak glikolityczny nie staje si¢ jeszcze gtéwnym
dostawcg adenozynotrifosforanu (4 7P), dlatego mechanika biegu nie powinna zosta¢ zaburzona.
Adenozynotrifosforan (A4 7TP) jest podstawows jednostkg energetyczna w komoérkach, umozliwia-
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jaca przekazywanie energii potrzebnej do proceséw biologicznych, w tym ruchu migsniowego,
podczas wysitku fizycznego (por. [3]).

Przed pierwsza probg na bocznej powierzchni ciata badanego umieécilismy znaczniki. Marker
srodka masy (CoM) znajdowal si¢ na wysokosci kosci krzyzowej, za kregiem S2. Jest to punkt
projekcji srodka masy na powierzchni¢ boczng (patrz [24]), ktéry wedtug pozycji [18] znajduje sie
na okoto 56% wysokosci biegacza. Drugi znacznik zostal umieszczony na kostce bocznej (por.
[30]). Zmierzono réwniez odlegtos$¢ srodka masy (CoAl) od ziemi w pozycji stojacej, oznaczane
wczesniej w pracy przez o, czyli dtugos¢ odcinka przechodzacego przez oba markery i rozpoczy-
najacego si¢ w ColM, a koriczacego si¢ w punkcie kontaktu stopy z podtozem (okolice §rédstopia).

5.2 ZBIERANIE DANYCH

Podstawowym narzedziem pomiarowym byta bieznia Gaztway 3D Pressure/Force Treadmill wy-
posazona w platforme naciskows Zebris, reprezentujaca Zloty Standard pomiarowy. Site mie-
rzono z czgstotliwoscig 1000 Hz. Dzigki czemu wiadomo doktadnie, kiedy stopa byta w kontakcie
z bieznig oraz jaka byta wartos¢ sity reakcji podtoza (ang. ground reaction force - GRF).

Sportowcy byli réwniez filmowani za pomocg dwéch zsynchronizowanych, szybkich kamer wi-
deo (Ninox 300c, Noraxon, Scottsdale, USA) o predkosci 100 klatek na sekunde. Srodek masy
(CoM) oraz markery kostki zostaty zdigitalizowane dla kazdej klatki, tworzac prosty jedno seg-
mentowy model zawodnika. Momenty lagdowania i odbicia, wyznaczone za pomocy sity reakeji
podloza (GRF), pokrywaly sie z klatkami, w kt6rych stopa wyraznie dotykata biezni oraz, w kté-
rych stopa wyraznie odrywata si¢ od niej (por. [30]). Natomiast moment, w ktérym punkt CoAl
byl najblizszy ziemi, przypadal na dziatanie najwickszej sity reakcji podtoza (patrz [47]). Nastep-
nie katy ataku i odbicia oraz minimalna odlegltos$¢ srodka masy od biezni zostaly zebrane przy
uzyciu systemu SIMI Motion System (SIMI Reality Motion Systems GmbH, Unterschleissheim,
Niemcy). Rzeczywiste wymiary zarejestrowanego obrazu zostaly okreslone za pomocg ramki ka-
libracyjnej (1 m x 1 m) umieszczonej w plaszczyznie ruchu uczestnika. Po skalibrowaniu wspét-
rzednych, minimalna odlegto$¢ od srodka masy do biezni zostata zmierzona jako odlegtosé znacz-
nika punktu CoM od punktu kontaktu stopy z podtozem.

Dodatkowo, tréjosiowy akcelerometr (Shimmer 9DOF, Shimmer Research Ltd, Dublin, Irlan-
dia) zostal umieszczony w okolicach kosci krzyzowej, czyli na wysokosci srodka ciezkosci czto-
wicka w pozydji stojacej, (zgodnie z pozycja [18]). Dane dotyczace przyspieszenia byly mierzone z
czgstotliwoscig 300 Hz, przefiltrowane przez czwartorzedowy filtr Butterworth z cz¢stotliwoécia
odcigcia 10 Hz (dobrang na podstawie [15, 19]). Odwolujac si¢ do modelu SLIP, kontake z zie-
mig rozpoczyna sie, gdy pionowa sktadowa przyspieszenia przekracza zero. Ponadto zaktadamy,
ze w momencie dziatania najwigkszej sily reakcji podtoza (GRF), predkos¢ pionowa wynosi zero,
a predko$¢ pozioma jest réwna predkosci biezni. Przyjmujac takie wartoéci poczatkowe, dla kaz-
dego kolejnego kroku, obie sktadowe predkosci w momencie ladowania, zostaly obliczone przy
pomocy odwrotnego catkowania.
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5.3 WYZNACZANIE PARAMETROW

Badania obejmowaly od 20 do 30 kontaktéw stép z podlozem. Dla kazdego kontaktu maksy-
malna warto$¢ pionowej sily reakcji podtoza zostata okreslona, a $rednia tych wartosci szczyto-
wych, oznaczona przez fy,q., byla wykorzystana do dalszej analizy (patrz Rys. 5.1a). Predkosci
poziome stanowily wypadkows predkosci biezni i chwilowych poziomych predkosci miednicy.
Zaréwno predkosci pionowe jak i poziome byly wyznaczane w momentach ladowania z danych
z akcelerometréw (patrz Rys. 5.1b). Obie predkosci zostaly usrednione, dla wszystkich krokéw, i
oznaczone jako Uz p 1 V7 p. Minimalna odlegto$¢ $rodka masy od podtoza, katy ataku oraz odbicia
(4. o i 3) byly odczytywane w kolejnych fazach kontaktu, a $rednig tych parametréw wykorzy-

stano do dalszej analizy.
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Rysunek 5.1: (a) Sita reakeji podloza z zaznaczonymi pikami oznaczonymi kolorem czerwonym. (b) Przefil-
trowane dane akcelerometréw w osi pionowej i poziomej w odniesieniu do lokalnego ukladu
wspdtrzednych urzadzenia z zaznaczonymi, czerwonym kolorem, momentami ladowania.

Katy zawieraja si¢ miedzy odcinkiem przechodzacy przez oba markery ($rodka masy oraz kostki)
w stosunku do osi pionowej (patrz Rys. 5.2). Minimalna odleglo$¢ punktu CoA1 od podtoza to
odlegto$¢ tego markera w momencie dzialania fi,qz (por. [47]). Natomiast maksymalne ugiecie
nogi Alyqz, to réznica miedzy poczatkowa, a minimalng odlegtoscia srodka masy od ziemi. Ten
parametr charakteryzuje si¢ najwigkszym bledem pomiaru, poniewaz nawet niewielkie réznice w
kalibracji mogg istotnie wptynac na wynik.

Rysunek 5.2: Katy ladowania o i odbicia 3 oraz minimalna odlegtos¢ $rodka masy CoAf od podtoza.
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Predkos¢  a[°] B[°] urp [m/s] vrp [m/s] Alpaz [m] frnaz [KN] e [s] ta [s] [step/s]

9 km/h 5,59 24,27 2,5-0,074 -0,476 0,017 1,435 0,30 0,08 2,69
12,5 km/h 8,05 25,47 3,5-0,074 -0,457 0,017 1,512 0,24 0,10 2,96
16 km/h 9,67 27,73 4,4-0119  -0,419 0,021 1,517 0,20 0,11 3,20
19,5 km/h 10,40 28,95 5,4-0,126  -0,378 0,019 1,528 0,18 0,15 3,03

Tabela 5.1: Wartosci $rednie dla zmierzonych parametréw: o, 5, Uz p, Vrp, Almazs fmazs tes ta, Oraz czg-
stotliwosci krokéw, w zaleznoséci od predkosci biezni. Predkosé pozioma . to suma wektoréw
predkosci biezni i predkosci srodka masy CoAd w momencie ladowania. Wszystkie wartosci pa-
rametrdw s3 wymiarowe.

Zebrane dane przedstawiono w Tabeli 5.1, uzupetniajac je o wyniki z platformy naciskowej,
czyli $redni czas kontaktu stopy z podlozem (t.), $redni czas fazy lotu (t,) oraz czgstotliwos¢ kro-
kéw. Nastepnie wszystkie wartoéci zostaty przeliczone na wielkosci bezwymiarowe, aby umozliwié
poréwnanie z aproksymowanymi warto$ciami.

PrzejdZmy do wyznaczenia kolejnych waznych parametréw modelu.

SzTYwNOSC NOGI

Rzeczywista i wymiarowa wartos$¢ sztywnosci sprezyny (nogi), oznaczona jako Ky.cqq, zostata ob-
liczona zgodnie z ponizszym wzorem:

krea = )
: Almaac

a nastepnie przeliczona na wartos¢ bezwymiarowa: Kyeqr = Kreal - éTOg' Obserwowane biegi byty
stabilne, to znaczy parametry biegu byty w kazdym kroku podobne, a zmeczenie nie powodowato
zmian w mechanice ruchu (patrz [27]). Zatem moglismy uzy¢ zaréwno asymptotycznego wzoru
na K; jak i Ko, dla problemu brzegowego obliczonego z réwnari (3.92) i (3.107), odpowiednio.
Testem # dla préb zaleznych poréwnano wartosci sztywnosci nogi wyznaczonej przy uzyciu obu
metod z warto$ciami rzeczywistymi. Zmiennos$¢ parametréw K, 1 K. 21 Kyeq w czterech predko-
Sciach zostata okreslona za pomoca jednoczynnikowej analizy wariancji (ANOVA) z testem post-
hoc Tukeya. Przyjelismy poziom istotnosci 0,05.

ENERGIA

Energia mechaniczna g zostala obliczona ze wzoru (4.2). Jesli energia uktadu jest nieznacznie
wieksza od minimalnej energii potrzebnej do istnienia rozwigzan symetrycznych  E™",  czyli
Es > E™" (patrz Twierdzenie 4), to uzyskane punkty stale Y* s3 praktycznie stabilne. W
przypadku umiarkowanych predkosci dolne ograniczenie energii dla obszaréw stabilnych wynosi
E™" (patrz (4.89)). Aby uzy¢ wzoru (4.52) na E™" réwniez dla rozwigzari asymetrycznych,
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do réwnania (4.52) za parametr «, podstawimy $rednia wartos¢ katéw ladowania i odbicia, co
prowadzi do uzyskania

B :9—‘%-1-005(1) (5.2)

T 2c08? (%) 2) '

gdzie v = o + (3, a predko$¢ zmiany kata 04 wyznaczymy z (2.31). Powyzsze postgpowanie mo-
zemy uzasadni¢ faktem niewielkiej asymetrii wysokosci srodka masy CoA{ migdzy momentami
ladowania i odbicia, mimo wyraznej asymetrii katowej (kat odbicia 3 wigkszy niz ladowania o).
Biegacze ladujg na zgietym kolanie, czyli odlegtos¢ srodka masy do punktu kontaktu z podtozem
jest mniejsza niz lg, natomiast odbijajac sic wykorzystuja stope, co oddala punkt CoM od ziemi.
Dlatego mozliwe jest, ze Srodek masy znajduje si¢ podczas ladowania i odbicia na tym samym po-
ziomie (por. [39]). W zwiazku z tym, zalozenie o symetrii w modelu jest zasadne.

5.4 PREZENTACJA WYNIKOW

Przyblizenia parametréw biegu fazy podporu takich jak: maksymalne ugiecie nogi (A Lypaq ), czas
kontaktu (1) oraz przyrost kata (A#) z ich odpowiednikami pochodzacymi bezposrednio z da-
nych eksperymentalnych, s przedstawione na Rysunku 5.3 ponizej.
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Rysunek 5.3: Poréwnanie $rednich warto$ci aproksymacji ANLmM, fc i &9, wyznaczonych wzorami
(3.83),(3.80)1(3.86), odpowiednio, ze srednimi wartosciami danych eksperymentalnych dla
tych parametréw biegu (po normalizacji). Srednie zostaly obliczone dla préby n = 105 bio-

racych udzial w badaniu biegaczy.

Bezwymiarowe maksymalne ugiecie nogi, czyli A Lyyqz = Alpaz /o, jest okoto 0,04 mniejsze
niz przyblizenie Emaw (patrzRys. 5.3 po lewej stronie). Z kolei rzeczywisty czas kontaktu stopy z
podtozem po normalizacji jest wickszy o okoto 0,02 w poréwnaniu z wartoscia T. (patrzRys. 5.3,
srodek). Réznica migdzy przyblizeniem Afa rzeczywistg wartoscig A6 = o + 3 nie przekracza
4° (patrz Rys. 5.3 po prawe;j) .

Okazuje sie, ze dla najszybszych biegéw, czyli z predkoscia 19,5 km/h, tylko w 6 sposréd 105
przypadkéw nie udato si¢ obliczy¢ przyblizenia Ko (patrz(3.92)), poniewaz wyrazenie (3.93) byto
ujemne. Przy wolniejszych biegach nie byto juz zadnego problemu z okresleniem K. Jak wida¢
na Rysunku 5.4, rzeczywista sztywnos¢ nogi pozostata praktycznie niezmieniona, podczas gdy
przyblizenie K. 1 znaczaco wzrosto, a K. 2 zmalato. Statystycznie istotna réznica (p—value < 0,05)
miedzy rzeczywistymi warto$ciami sztywnosci nogi a przyblizeniem pierwszego rzedu (K 1) nie
zostala zaobserwowana tylko dla najnizszej predkosci. Tymczasem wartosci K, 11 Kyeqr réznily sie

dla wszystkich pozostatych predkosci.
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Rysunek 5.4: Poréwnanie rzeczywistej sztywnosci nogi, oznaczonej jako K.q1, oraz obu przyblizen K 1
K3, obliczonych z zastosowaniem wzoréw (3.92) i (3.107) odpowiednio, dla czterech pred-

kosci biegu (plus i minus odchylenia standardowego S'D préby 105 badanych).

Cho¢ podobne przyblizenia sztywnosci nogi zostaly opracowane w literaturze, na przyktad [28,
57], to ich wartosci nie sg obliczane na podstawie danych eksperymentalnych. Dlatego, w tej roz-
prawie, poréwnujemy tylko parametr K,.¢q, ze sztywnoscig wyznaczong w podobny sposéb w
artykutach takich jak [2, 8, 10, 22, 46]). Badania przeprowadzone w pracy [22] przedstawiaja dys-
kusje zwigzku miedzy czestotliwoscig krokéw, a sztywnoscia nogi. Inne eksperymenty wykazaty
natomiast, ze sztywnos¢ nogi nie zmienia si¢ istotnie wraz z predkoscia biegu, ale wzrasta, gdy
czgstotliwos¢ krokéw jest wicksza przy stalej predkosci (por. [23, 33, 41, 46, 47]). Czgstotliwosé
krokéw wplywa zatem na sztywno$¢ nogi. Wedtug [48] jest to wplyw posredni, poprzez zwia-
zang ze zmiang czgstotliwosci zmiang czasu kontaktu stopy z podtozem. W naszym eksperymencie
zwickszenie predkosci biezni prowadzi do wickszej czestotliwosci krokéw, ale tez do zwigkszenia
przyrostu kata podczas fazy podparcia, co skutkuje wigkszym odksztatceniem sprezyny ALy, g i
jest typowe dla biegéw o matych i §rednich predkosciach ([32, 57]). Laczac wszystkie zaleznosci,
sztywno$¢ nogi pozostaje stata w zakresie od 26,22 4 3,19 do 27,64 =+ 3,34 przy predkosciach od
9do 19,5 km/h (podobnie jak w [41, 46, 47]). Wickszo$¢ tych wartosci jest nizsza niz te uzyskane
z przyblizeri. R6znica ta moze z jednej strony wynikad z bledéw pomiarowych podczas kalibragji,
ale tez z konstrukgji przyblizen sztywnosci, ktdre nie zaleza bezposrednio od maksymalnego od-
ksztalcenia nogi. Przyblizenie drugiego rzedu jest blizsze rzeczywistej sztywnosci i maleje wraz z
predkoscia, podczas gdy przyblizenie K| wzrastawraz z predkoscig. R6znica miedzy tymi dwoma
przyblizeniami wynika z duzych warto$ci kata A6, ktdry jest nieco wigkszy niz zalozony w symu-
lagjach [60].

Energia F; (patrz (4.2)) oraz minimalna energia potrzebna do utrzymania stabilnego biegu
Eynin (patrz (5.2)) wzrastaja wraz ze zwickszajacy sie predkoscia biegu (patrz Tab. 5.2). Ponadto
obie energie majg podobne wartosci, a Fipy, jest tylko nieznacznie mniejsza niz F;. Przedsta-
wione wyniki, oparte na czysto mechanicznych wlasciwosciach naszego uproszczonego ukladu,
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Predkos¢ E,+SD E.in £SD

9 km/h 1,1440,037 1,11 40,033
12,5 km/h 1,37 £0,075 1,33 £ 0,081
16 km/h 1,66 +£0,106 1,620,110
19,5 km/h 2,13 40,143 2,12 40,158

Tabela 5.2: Srednia wartosé energii uktadu Ej (patrz réwnanie (4.2)) oraz minimalna energia wymagana do
stabilnego biegu E,,,;y, (patrz réwnanie (5.2)), w zaleznosci od predkosci biezni. Dodatkowo,
dla kazdej kolumny zostalo wyznaczone £S5D, czyli plus lub minus odchylenie standardowe

dla préby 105 badanych.

potwierdzajg inne badania [44] sugerujace istnienie mechanizmu optymalizacji biegu. Taka hipo-
tezg postawiono réwniez odnoszac si¢ do fizjologicznego kosztu energetycznego biegu mierzonego
badaniem spirometrycznym (patrz [13, 44, 45, 55]). W tym miejscu warto zauwazy¢, ze predkosé
liniowa odpowiadajaca specjalnemu przypadkowi 6 = +/cos o, czyli okoto 12,5 km/h, zostata
wykorzystana w naszym eksperymencie. Nie mozemy tu jednak obserwowa¢ oszczgdnosci zwigza-
nej ze sprezystym charakterem tkanek, gdyz badana energia obrazuje jedynie koricowy efekt pro-
ceséw zachodzacych w ciele biegnacego cztowieka. Abysmy mogli eksperymentalnie zajac si¢ tym
przypadkiem konieczne bytoby zmierzenie réwniez kosztu fizjologicznego biegu, czyli poszerzenie
pomiaréw o badanie spirometrem.

5.5 WNIOSKI

Gtéwne wnioski z przeprowadzonego eksperymentu sg nastepujace. Energia mechaniczna bada-
nych oséb byta wystarczajaca do stabilnego biegu i tylko nieznacznie wyzsza od wartosci Ep .
Zatem, mozna wnioskowad, ze biegacz dazy do osiagniecia stabilnosci przy minimalnym wydatku
energetycznym. Jest to bardzo wazna obserwacja potwierdzajaca dazenie uktadu nerwowego do
wykonywania ruchéw w mozliwie najoszczedniejszy sposdb. Stosowany model stanowi punkt od-
niesienia dla zmierzonych parametréw poprzez poréwnanie generowanej energii z energia mini-
malng. Pokazuje to zasadno$¢ jego wykorzystania do opisu i analizy ruchu. Nalezy pamigtad, ze
symetria Srodka masy (CoA) rézni si¢ od symetrii katowej, ktéra nie wystepuje w biegach rzeczy-
wistych. W naszej pracy rozwiazujemy ten problem, usredniajac katy ladowania i odbicia. Sposéb
w jaki asymetria katowa powiazana jest z warunkiem minimalnej energii wymaga dalszych badan
analitycznych.

Oczywistg przyczyng niedoktadnosci zaproponowanych metod sg zatozenia przyjete podczas
wyprowadzania rozwigzan, na przyktad takie jak wymaganie matych katéw. Jest to ograniczenie,
ktére z praktycznego punktu widzenia tatwo uzasadnié dla niskich predkosci, kiedy wartosci przy-
rostu kata w fazie podporu sg stosunkowo mate. Jak wida¢ na Rysunku 5.4, dla matych predkosci
oba przyblizenia sztywnosci, pierwszego i drugiego rzedu, s bliskie rzeczywistym. Majac do dys-
pozycji jedynie dane kinetyczne (predkosci srodka masy) oraz informacje na temat katéw ladowa-
nia i odbicia, sugerujemy uzycie, doktadniejszego przyblizenia drugiego rz¢du w celu oszacowania
sztywnosci nogi biegacza.
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Przedstawione metody s3 pomystami, ktére moga sprawdzi¢ si¢ w praktyce, ale wymagaja do-
pracowania. Konieczne sg dalsze badania, aby dostosowaé model do rzeczywistego biegu na przy-
ktad poprzez dopuszczenie wigkszej asymetrii czy wprowadzenie parametru K zmiennego pod-
czas fazy podporu. Dzigki temu interpretacja danych eksperymentalnych bedzie doktadniejsza
wzgledem rzeczywistych warto$ci. Waznym krokiem moze by¢ skorelowanie energetyki biegu z
wartoscig kata natarcia o (bez uwzgledniania sztywnosci K), co utatwi uzycie modelu w wa-
runkach treningowych, eliminujac koniecznosci wykorzystania platformy naciskowej. Umozliwi
to badania nad optymalizacja biegu pod katem poprawy wynikéw sportowych lub sprawdzenie
jak zmeczenie wplywa na zdolno$¢ biegacza do zaobserwowanej minimalizacji energii. Mamy na-
dzieje, Ze wdrozenie proponowanej metodyki ma potencjal, do ilosciowej analizy mechaniki biegu,
zwlaszcza jesli chodzi o parametry takie jak sztywnos¢ i energia mechaniczna.
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6 PODSUMOWANIE

Klasyczny model SLIP skutecznie opisuje mechanike biegu wynikajaca z dynamicznej interak-
¢ji miedzy srodkiem masy (CoA), a elastycznym zachowaniem tkanek naszego ciata (por. [56]).
Warto zaznaczy¢, ze w tym przypadku nie uwzgledniamy fizjologicznego kosztu biegu, ani nie
traktujemy pracy sprezyny jako sity napedowej biegacza. Model obrazuje raczej charakterystyke
fazy podporu, w szczegélnosci zmiany kata pomiedzy noga, a osig pionows oraz ugiecie nogi, przy
biegu z okreslong predkoscia. Wazne jest, Ze w rzeczywistym biegu istnieje znaczna asymetria po-
miedzy katami ladowania a odbicia, ktéra poglebia si¢ wraz ze wzrostem predkosci biegu. W wy-
niku ograniczet modelu w tym przypadku, mozemy zaobserwowaé, ze jest on skonstruowany
do biegéw z umiarkowanymi predkosciami, dla ktérych asymetria jest mniejsza. Warto réwniez
zwréci¢ uwage, ze wszystkie wlasnosci modelu wyprowadzane sg dla predkosci oscylujacych wo-
két 05 = /cos a, czyli w zakresie rozwazanego eksperymentu.

Bieg w fazie podporu opisany jest przez nieliniowy uktad réwnan rézniczkowych, ktéry nie
ma analitycznego rozwiazani. Stosujac metody teorii zaburzeni udato nam sie¢ znalez¢é przyblizone
rozwigzania dtugosci sprezyny L oraz kata 6, kontrolujac wielkos¢ popetnianych bledéw. Jest to
przewaga podejscia systematycznego nad heurystycznym stosowanym na przyktad w pracach [28,
58]. Dodatkowo wyznaczylismy przyblizenia waznych parametréw fazy podporu, takich jak: czas
kontaktu z podtozem, maksymalne ugiecie sprezyny i przyrost kata. Zostaly one wykorzystane do
walidacji dziatania modelu w warunkach rzeczywistych.

Zeby model mégt lepiej oddawaé zachowanie odpowiadajace zmianom kata ataku i odbicia,
ktére wystepuje podczas biegu wprowadziliémy jego asymetryczna wersje. Zakladajac, ze przesu-
niccie kata w fazie podporu przyjmuje mate wartosci dopuszczamy niewielkie réznice migdzy ka-
tem ataku a odbicia, przy czym kat odbicia nie moze by¢ mniejszy niz kat ataku. Przyjmujemy
réwniez, ze warto$¢ sztywnoéci nogi jest ustalong stata podczas trwania catej fazy podporu oraz, ze
zachodzi zasada zachowania energii i zachowany jest réwniez moment obrotowy. Przeprowadzona
analiza istnienia punktéw statych takiego zmodyfikowanego modelu doprowadzita do znalezienia
rozwigzan asymetrycznych tylko dla duzych katéw odbicia, odpowiadajacych trzykrotnosci rzgdu
kata ataku (3 ~ 3a). Znalezione punkty stale nie spetniajg wicc podstawowego zatozenia do-
tyczacego wielkoci kata odbicia, czyli nie przyjmuja matych wartodci i nie s3 tego samego rzedu
co kat natarcia. Powyzszy wynik w kontekscie stosowalnosci modelu, prowadzi do konkluzji, ze
punkty stale istniejg tylko dla biegéw symetrycznych. Przyjmujac zatozenia holonomiczne oraz
wyréwnujac energie poprzez korekte jedynie predkosci poziomej zamykamy si¢ niejako na roz-
wigzania asymetryczne. Podsumowujac, dopuszczamy réznice w katach ataku oraz odbicia, ale
poprzez przyjete zatozenia, konstrukcja odwzorowania nie pozwala na istnienie rozwigzan asyme-
trycznych, ktére odpowiadatyby katom natarcia oraz odbicia dla biegéw rzeczywistych.

W takim razie, tylko w przypadku symetrycznym, mamy do czynienia ze zjawiskiem bifurkacji
transkrytycznej. Przy przejsciu przez punkt bifurkacyjny gataz stabilnych punktéw statych zmie-
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nia si¢ w galaZ niestabilng, a gataZ punktéw niestabilnych w punkty stabilne. Przygladajac si¢ dia-
gramowi na Rysunku 4.10, gdzie parametrem bifurkacyjnym jest energia wida¢, ze punkty stabilne
odpowiadajg nizszym wysokosciom wierzchotkéw fazy lotu. Okazuje si¢ zatem, ze kiedy cztowiek
biegnacy z ustalong predkoscia zaczyna generowad zbyt duzo energii, albo bedzie musiat obnizy¢
wysokos¢ wierzchotka fazy lotu, albo jego bieg stanie si¢ niestabilny.

W biegu rzeczywistym mimo wspomnianego juz braku symetrii katowej obserwujemy syme-
tri¢ wysokosci srodka masy (CoAd). Wiaze si¢ to z zatozeniem lagdowania i odbicia na nodze o
bezwymiarowej dtugosci 1, co niekoniecznie odzwierciedla rzeczywisto$¢. Jednak ta cecha umozli-
wia zastosowanie modelu do interpretacji danych eksperymentalnych, konkretnie aby wyznaczy¢
energie potrzebng do osiagniecia stabilnego biegu. W szczegdlnym przypadku, kiedy predkosé ka-
towa przyjmuje warto$¢ \/cos «, energia minimalna gwarantujjca istnienie punktéw statych jest
réwnoczesnie energia dajaca stabilnos¢. Dla badanych przez nas predkosci, warunki te s3 réwniez
bardzo zblizone. Dlatego wykorzystalismy wzdér na energie minimalng E™" (4.52) do badania
stabilnosci biegu.

Wyprowadzajac przyblizone rozwigzania, dla sztywnosci nogi, postuzylismy si¢ sumg katéw
ataku i odbicia, oznaczanym jako . W biegu symetrycznym mate v gwarantuje niskg wartos¢
7 przyjmowang podczas wyprowadzania aproksymacji. W rzeczywistym biegu, mimo spetnio-
nego zatozenia malych a, kat 8 przyjmuje duze wartosci i 7y bedzie juz wtedy wykraczato poza
zakres dzialania naszego modelu, co skutkuje niedoktadnoscig niektérych aproksymacji. Zwtasz-
cza asymptotyczna aproksymacja K1, ktéra jest wiodacym rzedem doktadnego rozwigzania zagad-
nienia brzegowego K*, jest wrazliwa na ta niescistos¢. Mate wartosci katowe wiaza sie z duzym K,
czyli matym €, dzigki ktéremu mozemy okresli¢ rzedy bledéw naszych przyblizen.

Naskutek wyprowadzonym przyblizeniom mozna szacowaé parametry mechaniczne biegu, tak
jak zrobilismy to w rozdziale poswieconym badaniu eksperymentalnemu. Korzystajac jednak z
przyblizei na sztywno$¢ nogi trzeba mie¢ na uwadze, ze obrazuje ona sztywnos¢ ciala biegacza,
poniewaz cata masa, skupiona jest w jednym punkcie, a sama sprezyna jest niewazka. Energia jest
wyliczana jedynie w ujeciu mechanicznym i nie powinna by¢ utozsamiana z fizjologicznym kosz-
tem biegu. Mozna ja natomiast poréwnac z energig minimalna wymagang do stabilnego biegu.
Prowadzi to do ciekawych wnioskéw potwierdzajacych optymalizacyjna funkcje uktadu nerwo-
wego, czyli dazenie do wykonywania ruchu w najbardziej oszczedny sposéb. Pokazuje réwniez nie-
watpliwg zalete zastosowania modelu, nie tylko jako narzedzia pomiarowego, ale réwniez punku
odniesienia dla zmierzonych parametréw.
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