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Wstep

Zamiarem autora bylo, aby niniejszy podrecznik prezentowal swoisty fundament me-
todologii badan analitycznych i symulacyjnych, dotyczacy wilasnosci uktadow dyna-
micznych a przeznaczony szczegdlnie dla studentéw kierunkow inzynierskich. Opisa-
ne metody sa stosowane przede wszystkim w obszarze automatyki, gdzie konieczne
jest badanie reakcji obiektow na zachodzace zmiany w celu przygotowania do projek-
towania odpowiednich ukladéw sterowania. Gtowny nacisk potozono na fizyczng in-
terpretacje i praktyczne zastosowanie opisywanych metod w odniesieniu do zjawisk,
ktére zachodzg w typowych procesach technologicznych. Stopniowo poprzez studium
prostych przypadkow Czytelnik ma szans¢ naby¢ pewnego doswiadczenia, ktdre po-
moze zdefiniowa¢ napotykane problemy i wybra¢ najbardziej skuteczng metodg¢ pro-
wadzenia badan. Analityczny opis zagadnien jest zilustrowany modelami dynamiki
najprostszych obiektéw z roznych dziedzin. Uzupeklnieniem jest opis badan symula-
cyjnych w srodowisku Matlab, Scilab i Octave. Na bazie takiej wiedzy mozna przejs¢
do rozwigzywania ztozonych zadan, do pogtebionych rozwazan teoretycznych i zasto-
sowan interdyscyplinarnych, na przyktad w obszarze fizyki, chemii, biologii.

Zaklada si¢, ze Czytelnik posiada elementarng wiedz¢ na temat rownan algebraicz-
nych i rézniczkowych, przeksztatcenia Laplace’a, zjawisk z fizyki klasycznej oraz
pisania prostych programow. Tym niemniej opis poszczegolnych metod rozpoczyna
si¢ zawsze od uporzadkowania podstawowych pojeé i metod. We wprowadzeniu
(cz. 1) zawarto najistotniejsze informacje z zakresu matematyki oraz przyktady modeli
obiektow, ktére postuza do opisu i ilustracji metod badawczych. Prezentacje metod
badawczych rozpoczyna analiza oparta na modelach statycznych, ktore wynikajg z
uproszczenia modelu dynamiki (cz. II). Kolejne czgsci podrecznika opisujg rézne for-
my modeli i sposoby badania dynamiki: rdwnanie rézniczkowe (cz. Il i IV), uktad
rownan rozniczkowych (cz. V) i transmitancja (cz. VI). Najpierw opisywane sg fun-
damentalne zasady metod badawczych, m.in. definicje pojec¢ 1 parametrow oraz roz-
wigzania analityczne. Nastgpnie prezentowane sg sposoby wykonywania i interpretacji
badan symulacyjnych, ktére to moga zastgpi¢ lub uzupeini¢ badania analityczne. Ba-
zujac na tych podstawach, prezentowane sg uniwersalne modele dynamiki (cz. VII)
oraz metody badania uktadow bardziej ztozonych (cz. VIII). Szczegolng uwage pod-
czas prezentacji poszczegolnych tematow zwraca si¢ na praktyczne aspekty opisywa-
nych metod oraz mozliwo$ci weryfikacji wynikow, oparte na zastosowaniu réznych
metod, charakterystyk czy parametrow.

Po co jeszcze podregcznik o klasycznych modelach dynamiki i metodach badan, gdy
dostepne jest oprogramowanie oferujace gotowe modele i zaawansowane narzedzia
badawcze? Dlatego, ze: 1) na prostych modelach mozna nauczy¢ si¢ zasad prowadze-
nia badan i interpretacji wynikow; 2) klasyczne modele sg ciagle uzyteczne, gdyz opi-
suja typowe obiekty (procesy) z doktadnoscia wystarczajaca w praktyce inzynier-
skiej; 3) pozwalajag wejs¢ w zagadnienia dynamiki nawet osobom ktore dysponuja
tylko do$¢ podstawowag wiedzg matematyczng.



Oznaczenia stosowane w ogélnych wzorach

t—czas, s

u, u(t) — wejscie uktadu, zmienna (sygnatl) wej-
Sciowy, pobudzenie, wymuszenie

x, x(f) — zmienna stanu (czgsto tez wyjscie)
uktadu, rozwigzanie réwnania rdzniczko-
wego, odpowiedz (reakcja) uktadu

v, ¥(¢) — wyjscie uktadu (czgsto y = x)

u, u(?), x, x(7) — wektory zmiennych

a, a, b, b; — parametry

uo, ur — warto$¢ poczatkowa i koncowa u(f)

Xo, xx — warto$¢ poczatkowa i koncowa x(7)

x(u) — charakterystyka statyczna, xo= x(u0)

x(0) — zaleznie od kontekstu x(z=0) lub x(z=0)

(x0,u0) — punkt réwnowagi,

X, — ogoblnie stan rownowagi uktadu

1(#) — skok jednostkowy

d(f) — impuls Diraca

h(t) — odpowiedz skokowa (reakcja na 1(¢))

g(?) — odpowiedz impulsowa (reakcja na (7))

G(s) — transmitancja

j — jednostka urojona

s — zmienna zespolona

K — wzmocnienie cztonu
kurs — wzmocnienie uktadu
T, T\ — stata czasowa, s

T4 — czas rdzniczkowania, s
T; — czas catkowania, s

Ai , pi— biegun uktadu

z; — zero uktadu

a — cze$¢ rzeczywista bieguna, a = Re(4)

o — odlego$¢ od osi Im, o =|a|

@, — cze$¢ urojona bieguna, @-=Im(4)
(pulsacja drgan wlasnych ttumionych)

w, — pulsacja drgan wlasnych niettumio-
nych (pulsacja uktadu)

 — pulsacja (2zf), rad lub °

& — thumienie, wspotczynnik thumienia

@ — przesunigcie fazowe, rad lub °

Oznaczenia parametréw fizycznych i jednostek

A — powierzchnia, m?

b — wspolczynnik thumienia (tarcia), Ns/m
C — pojemnos¢ elektryczna, F = C/V

C, — pojemnos¢ cieplna, J/K

¢ — wspotczynnik sztywnosci, N/m

¢p — ciepto wlasciwe materiatu, J/(kg-K)
F —sila, N

f— przeptyw objetosciowy, m*/s

g — przyspieszenie ziemskie, 9.81 m/s’

h — wysokos¢, m

i — natezenie pradu, A

K. — wspodtczynnik przenikania ciepta, W/K
L — indukcyjnos¢, H = Vs/A

m — masa, kg

p — cisnienie, Pa

Uwagi do oznaczen:

P —moc, strumien ciepta, W
Q —ciepto, ] = Ws

q — tadunek elektryczny, C
R —rezystancja, Q = V/A

T — temperatura, °K, °C

u — napigcie, V

V — objetos¢, m?

v — predkosé, m/s

X — przesunigcie, m

Z — impedancja, Q = V/A

p — gestosé materiatu, kg/m’

1. W programach symulacyjnych nie ma mozliwosci stosowania nazw z indeksami, wigc sto-
sowana jest zasada, ze symbol gldwny jest pisany duza literg a indeksy matymi literami,
np.: zmienng 7., W programie symulacyjnym reprezentuje zmienna Twew.

2. Oznaczenie transformat funkcji, np.: &£ {f(¥)} = fs)

3. Czgsto stosowane skroty (np. na rysunkach i w tabelach):

— — odwotanie do rozdziatu/podrozdziatu,

p.r. — punkt rownowagi (pracy), stabil. — stabilnos$¢, war. — warunki,
Re — wartosci rzeczywiste, Im — wartosci urojone.
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1. Przedmiot badan
czyli o czym trzeba wiedziec na poczgtek — matematyczny punkt wyjscia

1.1. Model uktadu

Przedmiotem naszych rozwazan sa matematyczne modele uktadow, np. elektrycznych,
mechanicznych, hydraulicznych, cieplnych, przeznaczone do opisu, analizy i symula-
¢ji wlasnosci dynamicznych tych ukladow. Sg stosowane jako prosta reprezentacja
obiektow (proceséw) technologicznych i wykorzystywane szczegolnie podczas proje-
ktowania uktadow sterowania tymi obiektami. Uniwersalno$§¢ modeli matematycznych
umozliwia rozszerzenie tego opisu na inne dziedziny, np. zjawiska chemiczne i biolo-
giczne. Model ukladu (obiektu, procesu, zjawiska) w podreczniku oznacza model
matematyczny opisujacy zachowanie wybranego uktadu (fizycznego, chemicznego,
biologicznego, ...) za pomocg wyrazen matematycznych, zawierajacych (rys. 1-1):
— zmienne wejsciowe (sygnaly wejsciowe, wymuszenia) u — ich wartos¢ jest ustala-
na na zewnatrz ukladu (nie zalezy od tego si¢ dzieje w uktadzie),
— zmienne wyj$ciowe (sygnaly wyjsciowe, rozwigzania) x — ich wartos¢ jest reakcja
uktadu na okreslone wymuszenia (wynikiem przetworzenia sygnatu wejsciowego),
— parametry (wspolczynniki) — state wartosci (skalary) w wyrazeniach.
Funkcje matematyczne opisujace zachowanie uktadu
| x =, e ) | moga mie¢ posta¢ jawna x; = fi(ui, ..., un) lub uwi-
Up —| ' ktang F(ui, ..., thm, X1, ...p Xn).
Najprostsze modele opisujg relacje migdzy jednym
wybranym wyjsciem x i jednym wybranym wejsciem
uktadu u (ang. SISO — Single Input Single Output). Modele wielowymiarowe
(ang. MIMO — Multiple Input Multiple Output) moga opisywac zalezno$ci miedzy

Uy — —:PXI

Rys. 1-1. Model uktadu

wieloma zmiennymi wyjsciowymi (xi, ..., X,) i wicloma zmiennymi wej$ciowymi
(u1, ..., um), czyli wektorem zmiennych wyjsciowych x = [xi, ..., x,] 1 wektorem zmien-
nych wejsciowych u = [u, ..., Un].

Modele mozna podzieli¢ na modele statyczne x(u), opisujace uktad w stanie row-
nowagi przy stalych wymuszeniach, oraz modele dynamiki, przedstawiajace reakcje
uktadu x(7) na zmiany wymuszen u(f) w czasie. Stosowane sg rézne metody konstruk-
cji modeli (rys. 1-2). Analityczna konstrukcja modelu przeprowadzana na podstawie
znajomosci opisu proceséw zachodzacych na obiekcie nazywa si¢ modelowaniem.
Wynikiem tego dzialania sg wyrazenia matematyczne, ktore umozliwiajg przeprowa-
dzanie analizy wlasnosci i przedstawianie tych wtasnosci w formie graficznej (rézne-
go typu charakterystyki — wykresy). Wykresy moga powstawac rowniez na podstawie
doswiadczen realizowanych na rzeczywistym obiekcie (tzw. zdejmowanie charaktery-
styk). Na podstawie odpowiednich wykres6w mozna odtworzy¢ matematyczny model
uktadu, co nazywamy identyfikacja modelu.



12

Modelowanie Charakterystyki
Obiekt A Model | (wyhresy)

rzeczywisty Charakterystyki R
) (wykresy) Identyfikacja '@I

Rys. 1-2. Podstawowe metody konstrukcji modeli: modelowanie i identyfikacja

W podrgczniku prezentowane sg zaréwno metody konstrukcji, jak i analizowania
wlasno$ci modeli. Sg wsrdd nich zaréwno metody analityczne, jak 1 doswiadczalne,
a relacje migdzy réznymi metodami shuzg dogltebnemu zrozumieniu zasad, wspoma-
gaja efektywny wybor metodologii i poprawng realizacje badan. Ogoélnie metody ba-
dawcze mozna podzieli¢ ze wzgledu na przedmiot badan — rzeczywisty obiekt lub
model, i ze wzgledu na metode — doswiadczenie lub analiza wzoréw (rys. 1-3).

i Metody doswiadczalne i i Metody analityczne i

i Doswiadczenia Symulacje i i Analiza i

i na obiekcie na modelu i i wyrazen i

Lo A A
Obiekt rzeczywisty Model matematyczny

Rys. 1-3. Badania doswiadczalne i analityczne

Mozna wigc wyrdzni¢ badania doswiadczalne, realizowane na rzeczywistym obiekcie,
oraz badania symulacyjne i analityczne przeprowadzane na podstawie modelu. Bada-
nia symulacyjne majg takze charakter do§wiadczalny — zasady poprawnego wykona-
nia okreslonych doswiadczen na modelu sg takie same jak na obiekcie, ale zazwyczaj
znacznie prostsze w realizacji. Mozna by postawi¢ pytanie — po co zajmowac si¢ me-
todami analitycznymi, skoro szeroko dostgpne sa badania symulacyjne? Najkrocej
rzecz ujmujac, po to, zeby zweryfikowac, zinterpretowac i uogdlni¢ wyniki symulacji.
Z jednej strony symulacje najtatwiej jest wykona¢ wowczas, gdy wiadomo jaki ma
by¢ wynik (mamy potwierdzenie poprawnosci przeprowadzenia badan). Z drugiej
strony badania symulacje stosuje si¢ przede wszystkim do rozwigzywania zlozonych
problemdw, ktore sa czesto niemozliwe do rozwigzania analitycznego, a wigc trudno
jest zweryfikowaé poprawno$¢ takich badan. Jesli wigc istnieje mozliwos¢ poréwna-
nia wynikow badan analitycznych i symulacyjnych (dla prostych modeli), to mozna ja
wykorzysta¢ do opanowania obu metod badawczych. Jesli rozwigzanie analityczne
jest trudne lub niemozliwe, to metodami analitycznymi mozna uprosci¢ zadanie i na
podstawie jego rozwigzania przewidzie¢ wilasnosci rozwigzania zlozonego otrzyma-
nego symulacyjnie.

Analityczne i symulacyjne badania wtasnosci modeli uktadéw sg oparte na poje-
ciach i metodach z réznych dzialéw matematyki, takich jak funkcje algebraiczne
i przestepne, rachunek rézniczkowy i operatorowy, szeregi funkcyjne. Praktyczne



13

repetytorium wiedzy z tego zakresu, wykorzystywane w badaniach, zawieraja na przy-
ktad proponowane opracowania [18, 19].

1.2. Wiasnosci statyczne i dynamiczne uktadu

Model statyczny to najprostszy opis wiasnosci uktadu (obiektu, procesu). Przedstawia
on zaleznos$ci migdzy zmiennymi wejsciowymi i wyjsciowymi uktadu w warunkach
rownowagi, gdy wartosci tych zmiennych sa state. Modele statyczne majg postaé row-
nan algebraicznych, natomiast graficzng reprezentacja wtasnosci statycznych jest cha-
rakterystyka statyczna (rys. 1-4), umozliwiajaca od- x
czytywanie wartosci wyj$¢ na podstawie wartosci
wejsé, np. x(uo), x(ur). W najprostszych przypadkach
sg to funkcje liniowe (np.: x = au, x = arui+ axun). x(o) |- ‘

W rzeczywistych warunkach zaleznosci liniowe pra- 1 1;0 Z"lk >
ktycznie nie wystepuja, jednak sa stosowane jako

przyblizenie opisu rzeczywistych obiektow i w wielu Rys. 1-4. Charakterystyka sta-
zastosowaniach wystarczajace. tyczna x(u)

Model dynamiki ukladu opisuje reakcje uktadu na zmiany sygnatow wejscio-
wych. W badaniach stosuje si¢ czesto bardzo proste sygnaty wejsciowe, takie jak wy-
muszenie skokowe (rys. 1-5). Podstawowa analityczng forma modelu dynamiki sa
rownania rézniczkowe (najczesciej zwyczajne), gdzie zmienng niezalezng jest czas .
Analityczne wyznaczanie przebiegu x(f) wymaga rozwigzania rownania rézniczkowe-
go dla okreslonego wymuszenia u(7) i okreslonych warunkow poczatkowych, co jest
mozliwe tylko w prostych przypadkach (np. réwnania liniowe, rézniczkowalne fun-
kcje wymuszajace). Najprostsza reprezentacja graficzng opisu dynamiki sg charakte-
rystyki czasowe, przedstawiajace reakcj¢ obiektu x(#) na okreslone wymuszenie u(?),
na przyktad odpowiedz na skokowg zmiang wymuszenia na jednym z wejs¢ (rys. 1-6).
Wiasnosci dynamiczne obiektu sprawiaja, ze wartosci wyjSciowe zmieniajg si¢
w czasie 1 mogg mie¢ charakter oscylacyjny, a co najwazniejsze, nie zawsze koncza
si¢ osiggnigciem stanu rownowagi (uktad nie stabilizuje si¢).

x(u4i)

Uua

Uy

Uoy

B E————_—
t

Rys. 1-5. Wymuszenie skokowe Rys. 1-6. Reakcje uktadéw stabilnych i niestabilnych

(skokowa zmiana wymuszenia) na wymuszenie skokowe

Model statyczny opisuje uktad w warunkach réwnowagi przy statych wymusze-
niach, natomiast model dynamiki opisuje czy i w jaki sposob uktad dochodzi do stanu
rownowagi. W praktyce inzynierskiej czesto nie ma potrzeby wyznaczania reakcji x(7)
W postaci wzoru czy wykresu — wystarczy znajomo$¢ charakterystycznych cech prze-
biegu x(7), takich jak stabilno$é¢, czas reakcji, wielko$¢ oscylacji. Mozna je okresli¢
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W SposOb prostszy niz wyznaczanie rozwigzania i badanie jego przebiegu, to znaczy
przez przeksztalcenie modelu i zastosowanie wiasnosci funkcji algebraicznych i try-
gonometrycznych (rys. 1-7).

model: F(u, x wyznaczenie o i i
. (@, x) y. — s wyjscia: x(7) badanie przebicgu J cechy )
wejscia: u (7) rozwigzania x(f) (funkcja,wykres) | Zmiennosci funkcji rozwigzania:

- stabilnos$¢
zadany problem ji
. - - . - czas reakcji
[ przeksztalcenia | zadanie/zadania metody analizy | oscylacje
réWHOTZane (zasady wnioskowania)

Rys. 1-7. Analiza wlasnosci dynamicznych modelu

Jednym z pierwszych elementdéw analizy wtasnosci modelu jest prosta klasyfikacja
typu réwnan i funkcji, ktéra umozliwia od razu okreslenie niektorych cech obiektu
i wybranie metody odpowiedniej do dalszych badan. Podstawowa klasyfikacja doty-
czy liniowosci modelu. Model jest liniowy, jesli zmienne (wejsciowe, wyjsciowe)
podlegaja przeksztalceniom spetniajgcym dwa warunki:

Sy +xy)=7(x)+ f(xy), f(ax) =af (x), gdzie aeRe. (1-1)
Kluczowsg cechg uktadow liniowych jest mozliwo$¢ stosowania superpozycji.

Zasada superpozycji dotyczy uktadow liniowych w kazdej dziedzinie, ale w fizyce jest
szczegolnie uzyteczna — reakcja uktadu na zlozone wymuszenie jest sumg reakcji na poje-
dyncze sktadniki wymuszenia.

W kolejnych podrozdziatach przedstawiono podstawowe elementy analizy mate-
matycznej z zakresu liniowych rownan algebraicznych i rézniczkowych, wykorzysty-
wane w badaniach wlasnosci statycznych i dynamicznych uktadéw.

1.3. Wielomiany i uktady réwnan algebraicznych

1.3.1. Wielomiany rzeczywiste

Kluczowa role w badaniach dynamiki pelnig wielomiany o rzeczywistych wspot-
czynnikach, a w szczegdlnosci pierwiastki wielomianu, czyli rozwigzania rOwnania:

a,x" +.+a,x* +ax+a,=0. (1-2)

Pierwiastki wielomianu mogg by¢ liczbami rzeczywistymi (A4) lub parami liczb ze-
spolonych sprzezonych («a + jw). Wielomian n-tego stopnia ma » pierwiastkow (moga
to by¢ pierwiastki wielokrotne). Wielomian rzeczywisty (1-2) mozna zapisaé jako
iloczyn wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego, jak na przyktad:
a,(x— 24 Nx-4, )...(x2 +bx+by \x* + c1x+cz)= 0, (1-3)

gdzie wielomiany liniowe sg zwigzane z pierwiastkami rzeczywistymi A;, a wielomia-
ny kwadratowe (trdjmiany o ujemnym wyrdzniku A) z pierwiastkami zespolonymi
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ot jo; wielomianu (1-2). Mozna tez zawsze zapisa¢ wielomian (1-2) jako iloczyn
wielomianéw liniowych (niekoniecznie rzeczywistych):

a,(x =4 Yo =2, ) (x = 2,)=0, (1-4)

gdzie pierwiastki 11-, moga by¢ zaréwno rzeczywiste, jak i zespolone.

Réwnowaznos¢ postaci ogdlnej (1-2) i iloczynowej (1-4) pozwala zweryfikowaé
wartosci wyznaczonych pierwiastkow Ai1+4,, a takze wyprowadzi¢ zalezno$ci pomig-
dzy wspotczynnikami wielomianu i jego pierwiastkami (a,# 0):

M+ + 4+, ==—a, /a,

Ay +o v LA, + A+ A A+ o+ A, A, =a, ,/a,
: (]'5)

LAy, =(=D"a,/a,

W uktadzie réwnan (1-5) moga wystapi¢ pierwiastki zardbwno rzeczywiste, jak i zes-
polone. Zaleznosci te, znane jako wzory Viéte’a, rowniez bywaja wykorzystywane
w badaniach analitycznych, na przyktad do weryfikacji obliczen. Pierwiastki wielo-
miandéw stopnia 1+4 mozna wyznaczy¢ analitycznie za pomocg powszechnie znanych
wzoréw. Powyzej stopnia 4 takie wzory nie istnieja — konieczne sg inne metody roz-
wigzywania, na przyktad numeryczne (— 1.5).

Pierwiastki wielomianu mozna przedstawi¢ na ptasz-
czyznie zespolonej (rys. 1-8). W badaniach dynamiki
szczegblne znaczenie majg przypadki, gdy wszystkie pier-
wiastki lezg w lewej pdlptaszczyznie — majg ujemng czesc
rzeczywistg. Czgsto wystarcza samo stwierdzenie, ze taki
przypadek zachodzi, a to mozna wykona¢ bez wyznacza- Rys. 1-8. Pierwiastki na
nia wartosci pierwiastkéw. Na podstawie wzoru (1-4) mo- plaszezyznie zespolonej
zna wy kazac, ze jesli wszystkie pierwiastki leza w lewej
polptaszczyznie, to wszystkie wspolczynniki wielomianu sg rézne od zera i s tego
samego znaku. Jednak twierdzenie odwrotne jest prawdziwe tylko dla wielomianéw
pierwszego i drugiego stopnia. W ogolnym przypadku stosuje si¢ tak zwane kryteria
polozenia pierwiastkdéw — najbardziej znane to kryteria Routha i Hurwitza, gdzie nie-
zerowa warto$¢ i jednolity znak wspolczynnikéw wielomianu jest warunkiem ko-
niecznym, ale nie wystarczajagcym polozenia pierwiastkow [6].

Im(2)

Re(A)

Kryterium Hurwitza. Wszystkie pierwiastki rownania a,A" + ... + a1l + ap =0 leza w le-
wej polptaszczyznie, jesli wszystkie wspolczynniki wielomianu sa rézne od zera i maja
jednakowy znak, a wszystkie minory gtowne wielomianu sa dodatnie. Minory gtéwne to
kolejne wyznaczniki A;-,, konstruowane wedlug schematu:

al ag 0 .. 0

a a, 0

a, a, ay ay q

.. 0
>As=lay a, a]’ itd.azdo A, = (1-6)
o a, a

Al =dps AZ =

as;  a,
0 0 0 .. a
Jesli warunki nie sg spetnione, to kryterium nie okresla, ile pierwiastkow jest dodatnich.

n



16

1.3.2. Ukfady réwnan [18, 19]

Model obiektu moze by¢ wielowymiarowy. Typowa postacig takiego modelu jest
uktad kilku réwnan liniowych i/lub nieliniowych, oparty na zestawie niezaleznych
zmiennych wyjsciowych (xi1+x,), ktore spetniajg kazde z réwnan uktadu. Uktad row-
nan, ktéry jest modelem obiektu, moze by¢ oznaczony (ma skonczong liczbe rozwig-
zan) lub niecoznaczony (liczba rozwigzan jest nieskonczona), ale nie powinien by¢
sprzeczny (brak rozwigzan). Rozwigzanie uktadu mozna wyznaczy¢ metodami anali-
tycznymi (gtéwnie uklady liniowe) lub numerycznie. Oznaczone uktady réwnan li-
niowych mogg by¢ zapisywane w postaci macierzowej Ax= b:

ay X, +apx, +...+a,x, =b a, an ... a, | x b
ayx, +ayx, +..+a,,x, =b, ay Gy . 4y, || X, b,

— = (1-7)
a,x, +a,x, +..+a,x,=b, a, a, .. a,|x, b

i przetwarzane metodami z zakresu algebry liniowej (np. operacje algebraiczne na
macierzach, obliczanie wyznacznika macierzy). Sformutowanie problemu w postaci
macierzowej jest szczegodlnie preferowane podczas stosowania badan symulacyjnych.
Jesli macierz A jest nieosobliwa (det(A) # 0), to uktad » rownan liniowych jest ozna-
czony (ma jedno rozwiazanie). Jesli macierz A jest osobliwa (det(A) = 0), to oznacza,
ze wsrod n rownan jest przynajmniej jedno réwnanie, ktore jest liniowa kombinacja
pozostatych (uktad réwnan jest nicoznaczony).

Analityczne rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych (1-7) mozna wykonaé réz-
nymi metodami — trzy podstawowe to metoda macierzowa, wzory Cramera oraz pod-
stawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych.

1° Metoda macierzowa. Uktad rownan (1-7) zapisany w postaci macierzowej:

Ax=bh, (1-8)
gdzie poszczegolne wektory/macierze wspotczynnikow i zmiennych maja postac:
a, a, .. a, b, X,
a a .. a b X
21 22 2n 2 2
A= , b= , X=
a, a, .. a, b, X,

Wyrazenie (1-8) mozna rozwiazac¢ za pomoca operacji macierzowych:

x=A"'b, (1-9)
€O wymaga wyznaczenia macierzy odwrotne;j:
A" =(A?) /det(a), (1-10)

gdzie: det(A) — wyznacznik macierzy A; (A”)" — macierz dotgczona, czyli transpono-
wana macierz dopelnien algebraicznych A”, obliczana wedtug wzoru:
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Ay Ay e A4, Kt a; ay, |
Ay Ay .. A , ]
AP =72 2 n ,gdzwA,-j:(—1)’+fdet_aun _____ g - ar
A, A, .. A4, v
GO —-

Przy duzych wymiarach macierzy A wyznaczanie odwrotno$ci A™! jest pracochtonne,
ale jesli elementy macierzy A i wektora b majg okreslone wartosci, to wyrazenie (1-9)
mozna obliczy¢ numerycznie (— 1.5).

Przyklad: Rozwiazanie uktadu dwoch réwnan metoda macierzowa

{al Xtap,=b |ia11 a12i||ix1j| _ |ib1i| — |ix1i| _ 1{ an _a12j||:blj|

X, +apX; = b, ) Ay || % b, Y| Mli-ay a ||b

A= |ia11 a12i| , AP = |:(1)Mazz (1)H2021:| _ |: dy “21:| s (AD)T :[ dy _a121|
a4y Ay > ap GV ap —dp 4y —dy 4y

M = det(A) = aiian— a2 ax

2° Wzory Cramera. Uktad rownan (1-7) mozna tez zapisa¢ w postaci wektorowej:
ajx;+tax;t+...+anx,=b, (1—11)
gdzie wspotczynniki i zmienne sg reprezentowane przez wektory kolumnowe:

a; b, X

| 92 b, | X2
a;, = , b= , X =

al}’l b}’l x}’l

1 rozwigzaé za pomocg wzorow Cramera:
W _ det(a,,...,a, ,b,a,,....a,)

l

w det(a,,a,, ...,a,) (1-12)

Przyklad: Rozwigzanie uktadu dwoch rownan metoda Cramera
ayx, +apx, =b, a, a, b
{ 111 12742 1 — |: llj|xl+|i 121|x2 :|i lj| — a1x1+azx2 =b
Xy + X, = b, ayy axn b,
det| 1 detf "
L det(b,ay) _ b, ay . det(a,,b) a, b,

b det(a;,a,) - de{aﬂ 012} T det(a,,a,) - det|:a” a12:|

a a
21 22 a, a,,

3° Podstawianie i eliminowanie kolejnych zmiennych. Jesli rozwiazanie jest wy-
znaczane analitycznie, to czasem najprostsza metoda rozwigzania uktadu (1-7) jest
metoda podstawiania i eliminowania kolejnych zmiennych, na przyktad, gdy ilos¢
rownan jest niewielka (2+3), a wspolczynniki rdwnan sg parametrami (sg reprezento-
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wane przez symbole lub wyrazenia, a nie przez wartosci liczbowe). Metode mozna
réowniez stosowa¢ w przypadku uktadu réwnan nieliniowych.

Przyklad: Rozwiazanie uktadu dwoch rownan metoda podstawiania
(1) {allxl +apx, =b > x =0 —apx,)/ ay

(2) |ayx; +apx, =b,
b, —a,x a, b, —a,b
| — A%y — _ - — 1102 — a0
(1) ay————+apx, =b, |-q ayby —aya,%, + ayapx, =ayb, = x, = A2
ap a0y — Ay Ay
(2) ayx, +a ayb, —ay b b~ ax = by(ay,ay, — Ay ) — an (ayb, —ayby) ¥ = anb —ayb,
1%t Ay =b 1% = 1=
a0y — Ay Ay ayayy — Ay ap ayayy — dydy

1.4. Liniowe rownania rozniczkowe zwyczajne

1.4.1. Klasyfikacja rownan rézniczkowych

W badaniach dynamiki uktadéw (obiektow, proceséw) podstawowe znaczenie maja
rownania rozniczkowe zwyczajne, gdzie zmienng niezalezng jest czas (¢). Ro6wnanie
rozniczkowe zwyczajne n-tego rzedu jest zaleznoscia, w ktorej wystepuje zmienna
wejsciowa u = u(f) i wyjsciowa x = x(¢) oraz ich pochodne wzgledem czasu:

FE (0,5 (1) 50, 50,4 ()i, 0(8)) = 0. (1-13)
Jesli wyrazenie (1-13) mozna przedstawi¢ w postaci:
a,x" (@) +a, x" V@) +..+ax(t)+ax(t) =b,u" () + ...+ but) + byu(t),  (1-14)

gdzie wszystkie wspotczynniki a; 1 b; sg state, to mamy do czynienia z najprostszym
przypadkiem, czyli rdwnaniem liniowym stacjonarnym. Jesli cho¢ jeden ze wspot-
czynnikdéw a; 1 b; zalezy od czasu (tylko od czasu), to wyrazenie (1-14) jest rownaniem
liniowym niestacjonarnym. Liniowe réwnania rézniczkowe mozna zawsze rozwigzac
analitycznie dzigki zasadzie superpozycji. Rozwigzaniem réwnania rozniczkowego
jest funkcja x(7), ktdéra spetnia rownanie rézniczkowe przy zadanym wymuszeniu (dla
okreslonej funkcji podstawianej pod zmienng u(f)) i zadanych warunkach poczatko-
wych.

1.4.2. Klasyczny algorytm rozwigzania réwnania rézniczkowego [18, 19]

Klasyczny sposob rozwigzywania rownania rozniczkowego n-tego rzedu dotyczy
rownan postaci (1-14) ze stalymi wspotczynnikami a; i b;, 1 jest stosowany dla ustalo-
nej funkcji podawanej na wejscie u(?) i ustalonych » warunkéw poczatkowych. Zasada
superpozycji w przypadku liniowego rownania rézniczkowego pozwala podzieli¢
rozwiazanie x(f) na sktadowa swobodng x,(?) i sktadowa wymuszona x,.(?):

x()=x,(t)+x,(1). (1-15)

Wyznaczanie sktadowych 1 petnego rozwigzania x(¢) sktada si¢ z czterech etapdw.
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I. Rozwiazanie swobodne (skladowa swobodna, przejsciowa) x,(f) — rozwigzanie
réwnania rézniczkowego jednorodnego (bez wymuszenia)
(1) Ustali¢ posta¢ rownania jednorodnego (wyzerowaé wymuszenie):

a,x" @) +a, x" V@) +...+ax,(t)+agx, () =0. (1-16)
(2) Zatozy¢ rozwiazanie w postaci funkcji eksponencjalnej o parametrach 4 i A:
x, (1) = de™. (1-17)
(3) Podstawi¢ zalozone rozwigzanie (1-17) do rownania jednorodnego (1-16):
a ' Ade” +a, A" AeM + ...+ adde” +ayde™ =0. (1-18)

(4) Réwnanie (1-18) podzieli¢ obustronnie przez Ae”, co prowadzi do réwnania alge-
braicznego, nazywanego rownaniem charakterystycznym:

a, A" +a, A +. . +aidta,=0. (1-19)

(5) Rozwigza¢ rownanie charakterystyczne — wyznaczy¢ n pierwiastkow Ai+A4,.

(6) Pierwiastki mogg by¢ rzeczywiste i zespolone, jedno- i wielokrotne. Stad wynika
postaé x,(?):
(1°) Jesli wszystkie pierwiastki rownania A,+4, sg rzeczywiste i rdzne, to

x, ()= Ae™ +..+ 4" (1-20)

(2°) W przypadku pierwiastkow wielokrotnych, np. k-ty pierwiastek A jest
p-krotny (A= Ag+1= ... = Ak+p1), sktadowa x(f) zawiera p sktadnikdéw postaci

(A + At + At + ot A, 7™ (1-21)

(3°) Jesli wystepuja pierwiastki zespolone (para liczb sprzgzonych), np.

Ali=a+jo oraz b= a—jw, to x,(f) zawiera sktadniki, ktére mozna zapisac
na trzy réwnowazne sposoby [19]:

(a) A" 4 g, el =e””(Alej‘”’" + Aze_j‘”"’), (1-22)
(b) e“'(B, cosw,t + B, sinw,t), (1-23)
(©) de” sin(w,t + ¢, )= Ae* cos(w,t - ¢,), (1-24)

gdzie: B, = A, +A4,, B, = j(4, — A,), A=+/B} + B} ,
¢, =arc tg(B1 /Bz)a @, = arctg(Bz /Bl)'
Uwaga: Po wyznaczeniu wspotczynnikow A4, 1 A2 (1-22) okazuje sig, ze sg one liczbami ze-
spolonymi, a wspotczynniki By i By (1-23) sa liczbami rzeczywistym — wyrazenia:
Bi1=A1+ A2 1 B>=j(4:1— A2) opisuja relacje miedzy parametrami, a nie typ wartosci.
Wszystkie sktadniki rozwigzania swobodnego (1-20)+(1-24) zawieraja funkcje

eksponencjalng o wyktadniku rownym oz, gdzie o to cze¢$¢ rzeczywista pierwiastka,
tto czas (¢ >0). Funkcja ta determinuje podstawowa wilasno$¢ rozwigzania — jesli
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czg$¢ rzeczywista pierwiastka jest ujemna, to sktadnik zwigzany z tym pierwiastkiem
zanika z czasem, a jesli dodatnia, to sktadnik dazy do +oo lub —o. Tym samym, jesli
wszystkie pierwiastki majg ujemng czgs¢ rzeczywista, to cale rozwigzanie swobodne
xs(#) zanika z czasem (stad okreslenie sktadowa przejsciowa).

II. Rozwigzanie wymuszone (skladowa wymuszona, ustalona) x,(¢) — rozwigzanie
rownania rozniczkowego dla konkretnej funkcji wymuszajacej () podawanej na wej-
scie u().

(1) Wypisa¢ funkcje wymuszajaca f(¢) i jej kolejne pochodne:

f@), f@, f(0),... . (1-25)

Liste koncza wyrazenia réwne zeru lub funkcje, ktoére zaczynaja si¢ powtarzac
(np. w przypadku funkcji sin i cos). Jesli wsrod tych wyrazen sg takie, ktére wy-
stepuja takze w sktadowej x,(7), to nalezy je pomnozyé przez ¢, gdzie k jest naj-
mniejszym wykladnikiem, ktory zapewni, ze wyrazenia beda si¢ rozni¢ od sktad-
nikéw sktadowej swobodne;.

(2) Zatozy¢, ze rozwigzanie wymuszone x,,(f) jest suma sktadnikow postaci:

x,)=C, f(O)+C,f(H)+..., (1-26)
gdzie C; sa parametrami rozwigzania.
Z konstrukcji wyrazenia x,(f) wynika, ze jesli funkcja wymuszajgca f{¢) jest ogra-
niczona, to skladowa wymuszona x,(7) tez jest ograniczona.
(3) Podstawi¢ wymuszenie f{¢) i zalozone rozwigzanie x,«f) do rownania (1-25):

a x"(0)+a, X"V (@) +..+ ax, () +aygx, () =b, [ O +..+b f(O)+ b, f().  (1-27)

n-w

(4) Poréwnaé wspotczynniki przy takich samych funkcjach w catym rownaniu.
(5) Rozwigza¢ otrzymany uktad rownan wzglgdem statych parametréw Ci, Cs, ...

W praktyce inzynierskiej najczesciej wymuszenie jest state lub sinusoidalne. Naj-
prostsze rozwigzania x,(#) zachodza, gdy wymuszenie jest state u(f) = u; dla 7> 0:
(1) u(?)=u,, u(?)=0, ii(t)=0,...
2) x,(=C, -u, —x,()=0,%,()=0, ..
3) a,0+a, ,0+...+a,0+a,Cu, =b,,0+..+byu,
4 a,Cuy =bgu
b
) C =b,/a, — x,(O)=—"u,, gdy a# 0
dy

Rozwigzanie to mozna otrzymac ,,na skréty”, jako rozwigzanie rownania statycznego,
otrzymanego po wyzerowaniu wszystkich pochodnych w réwnaniu (1-14):

apx=byu . (1-28)

Przy statym wymuszeniu u(¢) = ux, rozwigzanie x,(f) tez jest stale i rowne:
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xw(t)=Z—°uk =x;, gdy ao# 0. (1-29)
0
Rozwiazanie (1-29) jest stanem rownowagi (xx) uktadu przy statym wymuszeniu ()
oile ap #0. Jesli ap= 0, to réwnanie (1-28) nie ma rozwigzania (punktu réwnowagi),
gdy u(¢) = ur # 0, albo ma nieskonczenie wiele rozwigzan (dowolny punkt réwnowa-
gi), gdy u(?) = ux= 0.
Wyznaczajac rozwigzanie wymuszone dla sygnatlu sinusoidalnego u(?) = sin(ant),
mozna wykazaé, ze ma ono zawsze postac:

x, () =X, sin(wyt + @), (1-30)

gdzie amplituda X,, i przesunigcie fazowe ¢ zalezg od pulsacji sygnalu wymuszaja-
cego (wo). Jesli na wejscie uktadu liniowego podawany jest sygnat sinusoidalny, to
w stanie ustalonym na wyjsciu tez jest sygnat sinusoidalny o tej samej pulsacji, ale
wzmocniony i przesuni¢ty w fazie (analiza czestotliwosciowa — patrz rozdz. 14).

Jesli sktadowa swobodna x(7) zanika do zera, to w rozwigzaniu rownania x(f) zo-
staje tylko sktadowa wymuszona x,.(¢) (stad okreslenie sktadowa ustalona).

III. Rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego (catka ogdlna), czyli suma roz-
wigzania swobodnego (z parametrami 4;) i rozwigzania wymuszonego:

x(t)=Ae™ +..+ A" +x,(1). (1-31)

Rozwigzanie ogoélne stanowi calg klas¢ rozwigzan, poniewaz zawiera parametry
A1+A,, ktére sa wyznaczane w kolejnym etapie. Jednak najistotniejsza cecha rozwia-
zania x(?) nie zalezy od wartosci 4;. Jesli wszystkie elementy sktadowej swobodnej x,
zanikaja z czasem, to oznacza, ze rozwiazanie x(f) dazy do rozwigzania wymuszonego
xw — takie rownanie rézniczkowe nazywamy stabilnym. Jesli natomiast sktadowa
swobodna x, rozwigzania x(f) nie zanika, to rGwnanie rézniczkowe nazywamy niesta-
bilnym. Stabilno$¢ liniowego rownania rozniczkowego nie zalezy ani od wymuszenia,
ani od wspotczynnikow A;. Jesli wymuszenie na wejsciu u(?) jest ograniczone, to roz-
wigzanie x(f) stabilnego rownania rézniczkowego tez jest ograniczone.

IV. Rozwiazanie szczegdlne réwnania rézniczkowego (catka szczegolna) — rozwia-
zanie ogolne z okreslonymi warto$ciami parametrow A,+4,. Parametry 4; sa obliczane
na podstawie n warunkow poczatkowych, czyli zbioru » wartosci wybranych sposréd
n + 1 mozliwosci:

X (t0)y e X(2), X(24) (1-32)

ktore definiujg wartosci rozwigzania i jego pochodnych w wybranej chwili 7 (zazwy-
czaj to = 0). Warunki poczatkowe musza spetnia¢ dane réwnanie roézniczkowe, wigc
znajac na przyktad wartosci pochodnych w chwili #:

x(t)=w,, x"V ) =w, ., s X(ty) =W, (1-33)
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mozna podstawi¢ je wraz z wymuszeniem f{#) i jego pochodnymi do réwnania (1-14)
i obliczy¢ warto$¢ x(#), co umozliwia wyznaczenie dowolnego, rownowaznego zbioru
n warunkow poczatkowych.

Na podstawie n warunkow poczatkowych podstawionych do rozwigzania x(f) po-
wstaje uktad » réwnan, umozliwiajacy wyznaczenie wartosci 41+4,. W ten sposob
sposrod wszystkich mozliwosci jakie opisuje rozwigzanie ogolne x(7) wybierane jest
jedno rozwigzanie spetniajace zadane warunki poczatkowe. Przy stalych wymusze-
niach warunki poczatkowe czesto sg definiowane jako stan rownowagi ukladu
w chwili o= 0, co oznacza, ze wszystkie pochodne w rownaniu w chwili poczatkowej
sa rowne zeru (nie ma zmian w uktadzie), to znaczy:

x™(0)=0,x""(0)=0,...,x(0)=0 (1-34)

lub po przeliczeniu na rownowazny zbioér warunkéw poczatkowych:

. b
x"(0)=0,....,%(0) = 0, x(0) = x,, gdzie x, =—>u,. (1-35)
a,
Klasyczny algorytm rozwigzywania roéwnan rozniczkowych jest podstawowa metoda
wyznaczenia reakcji uktadéw na wymuszenia state, skokowe i impulsowe (— 4) oraz
sinusoidalne (— 14.1).

1.5. Komputerowe wspomaganie obliczen

1.5.1. Mozliwosci

Wyznaczenie i1 analityczne badanie funkcji opisujacej reakcje uktadu na zadane wy-
muszenia nie zawsze jest koniecznie, a w uktadach nieliniowych cze¢sto wrgcz niemoz-
liwe. Wyprowadzenie wzoru i matematyczna analiza tego wyrazenia sg stosowane
praktycznie tylko w stosunku do prostych liniowych modeli. Nieliniowos$¢, wysoki
stopien wielomianu, wysoki rzad rownania rozniczkowego czy uktad wielu rownan sa
wskazaniem do zastosowania metod numerycznych. Wada tych metod jest koniecz-
nos¢ okreslenia liczbowej postaci wszystkich wspotczynnikow modelu oraz przybli-
zony charakter rozwigzan.

Wsrod wielu programow obliczeniowych w obszarze automatyki szczegdlnie uzy-
teczne sg programy symulacyjne, takie jak Matlab. Ten komercyjny pakiet oprogra-
mowania obejmuje wiele dziedzin i stanowi praktycznie mi¢dzynarodowy standard
obliczen naukowo-inzynierskich, a kolejne, regularnie pojawiajace si¢ wersje Matlaba,
wprowadzaja rézne udogodnienia i rozszerzenia. Taki zakres zastosowania i ciagly
rozwdj maja swojg ceng, ktéra ogranicza wykorzystanie Matlaba w matych projek-
tach. I tak pojawilo si¢ alternatywne oprogramowanie, wzorowane na Matlabie, takie
jak Scilab i Octave. Ma ono swoje ograniczenia, ale tez istotng zaletg — jest darmowe.
Wszystkie przyktady zawarte w podreczniku przedstawiono na podstawie tych wita-
$nie pakietow — Matlab, Scilab i Octave.
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Ze wzgledu rézne mozliwosci poszczegdlnych pakietdw, opisano podstawowe spo-
soby wykonania badan, ktére mozna zastosowa¢ zarowno w nowszych, jak i star-
szych wersjach Matlaba, i ktore maja swoje odpowiedniki w oprogramowaniu dar-
mowym. W opisach badan stosowane sg nazwy funkcji i rozwigzania pochodzace
z utrwalonych wersji Matlaba. Odpowiedniki nazw funkcji 1 opcji dla pakietu Matlab,
Scilab i Octave sg prezentowane w postaci tabel, a takze w pracy [4]. Jesli wersje Ma-
tlaba wymagaja rozroznienia, to stosowane jest oznaczenie: Matlab(P) — wersja pod-
stawowa (utrwalona), Matlab(N) — wersja nowsza (od wersji 2019). Wykorzystanie
niektérych funkcji wymaga zainstalowania (lub uruchomienia) dodatkowych biblio-
tek: Matlab (Simulink, Control), Scilab (Xcos), Octave (Control, Signal).

Komputerowe wspomaganie obliczen w zakresie omawianym w podrgczniku moz-
na podzieli¢ na dwa obszary — rozwiagzywanie zadan algebraicznych oraz rownan roz-
niczkowych. Programy obliczeniowe mozna réwniez wykorzysta¢ do weryfikacji
przeksztatcen analitycznych.

1.5.2. Rozwigzywanie probleméw algebraicznych

Elementarnym sposobem wykorzystania programdw obliczeniowych jest rozwig-
zywanie problemoéw algebraicznych, takich jak wyznaczanie pierwiastkéw wielomia-
nu czy rozwigzywanie liniowych uktadéw rownan. Moga by¢ one zrealizowane w §ro-
dowisku programéw symulacyjnych, ale tez innych programow obliczeniowych, ta-
kich jak Mathematica lub dowolny program wspomagajacy obliczenia algebraiczne.

Do rozwigzywania wielomianow programy obliczeniowe stosujag metody nume-
ryczne niezaleznie od stopnia wielomianu, co moze powodowaé pewne réznice w sto-
sunku do wartosci pierwiastkoéw wielomiandw stopnia 1+4, wyznaczonych na podsta-
wie wzoréw. Wyznaczanie pierwiastkow wielomianu polega zazwyczaj na uzyciu
odpowiedniej funkcji (tabela 1-1).

Tabela 1-1. Funkcje wyznaczania pierwiastkéw wielomianu

Matlab/Scilab/Octave
|Pierwiastki roots([an, ..., a2, a1,a0])

Numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan w srodowisku Matlab, Scilab, Octave jest
bardzo proste, poniewaz wystarczy zdefiniowa¢ macierz A i wektor b oraz wpisaé
wyrazenie (1-9), aby w wyniku uzyskac¢ wektor rozwigzania x (tabela 1-2).

Tabela 1-2. Rozwigzanie uktadu rownan

Matlab/Scilab/Octave
Definicja macierzy |A=[a11,a12; a21,a22]; b =[b1;b2]
Rozwigzanie x=inv(A) *b
Rozwigzanie x=AN-1)*b
Rozwigzanie x=A\b
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1.5.3. Badanie réwnan rézniczkowych

Podstawowym wyroznikiem programéw symulacyjnych jest mozliwos¢ rozwiazy-
wania rownan rézniczkowych za pomocg algorytméw catkowania numerycznego.
Najprostsza metoda jest zapisanie rownan rézniczkowych w pliku funkcyjnym i uzy-
cie funkcji, ktora realizuje algorytm catkowania. W ten spos6b mozna rozwigzywaé
zaroOwno rownania liniowe, jak i nieliniowe, ale tylko rownania pierwszego rzedu lub
uktady takich rownan. Jako przyktad zastosowania metody przedstawiono rozwigzanie
uktadu réwnan Lotki—Volterry, natomiast sposoby przygotowania w odpowiednigj
formie sg przedmiotem kolejnych rozdziatow podrecznika.

Przyklad. Numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan:

{V(z) =1, V(1) - aV(0)P(f)

) (1-36)
P(t) = baV (t)P(t) — r,p P(1)

Roéwnania nalezy zapisa¢ w pliku funkcyjnym, zgodnie z zasadami okreslonymi przez
dany program symulacyjny (tabela 1-3).

Tabela 1-3. Funkcje definiujace uktad (1-36)

Matlab / Octave Scilab

plik Iv_model.m plik Iv_model.sce
function xp = Iv_model(t, x) function [xp]=lv_model(t, x)
global a; global b; global Rrv; global Rsp; global a;global b; global Rrv, global Rsp;
xp zeros(2,1);

xp(1) = Rrv* x(1) - a™(1)"x(2); xp(1) = Rrv™x(1) - a*™x(1)"(2);

xp(2) = a"b*x(1)"x(2) - Rsp™(2); xp(2) = a™b*x(1)*x(2) - Rsp™(2);
end endfunction

Uruchomienie symulacji nast¢puje za pomocg jednej z wybranych funkcji — Matlab,
Scilab i Octave udostepniaja rézne algorytmy catkowania, ktére umozliwiajg osig-
gnigcie kompromisu mig¢dzy dokladnoscia i czasem trwania obliczen. Symulacje wy-
konuje si¢ bezposrednio w oknie komend lub w skrypcie (tabela 1-4).

Tabela 1-4. Przyktad symulacji z wykorzystaniem funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab / Octave Scilab
exec('lv_model.sce'); /lwczytanie modelu

global a; global b; global a;global b;
global Rrv; global Rsp; global Rrv, global Rsp;
a=0.1;b=0.2;Rrv=0.2; Rsp=0.2; a=0.1;b=0.2;Rrv=0.2; Rsp=0.2;
tend=100; %czas symulaci tend=100 llczas symulacji

=[10,10]; x0=110; 10]; t=0:tend
[T,x]=0de45('lv_model',[0 tend], x0); [x] = ode(x0, 0, t, Iv_model);
plot( x(:,1), x(:,2) ); plot( t, x(1,:),'0");plot( t, x(2,:),'q")

Poza algorytmami catkowania numerycznego programy symulacyjne udostepniaja
rowniez wiele innych funkcji obliczeniowych i graficznych oraz tworza srodowisko
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do pisania wiasnych programow (skryptow i funkcji). Funkcje wspomagajace inne
typowe zadania obliczeniowe sa omawiane podczas opisywania poszczegdlnych ba-
dan (— 5, 8.3, 15).

1.5.4. Weryfikacja przeksztatcen analitycznych

Zastosowanie programow wspomagajacych obliczenia znacznie utatwia prowadzenie
badan o charakterze doswiadczalnym, ale to badania analityczne dostarczajag dowodow
umozliwiajagcych uogdlnienie rezultatéw badan doswiadczalnych. Zastosowanie me-
tod analitycznych jest bardzo cenne, ale ich realizacja wigze si¢ ze znacznym prawdo-
podobienstwem popeknienia btedu. Podstawowe metody weryfikacji poprawnosci
przeksztatcen to zgodno$¢ jednostek na kazdym etapie przeksztatcen, realizacja zada-
nia réznymi metodami (wymagajacymi wykonania rdznych przeksztatcen), porowny-
wanie roznych parametrow opisujacych te same wilasnosci. Do kontroli mozna wyko-
rzysta¢ réowniez program obliczeniowy, chociaz nie realizuje on operacji symbo-
licznych, na przyktad przez poréwnanie wynikow (wykreséw) uzyskanych na podsta-
wie rozwigzan analitycznych oraz wygenerowanych przez specjalistyczne funkcje.
W szczegdlnoscei dotyczy to rozwigzan rownan rézniczkowych wyznaczonych anali-
tycznie i za pomocg badan symulacyjnych. Z kolei w przypadku gdy badany problem
jest opisany w ogdlny sposob (symbolicznie) lub nie ma odpowiedniej funkcji w pro-
gramie obliczeniowym, mozna wykona¢ weryfikacje na wartosciach testowych.
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2. Podstawy konstrukcji modeli dynamiki uktadow
czyli skqd sie biorg rownania rozniczkowe

2.1. Ogdlne zasady konstrukcji modeli dynamiki

Punktem wyjscia do opisu i analizowania dynamiki uktadow beda elementarne modele
wybranych zjawisk fizycznych. Zastosowanie takich modeli nie ogranicza si¢ do pro-
stych obiektow. Modelowanie prostych przypadkéw pomaga zrozumieé przyczyny
i mechanizmy zjawisk dynamicznych, a uzyskane modele mozna podda¢ pelnemu
zakresowi badan analitycznych. Modelowanie opiera si¢ na sformutowaniu zatozen
1 konstrukeji wyrazen matematycznych, ktére zapewnig doktadnos¢ wystarczajaca do
danego zastosowania.

Jedng z podstawowych metod modelowania analitycznego jest opis obiektu na
podstawie rownan bilansowych wielkosci podlegajacych prawom zachowania, czyli
takich jak masa i energia. Bilanse sg konstruowane dla najbardziej znaczacych ,,maga-
zyndéw”, czyli makroskopowych obszaréw uktadu, ktore majg zdolnos¢ magazynowa-
nia okreslonej wielkos$ci. Kazdy bilans opisuje chwilowa zmian¢ zawartosci magazynu
w czasie, czyli pochodna:

%:Z(ifm)ifgm - i)=Y F0)E 1,0, (2-1)

gdzie: x(¢) — wielkos¢ podlegajaca bilansowaniu (masa, energia), fi(f) — strumienie
bilansowanej wielkosci doplywajace/odptywajace (+/—) z magazynu, fy(¢) — strumien
bilansowanej wielkosci generowany/zuzywany (+/—) wewnatrz magazynu (np. w wy-
niku procesow chemicznych).

Modele konstruowane w ten sposdb opieraja si¢ rownaniach rézniczkowych zwy-
czajnych. Wielko$ci x(7) opisujgce stan magazynow sg nazywane zmiennymi stanu
i zazwyczaj sg to rOwnoczesnie zmienne wyjsciowe uktadu'. Po utozeniu rownan bi-
lansowych dla wszystkich magazyndéw, nalezy sprawdzi¢ czy wszystkie zmienne
w rownaniach, poza zmiennymi stanu, s3 zmiennymi wejSciowymi, to znaczy, ze ich
wartosci sa ustalane na zewnatrz uktadu (nie zaleza od tego, co si¢ dzieje w ukladzie).
Jesli w uktadzie réwnan sa zmienne, ktore nie s zmiennymi stanu i nie mozna ich
uznaé za wejscia, to nadmiarowe zmienne nalezy wyeliminowaé za pomocg dodatko-
wych zaleznos$ci — bgda to rownania algebraiczne, na przyktad wynikajace z konstruk-
cji uktadu. Model jest jednoznacznie okreslony (kompletny), jesli zawiera tyle nieza-
leznych réwnan bilansowych, ile jest zmiennych wyjsciowych, a pozostale zmienne sg
zmiennymi wejsciowymi. Model dynamiki ukladu stanowi komplet rownan roéznicz-
kowych, opisujacych chwilowe (dynamiczne) bilanse magazyndéw tego uktadu.
Uproszczenie modelu dynamiki, polegajace na wyzerowaniu wszystkich pochodnych,
prowadzi do statycznego modelu ukladu. Uktad réwnan stanowiacy model statyczny
moze by¢ oznaczony lub nieoznaczony (w szczegdlnych przypadkach).

!'w dalszej czgsci (— 8) nastapi formalne rozréznienie zmiennych stanu i wyjsciowych
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Konstrukcja modelu obejmuje nie tylko skompletowanie zalozen i rownan bilan-
sowych, ale rowniez wyznaczenie wartosci wszystkich parametrow wystepujacych
w rownaniach. W tym celu mozna wykorzystywaé¢ informacje o wymiarach geome-
trycznych i wlasno$ciach substancji lub o dostepnych pomiarach zmiennych wejscio-
wych 1 wyjsciowych. W praktyce do wyznaczania lub weryfikacji wartosci parame-
trow wykorzystuje si¢ rézne zrodta danych, nalezy wigec zwrdci¢ uwage na zgodnosé
jednostek, co umozliwia rozwigzanie wszelkich watpliwosci wynikajacych z réznych
nazw i oznaczen stosowanych w literaturze.

Konstrukcje modeli z rozdziatow 2.2+2.6 wymagaja przyj¢cia wielu istotnych za-
tozen, cho¢ na tym etapie wickszo$¢ z nich nie zostala wymieniona. Zalozenia te
umozliwiaja konstruowanie bardzo prostych modeli, ktore sg wykorzystywane do ilu-
stracji badan dynamiki. Doktadniejsza analiz¢ poszczegdlnych zjawisk zawiera na
przyktad praca [3] lub specjalistyczna literatura z danej dziedziny.

2.2. Zbiorniki — otwarte uktady hydrauliczne

2.2.1. Konstrukcja modeli

Najprostsze modele dynamiki konstruowane dla obiektow hydraulicznych wystepuja
w przypadku ukladow skladajacych si¢ z otwartych, sztywnych zbiornikéw, przez
ktore przeplywa jednorodna ciecz niezbyt lepka i niezbyt gesta, tak jak na przyktad
woda. Takie zatozenia umozliwiaja bilansowanie objetosci cieczy zamiast jej masy i
pomijanie wplywu tarcia. Konstrukcja modeli opiera si¢ na dynamicznym bilansie
objetosci cieczy (V) w kazdym zbiorniku — zmiana objgtosci w czasie jest wynikiem
bilansu strumieni wptywajacych i wyptywajacych (f;) do/ze zbiornika:

dv(e) _ , ]
— D xS0, [ms]. (2-2)

Jesli bilans opisuje zbiornik o ptaskim dnie o powierzchni 4 i pionowych $cianach, to
znaczy, ze zamiast objetosci /' mozna podstawic prosta funkcje wysokosci /4, czyli:

(o) _ _
A o =Y+ f0). (2-3)

Model dynamiki pojedynczego zbiornika (rys. 2-1) opiera si¢ na jednym réwnaniu
rozniczkowym:

fweI:? I f|:> Ah(t) = fwe (t) - fwy (t) . (2'4)
j m— I W zbiorniku (a) o wyplywie cieczy f,,

h Juw h o decyduje pompa, wigc jedno roéwnanie

2 y > b y Ao (2-4) stanowi kompletny model zbior-

nika (a) ze zmienng stanu /4 i zmien-

Rys. 2-1. Zbiornik: a) z pompa, n}'mi wej éCiOWymi Sve i' fwy W zbior-
b) ze swobodnym wyptywem niku (b) natomiast ma miejsce swobod-
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ny wyptyw cieczy f,, przez otwor w dnie (blisko dna), ktéry zalezy od powierzchni
otworu 4,, 1 wysokosci cieczy A:

S (1) = A,28h(0) ~ ah(1). (2-5)

Doktadny wzor na swobodny wyptyw jest nieliniowy, wigc czesto jest stosowane jego
liniowe przyblizenie (sposdéb wyznaczenia wspolczynnika a zostanie opisany w pod-
rozdziale 3.2). Jesli w zalezno$ci (2-4) uwzglednimy doktadny wzoér f,,, to uzyskuje-
my nieliniowy model zbiornika:

Ah(t) = f,, (1) A,\2gh(1) , (2-6)
a wykorzystujac wzor przyblizony — model liniowy:
Ah() = f,,.(0) = ah(@). 2-7)

W obu przypadkach aktualna wysoko$¢ cieczy /4 jest zmienng stanu (zmienng wyj-
$ciowa), natomiast strumien wptywu fi.. jest zmienng wejsciowa uktadu.

W przypadku kaskady zbiornikéw model dynamiki zawiera tyle rownan roéznicz-
kowych, ile jest zbiornikow, a zmiennymi stanu sg wysokosci cieczy w poszczegol-
nych zbiornikach. Kaskada na rysunku 2-2 sktada si¢ z dwdch zbiornikow, wigc jej
model obejmuje dwa rownania bilansowe:

S | Ay (0) = £, () = F0 (1)
Ahy ()= fi () = fy2 ()

gdzie wysokosci A 1 hy sg zmiennymi stanu,

y I a przeptywy fuy1 1 fiy2 wWynikaja ze wzoru na swo-
h, | Fro bodny wyptyw (2-5). Ostatecznie kompletny, do-
y Aels ktadny model dynamiki kaskady ma postac:

Rys. 2-2. Zbiorniki niepotaczone (ka- Al h_l ()= fW@ () - AW1 v 2gh1 ® ,
Ay hy (1) = A,y 28 (1) — A5/ 28h, (1)

gdzie f. jest jedyna zmienng wejsciowa. Opisujac swobodne wWyptywy fiyi 1 fuy2 przy-
blizong liniowg zaleznoscig (2-5), mozna uzyska¢ model liniowy.

Swobodny wyptyw cieczy ze zbiornika moze nastepowac réwniez przez potaczenie
z kolejnym zbiornikiem (rys. 2-3). Wéowczas strumien wyptywu zalezy od powierzch-
ni otworu 4,1 1 réznicy wysokosci cieczy w potaczonych zbiornikach:

fwe:> | fwyl (t) = Awl \/zg(hl (t) - hZ (t)) s

mt o Ve[ Fun = a (1) =y (1)).

R
f;tyZ
L Awl A Aw2 —=

(2-8)

hy

| |

f;tyl
v Awl =
4

(2-9)

skada niewspotdziatajaca)

(2-10)

Ta zalezno$¢ dotyczy tylko przeptywu migdzy
Rys. 2'3-1{ Zbﬁoamkl PQ*}?@?Q przewodem  zhiornikami, poniewaz wyptyw f;,> odbywa sie
(kaskada wspéldziatajaca) na zewnatrz, zgodnie ze wzorem (2-5).
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Model dynamiki tego uktadu opiera si¢ réwniez na dwoch rownaniach bilansowych
(2-8), ale z zastosowaniem wyrazenia (2-10). Doktadny model jest nieliniowy:

Ay (1) = £ ()~ 4,0328(h ()~ 1y (1)

Ayhy (6) = 4,328 (1 (1) = 1y (1)) = 4,04/28h, (1)
Model uktadu bedzie liniowy, jesli do opisu swobodnego wyptywu zostang zastoso-
wane przyblizone, liniowe zaleznosci (2-5), (2-10).

Przeptyw cieczy w kaskadzie moze by¢ réwniez wymuszany za pomocg pomp
o sterowanej wydajnosci, niezaleznej od poziomu cieczy w zbiornikach.

. (2-11)

ST | ST
A fo1
h g hy L) ﬁyz
y A y >
Rys. 2-4. Zbiorniki z pompa na koncu Rys. 2-5. Zbiorniki z pompa mi¢dzy zbiornikami

Taki przeptyw jest traktowany jako zmienna wej$ciowa uktadu, niezaleznie od miej-
sca zastosowania pompy. Stad kompletny model uktadu z rysunku 2-4 ma postaé:

Ay (0) = £,0() = Ay y28(h (1) = I (1))
Ay (1) = Ay y28(m (1) = Iy (1) = £,,0 ()

gdzie zmiennymi wejsciowymi s3 fu. 1 fuy2; @ model uktadu z rysunku 2-5 to uktad:

Ay ()= F (D)= £ ()
Ayhy (1) = fwyl (- Aw2\/ 2gh, (1) ’

gdzie zmiennymi wejsciowymi 3 fue 1 fuy1.

Na podstawie powyzszych przyktadow mozna wnioskowaé, ze dla typowych
otwartych ukladow hydraulicznych nalezy si¢ spodziewa¢ ukladow réwnan pierw-
szego rzedu i sg to zazwyczaj rownania nieliniowe. Dysponujac zbiornikami oraz
pompami o sterowanej wydajnosci, mozna konstruowaé obiekty o réznych wiasno-
Sciach. Tabela 2-1 zawiera przyktady uktadéw dwoéch zbiornikow — w kazdym
z przypadkéw zmiennymi wyjSciowymi jest poziom cieczy w zbiornikach (41, h),
a pozostale zmienne spetniajg warunek zmiennych wejsciowych. Na obecnym etapie
rozwazan przyjmujemy, ze wyznaczone modele beda uzywane tylko w przypadku,

gdy zbiorniki nie sg puste, a jesli model zawiera wyrazenie A, ./ Zg(h1 ®—-h, (t)), to
spelniony jest warunek 4i(¢) > ha(f). W przyblizonych modelach liniowych zamiast
pierwiastka wystepuje wyrazenie a(hi(¢) — ha(?)), ktore takze wynika z zalozenia
hi(t) > ho(f), ale mozna je wykonaé réwniez gdy h1(f) < hax(f) i model tez jest popraw-
ny.

(2-12)

(2-13)
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Tabela 2-1. Przyktady obiektow typu otwarte uktady hydrauliczne
=

I > 7 [0 =1.0-1,0
J{j_ 4}5 Ahy(0)= [0~ f,,(0)
= .
Jre AR O =100 = Ay 280 O = ()
W2 Ay () = 4,328 (0= By () = 1,2 (1)

5y
A (0) = £, (O + 1, (1) = A28 ()
7 | Ahy (1) = A28 (1) = £, (1) = 4,228, ()
nyZ
=

2.2.2. Jednostki i identyfikacja warto$ci parametréw

Jednostkg rownan bilansowych w otwartych uktadach hydraulicznych jest m%/s. Jed-
nostki zmiennych i parametrow to: 4 [m], f/ [m’/s], V [m’], 4 [m?], 4., [m?]. Zgodno$¢
jednostek w rownaniu bilansowym mozna sprawdzi¢ wykonujac podstawienie, jak na
przyktad jednostki w modelu (2-6):

Ah(t) = f,,(6) = 4, 2gh(1) ,

,m m’ , | m m’
m’—=—-m’ | —m = —.
s s s s

Identyfikacj¢ wartosci parametréw modeli hydraulicznych mozna tatwo wykona¢ na
podstawie wymiaréw geometrycznych zbiornikéw i otworow.

Ze wzgledu na intuicyjnos¢ dziatania i proste wyznaczanie parametrow, modele
otwartych ukladéw hydraulicznych sa podstawowymi przykladami w podreczniku
wykorzystywanymi do ilustracji réznych metod badawczych.

Na potrzeby prezentacji przykladowych badan roznych konfiguracji zbiornikow (— 2.2.1),

opisywanych w podreczniku zatozono, ze wszystkie zbiorniki sg takie same — powierzchnia

dna 4 = 2m?, a powierzchnia otworu 4,,= 10%A4.

2.3. Obiekty cieplne — uktady termokinetyczne

2.3.1. Konstrukcja modeli

Pierwszym krokiem w konstrukcji prostych modeli obiektow cieplnych jest wskazanie
najbardziej znaczacych magazyndw ciepta (Q), czyli elementow uktadu, ktore akumu-
luja ciepto. Opisywane modele wykorzystuja zalozenie o doskonatym mieszaniu, wigc
cata objetos¢ magazynu jest opisywana za pomocg jednej temperatury 7, ktora wynika
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z faktycznego mieszania si¢ substancji lub z usrednienia temperatury wewnatrz maga-
zynu. ,,I10$¢ ciepta” w magazynie zalezy od ilosci, wlasnosci i temperatury substancji:

00 =c,pVT()=C,T(1),[J=W:s], (2-14)

gdzie Cy oznacza pojemnos¢ cieplng magazynu — staty parametr zalezny od ciepta
wlasciwego c,, gestosci p i1 objetosci V' substancji wypelniajacej magazyn. Zmiana
zawartosci magazynu w czasie (dynamiczny bilans ciepta) wynika z bilansu zrédet
i strat ciepta (P;) w danym magazynie:

dow) _ .
dt

Prostym zrédltem ciepta w uktadzie jest na przykltad grzatka elektryczna z mozli-
woscig sterowania moca (P,), natomiast typowa przyczyna strat ciepta jest przenikanie
ciepla przez przegrody (Sciany)'. Taki prosty obiekt przedstawiono na rysunku 2-6.
Zaktadajac, ze dominujacym magazynem ciepta w tym uktadzie jest powietrze w po-
mieszczeniu, to do opisu dynamiki uktadu wystarczy rownanie:

ar(t)
y = 2RO W (2-15)

KCA Tzew CVTW"W (Z) = Pg (Z) - Kc (Twew (Z) - Tzew (t))a (2-16)
P ]"Wew’ C, gdzie wspolczynnik przenikania ciepla przegrody K.
il E zalezy od powierzchni 4, grubosci a, oraz wspdtczyn-

nika przenikalnosci cieplnej materiatu A:

K, =24/a,, [Wideg]. (2-17)

Rys. 2-6. Pomieszczenie
z grzejnikiem elektrycznym

Zmienng wyjsciowa modelu jest temperatura 7., opisujaca aktualny stan magazynu.
Pozostate zmienne (moc P, i temperatura zewnetrzna 7%.,) sa zmiennymi wejSciowy-
mi, gdyz ich warto$¢ nie zalezy od stanu obiektu. Model jest liniowy.

Uktad cieplny zawierajacy kilka znaczacych magazynéw wymaga utozenia kilku
rownan bilansowych — model zawiera tyle rdwnan rézniczkowych, ile jest znaczacych
magazynow ciepla w ukladzie. Wybor znaczacych magazynow nastgpuje na podsta-
wie ich pojemnosci cieplnych i jest ustalany na etapie formutowania zatozen dla mo-
delu. Zmiennymi wyj$ciowymi sg zmienne stanu, to znaczy zmienne opisujace tempe-
ratury poszczegdlnych magazynéw. Pozostale zmienne modelu majg zazwyczaj
charakter wej$¢ (sa wymuszane na zewnatrz uktadu).

Zatézmy, ze grzejnik dostarczajacy ciepto takze K, Tow
ma znaczng pojemnos¢ cieplng (C,.), co wynika nie i
tyle z jego objetosci, ile z substancji wypehiajacej =1 Twew Cow
grzejnik (np. olej). Wowczas grzatka ogrzewa wne- g ™K,
trze grzejnika, natomiast grzejnik oddaje ciepto przez —
$ciany do pomieszczenia (rys. 2-7). Rys. 2-7. Pomieszczenie

z grzejnikiem olejowym

! obejmuje konwekcje (wnikanie/przejmowanie) ciepta z cieczy/gazu do przegrody, przewodzenie ciepta
przez przegrodg i konwekcje z przegrody do cieczy/gazu.
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Model uktadu zawiera dwa rownania:

Cyy g(r) 9, =K, (T,(0) =T, (1))

ConTren = K (T, () =T, (0) = K (7,0, (0 = T, ()
gdzie Tyew i T, opisuja odpowiednio usredniong temperature wewnatrz pomieszczenia
1 wewnatrz grzejnika, i s3 zmiennymi wyjsciowymi. W rzeczywistych warunkach

istotnym magazynem ciepla sg takze Sciany pomieszczen (szczegodlnie grube mury
z cegly) — model (2-18) nalezy rozbudowa¢ o réwnanie akumulacji ciepta w $cianach:

C\ T, () =q,(t)-K,(T,()~T,,, 1)
vw wew(t) K (T (t) wew(t))_Kc (Twew(t)_rv(t))‘ (2'19)
Co (1) = K (T, () =T, ()~ K o (T, (£) = T.,,, (1))

Innym typowym sposobem ogrzewania jest przenoszenie ciepla przez nosnik cie-
pta, jak na przyklad nawiew cieplego powietrza do pomieszczenia, doplyw goracej
wody do grzejnika. Rysunek 2-8 przedstawia przyktad izolowanego pomieszczenia z
nawiewem cieptego powietrza (f, m’/s). Przy zalozeniu, ze ciepto jest akumulowane
tylko przez powietrze wewnatrz, model obiektu ma postac:

.y 7 ClLa@O=c,p fOIO-T,,®). (220)

TWBW? CV f r e
f lub, stosuj ac przeptyw masowy (., kg/s):
T, ——— ‘
- v wew (t) =c f (Z)(T (t) wcw (t))’ (2-21)

Rys. 2-8. Pomieszczenie z nawiewem

(2-18)

gdzie c,pf()T(t) = c,fm(£)T(f) to strumien ciepta
dostarczany przez powietrze, natomiast c,pf(¢) Twew(f) = cpfi(f) Twew(f) — strumien ciepta
wyprowadzany przez powietrze. Zalozenie o doskonatym mieszaniu powoduje, ze
temperatura nosnika wyptywajacego (7)) jest rowna temperaturze nosnika wewnatrz
(Tvew). Zmienng wyjsciowa modelu jest temperatura Tyew, 8 zmiennymi wejsciowymi
temperatura 7- i przeptyw f. Jesli przeptyw f jest zmienny, to model jest nieliniowy,
ale jesli przeplyw jest staty, to jest parametrem obiektu, a model jest liniowy.

Kolejny przyktad obiektu (rys. 2-9) taczy wykorzystanie nosnika ciepta i akumula-
cje ciepta w grzejniku — przez grzejnik przeptywa

gorgca woda i ogrzewa pomieszczenie, pokrywajac T ch Leow
stratg ciepta przez $ciany (kierunki przeptywu ciepta & Tvews Comy
oznaczono strzatkami). Zakladajac, ze ciepto jest e Cvg__>
magazynowane przez wod¢ w grzejniku i powietrze T — K,

W pomieszczeniu, i ze w obu tych magazynach pa- #

nuja warunki doskonatego mieszania, model po- Rys. 2-9. Pomieszczenie

mieszczenia sktada sie z dwdch rownan: z grzejnikiem wodnym

{CVéT&p(t) C oSO (1) = for (O () = K o (T (1) =T, (1))

2-22
Co Ty ()= K o (T (1)~ T (1)~ KTy (0) ~ T (1)) (&22)
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Dla utatwienia konstrukcji réwnan bilansowych warto wstepnie zalozy¢ kierunki
przeplywu ciepla przez przegrody. Zakladajac, ze T > Twew okreslamy kierunek
strzatki (Tg—Tew) 1 sktadnik opisujacy strumien ciepta Ky(7g—7Twew), natomiast do-
dawanie lub odejmowanie tego sktadnika wynika z interpretacji danego rownania bi-
lansowego. Taka metoda konstrukcji zapewnia poprawno$¢ rownan, nawet po zmianie

kierunkéw przeptywu ciepta. Na przyktad, rozwaz-

. . s K, To
my pomieszczenie z grzejnikiem (rys. 2-10) zakta- +
dajac, ze czynnik w instalacji ma temperature kilku Tep Tvors o
stopni (tzw. woda lodowa). Pomieszczenie jest f Ce
chlodzone (Twew> Tgp) — zmieni si¢ kierunek prze- — K

. . . . . T, g
ptywu ciepta i sktadnik opisujacy strumien ciepta &
Ko(Tywew—Tg). ROwnania bilansowe dla zatozonych Rys. 2-10. Pomieszczenie

kierunkow przeptywu ciepta majg postac: z grzejnikiem chiodzacym

vaTwew (Z) = Kc (Tzew (Z) - Twew (Z)) - Kg (Twew(t) - Tgp (t))
Ce Ty, (=K, (Twew(l) —T,, (t))+ Cp S (DT g (1) = €y f1n (DT g, (7)
Model ogrzewania (2-22) i chlodzenia (2-23) sg identyczne.

Kolejne przyktady, przedstawione w tabeli 2-2, majg wspolng ceche — zawieraja
dwa magazyny ciepla, ale rdzne sg relacje migdzy tymi magazynami ciepla.

(2-23)

Tabela 2-2. Przyktady obiektdw cieplnych (termokinetycznych)

K Co T = P,(1) =K, (T, () =T, () -
\\/tmi@ew K (T () - T )
o3 K 1Tk, | |CoTr 0= Ky 1001, 0)- Kolr, 0~ T )+
¢, Lo T (=T, (1))
CuTi () =P, ()~ K, (T,() - T, (1))
Co Iy () =c, 1, 0T, () - Ty () + K, (T,(t) - Ty (1)) -
- K, (1, () + T, (1))

zew

A Ky A .
' ! C, L) =c, [, O, -T,(0)- K, (T, (1) - T.,,, (1))
7. /| T by = T n) _
w T | |Culy () =, £, ()T () = Ty (1))~ K, (5 () = T, (1))
— - _—>
Ky, Ky T |[CaTi)=c,1,0T,0-T,0)-K (L)~ T, (1)~

. - —KIo-T0)
whnl ST |, [|CLT () = ¢, £ 0T (1) = Ty ()~ K, (Ty (1) = T (1) +

| ——> > +K3(Tl(t)_T2(t))

Z przedstawionej zasady konstrukcji réwnan bilansowych i przyktadow uktadow
cieplnych wynika, ze modele takich obiektéw majg posta¢ uktadu rownan pierwszego
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rzgdu. Modele sg nieliniowe, jesli w ukladzie wystepuje przenoszenie ciepta przez
nosnik o zmiennym natezeniu przeptywu.

2.3.2. Jednostki i identyfikacja warto$ci parametréw

Jednostka réwnan bilansowych uktadow termokinetycznych jest wat (W), natomiast
jednostki zmiennych i parametréw to:

Q[J =Ws], P[W], T[°C], f[m’/s], fu [kg/s], ¢, [J/(kg-K)], p [kg/m*], 2 [W/(m-K)],
Co=cppV [J(kg'K) - kgym’ - m’ = J/K], K. =14/ a,, [W/(mK) - m*/ m=W/K].

W rownaniach bilansowych zawsze wystepuja rdéznice temperatur, wiec zamiast skali
Kelwina (K) mozna stosowac¢ skale Celsjusza (°C). Z kolei w modelach, ktére zawie-
rajg opis przeptywu nosnika ciepta mozna wybra¢ przeptyw objetosciowy £, lub ma-
sowy f»= pf. Niezaleznie od przyjetych jednostek, w kazdym réwnaniu bilansowym
i na kazdym etapie przeksztatcen musi by¢ zachowana zgodnos$¢, na przyktad:

C,T, ()= Py () = K (T, (1) = T ()

1C g Meicw

K s C

Wartosci parametrow w modelach cieplnych mozna wyznaczy¢ na podstawie wy-

miaré6w geometrycznych magazynow ciepta 1 wlasnosci fizycznych substancji, np.:
pojemnosci cieplne (2-14), wspolczynniki przenikania przegrod (2-17). W przypadku
budynkow, gdy przegrody nie s3 jednorodne, to obliczenia parametrow stajg si¢ pra-
cochlonne — sg one czescig projektu budowlanego w zakresie ogrzewania. Wspot-
czynniki strat sg obliczane na podstawie powierzchni, konstrukcji i materiatu $cian,
okien, dachu. To umozliwia wyznaczanie zapotrzebowania budynku na ciepto w tak
zwanych warunkach obliczeniowych (nominalnych); w Polsce oznacza to zazwyczaj
utrzymanie wewnatrz temperatury 20°C przy temperaturze zewnetrznej —20°C. Na-
stepnie na podstawie zapotrzebowania na cieplo dobiera si¢ odpowiedni typ i wiel-
kos$¢ grzejnikow. Ten zlozony projekt mozna wykorzysta¢ lub odtworzy¢, jednak ce-
lem modelowania nie jest projektowanie urzadzen, tylko opis obiektu wykonanego
zgodnie z projektem. Dlatego w prostych modelach znacznie latwiejsze jest zastoso-
wanie alternatywnej metody wyznaczenia wspolczynnikéw przenikania, reprezentu;jg-
cych usrednione parametry poszczegdlnych przegrod. Metoda polega na wykorzysta-
niu informacji o warto$ciach zmiennych w warunkach obliczeniowych (Tzewn, Twewn,
Toen, Tepn, Pon, f, itd.), ktore sa dostepne w projektach budowlanych lub mozliwe do
wyznaczenia na podstawie pomiaréw. Wartosci te nalezy podstawi¢ uktadu réwnan
statycznych 1 rozwigza¢ ze wzgledu na nieznane wspotczynniki. Jesli uktad rownan
jest nieoznaczony (nieznanych wspdtczynnikéw jest wigcej niz roOwnan), to mozna go
uzupehli¢ za pomocg dodatkowych zatozen, na przyktad na temat relacji migdzy
wspotczynnikami (— 3.3.2). Z kolei warto$¢ pojemnosci cieplnych dla poszczegol-
nych magazynéw mozna zawsze wyznaczy¢ z definicji (2-14) na podstawie wymia-
réw 1 wlasno$ci materiatu
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Przyktadowe wyniki badan prezentowane w podrgczniku dotycza roznych wariantow
ogrzewania pojedynczego pomieszczenia (— 2.3.1) i zaktadaja, ze: kubatura pomieszczenia
wynosi 5x10x2.5 m3, wewnatrz jest utrzymywana temperatura 20°C, co przy temperaturze
zewnetrznej —20°C oznacza zapotrzebowanie na ciepto o wartosci 10 kW.

2.4. Obiekty mechaniczne

2.4.1. Konstrukcja modeli — prosty ruch postepowy

Najprostsze modele dynamiki uktadéw mechanicznych powstaja w przypadkach, gdy
dotycza ciat sztywnych poruszajacych si¢ wzdtuz linii prostej. To umozliwia pomija-
nie wektorowego charakteru sit — konstrukcja modelu opiera si¢ bilansowaniu warto-
$ci sit w okreslonych punktach uktadu. Konstrukcje rownan bilansowych poprzedza
przygotowanie schematu zastgpczego, ktory opisuje dziatanie uktadu za pomoca ide-
alnych elementoéw podstawowych: sprezyn, ttumikéw 1 mas oraz sit zewnetrznych.
Sprezyna reprezentuje sily sprezystosci miedzy dwoma potgczeniami (punktami) —
zewngtrzna sita akcji przylozona do danego punktu (Fa, F8) powoduje przesunigcie
tego punktu, az do zrownowazenia przez site sprezystosci (site reakcji Fea, FieB).
Sita reakcji na danym koncu sprezyny jest proporcjonalna do réznicy przesunieé:

xA xp Fop () = c(x, (0= x5 (1)),
(2-24)

c Fog (1) = e (1) = x, (1)),
e & gdzie: xa(?) to aktualne przesunigcie punktu A, xg(?) —
Foa Fe aktualne przesuniecie punktu B, ¢ — wspolezynnik
sztywnosci zalezny od konstrukcji i materiatu spre-

Rys. 2-11. Sprezyna o sztywnosci ¢ zyny.

Thumik reprezentuje zjawisko tarcia lepkiego (plynnego) podczas ruchu ciala
w ptynie (ciecz, gaz) lub przy przesuwaniu po warstwie smaru (np. tozysko slizgowe),
ktore powoduje nicodwracalne przeksztatcanie energii mechanicznej w cieplo. Ze-
wnetrzna sita akcji (Fa, Fs) powoduje ruch punktu z predkoscia, ktora wynika z thu-
mienia/tarcia (sity reakcji Fia, Fig). Sity reakcji na koncach ttumika zaleza do predko-
$ci poruszajacych si¢ koncéw thumika:

X xp Fin (0= blir (0 =35 (0) =b(rr (0= (@),
H—bﬂ :\ Fos() = bty (0~ 5, (0) = B (0 -, (). &)
e PR gdzie: x,(t)=v,(t) to predkos¢ punktu A,

Fin Fi Xg(#) = vg () —predkosé punktu B,

b — wspolczynnik ttumienia, zalezny od ruchomych
powierzchni, grubosci i wtasciwosci plynu.

Sita tarcia dziatajgca w przypadku bezposredniego styku ciat (tarcie suche) nie zalezy
od predkosci ruchu — ma stalg wartos¢, zalezng od styku (poslizg lub toczenie), sity
nacisku i rodzaju powierzchni.

Rys. 2-12. Ttumik o ttumieniu b
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Masa jest wlasnoscig ciala, ktora przeciwdziata zmianie predkosci, wymuszanej
przez zewnetrzng site (F). Podstawowy opis nie uwzglgdnia ksztattu ciata i punktu

X —p przylozenia sity — cala masa ciata jest skupiona w jednym
m o punkcie materialnym. Sita reakcji (sita bezwladnosci F,)
o w tym punkcie jest proporcjonalna do przyspieszenia:
Fy F, (1) = mi(t) = mv(1),, (2-26)
Rys. 2-13. Masa m gdzie: X(t) = v(¢) — przyspieszenie, m — masa.

Konstrukcja modeli uktadow mechanicznych poruszajacych si¢ wzdluz jednego
kierunku polega na utozeniu bilansu sit dla wszystkich punktow bilansowych, ktére
lacza poszczegolne elementy schematu i poruszajg si¢ z réznymi predkosciami. Po
jednej stronie bilansu wystepuja wszystkie zewnetrzne sity akcji (F), a po drugiej —
suma sit reakcji () wszystkich elementéw polaczonych z punktem bilansowym:

F(t)= +F, (1), IN]. (2-27)

Najprostsze przyktady uktadéw mechanicznych zawierajg jeden punkt bilansowy —
model zawiera jedno rownanie bilansowe. Na przyktad potgczenie sprezyny i thumika
z jednym usztywnionym koncem (rys. 2-14) jest opisane przez rownanie bilansowe sit

:I sprezystosci 1 tarcia oraz sity ze-
b wnetrznej:

c F(t) = bi(t) +cx(t). (228
?j;]iﬂ < c )+ ex (2-28)

ax_'i Przesuniecie x jest zmienng wyj-
: sciowg modelu, a zewngtrzna sita F’
Rys. 2-14. Sprezyna z thumikiem (silg arcia — zmienng wejsciowa.

Dla podobnego uktadu (rys. 2-15) natomiast, w ktorym wystepuje jeszcze masa m,
rownanie bilansowe sit ma postac:

il E F(f) = mx(t) + bx(1) + ex(?). (2-29)
fn Kompletny model uktadu nadal obejmuje jedno
ax E rownanie, ale tym razem drugiego rzgdu.

Rys. 2-15. Masa, sprezyna i thumik

Z kolei, jesli w uktadzie nie wystepuja sity sprezystosci, a jedynie tlumienie (tarcie)
i bezwladnos¢, jak na przyktad w przypadku ciata poruszajacego si¢ w osrodku gazo-
wym (ptynnym), rownanie bilansowe:

p” F F(t) = mi(t) + bx(t) (2-30)
—r> m AS,'mx

BRZ lepiej jest zapisa¢ i analizowaé, przyjmujac
; 1 l jako zmienng wyjsciowa predkos$¢ v zamiast
% L F ‘1’ v przemieszczenia x:

Rys. 2-16. Ruch ciata w o$rodku ptynnym F(t) = m"/(t) + bv(t) : (2-31)
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Punkty bilansowe, dla ktorych nalezy ulozy¢ réwnania rozniczkowe, znajduja si¢
czesto w punktach reprezentujacych masy, tak jak na przyktad na rysunku 2-17. Wy-
stepowanie masy nie jest jednak konieczne, co ilustruje rysunek 2-18. Ogolnie mozna
powiedzie¢, ze punkty bilansowe s3 wyznaczone przez polaczenia koncdéw sprezyn
i thumikow.

b1 'éF b1
T -
m —AN\N— —MW— 2 1
C b, ) b,
C1 | cp —¥ 2—.
2 X1 % X, X1 2 X2
Rys. 2-17. Dwa punkty i dwie masy Rys. 2-18. Dwa punkty i jedna masa

W obu powyzszych przypadkach wystepuja dwa punkty bilansowe (x1, x2), ktére ozna-
czajg jednoczesnie zmienne wyjsciowe modelu. Pierwszy model stanowi uktad dwdéch
roOwnan:

0 = m, 5, (£) + by, (1) + €., () + ¢ (3, (1) = x, (1)) (2-32)
F(0) =m0+ bk, (0 + 0y (x,(0 - x, () '
gdzie zmienng wejsciows jest sita F. Drugi model to takze uktad dwoch réwnan:
0 = by, (1) + ¢, (1) + ¢, (x, (1) = x, (1)) (233
0 = my, (1) + by, (1) + €5 (x, (1) = x, (1)) 33)

W modelu tym nie wystgpuje rowniez zewnetrzne wymuszenie (nie ma zmiennej wej-
Sciowej), ale mozna bada¢ dynamike uktadu, obserwujac reakcje wynikajaca
ze wstepnego naciggnigcia/scisniecia sprezyn, czyli warunkow poczatkowych.

Na schematach uktadéw mechanicznych mozna zaznaczy¢ kierunki przesunigé
punktow bilansowych, jednak nie majg one znaczenia podczas ukltadania rownan bi-
lansowych — w bilansie danego punktu zawsze wystepuje suma sit reakcji, ktére sa
proporcjonalne do réznicy potozenia (predkosci) konica w punkcie bilansowym i poto-
zenia (predkosci) drugiego konca elementu. Punktem odniesienia do wyznaczenia
kierunku i wartosci przesuni¢¢ jest zwykle potozenie w stanie spoczynku (brak ze-
wngtrznych sit).

Na podstawie przedstawionych przyktadow mozna zauwazy¢, ze modele uktadow
mechanicznych poruszajacych si¢ wzdtuz jednego kierunku zawierajg liniowe rowna-
nia rézniczkowe maksymalnie drugiego rzedu. Wspolng cechg przyktadéw z tabeli 2-3
jest to, ze zawieraja dwa punkty o réznych przesuni¢ciach (xi, x2), czyli wymagaja
utozenia dwoch rownan bilansowych.
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Tabela 2-3. Przyktady uktadow mechanicznych

F(t)=(my +my)%, (1) + byx, (1) + byx, (¢) +

Ly I e +¢,(x, () - x, ()
by | ™ 0=c,(x, (1) = x, (1)) + ¢y, (1)

m, | by Sztywne potaczenie mas m; i my tworzy jeden punkt
—3>[" |bilansowy
0= m, (1) + by, (1) + by (3, (1) = %, (1)) +
by + el () = x, (1))
F(@)=b (x2 (1 —x (t))"' c(x2 (1) —x (t))
— — F . - .
m Podstawiajac rownanie bilansowe punktu przylozenia
c . , o
b, sity (x2) do rownania bilansowego punktu x, otrzymu-

jemy model postaci:
F(1) = mx, (1) + by, (1)

2.4.2. Konstrukcja modeli — prosty ruch obrotowy

W ruchu obrotowym stosowane sg analogiczne elementy i zasady konstrukcji modeli
jak w ruchu posuwistym — w definicji zamiast przesunie¢ x i ich pochodnych wystepu-
ja katy obrotu ¢ i ich pochodne, a zamiast sit ' — momenty sit M (momenty obroto-
we). Podstawg konstrukcji modeli jest bilans momentow sit:

M()=> £ M, (), [Nm]. (2-34)

Moment sity jest wielkoscia wektorowa, ale jesli obrét
nastepuje wokot jednej osi, to zamiast wektora momen-
tu sity mozna stosowa¢ wartos¢ skalarng momentu sity,
czyli iloczyn sity F' i ramienia sity 7o (rys. 2-19). )

Elementami réwnania bilansowego opisujacego ob- "M =Fr
racajacy si¢ uklad sg momenty reakcji elementow pod- T
stawowych reprezentujgcych sprezystosé, tarcie i mase
w ruchu obrotowym.

Rys. 2-19. Moment sity
w ruchu obrotowym

Sprezyna w ruchu obrotowym reprezentuje reakcj¢ materialu na zewnetrzny moment
obrotowy (M). Moment reakcji (M,) sprezyny z usztywnionym konicem jest proporcjo-
nalny do kata obrotu wolnego konca:

M 1)
*F/ M, (1) = co(t), (2-35)
{ gdzie: ¢(¢f) — aktualny kat obrotu, ¢ — wspdlczynnik

¢ M, sztywnosci zalezny od konstrukcji i materiatu sprezy-

Rys. 2-20. Spre¢zyna skrecana ny.

Thumik reprezentuje nicodwracalne straty energii mechanicznej w ruchu obrotowym,
na przyktad podczas obrotu ciata w plynie czy obrotu w tozyskach.
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Opisem idealnego tlumika jest moment reakcji (M)

@ M w proporcjonalny do predkosci katowe;:
\ M, () =bp(t) =bo(t), (2-36)

| b | M, gdzie:  to predkos¢ katowa, b oznacza wspotczynnik
Rys. 2-21. Thimik thmlenla zalgzny od konstrukcji 1 materialdéw powo-
dujacych tarcie.

Moment bezwladnoSci reprezentuje mase ciala, ktora przeciwdziata zmianie predko-
$ci katowej. Moment reakcji (M;) elementu jest propor-

M o cjonalny do przyspieszenia katowego:
M, (t) = Jp(t) = Jo(t), (2-37)
J M, gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci J nazywa si¢

momentem bezwtadnosci i zalezy od ksztaltu elementu
oraz polozenia osi obrotu. Dla typowych bryl moment
bezwladnosci J mozna obliczy¢ na podstawie wymiaréw geometrycznych i masy cia-
ta, na przyktad (zaktadajac obrot wokot wlasnej osi):

— tarcza o promieniu R — J = mR?/ 2,

— walec o promieniu R i dtugo$ci/ — J=mR?/ 4 + ml*/ 12,

— kula o promieniu R — J=2mR?*/ 5.

Rys. 2-22. Moment bezwladnosci

Typowym przyktadem ruchu obrotowego jest obcigzenie mechaniczne w uktadach
napedowych (rys. 2-23). Obejmuje on bezwiadnos¢ obracajacych si¢ elementow, tar-
cie w tozyskach oraz zewnetrzny moment obcigzenia:

u M, (t)=Ja(t)+bao(t)+ M (t)= Jao(t)+ M, (t). (2-38)

----------- Moment obcigzenia M, (moment oporowy maszyny roboczej)

|_| wynika nie tylko z tarcia ruchomych elementéw w maszynie

roboczej, ale przede wszystkim umozliwia wykonanie okre-

Rys. 2-2h3- Moment me-  ¢lonej pracy w procesie technologicznym. Niekiedy moment
chaniczny

obcigzenia zalezy od kata obrotu (¢) lub zmienia si¢ w czasie
(np. zalezy od uksztaltowania terenu, po ktorym porusza si¢ pojazd, od zadania, ktore
w danym czasie realizuje maszyna). W przypadku maszyn, takich jak dzwig, wentyla-
tor, pradnica czy pojazd, moment M, jest opisy- A
wany przez zalezno$¢ M,(w) nazywang charakte- M, K‘ 5/2
rystyka mechaniczng maszyny roboczej. Wartos¢
M,(w) moze by¢ stata lub zaleze¢ w rézny spo-
sob od predkosci katowej (rys. 2-24). Rdwnanie
(2-38) opisuje jedynie czgs¢ mechaniczng napg-
du i wymaga analizy tacznie z silnikiem, ktory
rownowazy moment mecha- niczny M, — ele-
menty napedu dziataja na siebie nawzajem
(—2.5.2).

Rys. 2-24. Typy charakterystyk
maszyn roboczych: 1) stata, 2) liniowa,
3) paraboliczna, 4) hiperboliczna
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2.4.3. Konstrukcja modeli z wektorowym uktadem sit

Klasycznym przykladem obiektu, ktéry wymaga wektorowego opisu sil, jest wahadto
proste (rys. 2-25). Najprostszy model (tzw. wahadto matematyczne) zaktada, ze cigza-
rek o masie m jest zawieszony na nierozciagliwej i niewazkiej nici o dtugosci /, a ruch
odbywa si¢ bez strat (tarcia) pod wptywem sily cigzkos$ci F'=mg. Sita F jest stata
1 zawsze skierowana w doét, ale w trakcie ruchu ci¢zarka (zmiany kata ¢) zmienia si¢
rozktad tej sity na dwie sktadowe:

— sitg, ktora rownowazy naprezenie nici (ramienia): Fy,(¢) = F cose(?),

— site, ktora dziata na cigzarek poruszajacy si¢ po okregu: Fy(f) = F sing(?).

Roéwnanie bilansowe cigzarka to rGwnanie w ruchu obrotowym i ma postaé:

F=m:g/

Rys. 2-25. Wahadto
matematyczne

Jo@) =-M(1), (2-39)
gdzie: J = ml? to moment bezwtadnosci masy m obracajgcej
si¢ wokét punktu O; M(¢) =1 Fi(f) = | mg sing(f) to moment
obrotowy (w bilansie wystepuje —M ze wzgledu na zwrot
przeciwny do kata ). Ostatecznie wahadlo matematyczne
opisuje rownanie:

ml*¢(t) + Img sin(p(1)) = 0— () +sin(p(1))=0. (2-40)

Model jest nieliniowy, ale dla matych katéw stosuje si¢ przy-
blizenie sing ~ ¢, uzyskujac model liniowy:

ml*G(t) + Imgp(t) =0 — 1(t)+gp(t)=0. (2-41)

W analogiczny sposdb mozna skonstruowac najprostszy model wahadla odwrdco-
nego, uwzgledniajac odpowiednie kierunki i zwroty sit (rys. 2-26). Rownanie bilanso-

04

Rys. 2-26. Wahadto
matematyczne odwrdcone

we tego ciezarka w ruchu obrotowym ma postaé:

Jo() =M(@), (2-42)
gdzie moment bezwltadno$ci J = m/? i moment obrotowy
M) =1 F(t)= | mg sing(t) (w bilansie wystepuje +M ze
wzgledu zwrot momentu jest zgodny z katem ). Ostatecznie
model odwroconego wahadta matematycznego to:

ml* (1) — Img sin(p()) = 0 — 1§(f) — g sin(p(t)) =0, (2-43)
a dla matych katoéw (sing =~ ¢):
ml*G(t) - Imgp(1) =0 — 1§(1) - (1) =0. (2-44)

Doktadniejsze modele wahadla (tzw. wahadla fizyczne) wymagaja uwzglednienia
wymiaréw ci¢zarka, co ma wptyw na obliczenie momentu bezwladnosci.
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2.4.4. Jednostkiiidentyfikacja wartosci parametréw

Jednostki rownan bilansowych, zmiennych i parametrow w modelach mechanicznych
zaleza od typu ruchu:

w ruchu postepowym w ruchu obrotowym
— bilans N Nm
— zmienne |x [m], x=v [m/s], ¥=v [m/s’] |p[rad], w [rad/s =s"], @ [rad/s?],
F [N = kg m/s?] M [Nm = kg-m?/s?]
— parametry |c [N/m], b [Ns/m], m [kg] ¢ [N/m], b [Ns/m], J [kg'm?]

W ruchu obrotowym zamiast predkosci katowej w, mierzonej w radianach na sekunde,
stosowana jest tez predkos$¢ obrotowa n, czyli liczba obrotow na jednostke czasu. Re-
lacja miedzy predkoscia katowa i obrotowa wynika z definicji radiana — pelny obrdt to
2x radianow, stad w =27 n , gdzie n oznacza liczbe obr/sek. W praktyce jako jednost-
ka predkosci # jest stosowana liczba obr/min (ang. rpm) — wowczas @ = 2w 1n/60. Ja-
kakolwiek zmiana jednostek zmiennych czy parametréw musi by¢ uwzgledniona
w réwnaniach bilansowych — jednostki muszg si¢ zgadzac¢, na przyktad:

mi(t) + bx(t) + cx(t) = F(¢) M ()=Jo@)+ba(t)+M (1)
kg%+&m+ﬁm=N —N Nmzkgm2%+Nms@+Nm — Nm
s ms m s S

Wsrod wielkosci charakteryzujacych uktady mechaniczne, a w szczegdlnosci maszyny
i pojazdy, bardzo czgsto wystepuje moc, czyli ilo§¢ energii dostarczonej lub zuzywanej
w jednostce czasu. Energia, ktora jest zuzywana na wykonanie pracy (na przesunigcie lub ob-
rot elementu), przeliczona na jednostke czasu nazywana jest mocg uzyteczng (efektywna).
Chwilowa warto$¢ mocy P(¢) zalezy dziatajacej sity F' i od predkosci:

aw (t) dx(t) J Nm m
- P =0 D pyyy, w=t="oNE,
ruch postepowy: P(7) B ” () A S
aw (t) dx(t) d(rgo(t)) J  Nm rad
_ . P(H= =F =F =Mw(t)> W=—=——=Nm P
ruch obrotowy: £ 7 = 7 w(t) - S

gdzie przesunigcie x(f) = r¢(f) wynika z miary kata ¢(f) wyrazonego w radianach.

Wyznaczenie wartos$ci parametréw uktadow mechanicznych na podstawie kon-
strukcji elementdw 1 wlasno$ci materiatow nie zawsze jest proste ze wzgledu na rdoz-
norodno$¢ tych elementow, a czgsto takze z powodu ich ztozonej konstrukcji. Dla
typowych elementow stosowanych w praktyce inzynierskiej odpowiednie parametry
sa okreslane przez producenta i podawane w danych katalogowanych (np. wartosci
znamionowe maszyn roboczych). W pewnych przypadkach mozna zastosowac proste
wzory opisane w podrecznikach czy poradnikach z zakresu mechaniki, ktore umozli-
wiajg oszacowanie wartosci danego parametru. Niekiedy konieczne jest doswiadczal-
ne wyznaczenie parametru.

Najtatwiej jest wyznaczy¢ mase (m) poruszajacego si¢ ciata, ktorg mozna obliczy¢
na podstawie wymiaré6w 1 gestosci materiatu, albo na podstawie wagi ciata Fj,
(Fg = mg, gdzie g =9.81 kg/s?). Rowniez moment bezwtadnosci ciata w ruchu obro-
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towym dla wielu typowych ksztattow (kula, walec, obrecz, kostka, ...) jest opisany
prostymi wzorami zawierajacymi wymiary i mas¢ ciala.

Wartos¢ wspodtczynnika sztywnosci (c¢) zalezy od rodzaju elementu. W przypadku
typowych sprezyn czy resoréw warto$¢ ¢ jest podana w danych katalogowych elemen-
tu. Dla elementow typu belka czy sprezyna w postaci zwojow wartos¢ wspdtezynni-
ka ¢ mozna oszacowaé za pomoca prostych wzoréow zawierajacych wymiary elementu
1 wlasnos$ci materiatu (wspodtczynnik sprezystosci). Eksperymentalne wyznaczenie
sztywnosci elementow sprezystych mozna przeprowadzi¢ w stanie rOwnowagi uktadu
na podstawie uktadu rownan statycznych oraz pomiaru sit i przesuni¢¢ (— 3.3.1).

Najwigcej probleméw powoduje wyznaczenie wspotczynnika ttumienia (b). Jesli
ruch ciata odbywa si¢ w gazie lub cieczy, to tarcie wynika z oporu acrodynamicznego
(hydrodynamicznego) — zalezy wigc od ksztattu ciata i wlasnosci osrodka, w ktorym
to ciato si¢ porusza. Jesli przesuwanie cial jest zwigzane z wystgpowaniem warstwy
cieczy lub gazu miedzy przesuwajgcymi si¢ powierzchniami, to wspotczynnik b re-
prezentuje zjawiska zwigzane z ruchem i wlasnosciami tej cieczy lub gazu (opor hy-
drauliczny/pneumatyczny). W obu przypadkach wyznaczenie wartosci b najtatwiej
jest zrealizowaé w sposob eksperymentalny na podstawie pomiaru sit i predkosci
uktadu poruszajacego si¢ ze statg predkoscia (bez udziatu sit bezwtadnosci).

2.5. Obwody elektryczne

2.5.1. Konstrukcja modeli

Modele dynamiki obwodow elektrycznych opierajg si¢ na bilansie napig¢ w oczkach
obwodu 1 pradéw w weztach. W praktyce do opisu obwoddw elektrycznych uzywa si¢
spadkow napieé (u) 1 natezen pradow (i), poniewaz sg to wielkosci, ktére tatwo jest
zmierzy¢. Jednak z definicji nat¢zenia pradu:
i(1) =q(1) (2-45)

wynika mozliwos$¢ opisu uktadéw réwniez za pomocg napiec (u) i tadunkow (g).

Podstawowy opis obwodu elektrycznego opiera si¢ na zatozeniu, ze wszystkie
istotne zjawiska w obwodzie sg reprezentowane przez idealne elementy podstawowe:
rezystor, kondensator i cewke oraz idealne zrodta napigcia lub pradu.

Rezystor odpowiada za straty energii elektrycznej. Relacja miedzy nat¢zeniem pradu i
spadkiem napigcia na rezystorze jest proporcjonalna (prawo Ohma):

R ; u(t) = Ri(t) < u(t) =Rq(), (2-46)
°_|:|_’_° gdzie: R — rezystancja, czyli opor elektryczny (zalezny od
D wymiaréw geometrycznych elementu i materialu), ¢(z) —

Rys. 2-27. Rezystor zmiana tadunku w jednostce czasu, czyli natezenie pradu i(?).
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Kondensator reprezentuje zdolno$¢ uktadu do gromadzenia tadunku, ktorg opisuje
zaleznos¢:

du(?)

. 1
C ” i u(t):Eji(z)dt o i)=C=2 o g =Culn),  (247)
u

gdzie: C — pojemnos¢ elektryczna (zalezna od ksztattu i mate-
riatu kondensatora), ¢g(¢) — tadunek.
Rys. 2-28. Kondensator
Cewka to element bezwladnosciowy, ktéry przeciwdziata zmianie nat¢zenia pradu
przez samoindukcje sily elektromotorycznej e; proporcjonalng do zmiany pradu:

di(?)

e = — — = — 7] -
L s e (N=-L= % = e, (N=-L§(1), (2-48)
o—rm—b—o
-— gdzie L to indukcyjno$¢ wlasna (zalezna od wymiarow i ma-
u teriatu cewki). Liniowy opis elementu jest odpowiedni dla
Rys. 2-29. Cewka cewki bez rdzenia lub z rdzeniem o niewielkiej przenikalno-

$ci magnetycznej. Jesli rdzen jest ferromagnetyczny, to cewka
jest elementem nieliniowym (indukcyjno$¢ L zalezy od natezenia pradu).
Z praktycznego punktu widzenia obwody elektryczne dzieli si¢ na obwody stato-
1 zmiennonapi¢ciowe w zaleznosci od sygnatu generowanego przez zrdédto napigcia
(pradu) w obwodzie. Zasady ukltadania réwnan bilansowych sg takie same w obu
przypadkach, ale w obwodach zmiennonapigciowych czesto zamiast definicji opartych
na funkcjach czasu (2-46)+(2-48), stosuje si¢ symboliczny opis poszczegolnych ele-
mentow za pomoca uogolnionego prawa Ohma w postaci:

u(s) = Z()i(s) ub u(jw) = Z(jo)i( jo), (2-49)

gdzie relacje migdzy natezeniem pradu i napi¢ciem sg reprezentowane przez funkcje
nazywang impedancja zespolong Z(s) lub Z(jw). Impedancje mozna potraktowac jako
wyrazenie symboliczne, ktdre pozwala zastgpi¢ operatory rozniczkowania i catkowa-
nia przez operacje mnozenia i dzielenia (tabela 2-4), i tym samym liniowe modele
obwodow elektrycznych mogg mie¢ posta¢ rownan algebraicznych — rownan operato-
rowych (matematyczne podstawy tego podejscia opisano w podrodz. 14.2).

Tabela 2-4. Opisy podstawowych liniowych elementow elektrycznych

Opis Opis Impedancje
napieciowo-pradowy prad.-napieciowy
u(i) i(u) u(q) Z(s) | Z(jo)
R [u(?) = Ri(?) u(s) = Ri(s) i(t) = Gu(t) u(t) = Rq(t) R R
L. 1. o du(t) 1 1 L
Clu(t)= EIZ(Z)dt u(s) = Ez(s) in==C ” u(t) = Eq(t) el aC

di(t)

Lie (¢)=-L
1 (0) =

u(s) =sLi(s) i(7) = %J‘u(t)dt u@®)=L4@) | s | joL
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Impedancj¢ rezystora nazywa si¢ rezystancijg (R), impedancje¢ kondensatora — reaktan-
cja pojemnosciowa (X¢), a impedancje cewki — reaktancja indukcyjna (Xz). Odwrotno-
$cig impedancji (Z) jest admitancja (¥ = 1/Z).

Rozwazmy prosty obwod ze zrdédlem napigcia, cewka i rezystorem (rys. 2-30) —
moze to by¢ obwod wzbudzenia silnika (indukcyjnos¢ i rezystancja zwojow). Bilans
napig¢ w oczku stanowi nastepujace rownanie rézniczkowe:

di,, (1)

L= + R, i, () =u, (1) (2-50)

Rys. 2-30. Obwdd wzbudzenia silnika

lub odpowiadajace mu roéwnanie operatorowe:
sL,i (s)+Ri (s)=u,(s) < joL,i,(jo)+Ri (jo)=u,(jo). (2-51)

Zmienng wejsciowa modelu jest napigcie zasilajace u,, a zmienng wyjSciowa nateze-
nie pradu w obwodzie i,.
Kolejny prosty obwod elektryczny zawiera elementy RLC (rys. 2-31), a do jego
opisania rowniez wystarczy jedno réwnanie bilansu napie¢:
LD picy+ iji(z)dz =u(t). (2-52)
t C
Opisujgc uktad za pomocg napieé i pradow, uzy-
skuje si¢ rownanie catkowo-rozniczkowe. Model
Rys. 2-31. Szeregowy obwod RLC W postaci rownania rozniczkowego mozna uzy-
skaé, stosujac definicje natezenia
pradu (2-45) i uzyskujac opis obwodu za pomoca napie¢ i tadunkow:

Léj(z)+Rq(r>+%q(r)=u(r>. (2-53)

W praktyce inzynierskiej najczesciej jednak wystepuje postaé operatorowa (2-52):

sLi(s)+ Ri(s) + %i(s) =u(s)« jolLi(jo)+ Ri(jo) + i(jo)y=u(jo). (2-54)

joC

Jesli te same elementy RLC sg polgczone rownolegle, to podstawg modelu jest bi-
lans pradoéw — zarowno w obwodzie ze zrodtem napigciowym (rys. 2-32), jak i prado-
wym (rys. 2-33).

= ‘G mJ-E
Jir RTC L RTC

u

Rys. 2-32. Réwnolegly obwod RLC Rys. 2-33. Réwnolegly obwod RLC
1 zrodto napigeciowe 1 zrodto pradowe
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W obu przypadkach podstawq modelu jest ten sam opis pragdowo-napigciowy:

d”(’) —i(0). (2-55)

- I u(t)dt + Ru(t) + ¢ 252
ale rdzna jest interpretacja zmiennej wejsciowej (zmlenna generowana przez zrodto —
napiecie u lub prad i) i zmiennej wyjsciowej (odpowiednio prad i lub napigcie u). Aby
przeksztalci¢ wyrazenie (2-55) na rdwnanie rézniczkowe, mozna wyznaczy¢ pochod-
ng obu stron rownania lub wprowadzi¢ zmienng u(¢) — v(¢), czyli:

%u(t) + Ri(?) + Cii(f) = di(f)/ dt  lub %v(t) + R0+ CV(t) =i(r).  (2-56)

W operatorowej wersji rownania (2-55) natomiast mozna zastosowa¢ odwrotnosci
impedancji (admitancj¢) elementow:

iu(s) + Gu(s) + sCu(s) = i(s) < .1 u(jo)+Gu(jo)+sCu(jo)=i(jo). (2-57)
sL JjoL

Jedng z metod uktadania rownan dla ztozonych obwodow elektrycznych jest meto-

da oczkowa. Pierwszy etap metody polega na wyznaczeniu odpowiedniej liczby nieza-

R I I leznych oczek!. W ukladzie przed-

i ! 2 stawionym na rysunku 2-34 mozna

()
_Em J_ Q_/ wyrozni¢ dwa niezalezne oczka, ale
@ /~> R, galezie, ktore tworzg poszczegdlne
L iz

_|E~1 . _|_C ) oczka moga by¢ rézne. Rownania
7 i D2 bilansowe dla wyznaczonych oczek
" " najwygodniej jest zapisaé w postaci
Rys. 2-34. Uktad dwuobwodowy 1 operatorowe;j:
0= sLll(s)+R11(s)+ 1() W) =6 (5)
G sC (2-58)
e(s)=sL,i, () + R,i,(s) + %

Réwnaniom operatorowym (2-58) odpowiadaja rownania rézniczkowo-catkowe:

() . iy (1) (D) -1 (1)
;’t +R111(t)+_|. lCl d”jl C2 dt

i’ o
L0y (20700,

0=1,

! Niezaleznos$¢ wybieranych oczek mozna zapewnié w rozny sposob — na przyktad, po wyznaczeniu kaz-
dego kolejnego oczka nalezy wylaczac z dalszego wyboru jedna z galgzi tego oczka
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1 rdwnania rozniczkowe:

q,(?) L4 (1 —q,(0)

! C

q,() —q,(?)
C

0="Lq,()+ Ryq, (1) +

e=L,q,(t)+ R,q,(t) +

Zmienng wejsciowa modelu jest napiecie na zaciskach zrédla e (sita elektromo-
toryczna zrddta), a zmiennymi wyjsciowymi sg prady oczkowe i#; 1 i>. (lub tadunki ¢,
1 ¢2). Na podstawie tych zmiennych mozna oblicza¢ kolejne, zaleznie od potrzeb, na
przyktad napigcie u» na zaciskach rezystora Ry, czyli ux(f) = Raix(?).

Przedstawiona metoda konstrukcji prowadzi do modeli w postaci uktadow, ktore
zawierajg liniowe réwnania rozniczkowo-catkowe, a po konwersji rownania réznicz-
kowe maksymalnie drugiego rzedu lub algebraiczne rdwnania operatorowe. Réwnania
operatorowe i impedancje znacznie ulatwiaja konstrukcje modeli. Stosuje si¢ na przy-
ktad impedancje zastgpcze dla podstawowych potaczen elementow RLC. Roéwnanie
(2-54) ilustruje zasad¢ wyznaczania impedancji zastgpczej szeregowego potaczenia
elementow jako sumy impedancji elementow:

Z(s)=sL+R+%=XL(s)+R+XC(s), (2-59)
s

a rownanie (2-57) — zasad¢ admitancji zastepczej rownolegltego potaczenia elementow
jako sumy admitancji elementow:

1 1 1 1
= +—+ :
Z(s) X,(s) R X (s)

1
Y(s)=—+G+sC lub (2-60)
sL
Wykorzystujac impedancje zastgpcze, mozna konstruowa¢ model obwodu metoda
stopniowego upraszczania obwodu. Na przyktad na rysunku 2-35 przedstawiono ko-
lejne etapy upraszczania obwodu z rysunku 2-34.

Rys. 2-35. Kolejne etapy upraszczania obwodu z rysunku 2-34

Ostateczny model ma posta¢ e(s) = Z(s)i, (s) , gdzie:

1 1 1
Z=sLi+R+——,Z,=5L,+R,,—=—+5C, Z=2Z,+7,.

sC, Z; 1
Wybor metody konstrukeji i formy modelu zalezy od przeznaczenia modelu.
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2.5.2. Napedy elektryczne

Model dynamiki napedu elektrycznego obejmuje opis silnika elektrycznego 1 nape-
dzanej maszyny roboczej. Przeksztatcanie energii elektrycznej na energi¢ mechanicz-
ng w silnikach opiera si¢ na zjawisku oddziatywania pola magnetycznego na prze-
wodnik, w ktorym ptynie prad. Ta ogdlna zasada jest realizowana za pomocg réznych
konstrukcji. Silniki réznig si¢ migdzy innymi sposobem wytwarzania pola magnetycz-
nego. Jeden z podstawowych typow — obcowzbudny silnik pradu statego (rys. 2-36),
wytwarza to pole za pomoca obwodu wzbudzenia, ktéry mozna opisa¢ rownaniem:

nE 0

L uw (t) = Rwiw (t) + Lw o (2_61)
R,
T L

dt
gdzie: u,, — napigcie zasilania obwodu, #,, — prad wzbu-
Rys. 2-36. Silnik obcowzbudny

b 1\ U,

—\_  dzenia. Parametry R, i L, opisuja rezystancje i induk-
) cyjno$¢ obwodu wzbudzenia, czyli elektromagnesow
wytwarzajacych strumien pola magnetycznego propor-
cjonalny do pradu i,. W celu uproszczenia dalszego
opisu zalozymy, Ze ten strumien wzbudzenia jest staty,
tzn. jest parametrem silnika (¢.,). Gldéwny obwod silnika natomiast stanowi uzwojenie

twornika opisane rownaniem:

di, (1)
dt
gdzie: u; — napigcie zasilania obwodu, i; — prad obwodu twornika, R, i L, — rezys-
tancja i indukcyjnos¢ obwodu. Zmienna e natomiast jest sita elektromotoryczng indu-
kujacg si¢ w obwodzie twornika, gdy ten obraca si¢ w polu magnetycznym ¢,,, a war-

to$¢ e jest proporcjonalna do strumienia ¢, i do predkosci obrotowej w:
e(t) = kw¢wa)(t) = cwa)(t) s (2_63)

gdzie k. 1 cv= kw53 statymi parametrami, wynikajacymi z konstrukcji silnika.
Uzupetnieniem opisu silnika ((2-62), (2-63)) jest rownanie elektromechaniczne, umoz-
liwiajace wyznaczenie wartosci momentu obrotowego M., jaki wytwarza silnik:

M, (1) = k,4,i, () =c,i 1), (2-64)
gdzie ki 1 cn= kndy to state parametry konstrukcyjne silnika. Moment obrotowy silni-
ka M, jest rownowazony przez moment mechaniczny M,, napedzanej maszyny:

M, ()=M, (1), (2-65)

ktory jest wyznaczony przez model obcigzenia mechanicznego (2-38). Pelny model
nape¢du jest potaczeniem modelu silnika i modelu obcigzenia mechanicznego:

di, (1) di( .o
o -I—cwa)(t)_) L, al R (1) cwa)(t)+u,(l)‘ (2-66)

i, (1) = JiX) + M, (1) Jot) = c,,i, (1)~ M, (1)

u, (t)=R,i,(t)+L,

+e(r), (2-62)

u, (1) = Rtil (Z)—G—L,
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Zmiennymi wyj$ciowymi modelu sg natezenie pradu i; 1 obroty w, a zmienng wej-
sciowa napigcie ;. Moment obciazenia M, zaleznie od typu maszyny roboczej jest
albo funkcja M,(w), albo wartoscig statg (zmienng wejsciowa). Jesli M, = const, to
model napedu jest liniowy, ale bardzo uproszczony. Doktadniejsze modele sa nieli-
niowe nie tylko ze wzgledu na charakterystyke M,(w), lecz takze ze wzgledu na zmia-
ny strumienia wzbudzenia (¢.,) oraz nieliniowos¢ indukcyjnosci obwodow wzbudzenia
i twornika (L. i L, zaleza od natgzenia pradow).

2.5.3. Nieliniowe i ztozone elementy elektryczne

Klasycznym przyktadem nieliniowego obwodu elektrycznego jest rownolegly uktad
RLC z nieliniowg rezystancja typu dioda tunelowa (rys. 2-37). Model opiera si¢ na
rownaniu bilansowym pradow:

uTL%.-C ]

Rys. 2-37. Obwdd z dioda tunelowa

u(t)

Iy

- j u(t)dt +i,(H)+ C =i(t),  (2-67)

7 gdzie charakterystyke dlody opisuje wzor:

uﬁ uv

. 3
i, =bu” —au.

Model dynamiki obwodu ma wiec postac:

du(t)

—ju(z)dmbu () —au(t)+ CZEL = i@y . (2-68)

Powyzszy wzdér mozna podda¢ kolejnym przeksztaicemom:
— zrézniczkowanie wyrazenia
%u(z‘) + (3bu’ () — a)i(t) + Cii(t) = di(t) / dit »
—uporzadkowanie formy (przy zatozeniu ze i(f) = const)
LCii(t) - aL(l —:Z)uz(t)jit(t) +u(t)=0>-
— wprowadzenie nowej zmiennej v(r) = u(¢)\3b/a
LCi(6) - aL{l - () () +v(1) = 0,

— przeskalowanie czasu ¢ =+/LC7 (omdéwienie zasady skalowania czasu — 18.4)

LCi(z) _aLl—v*(0))iz) WD) =0 = F(@)-a \E (1=v()(e) 4 v(r) =0

LC VLC
Model (2-68) po przeksztatceniach jest znany jako réwnanie van der Pola:
#(0)— ull - (0 Ji(0) + x() =0, (2-69)

gdzie p=+/L/C nazywa si¢ wspotczynnikiem thumienia, natomiast czas ¢ jest cza-
sem przeskalowanym wzgledem (2-68) (jest podzielony przez +/LC ).
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Z kolei typowym przyktadem ztozonego elementu elektrycznego jest wzmacniacz
operacyjny. Ze wzgledu na swoje parametry podczas konstrukcji modeli uktadow ze
wzmacniaczem mozna stosowacé prosty schemat zastgpczy wzmacniacza (rys. 2-38).
Przy duzym wzmocnieniu k£ model uktadu ma postac:

_Z2

uW}’ =Vo = _kVA ~ ewe s (2-70)

1
gdzie wartos$¢ V4 zostala wyznaczona
na podstawie bilansu pragdéw w
punkcie A:

Rys. 2-38. Wzmacniacz operacyjny: a) typowy uktad;
b) schemat zastepczy wzmacniacza Vo = k(Va-V3)

2.5.4. Jednostki i identyfikacja wartosci parametréw

Jednostka rownania bilansowego w metodzie oczkowej jest wolt (V). Jednostki
zmiennych i1 parametréw to: u[V], ¢ [C], i[A=C/s], R[Q=V/A], C[F=C/V],
L [H=Wb/A = Vs/A]. Kazde rownanie bilansowe i kazde wyrazenie pochodne mozna
sprawdzi¢ ze wzglgdu na zgodno$¢ jednostek, na przyktad jednostki w wyrazeniu:

Li(t) + Ri(1) + %q(t) —u(t),

H%+Qg+lC:lé+XA+LC:V-
s s F Alss A C/vV

Parametry modeli obwodow elektrycznych wynikaja z wartosci elementéw RLC. Czg-
sto mozna je obliczy¢ na podstawie parametrow konstrukcyjnych (ksztatt, wymiary,
material), ale w praktyce inzynierskiej korzysta si¢ zwykle z wartosci okreslonych
przez producenta. W modelach zlozonych urzadzen, takich jak silniki (napedy), czesto
stosuje si¢ normalizacj¢ wartosci zmiennych wzgledem wartos$ci znamionowych (no-
minalnych), czyli typowych wartosci eksploatacyjnych danego urzadzenia (— 18.4.2)
— wszystkie zmienne sg wowczas bezwymiarowe, a parametry znormalizowanego
urzadzenia sg podane przez producenta lub wyznaczane w sposéb doswiadczalny.

2.6. Inne obszary modelowania

2.6.1. Zamkniete uktady hydrauliczne

W zamknietych uktadach hydraulicznych, takich jak sieci wodociagowe lub cieptow-
nicze, przeptyw cieczy jest wymuszany przez roznic¢ cisnien, ktdrg wytwarza tak
zwana pompa obiegowa. Podstawowym zjawiskiem sg spadki cisnienia na oporach
hydraulicznych (R) kazdego elementu, przez ktory przeplywa ciecz. W uproszczeniu
ten spadek jest proporcjonalny do przeptywu:

Ap = Rf, (2-71)
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a doktadniej do kwadratu przeptywu:
Ap=Rf*. (2-72)

Konstrukcja modeli sieci hydraulicznych opiera si¢ na bilansie spadkow cisnienia (Ap)
w obwodzie i strumieni cieczy (f) w weztach. Dopdki w uktadzie nie uwzglednia si¢
innych zjawisk (masy i $cisliwosci cieczy), dopoty rownania bilansowe sg rownaniami
algebraicznymi.

Rozwazmy prosty ukiad instalacji centralnego ogrzewania z pompa, kottem i1
grzejnikiem (rys. 2-39). Podstawa modelu jest bilans spadkéw napie¢ w obwodzie w
wersji uproszczonej (liniowej) albo doktadniejszej (nieliniowej):

— uproszczony: — doktadniejszy:

Ap=(R+R, +R.)f,.|Ap=(R+R, +R. )12, (273

gdzie zmienng wejsciowa jest rdznica ciSnien wytwa-

rzana przez pompe (Ap), a zmienng wyjsciowa prze-

Rys. 2-39. Obwod centralnego  piyw (f;). Parametrami modelu s3 opér kotla (R), opor

ogrzewania [ r . .

grzejnika (Rg) oraz opor zaworu (R:). Zatozono, ze opory

wszystkich przewoddéw (rur) sg pomijalne lub wliczone do oporu kotla i grzejnika.

Uktad, ktéry zawiera kociol, pompe¢ oraz >— ,
dwa grzejniki potgczone réwnolegle (rys. 2-40), R / Y/a Ja
jest opisany przez bilans strumieni cieczy w R., R.,
weztach (f = f,1 + fp) oraz rownania bilansowe
spadkow cisnien w niezaleznych oczkach. Za- Ap Rg Ry
leznie od przyjecia liniowego lub nieliniowego
opisu spadku cisnienia model uzyskuje rézng Rys. 2-40. Obwod centralnego ogrze-
postag: wania z dwoma grzejnikami
— model uproszczony: — model doktadniejszy:

2

[8p =Ry + foo )+ Ry + R Vo | [A9 = RUfr + £ P+ (R + R A
|89 = R(fy1 + fi)+ (Rs + Ros o] | A = R( fo+fof + Ry + R

Uktad rownan zazwyczaj trzeba rozwigza¢ ze wzgledu na zmienne wyjsciowe fqi1 1 fe2.
Do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych mozna wykorzysta¢ typowe metody
algebraiczne (— 1.3.2), ale rozwigzywanie uktadow réwnan z nieliniowg zaleznoscia
ci$nienia i przeptywu jest bardziej ztozone. W celu ulatwienia konstrukcji modeli
mozna wykorzysta¢ zaleznosci opisujace opdr zastepczy szeregowego potaczenia
elementéw (rys. 2-41) oraz potaczenia rownoleglego (rys. 2-42).

(2-74)

N
iy
Api Ap, Ap 2= Ap P

Rys. 2-41. Potaczenie szeregowe Rys. 2-42. Polaczenie réwnolegle
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Niezaleznie od doktadnosci modelu opdr zastepcezy potaczenia szeregowego jest suma

oporow potaczonych elementéw:

R=R +R,. (2-75)
Przy potaczeniu réwnoleglym opor zastepczy zalezy od doktadnosci opisu:
R/R, C R\R, D
= (opis liniowy), = —————— (opis nieliniowy). 276
R +R, (’_R1+ /—R2)2 (2-76)

Potaczenie szeregowe — na podstawie bilansu spadkow ci$nien Api + Ap>= Ap:

uproszczony (liniowy)
R f+R,f=Rf
R=R, +R,

Polaczenie réwnolegle — na podstawie bilansu przeptywow fi + fi

ci$nienia na kazdym oporze jest taki sa
uproszczony (liniowy)

doktadniejszy (nieliniowy)
Rf*+R,f* =R’
R=R,+R,
= f oraz faktu, ze spadek

m, ale jego opis zalezy od doktadnosci:
doktadniejszy (nieliniowy)

Ap=R fi =R, [, =Rf Ap=R fE=R,f} =
ﬁ+fz:f—’%’l’+%=%p jl+f2_/—>\/5\/5 \F
1_1 1 s [ }

R R, R, \/71 VR,

Wzory (2-75) i (2-76) sa podstawa konstrukcji modeli metoda oporu zastgpczego.
[ustracjg niech beda kolejne etapy upraszczania schematu na rysunku 2-43.

%?@] ;

Rys. 2-43. Kolejne etapy wyznaczania oporow zastgpczych dla rysunku 2-40

Rf fgl

Ap

Celem uproszczen jest wyznaczenie oporu zastgpczego catego uktadu (R;), co umoz-
liwia obliczenie catkowitego przeptywu (f;). Nastepnie mozna obliczy¢ cisnienie dys-
pozycyjne na sieci Apg, a tym samym cisnienie dyspozycyjne na kazdej galezi, a stad
przeptyw w kazdej galezi f,1 1 f» (tabela 2-5). Metoda oporu zastgpczego jest szcze-
golnie uzyteczna przy rozbudowanych sche-matach i obliczeniach wykonywanych na
wartosciach (bez wyznaczania wzoréw).
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Tabela 2-5. Metoda oporu zastepczego (rys. 2-43)

Operacja Model liniowy Model nieliniowy
Qpér ka.zd.ej z galezi — szeregowe polacze- | p _p L p R =R +R.
nie grzejnika i zaworu e e
Opor zastepezy obu gatezi — rownolegle __RR, R BB
potaczenie R, i R, "R, +R, (\/RT +\/E)Z
Opor zastepezy catego uktadu R, =R+R,
Catkowity przeplyw fi Ji =Ap/R, fo =+[Ap/R.
Cisnienie dyspozycyjne (Apg) na sieci Ap, =Ap—R, f; Ap,=Ap—R.f}
Przeplywy w gateziach: Jo =8pa /R, Lo =D, | R;

W modelach uktadéw hydraulicznych mozna stosowac przeptyw objgtosciowy
(. m*/s) lub masowy (f.= pwf, kg/s). Z kolei rdznica ci$nien Ap [Pa] bywa wyrazana
takze w kPa. Wszystkie te warianty oraz doktadnos¢ opisu (liniowy lub nieliniowy)
decydujg o jednostce oporu hydraulicznego. Wyznaczanie warto$ci oporéw hydrau-
licznych na podstawie konstrukcji elementow jest zlozone i mato uzyteczne w pro-
stych modelach dynamiki. Latwiej jest uzyska¢ (zmierzy¢) zmienne modelu, czyli
przeplywy i spadki cisnienia w rdznych czesciach uktadu, podstawi¢ je do modelu
i rozwigza¢ uktad réwnan ze wzgledu na parametry (przyktad — 3.3.3).

2.6.2. Modele biologiczne

Typowym obszarem zastosowania modelowania analitycznego poza fizyka sa modele
biologiczne opisujace na przyktad zjawiska ekologiczne, epidemiologiczne, immuno-
logiczne. Podstawowa wielkoscig bilansowa jest liczebno$¢ badanej populacji (N),
ktora z natury jest zmienng dyskretng (liczba osobnikdéw) i jest wyznaczana w dys-
kretnych chwilach czasu (co krok czasu Af). Przy modelowaniu duzych populacji sto-
suje sie przejscie graniczne (Ar —0):
N(t+At)—N(¢)
At
Na tej podstawie konstruowane sg ciggle rownania bilansowe badanych populacji:

WOEDIEFAGH (2-78)

gdzie N to liczebno$¢ (lub zageszczenie) populacji, a f; to strumienie doptywu
1 odptywu osobnikéw do/z populacji w wyniku réznych zjawisk.

Jeden z podstawowych modeli ekologicznych opisuje zmiang liczebnosci jedno-
rodnej populacji, w ktorej osobniki rodzg si¢ i umierajg, ale musza konkurowac ze
sobg o ograniczone zasoby §rodowiska. Model ma postaé:

N(t) = rN(t) - v(N), (2-79)

gdzie r oznacza wspdtczynnik rozrodczos$ci netto (réznica wspdtczynnika rozrodczo-
$ci 7 1 wspotczynnika $miertelnosci rs), natomiast v(N) jest funkcja, ktéra opisuje

— N(©).

(2-77)
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konkurencj¢ o zasoby s$rodowiska. W najprostszym przypadku przyjmuje sie, ze
V(N) = aN 2, co oznacza, ze konkurencyjnos¢ zalezy od:
— liczby spotkan migdzy osobnikami, a ta jest proporcjonalna do kwadratu liczebno-
$ci populacji N 2 (jak liczba zderzen czgsteczek gazu swobodnego),
— wspotczynnika konkurencyjnosci a = /K (K — pojemnos¢ srodowiska), czyli:
— im wicksza pojemnos¢ srodowiska (wigcej osobnikéw moze przezy¢ w $ro-
dowisku), tym konkurencja jest mniejsza,
— im wigksza rozrodczos¢, tym konkurencja jest wicksza.
Po uwzglednieniu opisanej funkcji konkurencji model populacji ma postaé:

N()=rN(t)—aN*(¢) lub N(t)= rN(t)( - %} , (2-80)

ktérg nazywa si¢ réwnaniem logistycznym. Model tego typu mozna rozbudowac na
przyktad o zjawisko migracji (osobniki imigruja do srodowiska sprzyjajacego, a emi-
gruja ze srodowiska wrogiego) lub o strukture wieku (rozmnazaja si¢ tylko osobniki
w pewnym przedziale wiekowym).

Jesli w danym srodowisku wystgpuja dwa gatunki konkurujace ze sobg o ogra-
niczone zasoby, to model ma posta¢ uktadu dwoch rownan logistycznych:

1_N1(t)_a Nz(t)j

K, 2K,

R ACH Nlm)

N,(H)=nN, (z)[
(2-81)

21

N,(t)=r,N, (z)( X K

Model umozliwia uwzglednienie roznych wspotczynnikéw rozrodczosci netto (71, 72)
i réznych pojemnosci srodowiska (K, K>) dla obu gatunkéw. Wzajemne oddziatywa-
nie gatunkow na siebie opisujg wspotczynniki ai» 1 a21, oznaczajace ubytek ,,energii”
w wyniku spotkania z osobnikiem drugiego gatunku — zalezy on od zachowania obu
gatunkow — atak czy ucieczka (strategia jastrzebia i gotebia). Jesli oba gatunki stosuja
strategi¢ ataku, to konkurencja jest duza (osobniki tracg energi¢ na walke), a jesli oba
stosujg strategie ucieczki, to konkurencja znacznie si¢ zmniejsza. W przypadku gdy
jeden gatunek jest mocniejszy i atakuje, to drugi stabszy ucieka.

Inny bardzo popularny model ekologiczny znany jest pod nazwa modelu Lotki—
Volterry lub modelu drapieznik—ofiara i opisuje zmiany populacji dwéch gatunkow,
przy czym jeden z nich jest drapieznikiem, a drugi jego ofiarg. Model obejmuje row-
nania bilansowe liczebnosci (zaggszczenia) populacji ofiar V' (ang. victim) i drapiezni-
kéw P (ang. predator) postaci:

V(t)=r,V(t)—aV(t)P(t)
P(t) = baV (1) P(t) - rpP(1)

gdzie: r,y — wspdtczynnik rozrodczosci ofiar, rop — wspotczynnik $miertelnosci dra-
pieznikoéw, a — wspotczynnik skutecznosci polowan, czyli czgs¢ spotkan (VP) zakon-

(2-82)
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czona sukcesem, b — przelicznik upolowanych ofiar (aVP) na rozrodczos¢ drapiezni-
kow (przyrost populacji). W tej klasycznej postaci zaktada sie, ze wzrost populacji
ofiar jest ograniczany tylko przez wystgpowanie drapieznikow, a warunkiem istnienia
drapieznikdw jest obecnos$¢ ofiar. Model (2-82) mozna rozbudowaé, na przyktad,
wprowadzajac ograniczong pojemnos$¢ srodowiska (K) lub mozliwos¢ ukrycia sig
ofiar. Wprowadzenie pojemnosci srodowiska wymaga korekty w bilansie ofiar (sktad-
nik analogiczny jak w réwnaniu logistycznym). Model uzyskuje woéwczas postaé:

Ve)y=r,V(e)1-V(t)/K)-aV()P(t)
P(t) = baV (£)P(t) - r,p P(t) '
Najprostsze modele epidemiologiczne (modele SI) zaktadajg istnienie w populacji

N dwoch klas osobnikow: zdrowi poddatni na infekcj¢ S (ang. susceptible) i zainfe-
kowani / (ang. infected). Model infekcji obejmuje uktad dwdch rownan:

S(t) = r.(S(®) + 1(t))—aS@)I(t) + bI(t) —r,S(t)
(1) =aS(I(t)-bI (1)~ r,1(1) ’
gdzie: a — wspotczynnik zakazania (tzn. jaka cze$¢ kontaktow S7 konczy si¢ infekcja),
b — wspotczynnik wyzdrowien. Przy konstrukcji bilansu zatozono, ze osobniki rodza
si¢ zdrowe oraz ze infekcja nie powoduje dodatkowych zgondw (wspdtczynnik $mier-
telnosci 7y jest taki sam w obu grupach). Modele, ktore uwzgledniaja zjawisko naby-
wania odpornosci (modele SIR) opisuja trzy grupy osobnikéw w populacji N: zdrowi
poddatni S, zainfekowani / i odporni R (ang. resistant), stad trzy réwnania bilansowe:

S(t) = r.(S(t) + I(t) + R(t)) - aS()I (1) - r,S(t)
(1) = aS()I(£) - bI(1) - r,1(7) . (2-85)
R(1) = bI(t) - r,R(?)

(2-83)

(2-84)

Modele epidemiologiczne mozna dalej rozbudowywac, uwzgledniajac takie zjawiska,
jak $miertelnos¢ infekcji czy mozliwo$¢ utraty odpornosci. Mozna tez konstruowac
modele, ktore skupiaja si¢ tylko na zmianach wynikajacych z infekcji (nie uwzgled-
niaja rozrodczosci 1 $miertelnosci populacji):

S(t) = —aS(t)I(¢)
1(t) = aS)I(t) - bI(1). (2-86)
R(t) = bI(?)

Zmienne S, /, R oznaczaja liczebno$¢ populacji lub procent osobnikow z populacji.

Charakterystyczng cechg omdéwionych modeli biologicznych jest nieliniowos¢, po-
niewaz nawet proste modele zjawisk sg nieliniowe i trudno t¢ nieliniowo$¢ pomingé
lub uprosci¢. W modelach tych nie wystgpuja rowniez zmienne wejsciowe — badania
dynamiki uktadu polegaja na obserwacjach rozpoczynajacych si¢ od réznych warun-
kéw poczatkowych (obserwacja ewolucji stanu uktadu).



Il. Statyczny opis uktadow
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3. Modele i charakterystyki statyczne

czyli co mozna badac bez opisywania dynamiki

3.1. Statyczne wiasnosci uktadu

Model statyczny, czyli réwnanie (uklad réwnan), ktore opisuje obiekt (uktad)
w stanie rownowagi, gdy wartosci zmiennych wejsciowych i wyjsciowych sg state,
jest znacznie prostszym opisem niz model dynamiki. Mozna go otrzymac przez:

— uproszczenie réwnan dynamiki, polegajace na wyzerowaniu wszystkich funkcji
pochodnych zmiennych wejsciowych i wyjsciowych: pochodna (dx/d?) to z defi-
nicji zmiana wartosci (dx) w krétkim czasie (df), a w stanie rownowagi przy statym
wymuszeniu nie ma zmian (dx = 0);

— odpowiednig konstrukcje modelu ograniczong do statycznych réwnan bilanso-
wych, opisujacych uktad w stanie rownowagi — pomijanie akumulacji wielkosci
w magazynach (— 2.2, 2.3) oraz elementdw o wlasnosciach dynamicznych,
np. thumiki i masy (— 2.4), cewki, (— 2.5).

Modele statyczne sa powszechnie stosowane podczas projektowania ukladow, na

przyktad projektowanie konstrukcji (budynki, mosty, ...) czy instalacji (ogrzewanie,

klimatyzacja, sie¢ wodociggowa, ...). Na tym etapie wlasnosci dynamiczne obiektu nie
sg rozpatrywane (budynek czy most ma mie¢ odpowiednig wytrzymatos¢, sie¢ grzew-
cza czy wodociagowa ma przetransportowaé¢ odpowiednig ilos¢ medium), a projektant
ma to zapewni¢ przez opracowanie konstrukcji mechanicznej, obliczenie parametrow,
dobor materiatow 1 urzadzen. Kazda dziedzina ma swoje metody projektowania oparte
na modelach statycznych, a opisane w postaci wzordw, tabel i charakterystyk. Jedynie

w szczegdlnych przypadkach potrzebna jest analiza wlasnosci dynamicznych, na

przyktad wptyw wiatru na zachowanie wiezowca czy mostu, wplyw gwaltownego

zatrzymania pompy na sie¢ hydrauliczna, itd.

Pelny model statyczny danego obiektu zaktada znajomos¢ wartosci wszystkich pa-
rametréw wystepujacych w réwnaniach. State wartosci wspotczynnikow zawsze sa
wynikiem przyjetych zalozen (np. ze wilasnosci materiatlow nie zaleza od tempe-
ratury, cisnienia itp.). Identyfikacja wartosci parametrow (wyznaczenie wartosci pa-
rametréw) zalezy od ztozonos$ci modelu i dostepnych informacji. Mozna je probowac
wyznaczy¢:

— Dbezposrednio na podstawie wymiaréw geometrycznych obiektu i wlasnosci fizycz-
nych materiatow,

— posrednio na podstawie wartosci obliczeniowych (przyktady — 3.3).

Dysponujgc modelem statycznym, mozna wyznaczy¢ rozwigzanie statyczne, czyli

rozwigzanie rownania (uktadu réwnan) ze wzglgedu na zmienne wyjsciowe (— 1.3.2) —

wzOr/wzory na zmienne wyjsciowe w zaleznosci od zmiennych wejsciowych.
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Liniowe modele statyczne, takie jak na przyktad:

a, ap|x b, b, |u
apx=byu , ayx="bgu, +b,gu,, O={ a 12}[ l]k{ ! 12}{ 1}, 3-1
Ay Ay | X by by Jlu;
zazwyczaj sg oznaczone, wi¢c dla stalych wymuszen maja jedno rozwigzanie:
-1
x:b—ou, xzﬁul-l-%uz, {)ﬁ}:_[an a12i| [bn b12}{”1} (3-2)
2 a4 dy X2 ;. dn by by Jlu;

Rozwigzanie statyczne (wartosci wyjsciowe xo, X109, X20) obliczone dla okreslonych
wartosci wejsciowych (uo, uio, t20) jest nazywane punktem réwnowagi. Punkt row-
nowagi w modelach wielowymiarowych to wektor warto$ci zmiennych wyjsciowych
[x10, ..., Xx0] Wyznaczony dla danego wektora wartosci wejsciowych [uio, ..., Umo] —
wartosci X1, ..., X0 Stanowig wspdtrzedne jednego punktu réwnowagi uktadu. Do obli-
czen mozna wykorzysta¢ numeryczne metody rozwigzywania liniowych uktadow
rownan (— 1.5).

Opisujac wlasnosci uktadow liniowych méwimy, ze maja one zawsze jeden punkt
réwnowagi (jedno rozwigzanie statyczne), gdyz prawie zawsze jest to uktad réwnan
oznaczonych. Poniewaz jednak model statyczny wynika z uproszczenia rownan rdoz-
niczkowych, to moga wystapi¢ wyrazenia typu:

1° 5(t)=bou(t) — O0=byu,
. {xl(r)wl(r)—xz(r):ul(r) - (3-3)

X, () +x, () = x5 () =u, (1) Xp =Xy =Up =U,.

Roéwnanie statyczne dla wyrazenia 1° nie okresla wartosci x (stan rownowagi ukltadu
mozna wyznaczy¢ na podstawie réwnania rézniczkowego: jesli u # 0, to nie ma punk-
tu rownowagi, jesli =0, to punktem réwnowagi moze by¢ dowolna warto$¢ x).
Z kolei rozwigzanie rownania statycznego dla wyrazenia 2° zalezy od wartosci u 1 u2
—jesli 1 = uz, to nie ma rozwiazania, a jesli u; = u,, to rozwigzaniem sa dowolne war-
tosci x; 1 x2, ktére spelniajg x;—x, = u1. Mowiac wiec, ze uktad liniowy ma zawsze je-
den punkt rownowagi, pami¢tamy o szczegoélnych przypadkach (3-3), gdy nie ma
punktu réwnowagi lub jest ich nieskonczenie wiele (uktad rownan nie jest oznaczony).
Nieliniowe rownania statyczne (uktady réwnan) moga mie¢ wigcej niz jedno rozwig-
zanie i tym samym wi¢cej niz jeden punkt rownowagi, na przyktad:

ay, x> +ayx=byu, ayx’ +ayx=byu. 3-4)

Charakterystyka statyczna obiektu jest graficzng prezentacja relacji x(u), czyli
zalezno$ci miedzy zmienng wyjsciowg (x) i wejsciowa () w pewnym przedziale war-
tosci u. Punkt rownowagi (xo, uo) jest punktem wykresu x(#) wyznaczonym dla okre-
$lonej wartosci up (warto$¢ xo= x(uo)). Jesli model jest wielowymiarowy (obejmuje
wiele niezaleznych zmiennych wyjsciowych i wejsciowych), to mozna narysowac
charakterystyke statyczng dla kazdego z wyjs¢: xi{(ui~un). W praktyce ma ona postac
rodziny charakterystyk statycznych, gdzie jedna ze zmiennych wejsciowych jest re-
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prezentowana na osi, a pozostale sg parametrami wykresu (rys. 3-1). W modelach li-
niowych wszystkie charakterystyki statyczne sg liniowe. W modelach nieliniowych
nie wszystkie charakterystyki statyczne xi{ui+u»,) musza by¢ nieliniowe lub posiadac
wiele punktow rownowagi (rys. 3-2), niektore zaleznosci moga by¢ liniowe.

X1 X2
U u
X - 2
10 . X20 .
) )
I I
Ui u, Uio uy
Rys. 3-1. Rodzina charakterystyk statycznych, Rys. 3-2. Nieliniowe charakterystyki statyczne
zakres pracy i punkt rownowagi (112 punkty réownowagi)

W zastosowaniach inzynierskich stosuje si¢ ograniczenie prezentacji wykreséw do
zakresu pracy, czyli przedziatu wartosci zmiennych wejsciowych 1 wyjsciowych, ktore
sg osiggalne lub stosowane w rzeczywistym uktadzie. W tym przedziale ustalany jest
zazwyczaj punkt pracy obiektu (procesu technologicznego), czyli utrzymanie konkret-
ne wartosci na wejsciach obiektu, ktére wyznaczajg punkt rownowagi do czasu wysta-
pienia zaklécen (— 5.2.3).
Uwaga: Uklad liniowy ma zawsze jeden punkt rownowagi (oczywiscie poza szczegdlnym
przypadkiem (3-3)), czyli jedno rozwiazanie statyczne, jeden punkt na charakterystyce sta-
tycznej wyznaczony dla okreslonych wartosci wejsciowych. Punkt rownowagi (xo, o) ma
znaczenie ogo6lne — to kazde jedno rozwigzanie rownania statycznego (kazdy jeden punkt na
charakterystyce statycznej). Okreslenie ,,r6zne punkty rownowagi uktadu” w uktadzie linio-
wym oznacza punkty rownowagi wyznaczone dla réznych wartosci wejsciowych, np. po-
czatkowy 1 koncowy punkt réwnowagi, punkt pracy. Oznaczenie (xo, uo) reprezentuje punkt
wyznaczony dla konkretnej wartosci wejSciowej wybranej z zakresu pracy, np. dla uo= 5.
Mamy wiec badanie uktadu w réznych punktach pracy (dla réznych wartosci uo), przecho-
dzenie uktadu od jednego do innego punktu rownowagi.

Kolejne przyktady zilustruja zastosowanie modeli statycznych do identyfikacji
wartosci parametrow i analizowania wtasnosci uktadu w stanie rownowagi. Przedsta-
wione fragmenty skryptow natomiast zilustruja przyktadowa realizacj¢ tych zadan w
badaniach symulacyjnych z uwzglednieniem wtasnosci Matlaba, w szczegdlnosci za-
stosowanie réoznych sposobow generowania wektorow oraz operacje na elementach
wektora (zastosowanie operatorow z kropkg zamiast petli).
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3.2. Zastosowanie charakterystyk do linearyzacji

3.2.1. Zbiornik ze swobodnym wyptywem

Podstawg otwartych uktadéw hydraulicznych jest pojedynczy zbiornik ze swobod-
nym wyptywem (rys. 3-3). Model takiego elementu (— 2.2) to jedno rownanie (2-6),
ktére w stanie rOwnowagi przyjmuje postac:

y = 0=7f,.—A4,2gh (3-5)
1 umozliwia wyznaczenie zmiennej wyjsciowej A:
2
o fa e

Rys. 3-3. Zbiornik z wyptywem

Jedynym parametrem modelu jest powierzchnia otworu (4y), ktora tatwo jest zmierzy¢
(oszacowac) na podstawie wymiardw. Na podstawie (3-6) mozna narysowac charakte-
rystyke statyczng zbiornika w zakresie O+fyemax. Przykladowy skrypt ponizej ma na
celu poréwnanie zbiornikéw o roznych powierzchniach otworu (rys. 3-4) — generuje
charakterystyki dla r6znych warto$ci 4.

g=9.81;

tabAw=[.1, .2, .3]; %wektor parametrow, m2
A, kolor='grb"; %wektor kolorow

Fwemax=2; %max przeptyw wej.,m2/s

Fwe=[0:Fwemax/10:Fwemax]; %wektor wartosci wejsciowych
figure; hold on; grid on;
£ fori=1:3 %petla dla wartosci z tabAw
we h=Fwe."2/(2*g*tabAw(i));  %wektor wartosci wyjsciowych
plot(Fwe, h, kolor(i));
Rys. 3-4. Charakterystyka statyczna (3-6) —  end
wpltyw powierzchni 4w

0 f wemax

Zamiast nieliniowego réwnania (3-5) mozna zastosowac jego liniowe przyblizenie:

h O:fwe _ah’ (3_7)
Pinax a wowczas charakterystyka statyczna jest oparta
na zaleznosci:
h= Sue , (3-8)
0 f fwe a
yremax przy czym warto$¢ a powinna zapewni¢, aby
Rys. 3-5. Charakterystyka statyczna: doktadna i przyblizona charakterystyka statycz-

1) doktadna (3-6); 2) przyblizona (3-8) na zbiornika byty zblizone do siebie (rys. 3-5).
Poniewaz przyczyna nieliniowosci jest swobodny wyptyw ( £, = 4,2gh ), to moz-

na zastosowac przyblizenie tej zaleznosci za pomoca siecznej (rys. 3-6). Poréwnujac
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doktadne i liniowe wyrazenie f,, dla =0 i dla %= /hma (tzn. (f,,(0)=0 oraz
fuy(Bmax) = fuymax), mozemy obliczy¢ wspotezynnik a:

S

A +J2gh
fwymax_

ah . —a=—"""""2 (3-9)

max max h ’
max

A, ~\2gh

przy czym maksymalna wysokos¢ hmax Wystepuje
dla maksymalnej warto$ci na wejsciu fremax:

f2
C2gdl

0

max

Rys. 3-6. Linearyzacja swobod-

nego wyptywu fuy(h) ) ) ) o
Wspotczynnik a wyznaczony z tej zaleznosci, zapew-

nia dwa wspdlne punkty charakterystyki doktadnej i przyblizonej (rys. 3-5). Btad
liniowego przyblizenia, czyli roznica (3-6) i (3-8), zalezy od punktu pracy wyznaczo-
nego przez aktualny przeptyw na wejsciu fye.

3.2.2. Kaskada zbiornikow

Nieliniowe modele kaskad zbiornikéw (— 2.2) réwniez mozna linearyzowaé przez
przyblizenie sieczna wzoru opisujacego swobodny wyplyw. W przypadku niewspot-
dzialajacej kaskady zbiornikow ze swobodnym wyptywem (rys. 3-7) jej model (2-8)
w stanie rownowagi ma postac¢ uktadu rownan:

fwe|:> I fwe = Awl \lzghl = Aw2 2gh2 ’ (3_10)

[} z ktorego mozna wyznaczy¢ zmienne wyjsciowe:

hy | fwl
p e 12 S

| hy = 7 = 2 - (3-11)

y 2gAwl 2gAw2

e Ao |é«§2 Linowe przyblizenie rdwnan (3-10) to:
" W,
e =aihy =ayh,, 3-12
Rys. 3-7. Zbiorniki niepotaczone . J . 1 _1 2 ( )
a stad zmienne wyjsciowe modelu:

hlsze/al’hZwae/QZ‘ (3_13)

Parametry modelu doktadnego (4.1, Aw2) mozna tatwo zmierzy¢, natomiast wspot-
czynniki modelu przyblizonego (a1, a2) sa analogiczne jak w przypadku (3-9).

W kolejnym przyktadzie zbiorniki sg potaczone przewodem (rys. 3-8). Model tej
kaskady to uktad rownan (2-11), ktéry w stanie rownowagi, mozna zapisac jako:

,fwe:> | fwe = Awl \Izgihl _hZ) = AWZ \Izth . (3_14)

A
hl fwyl h A

= 2 W
v Awl / Aw2 Ié;yz

1 1 fz 2
b=t |5 =0 (3-15
Rys. 3-8. Zbiorniki potaczone przewodem [szvl szvz j 2g 2gA»2vz ( )

Stad doktadne wzory na zmienne wyjsciowe:
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Przyblizona wersja modelu statycznego (3-14) to uktad rownan:

S e :al(hl _hz):azhz (3-16)
1 jego rozwigzanie:
1 1 ”
hl :(_+_]fwe’ h2 :fL‘ (3_17)
a a a,

Wyznaczenie wspotczynnika a,, wynikajacego z linearyzacji wyplywu f,2, mozna
wykona¢ identycznie jak dla wyplywu z pojedynczego zbiornika (3-9). Z kolei pod-
czas linearyzacji przeptywu miedzy zbiornikami (f.,1) we wzorze wystepuje roznica
wysokosci, wobec tego punkty do wyznaczenia siecznej (rys. 3-9) to:
— minimalna réznica A# = 0 (powodujaca minimalny wyptyw: £,,1(0) = 0),
— maksymalna réznica Ah = Ahmax (powodujaca maksymalny wyptyw: fi,1(Ahmax).

fon Poréwnujac opis doktadny i przyblizony:

wy

_______ A J2g-Ah_ =a,-Ah
Aw 2g A wl g max 1 max

otrzymujemy:
. > _ Awl 2g 'Ahmax 3 18
0 4 Ahmax Ah al - Ahmax . ( - )
Rys. 3-9. Linearyzacja swobodnego W stanie rownowagi przepltywy miedzy zbior-

t wl (A . . .,
wyptywu funl(Af) nikami sg sobie rowne (fiy2max = fuyimax = fivemax),

wigc maksymalna réznica Almax Wynosi:

Ahmax = (L + Ljfwemax -

a,  a

fwemax — fwemax

a, a

Doktadne i przyblizone (zlinea-
ryzowane) charakterystyki staty-
czne kaskady przedstawiono na
rysunku 3-10.

hy

thax

0 fwgmax fwe 0 fwemax fwe

Rys. 3-10. Charakterystyki statyczne:
1) doktadne (3-15); 2) przyblizona (3-17)

Przedstawione przyklady linearyzacji ilustrujg jeden ze sposobdw przeksztatcenia
modelu nieliniowego w liniowy. Wlasciwie jest to sposdb na unikanie nieliniowosci
juz na etapie konstrukcji modelu, oczywiscie kosztem doktadnosci.
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3.3. Zastosowanie charakterystyk do identyfikacji

3.3.1. Przyktad uktadu mechanicznego

Zmienne wyjsciowe uktadu mechanicznego (— 2.4) oznaczaja polozenie punktéow
bilansowych (x). Statyczny opis takiego uktadu zalezy jedynie od elementéw opisujg-
cych sity sprezystosci (pozostate elementy zerujg si¢). Proste potgczenie dwdch spre-
zyn o réznych wspotczynnikach sztywnosci ¢ i ¢z, na ktore dziala sita F (rys. 3-11)
moze by¢ modelem uktadu, w ktérym nie ma innych elementow, lub modelem sta-
tycznym, w ktérym pominigto wptyw masy 1 sit tarcia, jak np. model (2-32). Model
uktadu ma postac uktadu rownan algebraicznych:

{Ozclel—cz(xl—xz)’ (3-19)

F=c,(x, —x,)

2 X o 2 X gdzie sita F jest zmienng wejsciowa, nato-
miast potozenia x; i x2 sg zmiennymi wyj-

Rys. 3-11. Potagczenie dwoch sprezyn $ciowymi.
Do prowadzenia badan symulacyjnych konieczna jest znajomos¢ wartosci wspotczyn-
nikow ¢ 1 c2. Mozna je obliczy¢ na podstawie znajomosci ksztaltu i materialu sprezy-
ny, ale mozna je réwniez wyznaczyé na podstawie pomiaru warto$ci zmiennych
w wybranym punkcie rownowagi (Fo, X0, X20), ktore nalezy podstawi¢ do uktadu
(3-19) i rozwigza¢ wzgledem ¢ i ¢2:

Fy Fy

¢, =—- 0raz ¢, =——— . (3-20)

X10 X20 ~ %10
Po obliczeniu wartosci ¢; 1 ¢; mozna wyznaczy¢ charakterystyki statyczne, rozwigzu-
jac ten sam uktad (3-19), ale ze wzgledu na zmienne wyjsciowe:

¢ tc,

F
X, =— oraz x, =
¢ ST

F. (3-21)

Wzory te mozna zastosowa¢ do rysowania charakterystyk (rys. 3-12) — w przy-
ktadowym skrypcie wykorzystano operacje generowania wektora oraz obliczania ele-
mentéw wektora bezposrednio w parametrach funkcji plot:

X X cl=..;¢c2=.; %wartosci podstawione/obliczone
F=[0:1:100]; %wektor wartosci wejsciowych
figure; plot(F, F/c1);

F F figure; plot(F, (c1+c2)./(c1*c2)./F);

Rys. 3-12. Charakterystyki statyczne uktadu

Model (3-19) jest liniowy, wigc powyzsze zadania mozna zrealizowac bez wyzna-
czania wzorow (3-21), tylko z zastosowaniem macierzowej postaci rownan:
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F -c, ¢, || x,

0] [e,+¢e, -
{ } [cl 2 T% }{xl} lub symbolicznie F = Cx, (3-22)

gdzie: F i x to wektory zmiennych uktadu!, C — macierz wspétczynnikow. Stad mozna
wyznaczy¢ wektor zmiennych wyjsciowych x:

x=C7'F. (3-23)

Zapis macierzowy mozna wykorzysta¢ takze do wyznaczania wartosci wspotczynni-
kéw na podstawie pomiarow sity i przesunie¢ (Fo, x10, X20). W tym celu model (3-19)
nalezy zapisa¢ w postaci:

0 —
|: }: |:X10 X10 x20:||:c1:| lub symbolicznie F = Xc, (3-24)

F 0 xy—xp|c

gdzie tym razem F i ¢ wystepuja w roli wektoréw zmiennych, a X w roli macierzy
wspodtczynnikdéw (wyznaczonych na podstawie warto$ci zmiennych x19, X20), CO UmMoz-
liwia wyznaczenie wartosci wektora ¢:

c=X"F. (3-25)

Re¢czne wykonywanie operacji na macierzach bywa pracochtonne (np. odwracanie
duzych macierzy), ale programy symulacyjne sg przygotowane do tego typu dziatan.
Sa to jednak operacje na wartosciach, wigc nie bedzie mozliwosci analizy wzorow
funkcji. W tym przypadku zaréwno wzory na wspdlczynniki (3-20), jak i zmienne
(3-21) sg bardzo proste. Dla bardziej ztozonych modeli obliczanie zmiennych wyj-
sciowych (3-23) za pomoca macierzy powoduje pewng trudnosc¢. Jesli zdefiniujemy
wartosci sity F' w postaci wektora (np. F=[0:1:100]), to realizacja wyrazenia (3-23) ozna-
cza, ze zmienne F i X sg macierzami:

x@ .. x(n) —1[ o .. O }
=C _
[xz @ .. x (n)} FQ) .. F») (3-26)

i do rysowania charakterystyk statycznych trzeba wybra¢ odpowiednie elementy:
plot(F(2,:), x(1,:)), plot(F(2,:), x(2,:), ...)
Problem ten nie wystgpuje przy zastosowaniu wzoru (3-23) do obliczania punktu pra-
cy (dla pojedynczej wartosci zmiennej F).
Powyzszy przyktad ilustruje rézne metody wyznaczania parametréw i charaktery-
styk statycznych liniowego uktadu, a w szczegdlnosci zastosowanie operacji macie-
rzowych.

! Nalezy rozréznia¢ wektor wartosci zmiennej (np. F, x1, x2) oraz wektor zmiennych wejsciowych F (za-
wierajacy wartos¢ 0 i zmienng F) i wyjsciowych x (zmienne xi i x2).



65

3.3.2. Parametry i charakterystyki statyczne budynku z grzejnikiem

Uktad rownan bilansowych budynku z poddaszem i ogrzewaniem elektrycznym
przedstawiony na rysunku 3-13 uwzglednia ciepto dostarczane przez grzejniki o mocy
P oraz cieplo tracone przez zewnetrzne $ciany (wspotczynnik K;), sufit (wspolezyn-

nik K,) i dach (wspdtczynnik K>). W warunkach

T K T statycznych rownania maja postac:
]{1 : . 0=Pg_Kp(TweW_Tp)_Kl(Twew_Tzew)
— - -
B35 ek 0=K,(T,, -T,)-K,(T, -T.,, (3-27)

Rys. 3-13. Budynek z poddaszem i Zmiennymi wejsciowymi sg moc P, i temperatura
ogrzewaniem elektrycznym zewngtrzna 1., a zmiennymi wyjsciowymi — tem-
peratury wewnatrz budynku, Tyey 1 7).

Do wyznaczenia wartosci wspdtczynnikow mozna zastosowaé metode opartg na
typowych danych, ktére mozna znalez¢ w projektach budowlanych lub zmierzy¢. Za-
t6zmy, ze model reprezentuje budynek o powierzchni 100 m? i jego zapotrzebowanie
na ciepto wynosi 10kW (nominalna moc grzejnikow Pgy = 10 kW). W warunkach
obliczeniowych (w Polsce dla T...w=-20°C) temperatura wewnatrz pomieszczen
Tvewv wynosi 20°C, a na poddaszu 7,y wynosi 10°C. Wartosci te wyznaczaja punkt
rownowagi; po podstawieniu do (3-27) powstaje uktad rownan, w ktorym nieznane sa
wartosci wspotczynnikow (Kew, Kewp, Kep). Uktad jest nieoznaczony, wigc konieczne
jest jeszcze jedno réwnanie, ktore moze powstaé jedynie na podstawie dodatkowego
zatozenia, takiego jak relacja miedzy wspdtczynnikami strat (np. K,= 0.25K3) albo
oszacowanie, ze 30% zapotrzebowania wynika ze strat ciepta przez Sciany w warun-
kach nominalnych, czyli Ko(Tyewn — Tzenn) = 0.3 Pgn.

Po uzupetnieniu i rozwigzaniu uktadu réwnan mozna narysowaé charakterystyki
statyczne obiektu (rys. 3-14). Obliczanie wartosci wspotczynnikow i rysowanie wy-
kresow mozna polaczy¢ w jednym, uniwersalnym skrypcie:

Toen Tp PgN =1000;TzewN =-20; TwewN =20; TpN =10;
T Kew =...; Kewp =...; Kep =...;  %wspdtczynniki
wewN T Pg =[0:0.1*PgN : PgN]; %wektor wartosci wej.
PN Tzew =TzewN; %parametr wykresu
Twew =...; %obliczenie wektora Twew

P J2 P Tp=.,; %obliczenie wektora Tp
0 &N T 0 &V Pg figure, plot(Pg, Twew, ', PgN,TwewN,'0");
Rys. 3-14. Charakterystyki statyczne figure, plot(Pg, Tp, ', PgN,TpN,'0’);

uktadu z rysunku 3-13, dla nominalnej wartosci 7zeww

Rozwiazanie uktadu (3-27) ze wzglgdu na Ty 1 T, jest funkcja dwoch zmiennych P,
1 Tew, wiec jedna z nich jest zawsze parametrem wykresu. Na wykresach dorysowano
punkt, odpowiadajacy wartosciom nominalnym (obliczeniowym). Jes§li wszystkie
wzory s3 poprawnie wyprowadzone i zapisane, to punkt ten trafi na lini¢ wykresu.

Przyktad ilustruje wyznaczanie parametréw w oparciu o opis statyczny i dodatko-
we zalozenia, oraz rysowanie i weryfikacje charakterystyk modelu typu MIMO.
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3.3.3. Obwdd hydrauliczny

Podstawowe modele zamknigtych uktadéw hydraulicznych sg uktadami réwnan sta-
tycznych (— 2.6.1), a parametrami tych modeli sg opory hydrauliczne, ktore trudno
wyznaczy¢ analitycznie, ale mozna je wyznaczy¢ na podstawie pomiaru wartosci
przeplywu i cisnienia. Na przyktad liniowy model uktadu ogrzewania z dwoma grzej-
nikami (rys. 2-40) zawiera dwa rdwnania:

Ap:R(fgl + g2)+(Rg1 +Rzl)fg1
{Asz(fgl +fg2)+(Rg2 +R., )fgz ’

ktére umozliwiajg obliczenie rozptywu cieczy (fq1, f2) przy zadanej roznicy cisnien
(Ap). Opory R, R,1 1 Ry sa statymi parametrami uktadu, ktére obejmuja dany element
(kociot, grzejnik) oraz przewody laczace te elementy. Opory zawordw R:; i R moga
si¢ zmieniaé, przy czym zaktadamy, ze maksymalnie otwarty zawor ma zerowy opor
(minimalny opdr maksymalnie otwartego zaworu wigczamy do oporu grzejnika). War-
tosci statych oporow mozna obliczy¢ na podstawie warunkéw nominalnych, to znaczy
gdy zawory sa otwarte 1 znamy wartosci Apw, fqin, feon. Jednak po podstawieniu tych
danych do (3-28) otrzymujemy uktad dwdch réwnan z trzema niewiadomymi (R, Rgi,
Ry); konieczna jest jeszcze dodatkowa informacja, na przyktad, ze w warunkach no-
minalnych spadek ci$nienia na kotle (Apwv= R(fzinv + fo2n)) stanowi 10% cisnienia jakie
wytwarza pompa. Uktad rdwnan z dodatkowym rownaniem R(fgin + feon) = 0.1-Apy
jest oznaczony — umozliwia wyznaczenie wszystkich parametrow.

(3-28)

3.4. Zastosowanie charakterystyk do analizowania pracy uktadu

3.4.1. Obwdd elektryczny

Rysunek 3-15 przedstawia dzielnik napigcia, w ktorym za pomocg potencjometru R,
mozna ustawia¢ wartos¢ napigcia na zaciskach wyjsciowych (u,). Dzielnik peni role
sterowanego zrodta napigcia dla ré6znych odbiornikdw R,. Rozwazymy model samego
dzielnika oraz model po wiaczeniu odbiornika (obcigzenia R,). Obwod zawiera tylko
rezystancje, wiec zaleznosci napi¢¢ i pradow sg opisem statycznym:

bez obcigzenia z obcigzeniem R,
u u=(R, +R,))i u=(R, +R,))i 320
u, = Rji uy =R, (i—1i,) (3-29)
Tuo 0 7/[0 = Ru iu
0 Zmienng wyjsciowg dzielnika jest napiecie uo:
Rys. 3-15. Dzielnik napigcia R, R,
Uy = Uy = *—u -
R +R, "R +R, R +R, (3-30)
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Ze wzgledu na zastosowanie dzielnika przyjmuje si¢, ze rezystancja R, jest parame-
trem, a rezystancje R; i R, oraz napigcie # sg zmiennymi wejsciowymi. W ten sposob
powstaja charakterystyki statyczne dzielnika w funkcji kazdego z wejs¢ (rys. 3-15)
przy zatozeniu, ze pozostate wejscia sg parametrami danego wykresu:

%Przyktad skryptu — wykres uO(u)

R
o k! uht R R2=10; R1=1;
R tabRO=[1,10];
R, o U=[0:0.1:10];
i > ! > i > fori=1:2,
u R1 Ro

RO=tabRO(i);
) wyU0=R1./(R1+R2).*R0/(R1+R0)*U; %u0
Rys. 3-16. Charakterystyki obwodu z rysunku 3-15 plot(U,wyU0,kolor(i)); %kolor="bgr"
end

Wykres u,(u) zostal wyznaczony dla wybranej wartosci R; oraz dwoch roznych warto-
$ci R,. W ten sposdb mozna badaé wptyw poszczegdlnych zmiennych uktadu.

Charakterystyki statyczne wykorzystuje si¢ czesto takze do analizy wspolpracy
dwoch czesci uktadu — zazwyczaj jedna z nich petni role zasilania, a druga jest od-
biornikiem (obcigzeniem). W tym celu uktad rdéwnan obwodu (3-29) zostatl podzielony
na opis dzielnika napie¢cia (1) i opis obcigzenia (2):

A u=(R, +R)i R
N R {1 } Sty ==~ R,
uy =R (i—1i,) R +R, (3-31)
Uos “'B (2) Uy :Roio'
o C R, Opis dzielnika i obcigzenia stanowi uktad réwnan,
0 ktory mozna rozwigza¢ analitycznie (wynikiem
@) - jest wyrazenie (3-30)) lub graficznie (rys. 3-17).

W tym drugim przypadku, oba opisy zostaty prze-
tworzone do postaci u,(i,), ktéra jest podstawa do
narysowania wykresu dzielnika i obcigzenia, przy
czym wykres dzielnika narysowano dla kilku wartosci R, natomiast wykres obcigze-
nia dla kilku wartosci R,. Punkt przecigcia wykresu dzielnika i wykresu obcigzenia
(A) jest rozwigzaniem uktadu (punktem pracy) dla okreslonych wartosci R 1 R, (moz-
na odczyta¢ warto$¢ napiecia u,). Jesli parametry dzielnika (R, R2) pozostajg stale, ale
obciazenie (R,) wzrasta, to punkt pracy przesuwa si¢ wzdtluz wykresu dzielnika do
nowego punktu pracy (B). Wartos$¢ napigcia u, w punkcie B jest wyzsza niz w punkcie
A (uoB > uon), a na podstawie wykresow mozna wyznaczy¢ punkt C i okresli¢ wartos¢
Ry, ktora zapewnitaby utrzymanie napi¢cia po zmianie obcigzenia (uoc = Uon).

Rys. 3-17. Charakterystyki dzielnika na-
pigcia i obcigzenia

3.4.2. Naped elektryczny

Napedy elektryczne e w naturalny sposob dzielg si¢ na czgs$¢ elektryczng i mechanicz-
ng i sg reprezentowane przez moment elektryczny M, wytwarzany przez silnik i mo-
ment mechaniczny M,,, charakteryzujacy maszyne robocza (— 2.5.2). W kazdej chwili
momenty rownowaza si¢: M.(f) = M,(f). W stanie rownowagi ilustruja to charaktery-
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styki mechaniczne silnika i obcigzenia. Przykladem moze by¢ model napedu z silni-
kiem obcowzbudnym, czyli uktad (2-66), ktéry w stanie rownowagi ma postac:

0=-Ri, —c,0+u,
c, i, =M,

o

, przy czym cmi; = M. (z definicji). (3-32)

Uktad mozna podzieli¢ na charakterystyke mechaniczng 37,
silnika, czyli zalezno$¢ momentu M. od predkosci w (tzn.
MA®) = cm(u:— cww)/Ry) 1 charakterystyke mechaniczng
obciazenia, czyli zalezno$¢ momentu M, od predkosci w,
odpowiednig dla typu i parametréw maszyny roboczej
(rys. 2-24). Wykreslenie tych charakterystyk w jednym
uktadzie (rys. 3-18) pozwala wyznaczy¢ predkosé obro- : >
towa w napgdu. Mozna rowniez wskaza¢ warto$¢ napig-
cia u,, tak aby uzyskac¢ okreslong predko$¢ w. Te same
wyniki mozna uzyskaé przez analityczne rozwigzanie
uktadu (3-32), ale w praktyce inzynierskiej rozwigzanie
graficzne bywa wygodniejsze, poniewaz charakterystyki mechaniczne silnika i ma-
szyny nap¢dowej sa najczesciej nieliniowe i dostepne w postaci graficznej.

Rys. 3-18. Charakterystyka
mechaniczna silnika (Me)
i obcigzenia (Mo)

3.4.3. Zamkniety uktad hydrauliczny

Analiza pracy na charakterystykach statycznych jest cz¢sto wykorzystywana w ukta-
dach hydraulicznych, zwlaszcza w przypadku nieliniowego opisu uktadu. Rysunek
3-19 przedstawia prosty schemat sieci hydraulicznej — pompa wytwarza zadang rozni-
c¢ cisnien Ap,, ale roéznica cisnien podawana na zewng¢trzny obwod (cisnienie dyspo-
zycyjne) Apq jest pomniejszona o spadek cisnienia na oporze wewngetrznym R,,.

<« Z jednej strony ci$nienie Apq opisuje zalezno$¢:
Jo
R, . (1) Ap, =Ap, =R, [}, (3-33)
Apq |:j| ’ a z drugiej strony cisnienie Apy jest zuzywane na
Ap pokonanie oporow hydraulicznych obcigzenia R,:
_ 2
Rys. 3-19. Cisnienie dyspozycyjne Apu (2) Ap, = R"f" ’ (3-34)

Ten uktad réwnan mozna rozwigza¢ graficznie (rys. 3-20) lub analitycznie:

Ap R Ap
= |—=—  Ap,=—0F° 335
/o R +R P4TR LR (3-35)

w [ w o

Na charakterystykach mozna obserwowa¢ zmiany
przeplywu f; i cisnienia dyspozycyjnego Apa, jakie
powoduje zmiana obcigzenia (2) przy niezmiennej
charakterystyce zrodta cisnienia (1).

Rys. 3-20. Charakterystyka zrodta
i obciazenia



lll. Badania dynamiki
w praktyce inzynierskiej
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4. Zasady badania liniowych rédwnan rézniczkowych
czyli baza dla wszystkiego co bedzie potem

4.1. Wprowadzenie

Wiasnosci dynamiczne powoduja, ze reakcja obiektu na zmiany nie ustala si¢ natych-
miast, co mozna zilustrowa¢ na wykresach czasowych (— 1.2). Podstawa modeli,
ktore opisuja te wlasnosci, sg rownania rézniczkowe i jesli sg to rownania liniowe, to
zawsze mozna je rozwigza¢ (— 1.4), czyli wyznaczy¢ wzor funkcji opisujacy reakcje
obiektu w czasie. Szczegdlne znaczenie praktyczne majg rdwnania pierwszego i dru-
giego rzedu, poniewaz reprezentuja one podstawowe wiasnosci dynamiki, a jednocze-
$nie sg proste do rozwigzania i analizowania (— 4.2). Kluczowa w badaniach dynami-
ki jest czgs¢ swobodna tych rozwigzan (— 4.3) decydujaca o stabilnosci rozwigzania,
a ztozona zazwyczaj ze sktadnikdéw postaci: Ae”, Ae”sin(wt+¢). Funkcje wystepujgce
w rozwigzaniach uktadow pierwszego i drugiego rzedu sga rowniez sktadnikami bar-
dziej ztozonych rozwigzan rownan rézniczkowych wyzszego rzedu i uktadéw rownan.

4.2. Analityczne rozwigzywanie liniowego réwnania rézniczkowego

4.2.1. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego w badaniach dynamiki [19]

W praktyce inzynierskiej ogdélny algorytm rozwigzywania rownan rozniczkowych
(— 1.4.2) mozna zacznie uprosci¢, poniewaz w podstawowych badaniach dynamiki
stosowane s3 szczegolne wymuszenia i warunki poczatkowe. Zasady takiego poste-
powania zostang omowione na przykladzie rdwnania drugiego rz¢du (a; # 0):

a,%(t) + a,x(t) + ayx(t) = byu(t), (4-1)
gdzie operacje symboliczne sg proste.

1. Rozwigzanie swobodne (skladowa swobodna, przejSciowa)
Roéwnanie charakterystyczne modelu liniowego mozna zawsze napisa¢ wprost na
podstawie rdwnania rézniczkowego (4-1). Ma ono nastepujaca postac:

a,? +ad+a,=0. (4-2)
Pierwiastki (41, A2) tego rownania sg nazywane biegunami ukladu:

a4V, _-a-JE
2a, ? 2a,

A , gdzie A=a] —4aya,, (4-3)

a poprawnos¢ ich obliczenia mozna sprawdzi¢ przez podstawienie do iloczynowej
postaci rownania charakterystycznego:

a(A-1)A-24) — a’ +ad+a,. (4-4)
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Zatozmy, ze bieguny uktadu sg rzeczywiste i rézne, co oznacza, ze rozwigzanie Swo-
bodne ma nastgpujaca postaé:

x, (=A™ + Ay (4-5)
Parametry A, i A» sg jeszcze nieznane, ale niezaleznie od ich warto$ci rozwigzanie
swobodne bedzie zanikac z czasem, jesli oba bieguny sa ujemne.

I1. Rozwiazanie wymuszone (sktadowa wymuszona, ustalona)

W przypadku rownan opisujgcych uktady automatyki najczesciej wyznaczane sg
rozwigzania dla wymuszenia u(f), ktore jest stale dla #> 0. Warunek ten speiniaja
funkcje o statej wartosci oraz wymuszenia skokowe 1 impulsowe (rys. 4-1).

ug =y, UA U U 1 u
° "] ] 0
> > >
t

0 t 0 t 0 t
Rys. 4-1. Wymuszenie state dla 7> 0

We wszystkich tych przypadkach rozwigzanie wymuszone moze by¢ wyznaczone na
podstawie rownania statycznego (po wyzerowaniu pochodnych w (4-1)):

apx=byu. (4-6)

Jesli dla £ > 0 wymuszenie ma warto$¢ ux, to sktadowa wymuszona x,,(f) ma postaé:

b o
x,(O)=x, =—u, =k u, ,jesli ap# 0. (4-7)
a
W szczegdlnosei dla wymuszenia skokowego 1(7) 1 impulsowego d(7) mamy:
— dlau(?) = 1(¢) jest ux=1, stad x,,(t)=x, =b,/a, =k,

— dla u(?) = 6(r) jest ux= 0, stad x,,(1)=x, =0. (“4-8)

We wszystkich tych przypadkach rozwigzanie wymuszone x,(f) jest wartoscia stala,
o ile tylko ao# 0. Wspotrzedne (xx, ux), ktore opisujg uktad w stanie rownowagi, nazy-
wamy koncowym punktem réwnowagi. Réwnanie liniowe ma tylko jeden punkt
rownowagi dla danego wymuszenia u; (poza szczegdlnym przypadkiem, gdy ao= 0,
co omowiono w — 3.1). Wartos¢ bo/ap nazywamy wzmocnieniem ukladu k. przy
stalym wymuszeniu.

II1. Rozwiazanie ogélne
Rozwigzanie ogdlne réwnania drugiego rzedu (4-1) z wymuszeniem statym, sko-
kowym lub impulsowym to klasa rozwigzan o postaci:

x(1) = Ae™ + Aye™ +x,, gdzie x, =k u, . (4-9)

IV. Rozwigzanie szczegélne

Dwa parametry 4 i 42, wystepujace w rozwigzaniu ogoélnym, sa wyznaczane dla
konkretnych warunkow poczatkowych, ktére sg niejako podsumowaniem calej prze-
sztosci uktadu do chwili 7 = 0 (nie ma znaczenia jak uktad osiggnat ten stan).
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W praktyce inzynierskiej wybor warunkow poczatkowych zalezy od celu badania.

Badania ze stalym wymuszeniem (uo= ux)
stuza do analizowania ewolucji stanu uktadu od
roznych warunkéw poczatkowych (rys. 4-2).
Szczegdlnym przypadkiem jest badanie uktadu
jednorodnego, czyli bez zmiennych wejscio-
wych (uo= ux= 0). Rys. 4-2. Przyklady ewolucji stanu

Rozwazmy dwa warianty warunkow poczatkowych: 1) x(0),x(0); 2) x(0), ¥(0)-

1) Po podstawieniu warunkow: X(0)=w> X(0)=w; do (4-9) powstaje uktad réwnan:
wy =Ae"’ + 4,0 +x, _y [wo=A + 4, +x,
{WI =4,4,e™° + 4, 4,6"° {wl “ Ay Aoy (4-10)

ktéry umozliwia obliczenie wartosci A1 1 Aa.

2) Warunki poczatkowe sa zadawane czgsto w postaci: x(0)=w;, ¥(0)=w,, co mozna wyko-
rzysta¢ do utozenia uktadu réwnan postaci:
leﬂlAlequ +/12A2e1¢0 N w =44, + 1,4, — A4, A> (4-11)
w, :ﬂqule/l‘O +/1§A2e110 wy = A + 124,

Warunki (w1, wy) wraz z warto$cig wymuszenia u(0) = ux mozna réwniez podstawi¢ do réw-
nania (4-1) i wyznaczy¢ warto$¢ poczatkowa x(0):
a,w, +ayw; +agx(0)=byu, — x(0), (4-12)
czyli przeliczy¢ warunki (wi, wz) na (wo, wi), a nastepnie zastosowac uktad (4-10).
Rozwigzanie szczegdlne rownania (4-1) dla statego wymuszenia x; 1 warunkéw po-
czatkowych (wo, wi) ma postac:
A, (x, —wy)+w, X, —Wy)+wW
x(t)= 2( k 0) 1 e/llt +/1'1( k O) 1 eﬂ,zt
b=2 b =4
Badania z wymuszeniem o stalej wartosci (lub bez wymuszen) sg stosowane gtow-
nie podczas analizowania wtasnosci uktadow bez zmiennych wejsciowych, takich jak
na przyktad modele uktadow biologicznych (— 2.6.2) — przyczyng zmian w uktadzie

(przyczyng ewolucji stanow) sa warunki poczatkowe rézne od punktu rownowagi.
Pewnym wariantem tych badan jest wyznaczanie portretow fazowych (— 21.2).

+X; , gdzie xx = kuw . (4-13)

Badania z wymuszeniem skokowym nale- x
73 do podstawowych badan dynamiki. Odpo- [ ... %% _____
wiedZ na wymuszenie skokowe jest reakcja -
uktadu na skokowg zmian¢ wartosci wejscio- Yo t
wej (uo—uy), ktéra pojawia sie w czasie, gdy Rys. 4-3. Przyklady odpowiedzi
uktad jest w stanie rownowagi. Poniewaz za- na wymuszenie skokowe
zwyczaj analiza zachowania uktadéw dotyczy
reakcji na niewielkie zakldcenia wokot poczatkowego punktu rownowagi, to punkt ten
nazywa si¢ rowniez punktem pracy. Warunek poprawnosci badania (tzn. stan row-

Xk

X()l

~y
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nowagi przed wystgpieniem skokowej zmiany) oznacza, ze w chwili poczatkowe;j
wszystkie pochodne sg rowne zeru.

Po podstawieniu warunkéw *(0)=0, ¥(0)=0 do réwnania (4-1) mozna wyznaczy¢ x(0):

a,0+a,0+ax(0)=bu, — x(0) (4-14)
i zdefiniowa¢ wymagane warunki poczatkowe w postaci:
x(0)=0, x(0)= %o, , gdzie X0 = ki to. (4- 1 5)

Wartosci parametréw A; i A2 w rozwigzaniu (4-9) s3 wyznaczane z uktadu réwnan:

Xo =A™ + 4,70+ x, y [xg = A+ A+ X, (4.16)
0=24,e"" + 1, 4,e™° 0= A + 1,4,
Ostatecznie odpowiedz rownania (4-1) na wymuszenie skokowe (1, — uy) to:
X, — X A (x, —x .
x(f)= A%y ~Xo) et — 17 O)eﬂ?’ +x,, gdzie x, =k, u,, x, =k, ,u,. (4-17)

A% h=4
Szczegolnym przypadkiem odpowiedzi na wymuszenie skokowe jest odpowiedz sko-
kowa /(?), czyli odpowiedz na skok jednostkowy 1(7). Wowczas:

— dla poczatkowej wartosci wejsciowe up= 0, stan rOwnowagi wynosi xo= 0,
— koncowa warto$¢ wymuszenia ux= 1, wigc warto$¢ koncowa xx= bo/ao= kuu.
Odpowiedz skokowa /() rownania (4-1) ma wigc postaé:

t

ht)= A% M — A%y ™ +x, =k, (l-l— 4 e A eﬂqtj. (4-18)
e b=2 b=2 b=2
Badania z wymuszeniem impulsowym
polegaja na wyznaczeniu reakcji uktadu znaj- x *
dujacego si¢ w stanie rownowagi, po podaniu
I

impulsowej zmiany wymuszenia. W bada- "
niach analitycznych wyznacza si¢ odpowiedz
impulsowa, czyli odpowiedz na teoretyczny Rys. 4-4. Przyklady odpowiedzi

. . .. impulsowych

impuls Diraca — z definicji:

o(t)=0dlat#01 6(f) = dla t=0, a pole tego impulsu wynosi 1. Szczegdlne wla-
snosci funkcji impulsowej w chwili 0 utrudniajg rozwigzanie, jednak mozna je upro-
$ci¢ po zastosowaniu jednej z wlasnosci uktadéw liniowych — odpowiedz impulsowa
2(?) jest pochodng odpowiedzi skokowej 4(?):

't

2 =ht). (4-19)
Stad odpowiedz impulsowa g(f) rGwnania (4-1) ma postac:
_ Al i A |, A (e u
g(t)—ku,d(ﬂq SRR j—ku,d pas (e —e) (4-20)

1 jest szczegolnym przypadkiem rozwigzania — zawiera tylko sktadowa swobodna.
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Zasady postgpowania przedstawione powyzej mozna zastosowaé rowniez do réw-
nan o wielu zmiennych wejsciowych, jak na przyktad w ponizszym przypadku:

ay5(t) + ayi () + ayx(t) = bygtt, (1) + bygit (1), a2 0. (4-21)

Sktadowa x(f) nie zalezy od wymuszen, ma wigc postac¢ (4-5). Natomiast sktadowa
xw(?) dla statych wymuszen u; 1 u> (dla # > 0) wynika z rownania statycznego:

agx =bygu; +bygu, (4-22)
i ma stalg wartosc x,,:

byotty +byu N
x,(H)=x; :% =k ity Koty jesli ao# 0. (4-23)
0
Tak wigc rozwigzanie ogolne takze ma postac¢ (4-9) z dwoma parametrami A; i Ao,
ktore trzeba wyznaczy¢ na podstawie odpowiednich warunkéw poczatkowych.
Omowione zasady obliczania reakcji nie obejmujg przypadkow, gdy w rownaniu
roézniczkowym wystepuja pochodne zmiennej wejsciowej, na przyktad:

a,X(t) + ayx(t) + ayx(t) = bu(t) + byu(t) . (4-24)

4.2.2. Odpowiedzi skokowe i impulsowe uktaddéw 1i 2 rzedu

Analiza wzoréw opisujacych reakcje uktadow liniowych na podstawowe wymuszenia
wskazuje na mozliwo$¢ przesuwania i skalowania odpowiedzi takich uktadow. Na
przyktadzie wymuszenia skokowego — jesli znamy odpowiedz x.(¢f) na skok u.(¢) od
wartosci 0 do wartosci d, to odpowiedz xx(¢) na skok (%), ktory:

— wymusza zmiang d, od wartosci u, jest przesunieta: x,(f) = x4(f) + xo (rys. 4-5),

— wymusza zmiang kd,, jest przeskalowana: xx(¢) = k x4(?) (rys. 4-6).

Ug | uA d uaA kdu
0 — o A

Rys. 4-5. Przesunigcie odpowiedzi Rys. 4-6. Skalowanie odpowiedzi

Wiasnos¢ te wykorzystuje si¢ do uogolnienia badan uktadéow liniowych, poniewaz na
podstawie odpowiedzi na skok 1(¢) i impuls &(f), mozna wnioskowaé¢ o reakcjach
uktadu w dowolnym punkcie pracy i dla dowolnych wymuszen skokowych (impulso-
wych). Ogolne wzory odpowiedzi skokowych i impulsowych ukladow rzgdu pierw-
szego i drugiego zawarto w tabeli 4-1.
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Tabela. 4-1. Odpowiedzi skokowe i impulsowe uktadow rzedu 11 2.

Odpowiedz skokowa h(?) ‘ Odpowiedz impulsowa g(7)
a,x(t) + ayx(t) =byu(t) , a1 # 0
dla ao#0:  k,p(1—e), | = ke
gdzie: A= 7a0/a1, kukl = bo/ao, k= 7/1](,,1(1 = bo/a1
dlaao=0: k-1, (k=bya) | k= bolay
a,X(t) + ayx(t) + agx(t) = byu(t) , a2 # 0
az a;t al a,t alaz a;t ant
kuk,(1+ e — eZJ ko (e‘ —ez)
o, —a, o, —-a, 1
gdzie: A =a} —4a,a, >0, A = lzﬂ, j{z:%:ﬂ
2a, 2a,
k. (1 —Ae™ — A,te™ ): ko (1 —e” + ate“’) kuk,a(— e” + ate“’)
gdzie: A= a12 —4a,a, =0 21’2 =a=-a,/2a,
2 2 2
a” +w, + )
k| 1 ————e“ sin(w,t + @) ke L T Gin o,t
a))” r
gdzie: A=a} —4aya, <0 A=a+ja., h=a—ja, a=—-a/2a,0, :\/Z/Zaz, (p:arctg(—a),_/a)

Dysponujac analitycznym rozwigzaniem rownania rézniczkowego, mozna obserwo-
wac i badaé¢ nie tylko pelne rozwiazanie rdwnania x(¢), ale takze jego poszczeg6lne
sktadniki (xs, xw).

4.3. Wykresy podstawowych sktadnikéw rozwigzania

4.3.1. Parametry i wtasnosci sktadnikéw rozwigzania swobodnego

Wiasnosci dynamiki uktadu liniowego (stabilnosé, czas) sg zdeterminowane przez
rozwigzanie swobodne (x;). Sktadnikami rozwigzania swobodnego sg gléwnie funkcje
typu eksponencjalnego 4e” (rys. 4-7) i iloczyny takich funkcji z funkcja sinusoidalng
Ae”sin(wt+¢) (rys. 4-8). Z punktu widzenia zastosowania w automatyce interesujgce
sg przebiegi tych funkcji tylko dla #> 0, czyli od momentu rozpoczecia obserwacji.
Wartos¢ funkcji w chwili 7= 0 zalezy od wspdtczynnika 4, ktory wynika z zatozonych
warunkow poczatkowych.



7

>0

Rys. 4-7. Wykresy +4e® (wptyw znaku o) Rys. 4-8. Wykresy Ae“sin(w?) (Wptyw znaku o)

Najistotniejsza cecha funkcji Ade” i Ae”sin(wt+¢) wynika ze znaku wspotczynnika o
w wyktadniku funkcji eksponencjalnej. Dla o =0 funkcja Ae” ma warto$¢ stala,
a funkcja Ae“sin(w+¢) to niegasngce drgania. Jesli a > 0, to funkcje te zmierzajg do
+00 lub —oo, a jesli a <0, to funkcje z biegiem czasu zanikajg do zera. Im wigksza war-
to$¢ bezwzgledna a, tym te zmiany zachodza szybciej. Gdy a > 0, to funkcja ¢ dazy
do +oo/—0 tak szybko, ze po stwierdzeniu dodatniej wartosci a, praktycznie dalsze
badania funkcji sg zbgdne. Gdy a < 0, to funkcje dazg do zera w sposdb aperiodyczny
(rys. 4-9) lub jako tlumiony przebieg oscylacyjny (ttumione drgania) (rys. 4-10).

ot .
Ae / e“sin(wt) L %! <o,
P I\
\

\ o1<ay

4

(XI<0 lt] tz t
Rys. 4-9. Przebieg aperiodyczny (wykresy Ae® Rys. 4-10. Thumione drgania (wykresy Ae“sin(w?)
dla o < 0) — wptyw wartosci o dla a < 0) — wptyw wartosci a

Funkcja e* dazy do zera (zanika) dla # — oo, ale przyjmuje sie, Ze ponizej pewnej war-
tosci funkcja e praktycznie nie ma znaczenia. Czas zanikania zalezy przede wszyst-
kim od wartosci a; warto$é A (warunki poczatkowe) ma drugorzgdne znaczenie.
Analizowane przypadki funkcji wystepuja w rozwigzaniach uktadow, ktore nie ma-
ja biegunéw wielokrotnych. Aby uogélni¢ rozwazania, nalezy opisaé¢ wlasnosci funk-
cji At Pe” i At Pe”sin(wtte) dla p>0. Ujemna AP
warto$¢ o zawsze gwarantuje zanikanie funkcji
#e” do zera, chociaz wigksza wartos¢ p wydtuza
czas zanikania (rys. 4-11). Zawsze tez o > 0 ozna-
cza, ze funkcja #e” zwigksza warto$¢ w nieskon-
czonos¢. W przypadku granicznym, gdy a =0,
funkcja £ ma wartos¢ statg (gdy p = 0) lub ro- !

$nie (edy p > 1). Rys. 4-11. Wykresy At Pe* dla a <0
(gdyp=1) — wplyw wartosci p
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W dalszych rozwazaniach przypadki graniczne (a = 0) nie sg specjalnie wyrozniane,
gdyZz najwazniejsza wlasno$¢ rozwigzania — stabilnos¢ — zapewnia tylko a < 0 (nieza-
leznie od krotnosci bieguna).

Rysowanie wykreséw dla poszczegolnych sktadnikow rozwigzania oraz pelnych
rozwigzan na podstawie wzoréw, mozna zrealizowa¢ w roznych programach oblicze-
niowych. W programach symulacyjnych najlepiej wykorzysta¢ mozliwos¢ definiowa-
nia wektorow i operacje na elementach wektora (tabela 4-2).

Tabela 4-2. Funkcje rysowania wykresow czasowych (w tym operatory z kropka)

Matlab / Scilab / Octave
t=10:0.1: 10];
A=, afa=.. w=.,fi=.
plot(t, A*exp(alfa*t)); plot(t, Aexp(alfa*t).*sin(w*t+fi)); plot(t, A*t.*exp(alfa*t))

Definicje zmiennych

Rysowanie wykresu

4.3.2. Rozwigzanie swobodne a lokalizacja biegunéw

Poszczegodlne sktadniki w rozwigzaniu swobodnym x, wigzg si¢ biegunami uktadu.
Kazdy biegun rzeczywisty (A= a + j0) wprowadza do rozwigzania funkcje typu 4e”,
a kazda zespolona para biegundéw (112= a + jw,) funkcje typu Ae”sin(w,#+¢). Whasno-
$ci tych funkcji zaleza od wartosci biegunow — czgs¢ rzeczywista (a) odpowiada za
stabilno$¢ i czas zanikania, a czg¢$¢ urojona (w,) za wystepowanie oscylacji i ich cze-
stotliwos¢. Stad wynika zastosowanie wykresu polozenia biegunéow na plaszczyznie
zespolonej (rys. 4-12) do prezentacji wlasnosci dynamiki uktadu.

Xs? x}
Im(A) A /
KA o (@) = >
Xt ! —o0—eole—0—+> x| t
N N o | R |
T ‘ T t

Rys. 4-12. Potozenie biegundw a sktadniki rozwigzania swobodnego

Do wykonania wykresu potozenia biegunéow wystarczy dowolny program oblicze-
niowy. W programach symulacyjnych mozna zastosowaé funkcje plot (tabela 4-3).
Wspotrzedne punktow to czgs¢ rzeczywista 1 urojona kazdego bieguna.

Tabela 4-3. Funkcje rysowania potozenia biegunow

Matlab / Octave

Scilab

Bieguny

lamb =2+3% %lub lamb=2+3"j

lamm =2+3*%i

Rysowanie wykresu

plot(real(lamb), imag(lamb),'g0");

plot(real(lamb), imag(lamb),'go");
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Kazdy biegun lezacy po prawej stronie osi urojonej Im (w prawej potplaszczyznie
zespolonej), to znaczy gdy a >0, wprowadza do rozwigzania skladnik rosngcy
z czasem. Kazdy biegun po lewej stronie osi urojonej Im (w lewej czesci ptaszczyzny
zespolonej), czyli gdy a <0, wprowadza do rozwigzania sktadnik zanikajacy z cza-
sem, a im bardziej na lewo lezy biegun, tym sktadnik zanika szybciej. W przypadkach
granicznych, gdy biegun lezy na osi Im (o = 0), w rozwigzaniu pojawia si¢ sktadnik,
ktéry nie zanika, ale tez nie rosnie: wartos¢ stata (4) lub przebieg sinusoidalny
(Asin(w,#+¢)). Na podstawie lokalizacji biegunéw uktadu mozna przewidzie¢ charak-
terystyczne cechy rozwigzania swobodnego x,, ktore jest sumg funkcji zwigzanych
z poszczegolnymi biegunami (tabela 4-4).

Tabela 4-4. Potozenie biegundéw a charakter odpowiedzi (— sktadniki xs, - - sktadowa x5 )

Jesli osie plaszczyzny zespolonej sa wyskalowane, to mozna odczyta¢ wartosci biegu-
néw i odtworzy¢ funkcje x,(f). Dla uktadu, ktéry ma » roznych pierwiastkow rzeczy-
wistych ox oraz m roznych par zespolonych oy + jws, funkcja x,(f) ma postac:

x, ()= ZAke“k’ + ZAke“k’ sin@,t+¢,) , (4-25)
k=1 k=1

gdzie wartosci 4x, pr moga by¢ rézne (zaleznie od warunkéw poczatkowych).

Charakter sktadowej x,(f) (z doktadnoscia do warunkéw poczatkowych) mozna na-

szkicowac nawet bez odtwarzania wzorow. Wystarczy:

— okresli¢ sktadniki rozwigzania x, wprowadzane przez poszczegdlne bieguny (funk-
cje typu Ae” i Ae“sin(wt+g)),

— uwzgledni¢ wptyw parametru a, to znaczy znak i odlegltos¢ od osi Im,

— zsumowac sktadniki.
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4.3.3. Analiza jakosciowa — lokalizacja biegunéw a przebiegi czasowe
Podstawa analizowania wlasnosci dynamiki uktadu jest znajomo$¢ biegunow uktadu.

Wyznaczanie biegunow (11, ..., 4,) rOwnania n-tego rzedu:
a,x" (@) +a, X" E) +...+ a,x(t) + ayx(t) = byu(?) (4-26)
odbywa si¢ na podstawie wielomianu charakterystycznego postaci:
al' +.+a, A’ +ad+a,=0 lub A" +..+a, > +a;l+a,=0, (4-27)

gdzie: ax'= ar/an, a’= ailan, av'= av/a,. Rownowaznosé ogdlnej i iloczynowej postaci
wielomianéw pozwala sprawdzi¢ poprawnos¢ wyznaczonych biegunow:

a,(A-2)A-14,).(A-2,) — a A +.+a, P +ali+a,,

. . (4-28)
lub: (A=A )A-2,)(1-4,) — A +.ta A taita.

Na tej samej zasadzie znajomo$¢é wszystkich biegundéw uktadu (44, ..., 4,) pozwala
odtworzy¢ rownanie charakterystyczne i rownanie rézniczkowe jednorodne:

A=2)(A=2) ="+ 4a A+a; =0 — X" (@) +..+a, 1) +ax(t)=0. (4-29)

Lokalizacja biegundéw nie wystarczy do odtworzenia pelnego modelu obiektu, ale wy-
starcza do okreslenia kluczowych cech modelu — stabilnosci i oscylacji.
Potozenie biegunow uktadu na plaszczyznie zespolonej pomaga okresli¢ relacje ja-
kosciowe migdzy biegunami (blisko/daleko od osi/od siebie) oraz wskaza¢ najbardzie;
1 najmniej znaczace bieguny. Jakosciowsg analiz¢ wlasno$ci dynamiki czesto ogranicza
si¢ do analizy najbardziej znaczacych biegunow:
1° Najistotniejsze sg bieguny w prawe]j polptaszczyznie — decydujg o niestabilnosci
uktadu (wystarczy pojedynczy dodatni biegun o minimalnej wartosci).
2° Jesli brak biegundw w prawej potptaszczyznie, to najistotniejsze sg bieguny na osi
urojonej — jesli jest to pojedynczy biegun A =0 lub para =0 = jw, to w rozwia-
zaniu wystepuje sktadnik, ktory nie zanika (uktad na granicy stabilno$ci).

3° Jesli wszystkie bieguny leza w lewej pdlplaszczyznie (uktad stabilny), to najistot-
niejsze sg bieguny lezace najblizej osi Im — to one decyduja o czasie zanikania
najwolniejszego sktadnika rozwigzania swobodnego, a tym samym o czasie ustala-
nia (stabilizacji) odpowiedzi uktadu. Jesli niektore z tych biegunow nie leza na osi

Re, to wprowadza do odpowiedzi uktadu oscylacje (drgania).

Najmniej znaczacymi biegunami sg bieguny lezace najbardziej na lewo (o naj-
mniejszej czesci rzeczywistej), poniewaz wprowadzajg do rozwigzania swobodnego
sktadniki, ktore zanikaja najszybciej. Stad wynika mozliwos$¢ upraszczania modeli
przez pominigcie najmniej znaczacych biegunow.

Analiza jakosciowa pozwala przewidywaé charakterystyczne cechy reakcji uktadu
i tym samym weryfikowa¢ poprawnos$¢ wykreséw uzyskanych na podstawie wzoru
lub symulacyjnie, porownywac¢ wilasnosci roznych uktadéw, okresla¢ zmiany wtasno-
$ci po przesunigciu lub uproszczeniu biegundw (tabela 4-5).
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Tabela 4-5. Analiza jako$ciowa na podstawie potozenia biegunow

Ktory uktad jest szybszy? [Jak si¢ zmienita reakcja? Uproszczenie uktadu
Im Im Im ;xé Im
Re Re Re Re

Uktad o biegunach e |Po zmianie parametréw |Pomijamy najmniej znaczacy bie-
jest szybszy (najbardziej | uktadu nastgpito przesnie-|gun, czyli biegun (par¢ zespolong)
znaczacy biegun X wpro- | cie biegunow z pozycji @ | najbardziej na lewo

wadza do x; skladnik,|na x — po zmianie uktad Brak poczatkowych
ktory najdtuzej zanika) | stabilizuje si¢ wolniej oscylacji

Doktadniejsza analiza wlasnosci rozwigzania rownania rézniczkowego pozwala wy-
znaczy¢ $cisty zwigzek migdzy rozwigzaniem swobodnym a biegunami uktadu i wy-
korzystywac¢ go do projektowania wilasnosci dynamicznych na podstawie polozenia
biegundéw uktadu na ptaszczyznie zespolonej (patrz rozdz. 6+7).

4.3.4. Komputerowe wspomaganie badan analitycznych

Analityczne badanie wtasnosci liniowego rownania rozniczkowego jest znacznie ta-
twiejsze, jesli wszystkie wspotczynniki modelu maja okreslone wartosci. Wystarczy
zastosowa¢ ogolnodostepne programy, ktore utatwia obliczenie parametréw rozwigza-
nia i narysowanie wykresu, jak w przyktadowym skrypcie (tabela 4-6).

Tabela 4-6. Szkic skryptu: odpowiedz na skok i jej sktadowe oraz potozenie biegunow

t=10:.1:2]; % wektor czasu
a2=.;al=.;a0=.;b0=.; % wspdlczynniki

u0 =...;uk =...; % wymuszenie

w0 =u0 * b0/a0; w1=0; % war.poczatkowe
xw = uk * b0/a0; % sktadowa xw

xwt = t, xwi(:) = xw; % do wykresu xw
plot(t, xwt, 'm--'); hold on; grid on % wykres xw

if a2 == % réwnanie rzedu 1
else % réwnanie rzedu 2

delta = ...; bieg1=...; bieg2=...; % licz bieguny
% gdy bieguny jednokrotne, rzeczywiste

A= A2= % licz.wspdtczynniki Im : : : !
xs1 = Al*exp(bieg1.*t), xs2 = A2*exp(bieg2.*t); ‘ ‘ ; :
XS = Xs1 + XS2; X = XW + XS; % XS, X o o Pt it TR '3?;_'
plot(t, x,'m’, txs1,'g-', t xs2,'v-", t.xs,'r"); % wykresy e i i y o
figure, hold on; %bieguny -1 : ! : Re
plot(real(bieg1), imag(bieg1), 'g0’); - 2.4 -2 2.5 -2

plot(real(bieg2), imag(bieg2), 'bo');

o Rys. 4-13. Wynik (a2=1, al=6, a0=8, 0=1)
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Powyzszy szkic skryptu jest napisany w srodowisku Matlab, ale podobne obliczenia

mozna wykona¢ nawet w arkuszu kalkulacyjnym, gdyz analityczne rozwigzanie li-

niowych réwnan rézniczkowych rzgdu 1 i 2 (— 4.2) sprowadza si¢ do:

— obliczenia biegunow uktadu na podstawie algebraicznego rownania charakte-
rystycznego (rozwigzanie rOwnania wielomianowego stopnia 1 lub 2),

— wyznaczania wspolczynnikow 4 na podstawie warunkéw poczatkowych przez
rozwigzanie jednego lub uktadu rownan pierwszego stopnia.

W podobny sposob mozna zrealizowac rozwigzywanie i rysowanie wykresow dla

rownan rzedu 3 i 4, poniewaz istniejg analityczne wzory do wyznaczania pierwiast-

kéw wielomianu [19]. W ogdélnym przypadku liniowego réwnania rézniczkowego

n-tego rzgdu:

a, X" (0) +...+ a,x(0) + ayx(t) = bu(r) , (4-30)

gdy wszystkie wspdlczynniki sg okre$lone w sposob liczbowy, mozna zastosowac
numeryczne metody rozwigzywania wielomianow i uktadéow réwnan (— 1.5). Tego
typu zadanie zrealizuje dowolny program do obliczen algebraicznych.

Algorytm wyznaczania rozwigzania w przypadku (4-30) jest bardzo prosty, gdy

rownanie ma tylko jednokrotne bieguny rzeczywiste:
1° Bieguny uktadu — na podstawie roéwnania a,A" + ... + aid + ap=0:

— wektor biegundw: lambda = roots([an, ..., a1,a0]),

— nalezy zbada¢ czy faktycznie wszystkie bieguny (A sa jednokrotne i rzeczy-
wiste (ulatwieniem jest uporzadkowanie wektora lambda od najmniejszej do
najwigkszej wartosci rzeczywistej),

— kazdy sktadnik (x;) w rozwigzaniu swobodnym jest postaci: A(i)*exp(lambda(i).*t),
gdzie t jest wektorem czasu;

2° Rozwiazanie wymuszone (x,) dla statego wymuszenia (zx): xw = uk * b0/a0;

3° Wektor wspotczynnikow A dla warunkéw poczatkowych wo, wi, ..., wyr (np. stan
rownowagi dla wymuszenia o) — na podstawie wzoru:
Wy 11 . 17T4] [x] [4 11 1] w-x,

I I N S A D7 N 03 R U7 O T A A B

O IR el A s 78 B K R R R PR e ol
4° Obliczenie sumy sktadnikdw rozwigzania x i rysowanie wykresu:

X = XW;

fori=1:n, x=x+ A(i)*exp(lambda(i).*t), end;

plot(t,x)
Algorytm komplikuje si¢, gdy wystepuja bieguny wielokrotne i zespolone (funkcja plot
nie interpretuje wyrazen o parametrach zespolonych) — trzeba zastosowaé odpowied-
nie wzory do sktadnikéw rozwigzania swobodnego (— 1.4.2). Zadanie to jest znacznie
latwiejsze przy wykorzystaniu programow symulacyjnych (algorytmy catkowania
numerycznego), co jest tematem rozdziatu 5.
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4.4. Konwersja modelu do réwnania n-tego rzedu

Przedstawiane dotychczas zasady realizowania podstawowych badan dynamiki zakta-

daly, ze model uktadu stanowi jedno réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu. Na tej pod-

stawie mozna w prosty sposob okresli¢:

— 1z3d modelu, ktéry odpowiada rzgdowi rdwnania rézniczkowego,

— réwnanie statyczne, ktore powstaje po wyzerowaniu pochodnych i pozwala wyzna-
czy¢ charakterystyke statyczng oraz punkt rownowagi,

— dla uktadow liniowych — rownanie charakterystyczne i bieguny uktadu, ktére de-
cyduja o podstawowych wiasnosciach dynamiki — stabilnosci, oscylacyjnosci.

Tymczasem przyktady konstrukcji modeli opisane w rozdziale 2 pokazuja, ze najczg-

$ciej model ma posta¢ uktadu réwnan rézniczkowych. Wowczas mozna podjaé probe

przeksztatcenia uktadu rownan do jednego rownania n-tego rz¢du. Na przyktad:

{xl (D) =a,x,(t) + a;,x,(?) @ 431)
X, (1) = ay;x, (1) + ayx, (1) + bu(?) )
Z réwnania (1) mozna wyznaczy¢ zmienng x; i obliczy¢ jej pochodna:
1 1
xz(t)*ixl(t)_ixl(t) - xz(t)f—xl(t)——xl(t)’
apy apy a a,
po czym obie zaleznosci podstawi¢ do réwnania (2):
7)‘1(’) —7x1(’) ax (1) + aZZ[xl(t) _xl(l)j+bu(t)
a4, 4, a4, a4
Réwnowazny model dla zmiennej x; ma postaé:
5,0~y + ), (O) +(ay 4y, — a3, () = aybu?) . (4-32)

Ta sama metoda zastosowana w odniesieniu do zmiennej X2t Wyznaczenie x1 z rbwnania (2):
x(t)—*xz(l)—* 2(1)—*u(t) - x(l)—*xz(l)—*xz(l)—*u(t) (4-33)
) 21 @ 21 21
i podstawienie do réwnania (1):

L0-2250- 2w = an[l (022 0,(0)- bu(z)]wnxz(z)
) ay

@) D) ) @)

Réwnowazny model dla zmiennej x, ma postaé:

X, (1) - (011 +ay, )i (1) + (al 10y = Ay 4y, )xl (1) = ay bu(r) — ay,bu?) . (4-34)
Modele (4-32) i (4-34) majag takie samo rownanie charakterystyczne, a wigc te same
bieguny i te same sktadniki rozwigzania swobodnego (ré6zne beda wspotczynniki A4;).
Badania dotyczace okre$lenia stabilnosci uktadu, czasu ustalania odpowiedzi i oscyla-
cji mozna przeprowadzi¢ rownie dobrze na podstawie kazdego z tych réwnan. Pro-
blemem moze by¢ wyznaczenie sktadowej wymuszonej w rozwigzaniu dla zmiennej

x2(?), jesli w badaniach wystepuje wymuszenie skokowe i impulsowe, a to ze wzgledu
na wystepowanie pochodnej wymuszenia. W omawianym przyktadzie mozna uniknaé
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tego problemu, wyznaczajgc najpierw rozwigzanie rownania (4-32), ktdre nie zawiera
pochodnej wymuszenia, tzn. x(f), a nastepnie na podstawie (4-33), mozna wyznaczy¢
rozwiazanie x»(¢). Takie postepowanie nie jest mozliwe, gdy oba réwnania zawieraja
zmienne wejsciowe (tabela 4-7).

Tabela 4-7. Konwersja modeli typu kaskada niewspotdziatajaca i wspotdziatajaca

Kaskada niewspotdzialajaca Kaskada wspotdzialajaca
{xl (1) = ayx, (1) + by (1) {5‘1 (1) = ay,x, (1) + ay,x, (1) + by (7)
X, (1) = ay X, (1) + ayx, (t) + byu, (7) X, (1) = a3, (1) + ay X, (1) + byu, ()
%,(6) —ay,x, () = bu, (r)  (bez konwersji) | X, () — a,% (1) + a,,x;(¢) = byaiy (1) = by 14, (1) + by, (1)
X, (1) — agx, (1) + a,x, (1) = %, (1) = a2y (1) + a,,x, () = byyua, (1) + bytiy () — by, (1)
= byyyuy (1) + bytiy (1) = by, (1)
gdzie: an = anan, as=an +an gdzie: am = anian— anaiz, as = an+ an
biai=biaai, baii = baa bin2= bia2, b212= baa 12, bi21= bia 2, b1 = b2a
2 - (011 +ay )/1 +ayay =0 2 - (all + azz)/1 +ay,ay, —apay =0

Konwersja kaskad potwierdza mozliwo$¢ wyznaczenia rownania charakterystycz-
nego zarowno na podstawie modelu zmiennej xi, jak i zmiennej x,. W przypadku gdy
jedno zréwnan uktadu zawiera tylko jedng ze zmiennych (kaskada niewspot-
dziatajgca), to rdwnania charakterystyczne r6znig si¢ stopniem (liczbg biegunow).
Przedstawiona metoda przeksztatcenia uktadu réwnan do jednego réwnania nie
sprawia problemow, gdy na kolejnych etapach przeksztatcania cho¢ jedno z rownan
uktadu pozwala wyznaczy¢ jedng ze zmiennych wyjsciowych — mozna obliczy¢ po-
chodne tej zmiennej i podstawi¢ do pozostatych rownan. Jesli rdwnania sg nieliniowe
lub w kazdym rownaniu wystepuja pochodne wszystkich zmiennych wyjsciowych, to
konwersja modelu do jednego rownania rozniczkowego moze by¢ trudna lub niewy-
konalna. Alternatywg dla konwersji uktadow réwnan jest zastosowanie metod dedy-
kowanych do rozwigzywania i analizy uktadow rownan rézniczkowych (— 8, 11).

4.5. Przyktady zastosowania rozwigzan analitycznych

4.5.1. Rozwigzanie i analiza podstawowych przyktadéw z fizyki

Przyklad 1: Wyznaczy¢ wzor opisujacy napigcie na kondensatorze podczas procesu
jego tadowania (rys. 4-14) i roztadowania (rys. 4-15).

Ug Up

R
T T

Rys. 4-14. Ladowanie kondensatora Rys. 4-15. Roztadowanie kondensatora

we

R u we
C

uct
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Podczas tadowania kondensator C jest podlaczony do zrédta o napigciu uy. poprzez
rezystor R, co opisuje bilans napi¢¢:
up(+uc(®)=u,, — Ri()+q@)/C=u,, — RG)+q(t)/C=u,,. (4-35)
Réwnanie bilansowe podczas roztadowania w obwodzie z rezystorem R ma postac:
ug)+u-(t)=0 — Ri(t)+q()/C=0 — Rq(t)+q()/C=0. (4-36)

W kazdym przypadku zadanie polega na rozwigzaniu tego samego rownania rdznicz-
kowego, ale dla réznych warto$ci zmiennej wejsciowej 1 réznych warunkow poczat-
kowych (napigcie na zaciskach kondensatora lub zgromadzony tadunek).

Tabela 4-8. Rozwigzanie — tadowanie i roztadowanie kondensatora

Ladowanie kondensatora Roztadowanie kondensatora
L RG(1) + iq(z) =u,,»90)=0 RG(1) + 1 q(t) = 0,9(0) = Cuc(0) = Cuco
IRozwigzanie: C C
1
—t
—swobodne g,(7) R1+l:0 - zz_i — q,(t)=Ade RC
C RC
1 1

— wymuszone g.(?) Eq(t) =u,, — ¢.0=Cu, < q(t)=0 — ¢q,(H=0
—ogoblne L, 1,

g =g +qu(n |90 =4e " +Cu, q(1) = e R
- warunki poczatkowe 1y 1y

4(0) 0=Ae *¢ +Cu,, > A=-Cu,, | Cuoy=Ae * — A=Cu,,

. . 1

- rozwigzanie N=Cu |1-¢ &C' 1

szczegblne 9 " q(1) = Cucge

. . 7it 1
- napiecie uc(f) = q(£)/C | uc() =u,,|1-e ue () = ucoe'E'
A
te Uck

- przebieg uc(t ~0.63uc, T~ 7

przebieg uc(/) “|/ ~0.3 710

t=RC ot Tt

— warto$¢ poczatkowa  |uco=0 uco>0
— warto$¢ koficowa UCk = Une uc =0
wartos¢ dlat = RC | uc(RC) =ug(l—e") = 0.63ug, | ue(RC) = uppe™ = 0.37ug,

Przedstawione rozwiazania to typowy przyklad zastosowania badania z wymusze-
niem o statej wartosci. Na podstawie rozwigzania szczegdlnego ¢(f) mozna wyzna-
cza¢ i bada¢ kolejne zmienne wyjsciowe, nie tylko uc(f) = q(¢)/C, ale na przyktad prad
w obwodzie i(r) = dq(?) / dt.
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Przyklad 2: Wyznaczy¢ wzor opisujacy przebieg stabilizacji temperatury w pomiesz-
czeniu (rys. 2-6) po zmianie mocy grzatki lub temperatury otoczenia. Model ma po-
sta¢ bilansu (2-16) z dwoma zmiennymi wejsciowymi:

CyT () = Py (1) = K (T, (1) = T (1))

Po uporzadkowaniu wyrazenia i zatozeniu, ze w warunkach poczatkowych obiekt
Znaj duje si¢ w stanie rOwnowagi, otrzymujemy:

CT.,)+K.T,, 0O)=P,0)+K.T,, (=), Tw(0) = (Pgo + K Tew0)/ Ko, (4-37)
gdzie moc grzatki Py(7) lub temperatura T....(r) zmienia si¢ skokowo w chwili # = 0.

Tabela 4-9. Rozwigzanie — zmiana temperatury pomieszczenia

Skok P, Skok Trew
Pg(f) = PgO + (ng—PgO)' l(t), ngew(l‘) = Tzewo + (Tzewk —Tzew())' l(t)
ROZWi@Zanie Tzew(t) = Tzewo Pg(t) = PgO

CA+K, =0 > A=-K /C, — T, (t)=de" " =gV
gdzie T =C /K,
Twewn(l‘) = Twewk= (Pg() + KcTzewk)/ K.

F swobodne Tiews(?)

— wymuszone Tweww(l‘) Tweww(l‘) = Twewk= (ng + K TzewO)/ K

- ogolne Tyew(?) T, ()= A" + T,
[ War'poczqtkowe Twew(o) T:uMO A e + Twcwk - A = _(Zuwk - Twch)
- rozwigzanie szczegdlne o) = =T —Tp)e ' 7"+ T,
) \ T &
—przebieg Twew(?) gdy: Tvew "

T, wewk

wewQ

~0.63dry

o dr= Twewk —Twewo >0 |
(wzrost Pg lub T..) ~0. 63d—[ 5

o dr= Twewk —Twew0 <0 WewO | Twewk :
(spadek Pg lub Teey) P =T ’
— Twew(t:T), gdy dT > 0 Twew(T) = —(Twewk - Twew())e-l + Twewk= —dT 6‘_1 + Twewo + dT = Twew0+0.63dT

— Twew(t:T), gdy dT < 0 Twew(T) = —(Twewk - Twew())e-l + Twewk=—dr 6‘_1 + Twewo + dr = Twewo—0.63 |dT|

~Y

Rozwiazania Te.(f) wyznaczone dla skokowych zmian zmiennych, to typowe badania
wlasnosci dynamicznych uktadéow w obszarze automatyki.

4.5.2. Konwersja i rozwigzanie uktadéw drugiego rzedu

Modele opisujace trzy typy kaskad zbiornikow (— 2.2):

1° uktad niepotaczonych zbiornikow (2-9),

2° uktad zbiornikow potaczonych przewodem (2-11),

3° uktad zbiornikow potaczonych przewodem i z pompa wyjsciowa (2-12),

zapisane w postaci uktadu rownan rézniczkowych, mozna przeksztatci¢ do pojedyn-
czego rownania rozniczkowego (tabela 4-10).
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Tabela 4-10. Konwersja modeli typu kaskada niewspotdziatajaca i wspotdziatajaca

Uktad |Model przyblizony Model po konwersji
1° {Alle(t) = [0 = (1) Ah(0)+ ah(0) = £,.(0)
(2-9) A2h2 () = ay (1) = arhy (1) AlAzh.z O+ ahz )+ aah (1) = a,f,,. (1)
gdzie a = diax + Aran
2° {Alhm—ﬁy.g(t)—al(hl(r)—hz(n) A A (@) + ah (D) + aa,h (1) = @, £, () + 4 (1)
Q1D ] 4y (0) = ay (B (1)~ b (1))~ @ (1) A Aoy (1) + ahy (1) + ayashy (1) = @y £, (1)
gdzie a = A1 (a2 + a)) + drar, an=ai+ a»
3° AR (0) = f,.(0) = a(h(6) = hy(0)) A A (1) + ahy (1) = @, f,, (1) + Ay ], (0) = @, (1)
(2-12) {Azhz (0) = a,(h (1) = hy(6) = f,,2(0) Ay (6) + ahy (1) = @, £, (1) = A, f 5 (1)
gdzie a=ai(41+ 42)

Konwersje wykonano ze wzgledu na zmienng /; i 4, — kazde z tych rdwnan pozwala
wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne i bieguny uktadu. Analityczne wyznaczenie
odpowiedzi skokowych czy impulsowych jest proste (— 4.2.1), gdy dane réwnanie
nie zawiera pochodnej zmiennej wejsciowe;.

W powyzszych przyktadach konwersji poddano przyblizone (liniowe) wersje mo-
deli 1 wyznaczono réwnanie zmiennej /; lub 4. W przypadku modeli nieliniowych
fatwiej zastosowac¢ metody analizy niewymagajace konwersji do pojedynczego row-
nania.

4.5.3. Fizyczna interpretacja rozwigzania

Kazdy z powyzszych przykltadow (— 4.5.1+4.5.2) jest szczegdlnym przypadkiem
liniowego rownania rézniczkowego pierwszego lub drugiego rzedu. Alternatywa do
takiego indywidualnego podejscia do poszczegélnych zjawisk jest zastosowanie wy-
nikow opracowanych dla ogdlnej postaci rownan rozniczkowych, w szczego6lnosci
takich jak: a,x(¢) + ayx(t) =byu(t), a,x(t)+ a,x(t) + a,x(t) =byu(t). WoOwczas zamiast kaz-
dorazowo rozwigzywaé¢ réwnanie rozniczkowe mozna wyznaczy¢ jedynie odpowied-
nie parametry rownania i w ten sposob okresli¢ charakterystyczne cechy badanego
problemu (np. stabilnos$¢, oscylacje, czas stabilizacji). Takie podejscie omowiono
szczegotowo w rozdziale 7.

Analiza ogdlnych réwnan uwzglgdnia dowolne wartosci parametréw réwnan i tym
samym umozliwia wyznaczenie wszystkich mozliwych rozwigzan. Parametry i zmien-
ne modeli rzeczywistych ukladéw natomiast maja ograniczone wartosci (na przyktad
wartosci parametrow fizycznych sg zazwyczaj dodatnie), co znacznie ulatwia anali-
zowanie roéznych wariantow i umozliwia eliminowanie niektorych rozwigzan. Jesli
poszczegdlnym parametrom réwnania zostanie przypisana interpretacja fizyczna lub
zostanie okreslona relacja migdzy parametrami rownania a wielkosciami fizycznymi
danego obiektu, to tym samym mozna bada¢ wpltyw poszczegdlnych wielkosci na
dynamike uktadu lub projektowac uktad (dobiera¢ wartosci poszczegolnych wielkosci
tak, aby uzyska¢ uktad o okreslonych reakcjach).
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5. Symulacyjne rozwigzywanie rownan rdzniczkowych
czyli jak to samo zrobic¢ symulacyjnie

5.1. Wprowadzenie — rozwigzania analityczne i symulacyjne

Badanie dynamiki obiektu opisanego liniowym rownaniem rdézniczkowym mozna
przeprowadzi¢, rozwigzujac to rdwnanie analitycznie (— 1.4.2). Jednak nie zawsze
potrzebny jest doktadny wzor rozwigzania, a przede wszystkim nie zawsze jest moz-
liwie uzyskanie takiego wzoru, szczegdlnie dla rownan nieliniowych. Réwnania roz-
niczkowe liniowe i nieliniowe, w ktorych znane sg warto$ci wszystkich parametrow,
mozna rozwigzywaé réwniez symulacyjniec metodami calkowania numerycznego.
W ten sposdb mozna wyznaczy¢ reakcj¢ obiektu na proste wymuszenie w zadanych
warunkach poczatkowych, jak tez prowadzi¢ ztozone badania.

Zdefiniowanie rownania rézniczkowego w programie symulacyjnym i wykona-nie
badan moze by¢ realizowane w rdzny sposdb. Jedna z prostych i uniwersalnych metod
jest konstrukcja schematu symulacyjnego réwnania rézniczkowego, opartego na blo-
kach catkujacych. Metoda jest dostepna w programach, ktore zawierajg edytor gra-
ficzny — Matlab (Simulink) i Scilab (Xcos) [18]. Zasady konstrukcji schematow symu-
lacyjnych sa takie same dla rownan liniowych i nieliniowych (— 5.2.1). Metoda
symulacyjnego badania modeli uktadéw jest stosowana szczegdlnie wowczas, gdy
badania analityczne sg zbyt ztozone, a to oznacza, ze trudno potwierdzi¢ poprawno$é
uzyskanych wynikow. Stad bardzo waznym etapem badan symulacyjnych jest weryfi-
kacja poprawnosci przygotowanego schematu przed rozpoczeciem badan (— 5.2.2).

Zaktadamy, ze schemat bedzie sparametryzowany, a program badan bedzie reali-
zowany za pomocg skryptow, tak aby podczas badan nie bylo potrzeby edytowania
schematu, co pozwoli unikna¢ przypadkowych biedow.

5.2. Konstrukcja schematu symulacyjnego

5.2.1. Zasady konstrukgji

Graficzny sposob definiowania modeli dostegpny w programie Matlab (Simulink) 1
Scilab (Xcos) opiera si¢ zazwyczaj na kilku podstawowych blokach (tabela 5-1).

Tabela 5-1. Podstawowe bloki do definiowania schematow modeli liniowych

Matlab (Simulink) Scilab (Xcos)
Calkowanie Integrator INTEGRAL_f
Wzmocnienie Gain GAINBLK_f
Sumator Sum BIGSOM_f
Sygnat wejsciowy Step STEP_FUNCTION
Sygnat czasu Clock CLOCK ¢
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Przygotowanie do konstrukcji schematu symulacyjnego polega na przeksztatceniu
réownania (uktadu rownan) w taki sposob, aby po lewej stronie otrzymac¢ najwyzsza
pochodng zmiennej wyjsciowej, na przyktad:

a,i(t) + a,x(t) + agx(t) = bou(t) — ¥(t)=(-a,x(t)—agx(t) +byu(?))/ ay.  (5-1)
Rysowanie schematu warto rozpocza¢ od tancucha blokdéw catkujacych (Integrator), w
ktérym na wyjsciu ostatniego bloku bedzie dost¢pna zmienna x (rozwigzanie), a na
wejscie pierwszego bedzie podany sygnat najwyzszej pochodnej rownania X :

0] _Jx0)]

A = 1F
5 5

Integrator Integrator
Rys. 5-1. Pierwszy etap konstrukcji schematu — tancuch blokdéw catkujacych

Sygnatl najwyzszej pochodnej zostanie skonstruowany na podstawie roéwnania (5-1) za
pomocg blokéw. Charakterystyczne petle miedzy wejsciami 1 wyj$ciami, nie stanowia
problemu dla iteracyjnych algorytméw calkowania numerycznego, poniewaz w pe-
tlach wystepuja bloki catkujace, zawierajace warunki poczatkowe (rys. 5-2).

Skrypt
—————  x : :
rejestracja 0=1
To Workspace wartosci x :1: )
typ: o
yp: array a2=1-
biezaca b0=2;
bser-
wacia | W°2
Scope x0=b0*u0/a0;
rejestracja x10=0;
czasu

du=1;
t0=1;

Gaint CL}_" i

Clodt To Workspace

typ: array

Rys. 5-2. Schemat roéwnania 2. rz¢du 1 skrypt (wersja Matlab(P)

Na schemacie mozna wpisywac¢ bezposrednio wartosci wszystkich potrzebnych para-
metrow lub uzywaé¢ zmiennych Matlaba (Scilaba), ktore zostang zdefiniowane przed
uruchomieniem symulacji. Zastosowanie zmiennych sprawia, ze schemat jest uniwer-
salny i symulacje mozna uruchamiaé dla réznych zestawow parametrow. Na schema-
cie (rys. 5-2) uzyto zmiennych a0, a1, a2, b0, ktdére pelnig role parametréw rownania

(ao, a1, az, bo), zmiennych x0 i x10, definiujgcych uh
warunki poczatkowe, oraz u0 i du do parametryzo- u0+dU’;l¢_
. . o du
wania wymuszenia (rys. 5-3). Sygnat wejsciowy u(?) uo LY.
jest definiowany jako wymuszenie skokowe, spara- | -

metryzowane za pomoca zmiennych oznaczajacych
stan poczatkowy u0 i zmiang¢ wartosci du. Jesli du=0,
to na wyjsciu bloku Step bedzie stata wartosc.

Rys. 5-3. Parametry wymuszenia
skokowego (bloku Step)
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Warunki poczatkowe réwnania rdézniczkowego definiuje si¢ na schemacie za po-
mocg parametréw Initial condition w blokach catkujgcych (domyslnie majg one wartos¢
zero). Na schemacie (rys. 5-2) uzyto zmiennych x0 i x10, ktére odpowiadaja warto-
sciom x(0) 1 x(0). Jesli warunki poczatkowe sa okreslone w inny sposob (np. jako
%(0) 1 x(0)), to nalezy je przeliczy¢ (— 1.4.2), czyli podstawi¢ do rownania (5-1)
wraz z wartos$cig u(0), obliczy¢ x(0) i uzy¢ wartosci x10=0 1 x0=u0/c.

Przeprowadzenie symulacji nastgpuje przez wykonanie skryptu', w ktorym przy-
gotowywane sg parametry, oraz uruchomienie wiasciwej symulacji z okreslonymi
parametrami algorytmu obliczeniowego, przede wszystkim czasem symulacji.

Najprostszy sposob prezentacji wynikéw symulacji to zastosowanie na schemacie
bloku oscyloskopu (Scope) przeznaczonego przede wszystkim do obserwowania wy-
kreséw na biezaco podczas symulacji. Wykresy mozna rowniez narysowaé po zakon-
czeniu symulacji za pomocg funkcji plot, na podstawie wartosci zarejestrowanych przy
pomocy bloku To workspace (tabela 5-2), przy czym nalezy rejestrowa¢ wektory warto-
sci wybranych zmiennych (np. x) oraz wektor czasu 7.

Tabela 5-2. Podstawowe bloki do rejestracji wynikow symulacji

Matlab (Simulink) Scilab (Xcos)
Blok typu oscyloskop Scope Cscope
Blok zbierania danych To workspace TOWS ¢

Sposob dostgpu do zarejestrowanych zmiennych zalezy od typu danych (parametr
w blokach rejestrujacych), a takze od wersji Matlaba/Scilaba [15, 16].

5.2.2. Weryfikacja poprawnosci schematu

Doswiadczenie uczy, ze nawet podczas rysowania prostych schematow zdarzajg btedy
— pomytka w potaczeniu, zty znak funkcji, nazwa parametru itp. Stad koniecznos¢
weryfikacji poprawnosci przygotowanego schematu. Podstawa proponowanej metody
weryfikacji jest sprawdzanie zachowania modelu w stanie rdwnowagi, w szczegdlno-
§ci przy stalych, niezerowych wymuszeniach. Jesli wszystkie obliczenia zawarte
w skrypcie oraz schemat z modelem sg wykonane poprawnie, i symulacja jest uru-
chomiona doktadnie w punkcie rownowagi, to wynikiem jest rowniez stan rownowagi
(od poczatku symulacji dopoki wartosci wejsciowe pozostang state). Dotyczy to za-
rowno modeli stabilnych, jak i niestabilnych. Taka weryfikacja nie zapewnia ujawnie-
nia wszystkich mozliwych bledéw, ale sprawdza si¢ w wigkszosci przypadkow.

5.2.3. Punkt pracy i podstawowe charakterystyki czasowe

Poprawne wykonanie podstawowego badania dynamiki, czyli badania reakcji na sko-
kowa zmiane sygnatu wejsciowego wymaga, aby ten skok byl jedyna przyczyna

! Nazwy plikoéw ze skryptami i schematami powinny by¢ zroznicowane (niezaleznie od rdznych rozsze-
rzen), aby uniezalezni¢ si¢ od kolejnosci interpretacji nazw przez program symulacyjny
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zmian obserwowanych w uktadzie, to znaczy, ze skok musi by¢ podany na uktad

w czasie, gdy znajduje si¢ on w stanie rownowagi. W badaniach symulacyjnych ten

stan rdwnowagi (punkt pracy) mozna zapewni¢ na dwa sposoby:

— uruchomi¢ symulacj¢ od dowolnych warunkow poczatkowych, poczeka¢ na usta-
lenie stanu réwnowagi i wowczas podac skok (rys. 5-4) — przebieg do momentu
podania skoku wykres nie jest przedmiotem analizy,

— obliczy¢ stan rownowagi xo dla poczatkowe] wartosci sygnatu wejSciowego uo
(rozwigzanie statyczne) i uruchomi¢ symulacj¢ od stanu réwnowagi; skok podaje
si¢ na poczatku symulacji lub przesunigty w czasie (rys. 5-5).

uh Uy, ua mn u u
4o — . i
i 2V
>t
X |
Xo=xX(Up)-...
>t
Rys. 5-4. Symulacja od stanu domyslnego Rys. 5-5. Symulacja od stanu ustalonego

(przypadkowego)

Pierwszy sposob oznacza dluzszy czas symulacji i mozna go realizowac tylko
w przypadku uktadow stabilnych. Drugi sposéb wymaga przeprowadzenia dodat-
kowych obliczen (wyznaczenia stanu réwnowagi), ale jest bardziej ogdlny (uktady
stabilne/niestabilne) i pozwala na biezaco kontrolowa¢ poprawnos¢ symulacji. Warto
wigc przygotowaé schemat i skrypt badanego uktadu w ten sposdb, aby uruchamiac
symulacj¢ od dowolnego stanu réwnowagi:
— w skrypcie zainicjowaé warto$¢ u0 1 wyliczy¢

wartos$¢ x0 dla tego u0 (rozwiagzanie statyczne), -
— na schemacie uzy¢ zmiennej u0 (warto$¢ po- uy -4----

czatkowa bloku skoku) i1 x0 (warunek poczatkowy

, . uo il

w koncowym bloku catkujacym). i .
Podczas wilasciwych badan mozna zmienia¢ punkt t0 t
pracy (wartos¢ u0) i zaktocenie (du), ograniczajac si¢
jedynie do zmian w skrypcie. Jesli dodatkowo skok
wartosci wejsciowej bedzie przesunigty w czasie
(skok w chwili t0>0), to mozna zapewni¢ ciagla
kontrole poprawnosci badania reakcji na wymusze- ' >
nie skokowe — w czasie 0+t0 wykres zawsze musi
przedstawia¢ stan rOwnowagi (rys. 5-6), co potwier- Rys. 5-6. Badanie reakeji ukfadu na
dza, ze jedyna przyczyna reakcji jest zmiana sygnaty ~ Skokowa zmiang wymuszenia u
wejsciowego.

W badaniach dynamiki wyznacza si¢ rowniez odpowiedz na zaktocenie impulso-
we, a jesli jest to impuls Diraca 6(¢), to méwimy o odpowiedzi impulsowej uktadu.
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Funkcja o(f) to impuls o jednostkowej powierzchni, wystepujacy w jednej chwili i
nieskonczenie wysoki, wigc praktycznie niewykonalny (ani fizycznie, ani symulacyj-
nie). W badaniach stosuje si¢ przyblizenia

tego sygnatu, np. prostokgtny impuls o po- us us

wierzchn réwnej jeden, zrealizowany za po- I @du i Idu
moca dwoéch przebiegéw skokowych przesu- 0 rTT P ---
mqtych W czasie (rys’. 5-7). Wygeneroyvany i du 0 o+t ¢
impuls nie moze by¢ ani zbyt szeroki, ani =~ F---- :

zbyt waski ze wzgledu dokfadnos¢ algoryt- Rys. 5-7. Wymuszenie impulsowe (dt =1/du)
méw numerycznych (— 5.2.5).

Poprawnie wykonane symulacje generujg identyczne wykresy jak przebiegi nary-
sowane na podstawie rozwigzan analitycznych, z tym Ze na podstawie symulacji moz-
na narysowac jedynie pelne rozwiazanie (nie mozna wyodrgbni¢ poszczegélnych
sktadnikéw rozwigzania).

5.2.4. Automatyzacja badan — uruchamianie symulacji w trybie wsadowym

Realizacja programu badan za pomoca skryptéw zapewnia dokumentacje badan (przy-
jetych zatozen, wartosci parametrow). W polaczeniu z elementami programowania
(petle, instrukcje warunkowe) pozwala zautomatyzowac powtarzajgce si¢ operacje, na
przyktad uruchamianie symulacji dla réznych zestawow parametréw i zbiorczg pre-
zentacj¢ wynikow. Dotyczy to rowniez modeli zdefiniowanych na schematach, po-
niewaz zaréwno Matlab, jak i Scilab oferujg mozliwo$¢ uruchamiania symulacji
w trybie wsadowym (tabela 5-3).

Tabela 5-3. Funkcje do uruchamiania symulacji w trybie wsadowym

Matlab (Simulink) Scilab (Xcos)
Uruchomienie symulacji ~ |sim xcos_simulate
Funkcje skojarzone simget loadXcosLibs
simset importXcosDiagram

Programy symulacyjne wykazujg duze réznice w sposobie realizacji tego zadania ze
wzgledu na zestaw funkcji i ich dzialanie. Fragmenty skryptow w tabeli 5-4 zawieraja
przyktad petli, ktéra uruchamia symulacje dla schematu rownania rézniczkowego za-
pisanego w pliku o nazwie 'model'. Efektem dziatania skryptu sg wykresy przebiegdw
czasowych zmiennej x i x1 na oddzielnych rysunkach i w réznych kolorach, odpowia-
dajace roznym warto$ciom parametru a2 (rys. 5-8). W skrypcie Matlab(P) wykorzy-
stano mozliwos¢ zapisywania wartosci w wektorze czasu (t) za pomoca funkcji sim
oraz zatozono, ze zmienne x i x1 sg rejestrowane przez bloki zbierania danych
(To workspace) w postaci prostego wektora (opcja aray), co ma wptyw na sposob przeka-
zywania parametrow do funkcji plot. Skrypty Matlab(N) i Scilab uwzgledniajg inny
sposdb rejestrowania zmiennych [15, 16].



Tabela 5-4. Przyktad skryptu ze wsadowym uruchamianiem symulacji (model z rysunku 5-2)
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Matlab(P) Matlab(N) Scilab
loadXcosLibs();
importXcosDiagram('model.xcos'); //scs_m
X scs_m.props.tf = 20; Il czas sym.
f=figure; f1=figure; n1=figure();
hold on; grid on; hold on; grid on; set(gca(), 'auto_clear','off'); set(gcay(), ‘grid',[1,1]);
f2=figure; fo=figure; n2=figure();
hold on; grid on; holdlon;|gr|d on; set(gca(), 'auto_clear', 'off);set(gca(),'grid", [1,1]);
kol="rgb"; kol="rgb’; kol=[*, 'g", 'b;
tab_a=[0.1, 2, 5]; tab_a=[0.1, 2, 5]; tab_a=[0.1, 2, 5J;
fori=1:3 fori=t:3 fori=1:3
a2=tab_a2(i); az=tab_a(i); a2=tab_a(i);
[t]=sim('model', 20); [t]=sim(model’, 20); _ scicos_simulate(scs_m);
figure(f1); plot(tx,kol()); | figure(f1);plot(t.touttxkol(i)) figure(n1); plot(x1.time, x.values, kol(i)):;
figure(f2); plot(tx1 kol(i)) | figure(f2);plot(ttouttx1kol(); | figure(n2): plot(x2.time, x1.values, kol(i);
end end end
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Rys. 5-8. Wynik dziatania skryptu z tabeli 5-4 (rozwiazanie x(7) i jego pochodna)

Matlab i Scilab roznig si¢ dos¢ znacznie w sposobie ustalania parametréw obliczeniowych,
takich jak czas symulacji, wybdr i parametry algorytmu catkowania. Sg one przechowywane
w pliku ze schematem i moga by¢ ustalane podczas edycji schematu. W trybie wsadowym
mozna jednak zmieni¢ parametry symulacji, np. czas symulacji. W Matlabie podaje si¢ go
jako parametr funkcji sim, a w Scilabie nalezy zmieni¢ warto$¢ w strukturze scs_m, ktora po-
wstaje po wezytaniu schematu (funkcja importXcosDiagram).

5.2.5. Algorytmy numerycznego catkowania i rézniczkowania

Podstawa symulacyjnego rozwigzywania rownan roézniczkowych sg algorytmy catko-
wania numerycznego. Programy Matlab, Scilab i Octave rdznig si¢ iloscig i jakoscia
wykorzystywanych algorytméw. Najprostszy algorytm rozwigzywania rdwnania roz-
niczkowego pierwszego rzedu
x(?) = f(x,1), x(0) = xo (5-2)
wynika z definicji pochodnej w chwili #;, ktorg mozna obliczy¢ na podstawie ilorazu
réznicowego:
x(t,) — x(tiJrl ) B x(tl)

i+l _ti

_ x(t; +h)—x(2;)

() ,

, gdzie h=tii—t; . (5-3)
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Poréwnanie wyrazen (5-2) i (5-3) pozwala zapisa¢ rownanie:

x(t; + h)—x(t; Xil —X;
) ) =f(x.0,) — 1 = f(x:.1;), (5-4)
h h
z ktérego mozna wyznaczy¢
Xy =% +hf (x;,1,). (5-5)

Tak wigc, znajac rozwigzanie x; w chwili biezacej, mozna obliczy¢ wartos¢ pochodne;j
fxi,t;), a nastepnie wyznaczy¢ wartos¢ rozwigzania x;+1. Algorytm, nazywany metoda
Eulera, umozliwia wyznaczanie krokowe kolejnych wartosci rozwigzania (rys. 5-9).
Metoda ta jest bardzo prosta (opiera si¢ na geometry-
cznej interpretacji rdwnania rozniczkowego), ale jest
mato dokladna i mato efektywna — wraz ze zmniej-
szaniem kroku catkowania /# maleje co prawda btad b
obliczen, ale wzrasta ilo$¢ obliczen. Algorytmy cal- | —
kowania dostepne w programach symulacyjnych ho2n 3h
stosuja rozne mechanizmy, ktore optymalizuja wy- Rys. 5-9. Idea metody Eulera
konywanie obliczen [18].

Prowadzenie badan symulacyjnych nie wymaga doktadnej znajomosci algorytmu —
zazwyczaj wystarczy wiedza o podstawowych zasadach i parametrach, ktére maja
wplyw na dzialanie algorytmu. Jedng z takich zasad jest podziat algorytméw na sta-
tokrokowe (tak jak metoda Eulera) i zmiennokrokowe, ktére majg wbudowany mecha-
nizm dostosowania dtugosci kroku catkowania % do
obliczen w danej chwili czasu (rys. 5-10) — im wicksza
roznica migdzy kolejnymi warto$ciami rozwigzania x
R (szybsza zmiana x), tym mniejszy krok catkowania #,
P — i im mniejsza réznica wartosci x (wolniejsza zmiana x),
tym wigkszy krok 4. Takie dziatanie pozwala ogra-
niczy¢ ilo$¢ obliczen, zachowujgc jednoczesnie wyma-
gang doktadno$¢. Minimalna i maksymalna wartos$¢
kroku / sg parametrami obliczeniowymi, ktore mozna zmieni¢ za pomocg funkcji uru-
chamiajgcej symulacje [15]. Nieodpowiednie wartosci parametrow obliczeniowych
znieksztalcajg wykresy, na przyktad wykresy nie sg gtadkie (rys. 5-11).
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Rys. 5-10. Catkowanie
zmiennokrokowe
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Rys. 5-11. Wyniki analogiczne do rysunku 5-8, ale zbyt duzy maksymalny krok obliczen
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Odpowiedni wybdr algorytmu obliczeniowego i jego parametréw umozliwia wykona-
nie operacji catkowania numerycznego z zadang doktadnoscia. Takiej wlasnosci nie
zapewniajg algorytmy numerycznego rézniczkowania. Sg one zrédtem znacznych big-
dow, poniewaz wartosci pochodnych to stosunkowo mate liczby otrzymywane w wy-
niku odejmowania stosunkowo duzych liczb (male bledy zaokraglen w duzych licz-
bach, w funkcjach pochodnych stajg si¢ duzymi btedami wzglgdnymi). Z wlasnosci
algorytméw numerycznych wynika praktyczny wniosek, aby podczas konstrukcji
schematow symulacyjnych, o ile to mozliwe, unikaé blokdéw rézniczkowania.

5.3. Przyktady zastosowania badan symulacyjnych

5.3.1. Pordéwnanie rozwigzania analitycznego i symulacyjnego

W rozdziale 4.5 przedstawiono kilka przyktadéw analitycznego wyznaczenia reakcji
uktadu w okreslonych warunkach (zadane wymuszenie i warunki poczatkowe). Jesli
wszystkie wielkosci fizyczne majg okreslone wartosci, to te rozwigzania mozna wy-
znaczy¢ metodg symulacyjng, co przedstawimy na przyktadzie przebiegu stabilizacji
temperatury w pomieszczeniu, opisanego rownaniem (4-37).

Schemat modelu (rys. 5-12) jest sparame-
tryzowany, a caly program badan jest reali-
zowany za pomoca skryptu (tabela 5-5),
ktory zawiera przygotowanie danych dla
modelu 1 symulacji, a nastgpnie uruchamia
dwie serie symulacji — reakcje uktadu na
zmian¢ mocy Pg i temperatury Tzey.

Twewl

aTwew

ToWork

Tzew

Rys. 5-12. Schemat modelu (4-37) 'pom1e’

Tabela 5-5. Przyktad skryptu (Matlab) generujacego wykresy z rysunku 5-13

P ; . Reakcje na skok
fzygotowame mocy P, temperatury Tze.

model='pom1e’; figure(1), hold on; grid on; figure(2), hold on; grid on;
cp=1000; ro=1.2; %J/kgKk g/m3 [title('Skok dPg'); title("Skok dTzew');
V=10*2.5; %10m2 x 2.5m
PgN=5000; dPg=0.1"PgN; dTzew=0; dPg=0; dTzew=1;
TzewN=-20; fori=1:1:2 fori=1:1:2
TwewN=20; Pg0 = tabPg0(i); Pg0 = tabPg0(i);
%obliczenie wspétczynnikow Tzew0 = tabTzewO(i); Tzew0 = tabTzew0(i);
Kc = PgN / (TwewN-TzewN); Twew0 = (Pg0 + Kc*Tzew0) /Kc; Twew0 = (Pg0 + Kc*Tzew0) / K;
Cv =cp*ro*V; t=sim(model,czas_sym); t=sim(model,czas_sym);
%dane do symulacji plot(t,aTwew, kol(i)); plot(t,aTwew, kol(i)):;
czas_skok=50; czas_sym=1200; end end
kol ='bgm";
tabPg0 = [PgN, 0.8*PgN];
tabTzew0 = [TzewN, TzewN + 5];
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Wyniki kazdej serii sg przedstawione na dwoch wykresach (rys. 5-13). Do wykresow
dorysowano przebieg wygenerowany na podstawie analitycznego rozwigzania row-
nania (4-37), to znaczy: Twel?) = — (Twewi—Twent)e """ + Tyeur. Jesli badania symula-
cyjne i rozwigzanie analityczne sg poprawne, to wykresy sg praktycznie identyczne.

Shkek dPg Skok dTzew
24r---- T r---- P i
! \ 1 j '
1 1 1 1 1
] 1 1 i 1 1 1 1 1
et [y e S izl oy e e 20 R et ey e N ey Ut ey Rt T E ST i e
1 ! : ! ! ' . ' !
! ' ! I ' ' ' !
p 1} B AR PR ot ; gf---- R N o T o — oo
P i i ' ' i : : ' i i
* 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 # 1 1 1 1 1 1 5 1 1 1 1 ++$**+I
i e P I ro---1 1B}---- e e ]
> ' ' ' ' ' I 7 o Rz :
-y ' ' ' ' ' ' *++ ' ' ' ' '
16 : : . : : : P i ; A : : :

H N . i7 H H .
O 200 400 60D DD 100D 12005 O 200 400 €0D EDD 100( 120(s
Rys. 5-13. Reakcje Twew na skok Py i skok Tzew w dwdch punktach pracy:
wykresy z symulacji (—) i na podstawie funkcji (¢)
Mozliwo$¢ poroéwnania wykresow dla rozwigzania symulacyjnego i analitycznego
pozwala zweryfikowac poprawnos¢ obu badan.

5.3.2. Pordéwnanie wtasnosci liniowego i nieliniowego modelu zbiornika

Kolejnym przyktadem realizacji badan symulacyjnych jest przygotowanie i podsta-
wowe rezultaty badan zbiornika ze swobodnym wyplywem (rys. 2-1), opisanego za
pomocg modelu nieliniowego (2-6) i przyblizonego modelu liniowego (2-7). Model
nieliniowy i liniowy byl analizowany wczesniej na podstawie charakterystyk statycz-
nych (— 3.2.1), a obecnie zostang porownane reakcje uktadu na to samo wymuszenie
skokowe podawane w réznych punktach pracy. Dla kazdego modelu przygotowano
sparametryzowany schemat (rys. 5-14) zapamigtany w pliku.

Rys. 5-14. Schemat modelu: a) nieliniowego (2-6) 'zZb1NL'; b) liniowego (2-7) 'zb1L'

Zatozony program badan jest realizowany za pomocg skryptu (tabela 5-6) ztozonego
z kilku czesci: przygotowanie danych i wygenerowanie charakterystyk statycznych
obu modeli oraz rejestracj¢ odpowiedzi na skok wartosci zmiennej wejSciowej
w trzech punktach pracy dla modelu nieliniowego i liniowego.



Tabela 5-6. Przyktad skryptu (Matlab) generujacego wykresy z rysunku 5-15
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Przygotowanie
i charakterystyki statyczne

Reakcje na skok dla modelu

nieliniowego (2-6)

liniowego (2-7)

modeINL="zb1NL";

modelL="z1L";
0=9.81; FweN = 0.1;
A=5; Aw=0.05; %dno, otwor (m2)

hN = FweN*2 / (2*g*Aw*2);
a = Aw*sgrt(2*g*hN) / hN; %linea—
o/

tabFwe = FweN * [0: 0.1: 1];
tabh_nlin =tabFwe.2./(2*g.*Aw"2);
tabh_lin =tabFwe/a;

figure, hold on; grid on;
plot(tabFwe, tabh_nlin,'b");
plot(tabFwe, tabh_lin,'b--");

czas_skok=10; czas=100;
kol="rmb";
tabFwe=FweN*[0.10, 0.5, 0.90]
dFwe=0.1*FweN;

f1=figure, hold on; grid on;
f2=figure, hold on; grid on;

fori=1:1:3

Fwe0 = tabFwe(i);

h0 = Fwe0"2 / (2*g*Aw*2);

t = sim(modelINL,czas);
figure(f1); plot(t,ah,kol(i) );
figure(f2); plot(t,ah-h0,kol(i));
end

fori=1:1:3

Fwe0 = tabFwe(i);

hO =Fwe0/a;

t = sim(modelL,czas);

figure(f1); plot(t,ah,strcat(kol(i),--')
figure(f2); plot(t,ah-h0, strcat(kol(i)
end

);
=)

Wynikowe wykresy (rys. 5-15) ilustrujg réznice migdzy wlasno$ciami modelu nieli-
niowego (—) 1 modelu, ktdry jest jego liniowym przyblizeniem (- -).

0.2

Rys. 5-15. Charakterystyka A(fwe) w zakresie 0+100% fien ,
reakcje 4 na skok 10% fuen oraz poréwnanie reakcji dr modelu (2-6) (—) i (2-7) (- -)

Charakterystyki statyczne A(f,.) potwierdzaja wlasnosci linearyzacji modelu za pomo-
cg siecznej (— 3.2.1). Z kolei na charakterystykach czasowych widoczna jest podsta-
wowa roznica badanych modeli, to znaczy fakt, ze reakcja modelu liniowego na takie
samo zaktocenie (skok) jest taka sama w kazdym punkcie pracy (d;), natomiast reak-
cja modelu nieliniowego zalezy od punktu pracy.

5.3.3. Alternatywne realizacje schematu

Schematy réwnan r6zniczkowych mogg by¢ realizowane przy uzyciu roznych blokow.
Przyktadem mogg by¢ dwa schematy rownania van der Pola (2-69) — jeden zawiera
bloki operacji matematycznych (Sum, Gain, Product), a drugi — blok Fcn umozliwiajacy
definiowanie funkcji, takze nieliniowych (rys. 5-16).
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Rys. 5-16. Alternatywne schematy modelu van der Pola (2-69)

Sposob realizacji schematu zwykle nie wptywa na wyniki symulacji, a przy prostych
modelach nie wptywa réwniez na czas. ROwnanie van der Pola jest przyktadem mode-
lu bez zmiennej wejsciowej, gdy badania dynamiki polegaja na obserwacji rozwigza-
nia dla r6znych warunkéw poczatkowych (— 21.2).

Drugi przyktad alternatywnych realizacji badan dotyczy wyznaczenia odpowiedzi
impulsowej. Na rysunku 5-17 przedstawiono rozne sposoby wygenerowania wymu-
szenia impulsowego (a+c), ktore jest podawane na wejscie uktadu zamiast wymusze-
nia skokowego (rys. 5-2) oraz uzyskanie odpowiedzi impulsowej na podstawie odpo-
wiedzi skokowej uktadu (d).

=
Constant Lonstant

c) d)

Rys. 5-17. Alternatywne sposoby generowania odpowiedzi impulsowej

Wyniki symulacji r6znig si¢ (rys. 5-18). Najdoktadniejszy wykres odpowiedzi
impulsowej uzyskano w przypadku, gdy wy- s —

muszeniem by} krotki impuls o wartosci 5 (b) .| A T _____ 1 _____ -.
oraz gdy zastosowano rézniczkowanie odpo- : ! :
wiedzi skokowej (d). Przypadek (a) ilustruje 461 -- A e -
reakcje uktadu, gdy impuls jest zbyt szeroki. i h I L - .
W przypadku (c) natomiast ujawniajg si¢ ty- ' ; !
powe bledy obliczeniowe podczas rozniczko- ~— *#Zp--ff-r----- e e :
wania sygnatu, ktéry zmienia si¢ w bardzo " iy, T . ;
krétkim czasie. o 2 4 8 E

Rys. 5-18. Odpowiedzi impulsowe
zrealizowane zgodnie z rysunkiem 5-17



IV. Analiza i projektowanie
uktadéw liniowych
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6. Wiasnosci obiektéow liniowych (réwnanie n-tego rzedu)
czyli to co da sie tatwo policzyc.

6.1. Charakterystyka statyczna i odpowiedzi czasowe

Roéwnania rézniczkowe stosowane do opisu dynamiki uktadow fizycznych (obiektow,
procesow technologicznych) wynikajg z podstawowych praw fizyki (— 2) i stanowig
petng forme modelu uktadu, ktéra opisuje i wlasnosci statyczne, i dynamiczne. Mogg
to by¢ rdwnania zardwno liniowe, jak i nieliniowe, przy czym nieliniowos¢ bardzo
czesto dotyczy czesci statycznej. Badania whasnosci (charakterystyk) statycznych sa
wykonywane zarowno dla modeli liniowych, jak i nieliniowych (— 3), podobnie jak
symulacyjne badania dynamiki (— 5, 8.3). Mozliwos$¢ zastosowania analitycznych
badan dynamiki jest ograniczona praktycznie do rownan liniowych (— 1.4). W przy-
padku rownan nieliniowych stosuje si¢ rézne metody upraszczania opisu (np. dodat-
kowe zatozenia, linearyzacja), tak aby otrzymac prostsze rownania liniowe.

Podstawowe metody analizy — >
uktadéw liniowych opieraja si¢ na W odp(jwiedz’ x(9)
wyznaczeniu biegundéw oraz od-

parametry x(¢) » rysowanie

iedzi h b .
powiedzi czasowych na wybra-ne , \\"

typy wymuszen (rys. 6-1). Cho-

ciaz analityczne rozwigzanie li- wykres x(?)
niowego rdéwnania rézniczkowe-
go, czyli wyznaczenie funkcji x(7)
jest zawsze mozliwe, to jednak zazwyczaj nie jest konieczne, tym bardziej, ze funkcja
x(7) nawet dla uktadéw liniowych jest dos¢ ztozona, zwlaszcza gdy uktad ten jest wyz-
szego rzgdu 1 ma bieguny zespolone lub wielokrotne. W badaniach realizowanych na
potrzeby automatyki celem badan nie jest wyprowadzenie wzoru na odpowiedz ukta-
du, tylko wyznaczenie parametrow tej odpowiedzi, ktére umozliwiajag porownywanie
wlasnosci roznych uktadéw lub projektowanie uktadow o zadanych parametrach. Pa-
rametry te mozna wyznaczy¢ z wykreséw x(), ale mozna je tez obliczy¢ na podstawie
polozenia biegunow.

A 4

symulacja

Rys. 6-1. Podstawowa analiza dynamiki uktadow liniowych

6.2. Parametry statyczne i dynamiczne

6.2.1. Stan ustalony, punkt réwnowagi oraz wzmocnienie uktadu

Stan ustalony w przypadku uktadu liniowego oznacza stan po zaniku sktadowej swo-
bodnej (przejsciowej), gdy w rozwigzaniu zostaje tylko sktadowa wymuszona (ustalo-
na). Na podstawie rozwigzan réwnan rézniczkowych mozna stwierdzi¢, ze jesli na
wejscie uktadu liniowego podawane jest stale wymuszenie, to w stanie rownowagi na
wyjsciu tez jest stala wartos¢ — punkt rownowagi (— 4.2, 8.2), a jesli na wejscie ukta-
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du liniowego podawany jest sygnat sinusoidalny, to w stanie rGwnowagi na wyjsciu
tez wystepuje sygnat sinusoidalny (— 14.1).

Ustalenie punktu réwnowagi odbywa si¢ na podstawie charakterystyki statycznej
(— 3.1) 1 jest konieczne podczas wyznaczania reakcji uktadu na wymuszenia skokowe
i impulsowe. Badania te wymagajg, aby przed zmiang wymuszenia uktad znajdowat
si¢ w stanie rownowagi (— 4.2.1, 5.2.3). Na podstawie rozwigzan analitycznych moz-
na stwierdzié, ze reakcja uktadu liniowego na takg samg zmiang du jest identyczna
w kazdym punkcie pracy. Nieliniowo$¢é modelu natomiast powoduje, ze reakcja ukta-
du zalezy od punktu pracy.

Liniowos¢ Iub nieliniowos$¢ rownania rdzniczkowego opisujacego procesy techno-
logiczne czgsto dotyczy czesci statycznej, wigc mozna jg ustali¢ na podstawie charak-
terystyk statycznych (rys. 6-2). Badanie to
mozna ograniczy¢ do wyznaczenia wzmo-
cnienia uktadu k.. dla poszczegdlnych
wyj$¢ 1 wejs¢. Wzmocnienie uktadu od-
powiada nachyleniu danej charakterystyki
statycznej i jest wyznaczane na podstawie
przyrostow:

kuld :dx /du' (6_1)

Rys. 6-2. Wzmocnienie uktadu
liniowego i nieliniowego W uktadach liniowych wzmocnienie jest

stale w calym zakresie zmian danego wyj-

Scia 1 wejscia. W uktadach nieliniowych wzmocnienie zalezy od punktu pracy, ale
jesli jest to uktad o wielu wejsciach nie wszystkie zmienne wejsciowe muszg wyste-
powa¢ w nieliniowych funkcjach, np. w rdwnaniu x = au; + b(u>)* zmienna u; wptywa
na punkt pracy liniowo, a zmienna u, — nieliniowo.

6.2.2. Stabilno$é

Podstawowa wilasnoscia dynamiki jest stabilno$¢ lub niestabilnos¢ uktadu (obiektu).
Praktyczne znaczenie tej wlasnosci powoduje, ze formutowane sa rézne definicje sta-
bilnosci. Jedna z podstawowych definicji (— 1.2) opiera si¢ na zachowaniu uktadu
przy statym wymuszeniu (rys. 6-3):

— uklad stabilny przy stalym wymuszeniu
(ux) dazy do punktu rownowagi (xx),

— uklad niestabilny trwa w punkcie rowno-
Wagi.gdy jest to jggo stan ppczqtkowy, ale Rys. 6-3. Kulka i wahadlo jako
mniejsze zakldcenie powoduje trwate odda- uklad stabilny (s) i niestabilny (n)
lenie od tego punktu.

Reakcje¢ stabilnego uktadu mozna podzieli¢ na przebieg przejsciowy po zmianie wy-

muszenia oraz przebieg ustalony w stanie rownowagi. Jesli stabilnosé/niestabilnosé

uktadu nie zalezy ani od warunkow poczatkowych, ani od wielko$ci wymuszenia, to
moéwimy o stabilno$ci/niestabilnosci globalnej. Jesli stabilnos¢ zalezy od warunkow
poczatkowych lub wielkosci wymuszenia, to jest to stabilno$¢ /niestabilnos¢ lokalna.
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Model statyczny nie wystarcza do zbadania stabilnosci — konieczny jest model dy-
namiki. To, ze uklad ma punkt réwnowagi, nie oznacza, ze bedzie do niego dazyt.
Podstawowe badania dynamiki uktadéw prowadzi si¢ na podstawie:

— ewolucji stanu od réznych warunkéw poczatkowych przy stalym wymuszeniu,

— reakcji na wymuszenia skokowe i impulsowe podawane w stanie rownowagi.
Stabilnos$¢ uktadu oznacza, ze koncowym stanem w tych badaniach jest stan réwno-
wagi (potocznie méwimy tez o stabilizacji uktadu).

Stabilnos$¢ ukladéw liniowych jest prosta do stwierdzenia, poniewaz nie zalezy
ani od warunkéw poczatkowych, ani od wymuszenia (punktu pracy i wielkosci sko-
ku). Jesli uktad liniowy jest stabilny, to jest stabilny globalnie, a jesli jest niestabilny,
to jest niestabilny globalnie. Symulacyjne badanie stabilnosci takich uktadéw mozna
ograniczy¢ do wyznaczenia reakcji na dowolne wymuszenie skokowe (impulsowe)
w dowolnym punkcie pracy.

W badaniu stabilno$ci uktadow liniowych kluczowe sg wtasnosci rozwigzania x(¢)
rownania rézniczkowego (— 1.4.2), zawierajacego dwie sktadowe (rys. 6-4):

— sktadowa swobodna x(7), ktora nie zalezy od wymuszenia, a jedynie od parame-
trow uktadu — sktadowa x,(¢) decyduje o stabilnosci uktadu,

— skladowa wymuszona x,(f), ktéra zalezy zar6wno od wymuszenia, jak i od wlasno-
$ci uktadu — sktadowa x.(7) opisuje stan rownowagi uktadu.

Im A A A 4 przebieg przebieg
przejsciowy ! ustalony
@) o o o L X _. ________
-0——1> J.23 ——'Z ,"‘_- 't i
o) Re Y l, i
] X=XHXy
a) b) c)f d) i > P

Rys. 6-4. Przyktadowe wykresy uktadu stabilnego:
a) lokalizacja biegunow, b) sktadniki xs, ¢) sktadowa xs, d) odpowiedz skokowa

Z whasnosci rozwigzania swobodnego wynikaja rézne kryteria stabilnosci uktadu

liniowego, czyli alternatywne warunki, ktore pozwalajg stwierdzié, ze uktad liniowy

jest stabilny (osigga stan rownowagi):

1° wszystkie bieguny uktadu (pierwiastki rownania charakterystycznego) leza w lewej
polptaszczyznie zespolonej (maja ujemna czgs¢ rzeczywista),

2° kazdy ze sktadnikéw rozwigzania swobodnego x,(f) zanika z czasem (do zera),

3° rozwigzanie swobodne x,(¢) zanika z czasem — zostaje rozwigzanie wymuszone,

4° przy braku wymuszenia uktad samoistnie wraca do stanu réwnowagi,

5° odpowiedz impulsowa zanika z czasem do zera.

Kryteria te okreslaja stabilno$é asymptotyczng (zgodnie z definicja Lapunowa —
formalne definicje stabilnosci zostang sformutowanie w podrozdziale 22.3). Kryteriow
tych nie spelniajg bieguny, ktore leza na osi Im, poniewaz powoduja, ze sktadowa
swobodna nie zanika do zera (chociaz tez nie dazy do +o0). W podrgczniku przyjmuje
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sie, ze pojecie stabilnos$ci oznacza domyslnie stabilno$¢ asymptotyczng, natomiast
uktad, ktory posiada bieguny w lewej polptaszczyznie (Re(2) <0) oraz biegun lub
zespolong par¢ biegunow na osi Im (Re(4) = 0), jest nazywany uktadem na granicy
stabilnoS$ci (szczegdtowa analiza w podrozdziale 22.3). W praktyce inzynierskiej sto-
sowane jest takze pojecie stabilnosci BIBO (ang. Bounded Input Bounded Output):
uktad jest stabilny, jesli na ograniczone wymuszenie u(¢) (np. stale, skokowe, impul-
sowe, sinusoidalne) reaguje ograniczonym sygnatem wyjsciowym x(¢). To ,,stabsza”
wersja stabilnos$ci, poniewaz obejmuje takze przypadki graniczne (bieguny na osi Im).

Stabilno$¢ ukladéw nieliniowych jest trudna do stwierdzenia i analitycznie, i sy-
mulacyjnie, poniewaz uktady nieliniowe moga by¢ stabilne globalnie, ale moga tez
by¢ stabilne tylko lokalnie, czyli tylko dla okreslonych warunkéw poczatkowych
i okreslonych wymuszen. Analityczne badanie stabilnosci uktadéw nieliniowych wy-
konuje si¢ zazwyczaj w pewnym obszarze wokot poszczegolnych punktéw rownowa-
gi — za pomocg linearyzacji modelu i badania takiego przyblizonego opisu (— 19.2).
Badania symulacyjne natomiast wymagaja przeprowadzenia wielu eksperymentow —
dla r6znych wartosci wymuszen, dla ré6znych warunkéw poczatkowych (— 21).

6.2.3. Czas ustalania (stabilizacji) i oscylacyjnos¢ uktadéw stabilnych

Jesli uktad jest stabilny (osigga stan rownowagi), to kolejnymi parametrami opisuja-
cymi dynamike uktadu jest czas ustalania odpowiedzi oraz wielkos¢ oscylacji. Para-
metry te sg stosowane w automatyce do ilosciowego porownywania réznych uktadow.
Sa one definiowane na podstawie przebiegéw przejsciowych, na przyktad odpowiedzi
uktadu na wymuszenie skokowe (rys. 6-5).

PP —— N

Rys. 6-5. Parametry przebiegdw aperiodycznych i oscylacyjnych (ttumionych)

Teoretycznie stabilny uklad (stabilny asymptotycznie) osigga stan rownowagi
w nieskonczonosci (1 — ), ale w praktyce przyjmuje si¢ pewien przedziat tolerancji
(&) wokot koncowego stanu ustalonego xx, na przyklad £2% zmiany wartosci wyj-
sciowej (xx —xo). Czas ustalania odpowiedzi (#,) wyznaczany na podstawie odpowie-
dzi na wymuszenie skokowe, to czas od momentu podania wymuszenia skokowego do
czasu, gdy odpowiedz pierwszy raz znajdzie si¢ w zatozonym obszarze wokot warto-
$ci xx 1 juz go nie opuszcza.

Odpowiedzi stabilnego uktadu moga mie¢ charakter aperiodyczny, czyli bez oscy-
lacji (przeregulowania, drgan), lub oscylacyjny (nieaperiodyczny), gdy pojawia si¢
chwilowe przekroczenie stanu ustalonego x; — przeregulowanie. Wielkos$¢ przeregu-
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lowania mierzona jako bezwzgledna wielkos¢ amplitudy (4,1, Ap,2) zazwyczaj jest
przeliczana na wartosci wzgledne:
4,,-100% 4,,-100%
oy =————— lub 4, =——, (6-2)
Xk =X Xk
przy czym A, liczone wzgledem zmiany wartosci (xx— xo) jest bardziej uniwersalne.
Przyklad: Zmienna x moze przyjmowa¢ wartosci w zakresie: a) 0+40°C, b) —20+20°C.
W obu przypadkach zakres zmian jest taki sam (40°C), wigec oczekujemy, ze taka sama war-
tos¢ wzgledna (Apy) oznacza taka sama warto$¢ bezwzgledna (4,1).
Poza wartoscig przeregulowania (oscylacji) wyznacza si¢ tez oscylacyjnosé uktadu,
ktora mozna wyrazi¢ jako stosunek kolejnych amplitud:
ka=Apl Ay = ... = Apiet/ Api. (6-3)
Wigksza oscylacyjnos¢ oznacza wolniejsze zanikanie drgan (co nie musi oznaczac
wolniejszego ustalania odpowiedzi). W automatyce uktady, ktére reaguja w sposob
aperiodyczny, sa nazywane obiektami inercyjnymi, a uktady reagujace z przeregu-
lowaniem — obiektami oscylacyjnymi.

6.2.4. Potozenie biegundw a parametry odpowiedzi

Odpowiedz uktadu liniowego na wymuszenie skokowe (— 1.4.2) mozna zapisac jako:
x(t) = xx + Y x(f), gdzie sktadniki x,(7) to funkcje typu (dla uproszczenia obliczen
przyjmujemy chwilowo bieguny jednokrotne):

— Ae™, dla biegunéw rzeczywistych 4= a;,

~ A" sin(w,t + @, ), dla biegunéw zespolonych ;1= a; + ji.
Parametry opisujace dynamike uktadu (czas ustalania i oscylacyjnos$¢) wynikajg z
rozwigzania swobodnego x,(¢). Analizujac funkcje x,(¢), mozna oszacowac parametry
odpowiedzi x(f).

Odpowiedz stabilnego uktadu (stabilnego asymptotycznie) ustala si¢, gdy sktadowa
swobodna x; zanika do zera (bez lub z oscylacjami). Kazdy z biegunow A; wprowadza
do rozwigzania swobodnego x(¢) sktadnik x(f), ktory zanika zgodnie z przebiegiem

funkcji 4e”’, gdzie a;= Re(/;). Czas zanikania #, skladnika to czas, po ktérym war-
to$¢ xsi(f) nie przekracza juz zatozonego poziomu & wyznaczanego wzgledem wartosci
poczatkowe;j:

x,(t,)=6x,0) - 4de’" =¢4 — t,=(ng)la,. (6-4)
W praktyce przyjmuje si¢ zwykle £=2% lub 1% i stosuje si¢ przyblizone wartosci
Ing: dla €=2% — lne=-3912... *—4; dla ¢= 1% — Ine=-4.6052... ~—4.6. Czas

ustalania odpowiedzi ¢, sktadowej swobodnej x,(¢#) odpowiada najdtuzszemu z czasow
zanikania ¢,; wszystkich sktadnikow x;i():

t, ~4/Re@@)| . (6-5)
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Wartos$¢ |Re(4:)|min to odleglo$¢ od osi Im najblizszego bieguna, ktéra decyduje o sta-
bilnosci i czasie ustalania odpowiedzi i nazywa si¢ stopniem stabilnosci uktadu.

Oscylacje w odpowiedzi uktadu oznaczaja, ze wsroéd biegundéw jest przynajmniej
jedna para biegunow zespolonych, ktore wprowadzajg do rozwigzania swobodnego
x,(¢) skladniki oscylacyjne x,(f) = 4,e“' sin(wit+¢;), nazywane drganiami wlasnymi
ukladu. Przeprowadzajac klasyczng analizg przebiegu zmiennosci tej funkcji, mozna
obliczy¢ wartosci kolejnych przeregulowan, a stad oscylacyjnos¢ sktadnika.

Przeregulowanie A; i kolejne przeregulowania to maksymalne wartosci funkcji
A Siﬂ(wr;fﬂl’;) lub jej rownowaznej postaci (1-23): e"‘"(B,. cos w1+ B,,, sin a),it), ktéra zo-
stanie uzyta w analizie. Podstawiajac warunki poczatkowe odpowiedzi skokowej, otrzymu-
jemy uktad réwnaf (0 =Bix; i 0= aiBi+ Biw.i), z ktérego wynika relacja miedzy wspol-
czynnikami B;+1 = —Bja;/ .. Kolejne kroki obliczen sa nastgpujace:

1° Obliczenie funkcji pochodnej funkcji x (1)

Ba. . . o’ :
x,(t)=e" ’(Bl. cos @t ———sin a),_,.t] - x,(0)= —B{a)”. + ”Je‘z' "sinw,z . (6-6)
. w

ri ri

2° Rozwigzanie x (f) =0 1 wyznaczenie czasu kolejnych maksimow funkcji x,(7)

2
. a; . . T
X, (1) = _Bi[a)”. +—=2 ]e“' "sinw;t=0 > sinw,t=0 > @, =mr23n,.—> Ly = k;. (6-7)

ri r

3° Obliczenie wartosci kolejnych przeregulowan xi(yx)

X () = Bl o {coskn ~ % in kn) = B/ = Ay (6-8)
wri
4° Obliczenie oscylacyjnosci (k4):
Aka B.efma,/m, 2na; | 7211‘0( /o, ‘
— 1 =e na; o, —e i ,.. (6_9)

A B.e™ /o,
1

pk

Szybko$¢ tlumienia drgan w przebiegu zwigzanym z dang zespolong parg biegundéw

(0i £ jor) mozna wyznaczy¢ na podstawie zaleznos$ci:

A‘i,pk+1
A

i,pk

=21/ 1 : a)ri
=e M4 gdzie y =" (6-10)

To oznacza, ze im wigksza warto$¢ u;, tym wigksza oscylacyjnos¢ (wolniejsze zanika-
nie drgan). O wielkosci 1 szybkosci ttumienia oscylacji w odpowiedzi x(¢) uktadu nie
decydujg bieguny o najwigkszej wartosci urojonej, ale bieguny, ktére majg najwick-
szy stosunek czesci urojonej do rzeczywistej:

p=[Im@)/Re@,)| . (6-11)

Parametr 1 nazywa si¢ stopniem oscylacyjnosci uktadu.

Na podstawie wzordw (6-5) i (6-11) mozna wykazaé, ze podstawowe parametry
opisujace dynamike (czas ustalania i oscylacyjnosc¢), definiowane na podstawie odpo-
wiedzi x(¢) uktadu, mozna réwniez oszacowaé na podstawie biegundéw uktadu. Stad
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wynikaja metody analizowania i projektowania modeli ukladow na plaszczyznie ze-
spolonej, przy czym w praktyce stosuje si¢ analize ograniczong do biegundéw o naj-
wigkszym znaczeniu. Najbardziej znaczgce bieguny uktadu to te, ktore wyznaczaja
stopien stabilnosci 1 stopien oscylacyjnosci uktadu (rys. 6-6).

0 o(b) Im(2) o &b tIm(D)
~ o (a) - 0 (a) -
T o Re() o | Red)

o © o ©

Rys. 6-6. Przyktady najbardziej znaczacych biegundow uktadu ze wzgledu na: (a) 7, (b) ¢

Na podstawie najbardziej znaczgcych biegundéw mozna nie tylko przewidzie¢ jako-

Sciowe cechy dynamiki uktadu (— 4.3.2), ale takze szacowa¢ warto$ci czasu ustalania

(%) 1 oscylacyjnosci (4p1/4,2) przebiegu x(f). Wyniki z takiej uproszczonej analizy sa

doktadniejsze w odniesieniu do czasu ustalania — przebieg x(#) osigga stan ustalony,

gdy zanika najwolniejszy sktadnik x(7). Niezerowy stopien oscylacyjnosci uktadu (x)

nie oznacza jeszcze, ze w odpowiedzi x(f) wystapi przeregulowanie lub jaka bedzie

wartos¢ tego przeregulowania. Na przyktad (rys. 6-7):

— najbardziej znaczacy sktadnik oscylacyjny (xs(¢)) bedzie zanikat znacznie szybciej
niz sktadniki aperiodyczne (xs(?)),

— uktad ma dwie pary biegundéw zespolonych, wigc w rozwigzaniu x(f) wystepuje
ztozenie przebiegéw oscylacyjnych o réznych czestotliwosciach i przesunigtych
w fazie (maksymalna warto§¢ sumy moze by¢ chwilami wigksza niz amplituda
bardziej znaczacego sktadnika oscylacyjnego xs(%)).

Xs

Rys. 6-7. Sktadniki rozwiazania od najbardziej znaczacych biegunéw uktadow z rysunku 6-6
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7. Modele pierwszego i drugiego rzedu — analiza i projekt
czyli jak przeliczy¢ i zrozumiec najprostsze przypadki

7.1. Znaczenie i zastosowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu

Na podstawie analizy rozwigzania liniowych rownan rézniczkowych (— 1.4, 6.2)
mozna wnioskowaé, ze wilasnosci dynamiki uktadéw wyzszego rzedu wynikaja
z whasnosci uktadéw pierwszego i drugiego rzedu. Szczegolng role w badaniach dy-
namiki odgrywa liniowy model drugiego rzedu, poniewaz to najprostszy model, ktory
moze reprezentowaé wszystkie typy reakcji uktadu. Na wykresach ponizej (rys. 7-1)
przedstawiono podstawowe typy odpowiedzi na wymuszenie skokowe w zadanym
punkcie pracy: stabilna aperiodyczna i oscylacyjna (z przeregulowaniem) oraz niesta-
bilne (bez/z oscylacjami).

X

Rys. 7-1. Podstawowe typy odpowiedzi skokowych uktadu drugiego rzgdu

Liniowe modele pierwszego i drugiego rzgdu stosuje si¢ do opracowywania metod

badania i projektowania obiektow (uktadow) automatyki, poniewaz:

— ich wlasnos$ci dynamiczne nie zaleza od punktu pracy i wymuszenia,

— moga opisa¢ kazdy typ reakcji — stabilny i niestabilny, z oscylacjami lub bez,

— s3 na tyle proste, ze mozna wykona¢ badania analityczne, ktére tatwiej jest uogol-
ni¢ niz badania symulacyjne (doswiadczalne).

Tak prosty opis mozna uzyska¢ przez:

— zestaw zatozen upraszczajacych model na etapie konstrukcji (— 1.3),

— ograniczenie analizy do najbardziej istotnych biegunow (— 6.2.4),

— zastosowanie metod upraszczania modeli (obnizanie rzgdu: — 4.3.2, 20.2).

Jesli wigc obiekt jest opisany takim modelem, to dostepne sa rdzne inzynierskie meto-

dy badan analitycznych typu:

— wyznaczanie wlasnos$ci obiektu o zadanych wartosciach parametrow,

— projektowanie lub poprawa wlasnosci obiektu poprzez dobor wartosci parametrow
tak, aby uzyska¢ okreslone wtasnosci obiektu.

7.2. Analizai projektowanie uktadu pierwszego rzedu

Najprostszy model dynamiki to réwnanie rézniczkowe pierwszego rzgdu:
a x(t) + agx(t) =byu(t) , a1 # 0. (7-1)
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Z rozwigzania rownania charakterystycznego:

ad+a,=0 (7-2)
wiadomo ze, uktad ma zawsze jeden rzeczywisty biegun:

A=-a,/q. (7-3)
W reakcjach tego uktadu nie wystapig oscylacje, a o stabilnosci decyduja warunki:
— gdy ap# 0 —uktad stabilny gdy —ao/a; <0,
— gdy ao= 0 —uktad z zerowym biegunem, czyli na granicy stabilnosci.
W tabeli 7-1 zawarto przypadki najprostszych modeli wraz z ich wtasno$ciami.

Tabela 7-1. Wtasnosci liniowych rownan pierwszego rzedu (a1 # 0) 1 zerowego rzgdu (a1 = 0)

a X(t) + aygx(t) =byu(t)
Przypadki a1 70,a0#0 a1 70,a0=0 ar=0,a0#0
Rownanie a x(t) + ayx(t) = byu(r) ax(t) =byu(t) a,x(t) =byu(t)
Obiekt inercyjny catkujacy bezinercyjny
Bieguin 4 |A=—ay/a1 >0 |(A=—-ao/a; <0 A=0
Im Im 4 Im Im 4

Re _O_Té %e __R>e

Stabilnos¢ niestabilne stabilne na granicy stab. stabilne

Odpowiedz skokowa uktadu pierwszego rzedu (— 4.2.2) jest funkcja postaci:
h(t) = x, (1 —e’ ): Ko (1 —et )’ Xk = bo/ao= kuu. (7-4)

Rysunek 7-2 ilustruje przebieg i wlasnosci funkcji /(f) w przypadku stabilnego ukta-
du. Istotng wlasnos$¢ ma styczna do funkcji A(#) w punkcie ¢ = 0:

hstycz (t) =at s gdZiea = h(t)|t=0 = _xkﬂ'eﬂtL:0 = _xkﬂ’ zxka() /Cll.

W czasie t = T, gdy styczna osigga poziom x;, czyli:

h A at
b b a
....... /‘5‘# hy.(TY=aT =x, - T="F=_"k 71,
e T A » g a x.a,/a, a,

0.63241" /" odpowiedz A(7) osiaga poziom 0.632 x;:
T tu t h(T)Zxk(l_elT),gdzie AT:__aOﬂ:—l
a4y

Rys. 7-2. Odpowiedz skokowa

1. rzedu (parametry) WT)=x, (1 e ): x,(1-1/¢)~0.632x, (7-5)
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Czas T jest charakterystycznym parametrem stabilnego ukladu pierwszego rzedu i
nazywa si¢ stalg czasowa. Niezaleznie od wielkosci skoku parametr 7" oznacza czas,
gdy styczna do odpowiedzi na wymuszenie skokowe osigga wartos¢ konicowa, a sama
odpowiedz osiaga poziom ~0.632 wartosci koncowe;j.

W przypadku stabilnego uktadu mozna, na podstawie zaleznosci (6-5), wyznaczy¢
czas ustalania odpowiedzi #,, czyli czas zanikania skladowej swobodnej. Dla odpo-
wiedzi skokowej (7-4) czas ustalania #, oznacza, Ze stabilny uktad osiaga stan konco-
wy z okreslong doktadnoscia £ (np. 2%):

he)=x,(-8) > x (1™ )=x,(1-8) > 1, =Ine/A~4/|A|=4T. (7-6)

Wszystkie charakterystyczne wiasnosci uktadu mozna zilustrowaé takze na prze-
biegu odpowiedzi impulsowej g(¢) = dh(?)/dt, czyli:

—ay, by, b
g0y =2k e =xoe™", xy =2k =——h_ %
a a, aq
\ W chwili =T funkcja g(¢) osigga poziom okoto
& 0.368x0= (1 — 0.632)x0, co mozna obliczy¢ ze wzoru:
Xo

g(T)=xpe’" =x4e”" =x,/e~0.368x,.

0.368x- Czas ustalania ¢,, to czas gdy g(?) jest na poziomie

ewzgledem zerowego stanu ustalonego:

g(t,) =ex, - x,e =g, —
Rys. 7-3. Odpowiedz impulsowa t, = Ing/A~4/|A|=4T (7-7)
1. rzedu (parametry) . ..
(analogicznie jak dla (7-6)).
Prosta styczna do funkcji g(f) w punkcie =0, zgodnie z ogoélng zaleznoscia
y(x) = f"(x0) (x—x0) + f{x0), ma postac:

e () =at+b,
gdzie: a= g0, =Axge”| =A%, =%, = g0 (1) = Aol + o,

1w chwili # = T osigga poziom zerowy (stan ustalony):

gs,yCZ(T)szcoT+x0 =-x,+x,=0.

Poniewaz rozwigzania uktadu liniowego mogg by¢ przesuwane i skalowane
(— 4.2.2), to wlasnosci rozwigzan Ah(f) i g(¢) dotycza takze odpowiedzi na dowolne
wymuszenia skokowe 1 impulsowe.
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7.3. Analiza i projektowanie uktadu drugiego rzedu metoda biegunéw

7.3.1. Wiasnosci réwnan drugiego rzedu

Podstawowy sposob analizowania i projektowania wtasnosci dynamicznych réwnania
drugiego rzedu:

a,X(t) + ayx(t) + ayx(t) =byu(t),, a2# 0 (7-8)
polega na analizie rownania charakterystycznego:
a,* +al+a,=0 (7-9)
za pomoca klasycznej metody wyznaczenia wyrdznika A 1 pierwiastkéw A, :
—a JA

2
A=a; —4a,a,, 2,1’2:
2a,

(7-10)

Na podstawie (7-10) mozna okresli¢ wszystkie mozliwe przypadki rozwigzania swo-
bodnego réwnania drugiego rzedu (tabela 7-2).

Tabela 7-2. Rozwiazania liniowego roéwnania drugiego rzedu (7-8, a2 # 0)

Przypadek |Bieguny: Li=a+jwr, b= a—jo Rozwigzanie swobodne
A>0 Re(41.2) = [~a, +vA)/(2a,), Im(i12) =0 AeM 1 A

A=0 Re(l12) = —a,/(2a,), Im(i2) = 0 Ae™ + Ate™

A<0 Re(h12) = —a, /(2a,), Im(A12) N—A/(2a,)#0 | Ae” sin(w, + o)

Powyzsza tabela jest podstawa do sformutowania warunkow projektowych, jakie po-
winny spetnia¢ wspotczynniki réwnania (7-8), aby zapewni¢ stabilno$¢ uktadu:

1° Jesli A >0, to bieguny uktadu sg rzeczywiste — w reakcji uktadu nie wystepuja
oscylacje, a warunkiem stabilnosci jest spetnienie obu nieréwnosci:
—a, +VA —a, —VA
21:—“1 ‘/_<0 /\ﬂ,zz—a1 \/_<0. (7-11)
2a, 2a,
2° Jesli A =0, to uktad ma podwdjny biegun rzeczywisty — reakcja nie zawiera oscy-
lacji, a stabilno$¢ wynika ze spetnienia warunku:
—a
=——-x<0. -
Aia 2, (7-12)
3° Jesli A <0, to uktad ma parg biegunow zespolonych — reakcja uktadu ma charakter
oscylacyjny, a warunkiem stabilnosci jest:

Re(4,) =Re(l,) = <0. (7-13)

2a,
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We wszystkich wzorach (7-10)+(7-13) musi by¢ spetniony warunek a» # 0, co oznacza
jedynie, ze réwnanie (7-8) jest drugiego rzedu. Podsumowanie wszystkich przypad-
kow rownania drugiego rzgdu (A > 0, A =0, A <0) zawiera tabela 7-3.

Tabela 7-3. Liniowe rdwnanie drugiego rzedu (7-8) dla roznych parametrow (ao, a1 1 az)

bez oscylacji z oscylacjami
A=al —4a,a,>0 A=d —4a,a,=0 A=a’ —daa, <0
ar# 0 Im 4 Im 4 Im Im 4 Im 4 gn A Im 4
a1#0]| -e-0—+— —.——0—R>e -o0——> _ﬁ]{e > >
ao# 0 Re Re Re @ | Re @ Re

Im 4 Im

@# 0 -—0—>

a=0 Re §
Im Im Im

arx# 0

ao=0 Re Re Re

W tabeli wyrdzniono szczegdlne przypadki, gdy parametry ao i a1 majg wartos$¢ zero,
co mozna wykorzysta¢ na przyktad do uproszczenia analizy, ale pozwala tez zauwa-
zy¢, ze nawet proste stwierdzenie wyzerowania okreslonych parametréw umozliwia
wnioskowanie o pewnych wlasnosciach uktadu.

Dla a>= 0 — réwnanie pierwszego lub zerowego rzedu (tabela 7-1).

Dla a1= 0 — rownanie a,i(t)+agx(t) =u, (f) Na podstawie (7-10) ma dwa bieguny:

a ¥ +a, =0 — Ay =E—ay/a, - (7-14)
Jesli parametry ao 1 a; sa tego samego znaku, to uktad zawsze ma par¢ biegunéw urojonych
(A <0, Re(1i) =Re(42) = 0) i w odpowiedzi wystepuja niegasngce oscylacje (uktad na grani-
cy stabilnosci). Gdy znaki ao 1 a; sa przeciwne, to uktad zawsze ma dwa bieguny rzeczywiste
(A > 0) —jeden dodatni i jeden ujemny (uktad niestabilny).
Dla ao= 0 — rdwnanie g,5(f) + a,x(r) =u,(r) ma dodatni wyr6éznik (A =a? >0) i bieguny mozna
obliczy¢ na podstawie (7-10) lub zastosowac proste przeksztalcenie:

a, P +ad=MaA+a)=0 — A4=0 N L=-g/a,- (7-15)
Charakterystyczna cecha tego przypadku jest biegun zerowy (41), co oznacza ze w odpo-
wiedzi wystepuje sktadnik o statej wartosci (4e”) i w najlepszym przypadku, uktad znajduje
si¢ na granicy stabilnosci, o ile drugi biegun 1, < 0 (a1 1 a2 sa tego samego znaku).

W wérod pozycji w tabeli 7-3 warto zwroci¢ uwage na przypadek, gdy wszystkie
parametry a, ai 1 ao s3 rézne od zera, poniewaz jest to takze obszar zastosowania kry-
teriow potozenia pierwiastkow w lewej potplaszczyznie (— 1.3.1). Ten pierwszy wa-
runek zastosowania kryteriéw Hurwitza i Routha wylacza niektore przypadki niesta-
bilne oraz przypadki uktadow na granicy stabilnosci. Stosujac kolejne warunki
kryterium Hurwitza: a» >0, a1 >0 1 ao> 0 (jednakowy znak) oraz aja, >0, mozna
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stwierdzi¢, ze do stabilno$ci rownania drugiego rzedu wystarczy jednakowy znak
wszystkich wspotczynnikoéw (wszystkie niezerowe).

7.3.2. Projektowanie wtasnosci dynamicznych za pomoca analizy biegunéw

Analizujac wyrazenia (7-10), mozna nie tylko bada¢ (lub przewidywac) wilasnosci
istniejacych obiektow, ale takze projektowaé wilasnosci nowych uktadéw — dobierac
parametry (wymiary, materiaty, ...) elementow, tak aby uktad wykazywat okreslone
wlasnosci (stabilnos¢, oscylacyjnosé). Na przyklad znajac (zaktadajac) dwa z trzech
parametrow (ao, a1 1 az) rownania (7-8), mozna wyznaczy¢ przedziat wartosci niezna-
nego parametru tak, aby uklad byl stabilny/niestabilny i/lub zeby w reakcji uktadu
wystepowaly lub nie wystgpowaty oscylacje (tabela 7-4).

Tabela 7-4. Projektowanie wtasnosci liniowego réwnania drugiego rzedu (a2# 0)

Oscylacje Bez oscylacji Z oscylacjami
Stabilno$¢ | Warunki |A=al -4a,a,>0— Im(i2) =0 A=al —4aya, <0
Re(41) <0 B
Stabilny A |Ret)= ”1+‘F<o N Re(,) = Zi‘aw Re(ﬂq,iz)=27i’l<0
Re(1,) <0 “ 2
. |[Re(41)=0 _ N
Nabg,fan{cy A Re(4)=0 A Re(r,)=—% <0 Re(4,1,) = 2—"1 -0
stabilnosci Re(72) <0 a, a,
Re(41)=0 _
A Re(4)=0 N Re(d,)=—L >0
Nie- Re(lz) > 0 -
stabilny Re(41)>0 _
v Re(4,) = “l+‘F>oVR(/12)_7_‘/X>o Re(4,4;) =~ >0
Re(42) >0 2a, 2

Tabela opisuje wszystkie przypadki, gdy a># 0 (rownanie drugiego rzedu). Uzupet-
nieniem mozliwosci sg przypadki, gdy a>= 0 (tabela 7-1), a wigc:
— a1 # 01ao# 0—uktad rzedu 1, bez mozliwosci oscylacji, stabilny gdy —ao/a; > 0,
— a1# 01a9=0—uklad rzedu 1, bez oscylacji, na granicy stabilnosci,
— a1= 01 ap# 0 — uktad statyczny (bezinercyjny), zawsze stabilny.
Przyklady sformutowania prostych zadan projektowych dla modelu (7-8).
1° W odpowiedzi uktadu nie wystgpuja oscylacje (uktad stabilny lub niestabilny), jesli:
warunek 1: a0 A A= alz ~4a,a, >0 uktad 2 rzedu, bieguny rzeczywiste
lub 2: a,=0 uktad < 1 rzedu
2° Projektowany uktad jest stabilny (z oscylacjami lub bez), jesli:
warunek 1: a2# 0 A A=qa? —4a,a, >0 uktad 2 rzedu, bieguny rzeczywiste

A [Re(/y) —4aTNa A <0 Re (,12)_2‘/X<0] oba bieguny po lewej
@
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lub 2: a2 # 0 AA =’ —4aya, <0 uktad 2 rzedu, bieguny zespolone
A (Re(&) =Re(l,) :;701 < Oj oba bieguny po lewej
a

lub3:a=0Aa1#0A 1= —ad/a1<0 uktad 1 rzedu, biegun po lewe;j
lub4: a2=0Aa1=0 uktad statyczny

3° Uktad dochodzi do stanu réwnowagi bez przeregulowan (stabilny aperiodycznie):
warunek 1: a2# 0 A A=’ —4a,0,>0 uktad 2 rzedu, bieguny rzeczywiste

[R e(l)= ﬂ1+\/7 <0 N Re(ﬂz):—alz—\/Z <0] oba bieguny po lewej

A
lub2: a,=0Aa1#0A A= fao/al <0 uktad 1 rzedu, biegun po lewe;j
lub3:ax=a1=0 uktad statyczny
4° Po zaktoceniu uktad nie oscyluje, ale tez nie osigga stanu rownowagi, jesli:
warunek 1: a2 0 A A = alz —4aya, >0 uktad 2 rzedu, bieguny rzeczywiste
A [Re(ﬂl) a1+\/7 >0 VRe e(h) = L —VA ZOJ cho¢ 1 biegun >0
2a, 2a2
lub2: ax=0Aa1#0AA= —ap/a;>0 uktad 1 rzedu, biegun nie po lewej

Projektowanie whasnosci dynamiki na podstanie biegundw polega na sformutowaniu
odpowiedniego uktadu nieréwnosci i poprawnym jego rozwigzaniu [19].

7.3.3. Parametry odpowiedzi skokowych

W bardziej ztozonych zadaniach projektowych mozna okresla¢ nie tylko wymaga-
nia jakos$ciowe (stabilnos¢, brak oscylacji), ale takze oblicza¢ parametry odpowiedzi.
W przypadku stabilnego uktadu sg to gtownie wzmocnienie uktadu (k.«), a takze czas
ustalania odpowiedzi i szybkos$¢ ttumienia oscylacji. Czas ustalania 7, na podstawie
zaleznosci (6-5) (zaktadajac doktadnos¢ €= 2%) wynosi:

4 | 84, | 4
V= Re(2)| |- a, + A b b) 1, = Re(4,)

gdzie przypadek a) dotyczy biegunow rzeczywistych — czas ¢, zalezy od bieguna
A= (— a, +A )/(Zaz) , ktory lezy blizej osi Im niz 4, = (— a, —JA )/(2(12); przypadek b)
dotyczy biegunéw zespolonych, ktdre maja taka czes¢ rzeczywista (odleglos¢ od osi
Im) Re(41) = Re(h) = —a1 /Q2an).
Jesli uktad ma bieguny zespolone, to na podstawie zaleznosci (6-10) mozna wyzna-
czy¢ oscylacyjnos¢ () oraz krotnos¢ (p) zmniejszania si¢ kolejnych amplitud oscyla-
cyjnej odpowiedzi:

ﬁzAl_/pze—zn/ﬂ —>p=ezn/”,gdzie = Im(4)| _ ﬂ
A, A, Re(4)| | g

8a,

(7-16)

(7-17)
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7.4. Rownania oscylacyjne i komplementarne

7.4.1. Wiasnosci i parametry réwnania oscylacyjnego

Najbardziej charakterystyczng postacia modelu drugiego rzedu (7-8) jest rownanie
oscylacyjne zapisywane w postaci:

(1) + 28w, x(t)+ @} x(t) = bu(t) , @, >0, (7-18)
gdzie: & — wspotczynnik thumienia, w, — pulsacja uktadu (w,= 2nf,, gdzie f, to czesto-
tliwos¢ drgan wilasnych niettumionych). Zalozenie o dodatniej wartosci w, wynika
z fizycznej interpretacji tego parametru (— 7.4.4), a poza tym zapewnia, ze znak
wspotczynnika 2w, zalezy tylko i wylacznie od znaku ttumienia £ Bieguny uktadu
wyznaczone na podstawie rownania charakterystycznego maja postaé:

& =~ 0,1 - £
h =0, 0, -1=0,(~6-{ 1)

Analizujac wzory (7-19), mozna wykazac¢, ze rownanie oscylacyjne moze mie¢ par¢
biegundw rzeczywistych lub zespolonych, lezacych w lewej lub prawej polptasz-
czyznie zespolonej, a tym samym jego rozwigzanie moze by¢ aperiodyczne lub oscy-
lacyjne, stabilne lub niestabilne. Poniewaz w, > 0, wiec typ biegundow oraz stabilnos¢
uktadu zalezy jedynie od thumienia &.

(7-19)

1° Jesli 2> 1, to oba pierwiastki sg rzeczywiste (reakcje bez oscylacji).
Reti) =~ +& -1 )+ Im() =0 012z Re(z) =~ — & ~1 ) Tm(2) =0.

Poniewaz w, > 0, to znak biegundéw zalezy od wyrazen: _§+\/§2 11 _g_\/gz 1.

e Dla &> 1 ukfad jest stabilny, poniewaz Re(41) < 0 i Re(42) <O0.
Potwierdzenie: —£+,/£-1<0 —EE-1<0
JE-1<& |()? —(>0)+(>0) <0 (— prawda)
£2 —1<£? (— prawda)
e Dla & =1 ukfad jest stabilny — ma podwdjny pierwiastek: 412=—C@, < 0.
e Dla & <—1 uktad jest niestabilny, poniewaz Re(41) > 0 i Re(4,) > 0.
Potwierdzenie: (=&)+4/&-1>0 (-H)—&-1>0
(>0) H(>0) >0 (— prawda) | (=&)>&* =1 |()?
£ > £ —1 (— prawda)
e Dla & = —1 uklad jest niestabilny — ma podwdjny pierwiastek: A1,=—-Cw,> 0.
2° Jesli £ <1, to pierwiastki sg zespolone (reakcje z oscylacjami).
Re(?) =Re(h,) = ~¢a, 11m(2,)=+0,¢" -1
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e Dla 0 <& <1 ukfad jest stabilny, poniewaz czgs¢ rzeczywista Re(41) = Re(42) < 0.

e Dla —1 < &< 0 uktad jest niestabilny, gdyz czes¢ rzeczywista Re(41) = Re(4,) > 0.

e Dla &= 0 uktad ma par¢ pierwiastkdw urojonych: 412 = £jm,, wicc znajduje si¢ na
granicy stabilnosci.

Zestawienie wszystkich powyzszych przypadkéw réwnania oscylacyjnego (7-18)
przedstawiono na rysunku 7-4.

Sl S M L
e e e

Rys. 7-4. Zaleznos$¢ biegundéw uktadu oscylacyjnego od thumienia &

Wptyw wartosci thumienia ¢ na potozenie biegunéw mozna przedstawic¢ doktadniej za
pomocy linii pierwiastkowych, jak w przyktadzie na rysunku 7-5, gdzie thumienie &
zmienia si¢ w zakresie od wartosci —2 (bieguny rzeczywiste dodatnie) do wartosci +2
(bieguny rzeczyw1ste ujemne) — strzatki pokazujq kierunek wzrostu &.

| g—e-,!

! ! @=—n@— . |

2 i .
S b ; .
05 i i i i i i
2 A5 2 1 15 2

Reil)
Rys. 7-5. Linie pierwiastkowe dla —2 < £ <2 (w,=0.5)

Roéwnanie oscylacyjne (7-18) obejmuje przypadki, gdy reakcja zawiera i nie zawie-
ra oscylacji. Jedynie dla utamkowych wartosci thumienia (—1 < £ < 1) jest to réwnanie
oscylacyjne sensu stricto, to znaczy, ze jego rozwigzanie ma charakter oscylacyjny
(zawiera sktadowa sinusoidalng). W tych przypadkach bieguny zawieraja czes$¢ rze-
czywista (a) i urojona (w,):

A =a+jo, =—0+jo,
{ﬂq —a-jo, =0 jo, B98¢ @=0, 05al, 0, =0 1= (7-20)
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Potozenie takich biegundw na ptaszczyznie zespolonej i parametry réwnania oscyla-
cyjnego sa zwigzane ze sobg zalezno$ciami geometrycznymi (rys. 7-6).

vo” <o) o g o

Yy Alm

. || fw, (7-21)
siny = \/ \/ .
a’ + a) a) + o, (1-
> &’ S(1-&7 )
W, Ze wzorow wynika, ze na podstawie lokalizacji zespo-

lonych biegunéw mozna wskaza¢ uktady, ktdre majg to

il samo thumienie ¢ lub t¢ samg pulsacje w,.

Rys. 7-6. Potozenie biegunow
a parametry rownania oscylacyjnego

7.4.2. Rownanie komplementarne do réwnania oscylacyjnego

Nie kazde rownanie drugie rzedu mozna zapisa¢ w postaci rownania oscylacyjnego.
Réwnaniem komplementarnym do oscylacyjnego jest zapis:

¥(t) + 28w, x(t) — @} x(t) = byu(t) , w.> 0. (7-22)
Bieguny tego uktadu maja postac:

A =—w, +a)\/§—+— (§+\/§—+)
=—w, a)\/f—-l—— (f \/§—+j

z ktérej od razu wynika, ze rdwnanie (7-22) ma tylko rzeczywiste bieguny:
Re(i,) =a)n(—§+w/§2 +1j, Im(4) =0 oraz Re(4,) =a)n(—§—w/§2 +1), Im(i,)=0.

Poniewaz pulsacja w,> 0, to dokladniejsza analiza pokazuje, ze niezaleznie od warto-
$ci thumienia £, jeden biegun jest zawsze ujemny a jeden zawsze dodatni.

e Dla &> 0 uktad ma Re(4;) > 0 i Re(42) < 0.

(7-23)

Potwierdzenie: —£4+./&2+1>0 . /§z+1<0
V& +1>¢& (— prawda) (>0) <0 (— prawda)
e Dla & < 0 uktad ma Re(4:) > 0 i Re(4) < 0.
Potwierdzenie: (-£)+,/&2+1>0 (-E) =& +1<0
>0)+H>0) >0 (— prawda) (-&)< ,/gz +1 (— prawda)
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Zaré6wno posta¢ réwnania oscylacyjnego (7-18), jak i komplementarnego (7-22)
obejmuje warunek w,> 0, co wynika z fizycznej interpretacji pulsacji w, (ale tez gdy-
by w,= 0, to jednoczesne 2éw, = 0) — nie mozna wigc zapisa¢ rOwnania:

a,x(t) + a;x(t) = byu(?) , (7-24)
czyli rownania z zerowym biegunem (7-15). Zaleznie od wartosci drugiego bieguna
(A2=—ai/ay) jest to uktad:

— na granicy stabilnosci, jesli 1> <0,
— niestabilny, jesli 4,>0.

7.4.3. Projektowanie wtasnosci dynamiki na podstawie ttumienia uktadu

Z wlasnosci rdwnania oscylacyjnego i komplementarnego wynika kolejna metoda
badania i projektowania wtasnosci uktadéw drugiego rzedu. Projektowanie na pod-
stawie wspotczynnika & polega na sprowadzeniu badanego modelu (7-8) do postaci
(7-18), (7-22) lub (7-24) i wykorzystaniu wtasnosci tych rownan. Kazda posta¢ wy-
maga odpowiednich zatozen, ktore trzeba uwzgledni¢ przy formutowaniu ostatecznej
odpowiedzi. Tak wigc w ogdlnym przypadku réwnania typu:

a,X(t) + ayx(t) + ayx(t) = byu(t) (7-25)
moga wystapic¢ nastgpujace przypadki.
1° Jesli a»# 01 ao/a» > 0, to mamy réwnanie oscylacyjne:

(1) + 28w, x(t)+ o} x(t) = bu(t) @p> 0,

X(t) + a_2 x(t)+ x(t) = —u1 ® . (7-26)
W tym przypadku mozna wyznaczy¢ pulsaqq i thumienie:
wf=@>0 ®, =4a,/a,
“ - a, |a, a - (7-27)
26w, = :g a_0:2 a,a,
a

2
Wyrazenie pod pierwiastkiem ,/a,/a, jest zawsze dodatnie, co wynika z warunku

ao /ax>0, a wartos¢ pierwiastka ./a,/a, jest zawsze dodatnia, co wynika

z zatozenia w,> 0. Wlasnosci uktadu (stabilnos¢, oscylacje) zaleza jedynie od thu-
mienia &, ktére moze przyjmowacé teoretycznie dowolng warto§¢ —oo < & < co,

2°Jesli ax# 01 ag/ax <0, to mamy réwnanie komplementarne do oscylacyjnego:
¥(t) + 28w, x(t) - @} x(t) = bu(t), w,> 0,

¥(t) + —x(t) (a J x(t) = —ul(t) : (7-28)
2

a,
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Zatozenie ao/a < 0 zapewnia dodatnig warto$¢ pod pierwiastkiem /- a,/a, . Sam
pierwiastek tez jest dodatni ,/—a,/a, , poniewaz w,> 0. Tu réwniez mozna wy-

znaczy¢ parametry, ale rownanie jest zawsze niestabilne (bez oscylacji) niezaleznie
od wartosci ¢.

3° Jesli ax# 0 i ap= 0, otrzymujemy réwnanie z zerowym biegunem:
a,x(t) + a,x(t) =byu(t), (7-29)
ktore jest albo na granicy stabilnosci, albo jest niestabilne.

We wszystkich trzech przypadkach konieczne jest zatozenie a»# 0 (ze wzglgdu na
operacje¢ dzielenia). Przypadki, gdy a>= 0 musza by¢ rozwazone oddzielnie (— 7.2):

— a=01a;# 0 (uklad rzedu 1, bez mozliwosci oscylacji, stabilny lub niestabilny),

— a2=01a;= 0 (model statyczny, uktad stabilny).

Kazde zadanie projektowe dla modelu (7-8), ktore mozna rozwigza¢ przez analize
biegunow, mozna takze rozwigza¢ na podstawie thumienia uktadu. Schematy rozwig-
zan polegaja na odpowiednim rozpisaniu warunkdéw i rozwigzaniu nierownosci [19].

Przyklady: Schematy rozwigzania zadan (przyktady z rozdziatu 7.3.2)
1° W odpowiedzi uktadu nie wystepuja oscylacje (uktad stabilny lub niestabilny), jesli:

warunek 1: ax# 0 A ap/a >0 — oscylacyjne
A = 4 Ve 4 1 oba bieguny rzeczywiste
2\ aya, 2\ aya,
lub 2: ax# 0 A ap/a, <0 réwnanie komplementarne lub z biegunem 0
lub3: a,=0 uktad < 1 rzedu
2° Projektowany uktad jest stabilny (z oscylacjami lub bez), jesli:
warunek 1: ax# 0 A ap/a, > 0 réwnanie oscylacyjne
Ne= 4 .o 1 oba bieguny po lewe;j

e

lub2: a;=0Aa1#0Al=—ap/a1<0 uklad | rzedu, biegun po lewej

lub3:a=0Aa;=0 uktad statyczny
3° Uktad dochodzi do stanu réwnowagi bez przeregulowan (stabilny aperiodycznie), jesli:
warunek 1: ax# 0 A ap/a, > 0 réwnanie oscylacyjne
Ne= 4 54 1 oba bieguny rzeczywiste po lewej

2\ aya,
lub2: a;=0Aa1#0AA=—ap/ai<0 uklad | rzedu, biegun po lewe]

lub3:a2=0Aa;=0 uktad statyczny
4° Po zaktoceniu uktad nie oscyluje, ale tez nie osigga stanu réwnowagi, jesli:
warunek 1: a;#0 A ap/az > 0 réwnanie oscylacyjne
Ne 4 o 1 oba bieguny rzeczywiste, po prawej
2\ aya,
lub 2: ax#0 AN ag/a, <0 réwnanie komplementarne lub z biegunem 0

lub3:a=0Aa1#0Al=—ap/a1>0 uktad | rzedu, biegun nie po lewej
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7.4.4. Parametry odpowiedzi skokowych réwnania oscylacyjnego

Typowym elementem badania dynamiki obiektéw jest obserwacja reakcji uktadu na
skokowa zmian¢ wartosci zmiennej wejsciowej. W praktyce inzynierskiej zazwyczaj
sa to uktady stabilne, ktére mozna opisa¢ rownaniem oscylacyjnym. Na podstawie
wyrazen (7-19), ktére pozwalajg wyznaczy¢ bieguny uktadu oscylacyjnego, mozna
wyznaczy¢ rowniez podstawowe parametry odpowiedzi (— 7.3.3). Mozna réwniez
wyznaczy¢ og6lny wzor funkcji (rozwigzanie réwnania drugiego rzedu jest proste
— 4.2.2) i przeprowadzi¢ typowe operacje badania przebiegu funkcji. W szczegdlno-
$ci dotyczy to odpowiedzi skokowej A(f) znormalizowanego réwnania oscylacyjnego,
czyli rownania oscylacyjnego o jednostkowym wzmocnieniu uktadu (k= 1):

(1) + 28w, x(t)+ @} x(t) = o u(t), ©,> 0. (7-30)
W poszczegdlnych przypadkach uzyskuj emy naste;puj ace rozwigzania:

edla |& > 1 (bieguny: A, =a, = ¢, + 0,/ & Ay =a, ==, —0,\E 1)

h(t)=1- Ae™ — Aze”‘z’ : (7-31)

gdzie: 4 = %2 _EHE -l PR =&y -1
1= = s 2 = = s
-y 2/ g -, e
edla |{] =1 (biegun podwdjny: 1, =4, =a =—¢w,)
h(t) =1- Ae” — A,te™ , (7-32)
gdzie: 4, __1 a4, =2
-« a-1

e dla |¢] <1 (bieguny: 4i= a +jo, 1= 0 —jo, gdzie: a=—¢w,, o, =w0,1-E)

h(t)=1—e" (cosw,t _a sine,f)=1-Ae™ sin(@,t + @) =1-4e"’ cos(w,t —p,), (7-33)
o,

”

2 2 2

. a’+o V1- -

gdzie: 4 = = ! > @ = arctg(wrj = arctg 3 @, =arctg 2\
, [1-¢&2 -a ¢ ,

Klasyczna analiza przebiegu funkcji 4(¢) pozwala obliczy¢ charakterystyczne para-
metry odpowiedzi (podobnie jak analiza sktadni- A

kow rozwiazania swobodnego — 6.2.4). W szcze- AN I 4,
golnosci dotyczy to przypadku, gdy 0 <& <I i tym el N g *
samym przebieg /(f) ma postac (7-33), czyli ogra- f

niczone oscylacje (drgania wtasne uktadu). Wy-
znaczymy podstawowe parametry dynamiki, takie ,
jak czas ustalania odpowiedzi ¢, i amplitude prze- [ tl,! t
regulowania 4, (rys. 7-7).

Rys. 7-7. Parametry thtumionych oscylacji
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Czas ustalania 7, odpowiedzi (7-33) to czas osiggni¢cia stanu ustalonego:

ht,)=1-& — 1—e“"(cosm,t, —wisina)rtu):l—g —e=g >t :11175’ (7-34)

gdzie ¢ to doktadnos¢ osiagnigcia stanu ustalonego; dla & = 2% czas 7, wynosi:
t=mn0.02/a=4/|a|=4/(w). (7-35)

Z kolei przeregulowanie A, jest zwigzane z maksymalna wartoscig funkcji (7-33),
wiec jest wyznaczane na podstawie funkcji pochodnej 7(7) :
a : a’
h(t)=1-e“ (cosw,t ——sinw,t) — h({f)=e" (o, sinw,t+—sinw,1), (7-36)
o, @,
ktéra w chwili pierwszego przeregulowania (#,1) zeruje sie:
2
h(it)=e" (o, sinm,t +a—sina)rt) =0 > sing=0 > ot=1—>1,= . (7-37)
0] ,

r r

Znajac czas t,1, mozna obliczy¢ maksymalng wartos¢ funkcji /(z1):

h(t,)=1 —e™/ (cosm —isinn) =1+e™” =1+ 4, . (7-38)
Ap1 Stad wynika przeregulowanie:
o0& nalo, _ 2
- Ap=e" = exp(— gn/yl-¢ ) . (739)
e ktore jest funkcjg parametru ¢ (rys. 7-8), po-
dobnie jak oscylacyjnos¢ odpowiedzi:
0.2
3na/
. ! ! : .. @:em “ _ 2l o, :e—Zn/,u
0 02 04 06 08 1e Apl ena/“’r ’
Rys. 7-8. Wplyw ¢ na przeregulowanie Ap1 _
' p=lo, lo=1-£>/¢. (7-40)

Zaleznosci (7-35) 1 (7-39) mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia podstawowych para-

metrow odpowiedzi (7., 4p1) na podstawie parametréw modelu (£ 1 w,) lub do projek-

towania uktadéw o zadanych parametrach odpowiedzi. Na przyktad na podstawie wy-
kresu (rys. 7-8) mozna ustalié, ze uzyskanie przeregulowania 4,1, ktore nie przekracza

5%, 15% 1 35%, mozna zapewnié, przyjmujac odpowiednig warto$¢ ttumienia ¢, tzn.

ze nie bgdzie mniejsza niz okoto 0.7, 0.51 0.3.

Analiza odpowiedzi skokowej (7-33) pozwala takze wskazaé interpretacj¢ i uza-

sadnienie nazw parametréw zwigzanych z rdwnaniem oscylacyjnym (&, wn, w,):

— & — wspdlczynnik thumienia wzglednego (w skrocie: thumienie uktadu) to podsta-
wowy parametr odpowiedzialny za stabilno$¢ uktadu oraz wystgpowanie i wiel-
kos$¢ oscylacji. Im wigksze &, tym mniejsze przeregulowania (rys. 7-8) i mniejsza
oscylacyjnos¢, a dla &> 1 przebieg jest aperiodyczny (bez oscylacji).
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— n — pulsacja drgan wlasnych niettumionych (w skrécie: pulsacja uktadu) jest pul-
sacja sinusoidalnego przebiegu sktadowej swobodnej przy zerowym thumieniu — na
podstawie (7-33) dla & = 0 sktadowa ma posta¢ Asin(w,+ ¢, ),

— o, — pulsacja drgan wilasnych tlumionych i

: : o ; o -
(w skrocie: pulsacja odpowiedzi) to pulsacja On | L S
przebiegu sinusoidalnego w reakcji ukladu [ :
przy thumieniu 0 < &< 1 — sktadowa swobo- 0.6 === me S e s
dna we wzorze (7-33) to Ade”’ sin(w,1 + ¢,), U L s
gdzie pulsacja @, = w, /1 - &> . i e ‘J """ """ L
Rysunek 7-9 przedstawia wykres funkcji wA($), Ve Tix #E G B G

z ktorego wynika, ze przy niewielkich wartos-
ciach thumienia (¢ = 0+0.5) pulsacja @, zmie-
nia si¢ jedynie w zakresie 13% (praktycznie mozna zatozy¢ oy = @,).

Laczac analize odpowiedzi skokowej (7-33) oraz wykres na rysunku 7-6 mozna
zdefiniowaé relacje miedzy potozeniem biegundéw a parametrami przebiegu ttumio-
nych oscylacji (rys. 7-10). Jesli porownywane uktady maja:

— bieguny o takiej samej czgsci rzeczywistej a (leza w tej samej odlegtosci od osi

Im), to maja taka samg szybkos¢ stabilizacji (czas ustalania #,),

— takie same tlumienie ¢ (bieguny leza na tej samej potprostej), to odpowiedzi maja
takie samo przeregulowanie (A4,1),

— taka samg pulsacj¢ w, (bieguny leza na tym samym polokregu), to pulsacja odpo-
wiedzi (w,) jest podobna (szczegdlnie dla matych ¢).

Rys. 7-9. Wplyw ¢ na pulsacje o (@r /on)

I g0aflm  #}
=09 | .
S ---@+ ~~~~~ t&_’\f::\; ‘ - LITTVITTT,
a"’ ____ t? Q Re

Rys. 7-10. Potozenie biegunéw a odpowiedz uktadu oscylacyjnego

Powyzsze relacje uzasadniaja zastosowanie analizy potozenia biegundéw do poréwny-
wania lub projektowania uktadow dynamiki.
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7.5. Przyktady zastosowania

7.5.1. Projektowanie ,jakosciowe” (przypadki ogdine)

Wszystkie przypadki réwnania rozniczkowego drugiego rzedu mozna pogrupowac ze
wzgledu na postaé 1 wlasnosci (tabela. 7-5).

Tabela. 7-5. Wtasnosci liniowych réwnan drugiego rzgdu (a2 # 0)

a,xX(t) +a x(t) + ayx(t) = byu(t)

aola >0 aola <0 ap=0
réwnanie oscylacyjne: ¥ +2&w, %+ w2x = bu, @, > 0 * (kompl.)|™ (catkujacy)
oscylacyjny sensu stricto inercyjny
A>0 | A=0 A<0 A=0 | A>0 A>0 A>0

E<-1|[&=-1|-1<&<0] £=0 [0<g<l| E=1 E>1 |—o0< E<oo

Re(/li)>0 A11=4>0 Re(/li)>0 Re(/b)ZO Re(/li)<0 A1=1,<0 Re(/li)<0 41<0,4,>0|4,=0, 1,
Tm(A)=0Im(A)=0[m(4)£0 |[Im(4)=0 [lm(A)=0lm(A)=0 [Im(1)=0 [m(4;) = 0[Im(Z) =0

Im Im Im Im Im Im Im Im Im m
(o} (0]
Re Re oRe Re| @ |Re Re Re e Re Re

. . granica . nie- |granica| nie-
niestabilne stabil. stabilne stabilne | stabil. |stabil.
bez oscylacji | oscylacje | bez oscylacji

"ROwnanie ¥ +2£m x— @ x=u, w, >0; RoOwnanie ¥+ bi=u (jeden biegun zerowy).

Przedstawione zaleznos$ci sa podstawg metod prostego, ,,jakosciowego” projektowania
wlasno$ci dynamicznych obiektéw i1 uktadéw sterowania. Kazde zadanie projektowe,
ktére ma na celu okreslenie warunkéw, jakie musza spelnia¢ parametry uktadu, aby
jego reakcje byly stabilne i/lub miaty charakter aperiodyczny/oscylacyjny, mozna zre-
alizowa¢ zaré6wno na podstawie analizy biegunow (— 7.3.2), jak i na podstawie anali-
zy thumienia (— 7.4.3). To umozliwia wybranie metody, ktéra w danym przypadku
jest prostsza, albo sprawdzenie poprawnosci obliczen, przez realizowanie ich na dwa
niezalezne sposoby. Na przyktad, aby zapewni¢ stabilng, aperiodyczng odpowiedz
uktadu, trzeba spelni¢ dwa warunki A > 0 oraz Re(4i2) <0, albo zapis w postaci réw-
nania oscylacyjnego (ap/a2> 0)1 &> 1.

Jesli wszystkie wspotczynniki réwnania rozniczkowego (a2, ai, ag) moga przyjmo-
wac¢ dowolne wartos$ci (takze zero), to mozliwosci zawarte tabeli 7-5 nalezy uzupetnic
o dwa przypadki:

— a=01a#0, czyli rbwnanie pierwszego rzgdu:
a x(¢) + ayx(t) = byu(t) (7-41)

z jednym biegunem A, = —ao/ai, ktére moze by¢ stabilne lub niestabilne,
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— ay=a=0, czyli rbwnanie statyczne:
agx(t) =byu(t), (7-42)
w ktorym wilasnosci dynamiczne nie wystepuja, czyli jest zawsze stabilne.

Zawsze gdy podstawa projektowania sg bieguny uktadu, to warto sprawdzié, czy
zostaty wyznaczone poprawnie (bezbtednie). W przypadku uktadow drugiego rzgdu
poprawnie wyznaczone bieguny (41, A2) muszg spetnia¢ rownowaznos¢:

A vaitay =0 o ay(A-ANA-A)=a,(2 = (4 + LA+ A, ). (7-43)
Stad wynikaja wzory Viéte’a dla wielomianu drugiego stopnia oraz mozliwos¢ zasto-
sowania ich do badania stabilnosci uktadu (gdy a»# 0), czyli spetnienia warunku
Re(4i2) <O0:

~(4 +4,)=a,/a, >0 oraz LA, =a,/a, >0. (7-44)

Warunki (7-44) sg prawdziwe dla biegunéw rzeczywistych i zespolonych (a,= 0), ale
nie odrézniajg tych przypadkow (nie umozliwiaja stwierdzenia, czy w uktadzie wyste-
puja oscylacje).

7.5.2. Projektowanie ilosciowe

Projektowanie wtasnosci stabilnych uktadow pierwszego i drugiego rzedu:
a,X(t) +a,x(t) + a,x(t) = byu(r) (7-45)

moze obejmowac wyznaczenie lub zagwarantowanie parametrow ilosciowych (czas
ustalania odpowiedzi, szybkos¢ thumienia oscylacji).

Jesli uktad jest stabilny, to mozna zada¢ maksymalny czas ustalania odpowiedzi ¢,
«ad. Na podstawie zaleznosci (6-5) oznacza to, ze biegun znajdujacy si¢ blizej osi Im
musi spelnia¢ warunek:

[Re(A)| 2 4/1,,4q - (7-46)

Jesli w tym stabilnym uktadzie wystepuja oscylacje, to mozna zada¢ szybkos¢ thumie-
nia oscylacji, np. aby kazda nastgpna amplituda oscylacji byta przynajmniej p razy
mniejsza od poprzedniej (42 < A1/p). Na podstawie (6-10) mozna to wymaganie przeli-
czy¢ na stopien oscylacyjnosci s

2n

< np T (747)

Im(4)

ﬂ:Al/P:iSe_zn/y—)hll 3_2"—>1nps2—"—’ c2n
Re(2)

4 4 p r) wu u “Inp

Podstawg obliczen moga by¢ wyznaczone wczesniej bieguny lub parametry rownania
oscylacyjnego, co przedstawiono w tabeli 7-6.
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Tabela 7-6. Parametry dynamiczne liniowych, stabilnych rownan rzgdu co najwyzej drugiego

a,X(t) + a x(t) + ayx(t) = byu(t)
Dla: a#0 a=0
Jesli: ao/a;>0 a0
¥+ 28w, %+ o x =bu, ®,>0

A A<0 A=0 A>0 -

& 0<é<1 £=1 E>1 —
Re(A1) <0 A o —a A _ (~&+F 1) —a
blizej Im 20, w, < 2, o, -&E+4/E7 -1 <0 a <
Re()'uz) <0 “h o e <0 77a17‘/g=a)n[—§—./§2—1)<0 -
dalej Im 2a, 2a,

VA o
Im(412) 2 =, 632 -1 0 0 -
2
= biaod 0z x4 PN/ N R
_] CSII . 14 uzad 7 uzad uzad uzad 14 uzad
A2< Alp, £<2i,7“§2_1<2i _ — —
jesli: a | Inp E T lnp

Warunki okreslone w tabeli dotycza tylko projektowania dynamicznych parame-
trow uktadu. Poza tym zazwyczaj nalezy zapewniC takze okreslone wzmocnienie
uktadu. Zatézmy, ze zadaniem jest zaprojektowanie uktadu drugiego rzedu, tak aby
przy danym wymuszeniu u; jego odpowiedz stabilizowata si¢ poziomie x;. Projekto-
wanie obejmuje wowczas dwa etapy:

— dobranie ao i bo, tak aby aoxi = bo ux,

— dobranie @, i a1, tak by uktad byt stabilny, czyli Re(1:) <0 A Re(42) <O0.

Jesli poza tym nalezy zapewni¢ okre§lony czas ustalania odpowiedzi, to parametry a; i
a; muszg spetnia¢ relacje:

- q —JA> 8a,/t,,4 W ukladzie bez oscylacji (A > 0),

- a, 28a,/t,,, Wukladzie z oscylacjami (A <0).
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8. Zasady badania uktadow réwnan rézniczkowych
czyli co zrobic, gdy rdwnari jest wiele

8.1. Wprowadzenie — rownania stanu

Modele dynamiki obiektow konstruowane na podstawie znajomosci zjawisk fizycz-
nych (— 2.1) majg zazwyczaj posta¢ uktadu réwnan rézniczkowych, ktory powstaje
jako naturalny rezultat zastosowania konstrukcji modeli na podstawie bilansu objeto-
$ci czy ciepta. Teoretycznie mozna je przeksztatci¢ do jednego réwnania rézniczko-
wego n-tego rzedu, a nastgpnie stosowaé metody analizowania i symulacji dynamiki
modelu z jednym wejsciem i jednym wyjsciem (— 4+7). Jednak zazwyczaj nie ma
takiej koniecznosci, poniewaz analogiczne metody sa dostgpne dla modeli o wielu
wejsciach 1 wyjsciach (MIMO).

Typowa postacig modeli typu MIMO s3 rownania stanu, to znaczy uktad rownan
roézniczkowych pierwszego rzgdu, liniowych lub nieliniowych:

() = £, (6 (0, X5 (8), coos X,y (0,2, (O), ooy 1, (D))

%5 (0) = f, (xl ), x,(), ooy x,, (), u (D), ..., Uy, (f))’ (8-1)

3, (0) = £, (0, (0, %5 (), woes X, (O, (0), ooy 11, (2))

gdzie xi(f)+x.(f) to zmienne stanu, a wui(f)*un(f) to zmienne wejsciowe. Uktad
n réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu zawiera n zmiennych stanu i jest modelem
n-tego rzgdu. Liczba zmiennych stanu odpowiada liczbie niezaleznych elementéw
magazynujacych, ktore reprezentuja wewnetrzny stan uktadu. Znajac aktualny stan
uktadu, réwnania stanu i sygnaly wejsciowe, mozna wyznaczy¢ jednoznacznie przy-
szly stan uktadu. Zmienne stanu moga petni¢ réwniez role zmiennych wyjsciowych
uktadu lub shuzy¢ do obliczenia nowych zmiennych wyjsciowych. Przedstawienie
modelu dynamiki w postaci uktadu réwnan pozwala obserwowac wiele zmiennych
wyjs$ciowych jednoczesnie i pokazuje sprzezenia migdzy poszczegdlnymi zmiennymi
(wplyw zmiennych stanu na siebie nawzajem). Rownania stanu (8-1) sg niekiedy
przedstawiane w postaci symboliczne;j:

x =f(x,u), (8-2)
gdzie:
— x — wektor zmiennych stanu x(#)+x,(?) jest funkcja czasu x(?),
— u— wektor zmiennych wejsciowych u1(¢)+u.(¢) jest funkcja czasu u(?),
— f— funkcja wektorowa (n funkcji, ktore operuja na elementach wektora x i u).
Po wyzerowaniu pochodnych w réwnaniach stanu uzyskujemy model statyczny:

0=f(x,u). (8-3)
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Rozwigzanie uktadu (8-3) umozliwia wyznaczenie punktu rownowagi (xio=xn0) dla
okreslonych wartosci wejsciowych (u10-umo) oraz charakterystyk statycznych dla po-
szczegolnych zmiennych stanu x; = foi(u, ..., Um).

8.2. Analityczne rozwigzania rownan stanu

8.2.1. Liniowe réwnania stanu

Ogolny przypadek réwnan stanu moze zawierac nieliniowe funkcje (— 21). Jesli row-
nania stanu (8-1) sg rownaniami liniowymi, to mozna je uporzadkowac:

X =a;,x,(t) +ax, () +..+a,x,)+bu@)+...+b,u, ()

Xy () =ayx, () + apx, () + ...+ ay,x, )+ byu, () +...+ by, u,, ()

(8-4)
x,)=a,x,()+a,x,(t)+..+a,,x,()+b,u (t)+.+b,u,()
i zapisa¢ model dynamiki obiektu w postaci macierzowe;j:
x| |ay ay ay, | X5@ | |by o by, | w0
X, (¢ Ay Ay e Gy, | X, (2 by .. by, | uy(t
2() — 21 22 2 2() n 21 2 2() (8—5)
x,®)| |a, a, ..a,,|x,®O] b, ...b,, | u,()
lub symbolicznie:
x(?) = Ax(¢) + Bu(?), (8-6)

gdzie:
— x(?) jest nazywany wektorem » zmiennych stanu (poszukiwane rozwigzanie),
— u(?) reprezentuje wektor m zmiennych wejsciowych (funkcje wymuszajace),
— A —macierz stanu — podstawowa macierz uktadu o wymiarze nxn,
— B —macierz o wymiarze nx m .
Wyzerowanie pochodnych w roéwnaniach (8-6) prowadzi do modelu statycznego:
0=Ax+Bu. (8-7)

Rozwiagzanie powyzszego uktadu rownan algebraicznych (— 1.3.2) pozwala wyzna-
czy¢ punkt réwnowagi (xio+x,0) dla okreslonych wartosci wejsciowych (u10+umo).
Mozna tez wyznaczy¢ liniowe charakterystyki statyczne dla poszczegdlnych zmien-
nych stanu x;= kjuit ...+ kimlim.

Roéwnania stanu zawierajg peilng informacje o dynamice obiektu, ale czesto sg jesz-
cze uzupetniane przez ré6wnania wyjsciowe:

y(#) = Cx(7) + Du(), (8-8)

ktore umozliwiajg zdefiniowanie dowolnego, dodatkowego zestawu zmiennych wyj-
sciowych y na podstawie wektora rozwigzan x i zmiennych wejsciowych u.
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8.2.2. Analityczne rozwigzanie réwnan stanu

Rozwigzaniem uktadu rownan (8-5) jest wektor x(¢) zawierajacy funkcje dla wszyst-
kich zmiennych stanu xi(¢)+x.(¢). Posta¢ kazdego rozwigzania x(¢) jest suma sktado-
wej swobodnej xi(f) i wymuszonej xi(f) (analogicznie jak rozwigzanie réwnania
n-tego rzedu — 1.4.2). Wszystkie rozwigzania x(f)+x,(¢) s3 zwigzane ze sobg — musza
jednoczesnie spetnia¢ uktad (8-5), ale by¢ liniowo niezalezne (zadne rozwigzanie x(¢)
nie jest liniowg kombinacja innych rozwigzan x;(f)+x.(¢#)). Wyznaczenie rozwigzan
mozna uzyska¢ metoda wartosci wlasnych.

I. Rozwigzania swobodne (skladowe swobodne)
(1) Rozwiazanie swobodnego uktadu rownan (8-5) jest wyznaczane na podstawie:

X(¢) = Ax(?). (8-9)
(2) Zatozy¢, ze wektor rozwigzan x,(¢) zawiera rozwigzania swobodne x;s(f) postaci:
X, () =e"v, (8-10)

gdzie 4 jest parametrem, a v — wektorem, ktory taczy rozwigzania x;(¢) ze sobg, tak
zeby spetniaty jednoczesnie uktad (8-9).

(3) Podstawi¢ rozwiazanie (8-10) do rownania (8-9):
d(e”v)/dt =Ae'v — lefv=Ae"v —» Iv=Av - (A-Al)v=0. (8-11)
Wartosci 4, ktére spelniajg takg rownos¢ nazywa si¢ wartosciami wlasnymi macie-
rzy A, a wektor v — wektorem wlasnym macierzy A [18,19].
(4) Wyznaczy¢ wartosci wlasne 4 na podstawie rownania charakterystycznego:

det(A —1)=0. (8-12)
Po rozwinigciu macierzy: |a,, -4 a, .. a,
ay ay =4 D | _ 0
n ) by — A

Wyznacznik jest #-tego stopnia, co oznacza n pierwiastkow (rzeczywiste, zespolo-
ne, pojedyncze, wielokrotne), czyli n wartosci wlasnych A1+4,.

(5) Dla kazdej wartosci wlasnej A, wyznaczy¢ wektor wlasny v;, czyli taki, ktéry spet-
nia réwnos¢ (8-11):

(A-2,1)v, =0. (8-13)
Po rozwinigeiu: | a, — 4, a, a,, Vi
a, ap—4; .. a,, Vi | 0
a, a,, o A=A |V,

Sposrdd wielu rozwigzan uktadu (8-13) wybieramy jedno do dalszych obliczen.
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(6) Ostatecznie wektor rozwigzan x,(¢) w postaci macierzowej ma postac:

— At At Aot
X, ()=4e"vi+..+4e v, +. . +4,e"V,. (8-14)
Po rozwinigciu: | x,,(¢) Vi Vi Vil
X, (T v v, 4
20 _ D B ER B B RO W B
Xns (t) Vin v;/"l Vn

Parametry 4:+A4, sa wyznaczane na podstawie warunkow poczatkowych.

Wartosci wlasne macierzy A to bieguny uktadu (modelu), ktére majg takie samo
znaczenie i zastosowanie jak dla réwnania n-tego rzedu, czyli:
— moga by¢ rzeczywiste i zespolone, pojedyncze i wielokrotne,
— s3 wspotczynnikami w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych, ktore tworza

sktadniki rozwigzania swobodnego kazdej ze zmiennych stanu x;(%),
— decyduja o wlasnosciach dynamiki uktadu — uktad jest stabilny, jesli wszystkie

bieguny leza w lewej potptaszczyznie zespolone;.
Dysponujac rownaniem charakterystycznym (8-12), mozna stosowac wszystkie meto-
dy analizowania i projektowania wtasnosci uktadéw liniowych oméwione wczesniej
(— 4+7), w szczego6lnosci dotyczace stabilnosci 1 oscylacyjnosci uktadu. Wektory
wlasne v; natomiast sa konieczne do wyznaczenia rozwigzan dla poszczegodlnych
zmiennych stanu x;(¢). Poniewaz wektory wlasne v; wyznaczone dla r6znych wartosci
wlasnych /4, sg liniowo niezalezne, to zapewniaja, ze rozwigzania:

X ()= Age™ + ot Ay 4ok Ae™ gdzie: Ay= A, i= 140, j = 1+n,  (8-15)

tez sa liniowo niezalezne — wartosci z wektoréw wilasnych koryguja wspotczynniki
A1+A, odpowiednio dla poszczegdlnych zmiennych x;s (7).

II. Rozwigzania wymuszone (skladowe wymuszone)

W automatyce najczgsciej poszukiwane jest rozwigzanie wymuszone dla przypadku,
gdy wektor wymuszen u(?) ma wartosci state dla # > 0 (funkcje state, skokowe, impul-
sowe — rys. 4-1), przy czym wymuszenie skokowe Iub impulsowe pojawia si¢ tylko
na jednym wejsciu. Wowczas skladowe wymuszone dla kazdej zmiennej stanu x;(%),
to wspodtrzedne koncowego punktu rownowagi:

Xie = knuie+ oA Kintimk (8-16)

obliczone dla zadanych wartosci wejsciowych wui+u na podstawie uktadu réwnan
statycznych (8-7). Kazdy ze wspdtczynnikow kii=kin» mozna interpretowac jako
wzmocnienia wyjscia wzgledem poszczegdlnych wejs¢ modelu. Rozwigzanie ukladu
(8-7) mozna zrealizowac na przyktad metodg macierzowa:

X, =—A'Bu,, (8-17)

gdzie: w = (v, ..., um) — wektor statych wymuszen, x¢ = (xi, ..., xm) — wektor skla-
dowych wymuszonych (wspotrzedne koncowego punktu rownowagi).
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II1. Rozwiazania ogolne
Rozwiazanie ogolne kazdej ze zmiennych stanu uktadu réwnan (8-5) z wymuszeniem
statym, skokowym lub impulsowym ma posta¢ funkcji:

A
X(t) = Aie™' v+t AoV o AV, X, (8-18)

IV. Rozwiazania szczegélne
Parametry A4i+A4, wyst¢pujace w rozwigzaniu (8-18) sg wyznaczane na podstawie
n warunkdw poczatkowych. Badania z wymuszeniem skokowym wymagaja, aby
przed pojawieniem si¢ skoku na wybranym wejsciu uktad znajdowat si¢ w stanie row-
nowagi — ten poczatkowy punkt rownowagi to rozwigzanie uktadu rownan statycz-
nych (8-7) dla wartosci wejsciowych uo+uno. W postaci macierzowej to:

X, =-A"'Bu,, (8-19)

gdzie: wo = (u1o0, ..., Umo) — wektor wymuszen; Xo = (x10, ..., X,0) — poczatkowy punkt
rownowagi. Po podstawieniu tego warunku poczatkowego do (8-18) otrzymujemy:
X = A4V, 4ot A,V b 4,70V, 4 x (8-20)
czyli uktad » réwnan umozliwiajacych wyznaczenie n parametrow (4,+4,):
Xg=A\Vi+eot AV, o+ A4V, +X;. (8-21)
Odpowiedz skokowa h(f) uktadu wyznaczana jest analogicznie, z tym ze:
— koncowy punkt rownowagi x, (8-17) jest wyznaczany dla w = (v, ..., Umr), gdzie
tylko jedna wspdtrzgdna wejsciowa ma wartos$¢ 1, a pozostate sg zerowe,
— zaktadamy zerowe warunki poczatkowe, co oznacza, ze wymuszenie uo i punkt
rownowagi xo majg wspotrzedne réwne zeru (8-19).
Badania z wymuszeniem impulsowym, ktore jest podawane na wybrane wejscie,
mozna wyznaczy¢ jako pochodna odpowiedzi skokowej dla tego wejscia.

Przyklad: Zastosowanie metody wektoréw wihasnych: wyznaczenie odpowiedzi uktadu dru-
giego rzedu na skokowa zmiane u () (tzn. ui(¢f) = uio— uix, stata warto$¢ ux(¢) = uao).

{xl (1) = ay,x, (1) + ayx, (1) + byuy (1) ,np.: |:x1(t):| _ |:_2 2 :||:X1(t):|+|:1 0:| |:u1(t):| . (8-22)
X, (1) = ay X, (1) + a5, x, (1) + byu, (1) X, (%) 1 =3]x®] [0 2][u©®)
I. Rozwigzanie swobodne

—Réwnanie charakterystyczne i wartosci wlasne (bieguny uktadu)

de{_z_z 2 }:0 = (2+2)3+4)-2=0 — A=-14=-4
1 -3-2

— Wektory wlasne dla 4; i dla 1,

A2 4 2 il -2+1 2 v, _ 0], [-w,+2y,=0 — 1, =05y, Ip.: 1
1 =-3-4 v 1 -3+1|v,| |O v, —2v,=0 0.5

Az -2-4 2 Va1 - —2+4 2 el = 01— |2vs1 +2v, =0 Ty =y > P !
I =3-4 v 1 =3+4]v,| [0] |my+vy=0 -1
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—Rozwigzanie swobodne

x(0) T 1 ] 1
ol s

II. Rozwigzanie wymuszone dla u1(f) = w1 1 ua2(f) = 2o
— Uktad rownan statycznych

of -2 2 |x I 0f]y
= +
0 I =3|x| |0 2||u,
—Koncowy punkt rownowagi

0 [-2 2 |x +l Of oy | — [ X || oy +4uyg)/4
0] |1 =3|x, | [0 2|uy X | | Guy +1uy)/ 4

III. Rozwigzanie ogdlne
x(7) =4 1 + e 1 . Xik
X, (1) 0.5 -1 |x,
IV. Rozwigzanie szczegdlne w warunkach poczatkowego stanu réwnowagi (x10, X20)
0| [=2 2 |x N L0y, | — | X || (o +4uy)/4
0] |1 =3]x0] [0 2]|uy Xoo | | Guyg +11,)/4
—Po podstawieniu (x10, x20) do rozwigzania ogélnego (¢ = 0)
Xio = 4t 1 + A 1 I U e R U 4+ 4, +
Xy 0.5 =1 |xy X5 054 -4, | |xy

otrzymujemy parametry: 4= 2y —xy) 2y — %) s A= =20y —Xyp) My — ) |
3 3 3 3

8.2.3. Komputerowe wspomaganie badan analitycznych

Analityczne rozwigzywanie rownan stanu jest do$¢ ucigzliwe, szczegdlnie wowczas,
gdy macierze maja duzy wymiar. Wykorzystanie programow obliczeniowych, przygo-
towanych do przetwarzania macierzy znacznie utatwia to zadanie. W tabeli 8-1 przed-
stawiono podstawowe funkcje w programach Matlab, Scilab i Octave, ktére mozna
wykorzysta¢ podczas rozwigzywania rOwnan stanu.

Tabela 8-1. Funkcje wspomagajace analityczne rozwigzywanie rownan stanu

Matlab / Octave Scilab
Stan rownowagi xk = —inv(A) * B * uk xk =—inv(A) * B * uk
Wartosci wlasne lambda = eig(A) lambda =spec(A)
Wartosci wiasne (D) . -
Wektory wlasne (V) [V, D = eig®) [V, D] = spec(A)
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Zatozmy, ze zadanie polega na wyznaczeniu rozwigzania uktadu » réwnan:

x(#) = Ax(¢) + Bu(?), (8-23)
gdy wszystkie wspdlczynniki w macierzach A i B s3 okreslone w sposob liczbowy.
Roéwnania sg liniowe, wigc znana jest posta¢ rozwigzania i wystarczy wyznaczy¢ war-
tosci wspotczynnikow, analogicznie jak w przypadku jednego rownania n-tego rzedu
(— 4.3.4). Najprostszy algorytm dla przypadku, gdy uktad ma tylko jednokrotne bie-
guny rzeczywiste, zawiera nastepujace kroki:
1° Wyznaczenie biegunow uktadu, czyli wartosci wlasnych macierzy A:

— Dbieguny: lambda = eig(A); bieguny i wartosci wlasne: [V, D] = eig(A)

4 A4 0 .0 Vi Ve e v
lambda= ﬂlz > D= 0 ﬂlz w0 » V= Vio Voo o Vo ,
A, 0 0 .. 4 Wov, e v

— sprawdzenie czy faktycznie wszystkie bieguny (A;) sa jednokrotne i rzeczywiste,
— kazdy skfadnik (x;) w rozwigzaniu kazdej zmiennej stanu x; jest postaci:
A(i) * exp(lambda(i).*t) * V(j,i) , gdzie t jest wektorem czasu;
2° Rozwigzanie wymuszone (x;,) dla kazdej zmiennej stanu x;: xw = —inv(A) * B * uk;
3° Obliczenie wektora wspotczynnikow A dla zadanych warunkéw poczatkowych
X10, X20, ..., X0 (Np. stan rownowagi dla wymuszen poczatkowych) — na podstawie:
Yo 4w A | v || X
Y0 | _ 4 | v . A | Vi + Xok
‘an An Vln An Vnn an

4° Obliczenie sumy sktadnikow rozwigzania i rysowanie wykresu zmiennej x;:

i= .. x=xw(i);
for j=1:n, x =x+ A(i) * exp(lambda(i).*t) * V(j,i), end;
plot(t,x)

Algorytm mozna rozbudowaé, tak aby uwzglednial bieguny wielokrotne i zespolone,
co wymaga wprowadzenia odpowiednich sktadnikéw rozwigzania. Alternatywa do
tych obliczen sg badania symulacyjne (— 8.3).

8.3. Konwersja modelu do rownan stanu

Uktad rownan pierwszego rzedu moze wynikaé z okreslonej metody konstrukcji mo-
delu (— 2) lub z przeksztalcenia rdwnania rézniczkowego n-tego rzedu do ukladu »
rownan pierwszego rzedu. Algorytm przeksztatcenia zostanie przedstawiony na przy-
ktadzie rownania trzeciego rzg¢du:

ay () + ay(0) + () + agx(t) = bu() (8-24)
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Zamiast zmiennej x zostang wprowadzone trzy nowe zmienne xi, X2, x3, zdefiniowane
wedlug wybranego schematu rekurencyjnego:

a) X=ux b) x= x > X=X
i=x, (%, =x) X = X X=X, (8-25)
X=X, ()'c3:x2) X, = X3 —D>X=X4

Nowe zmienne xi, x2, x3 nalezy podstawi¢ do rownania (8-24) odpowiednio zamiast
X, X, X . Zamiast najwyzszej pochodnej X w tym rownaniu zostanie podstawiona: a)
X =x;, b) X =x;. Rownowazny uktad réwnan stanowi rdwnanie z nowymi zmien-
nymi oraz dwa réwnania z danego schematu (8-25):
a) [as%, (1) =—a,x, () —a,x,()—ayx;(O)+bu(t) b) [% ) =x,0)

X (1) =x,(0) X, (1) = x5(1)

x3(1) =x, () asx; (1) = —a, x5 (1) —a,x, (1) —ayx, (1) + bu(r)
Przeksztalcony model mozna uporzadkowaé, zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

a) [x,(0)] [-ay/a; —alay —aylay | x,@)] [bla,]
X, (1) |= 1 0 0 X, (@) [+ 0 |u(), (8-26)
x@] |0 0 Jx® | 0
b) [x,)] [ 0 0 I x(] 0
X, () |= 0 0 1 X, @)+ 0 |u(). (8-27)
|50 | |—ag/as —alay —aylay || x;(0)| |b/a; ]

Jesli przeksztatcenia sg wykonane poprawnie, to rownanie charakterystyczne uktadu
przed i po konwersji jest identyczne (niezaleznie od schematu wprowadzania zmien-
nych). Na rdwnanie charakterystyczne nie wptywa réwniez kolejnos¢ zmiennych w
wektorze stanu, pod warunkiem, ze kolejno$¢ w wektorze x(t) i X(7)jest taka sama.
Wektor x(7) zawiera szczegdlne zmienne stanu, ktére sa pochodnymi innych zmien-
nych stanu. Mozna je zinterpretowaé jako opis fazy ruchu uktadu, stad ich nazwa
zmienne fazowe, oraz nazwa uktadow (8-26) i (8-27) — ré6wnania fazowe.

Roéwnania drugiego rzgdu powstaja czesto podczas konstrukcji modeli uktadéw
mechanicznych i elektrycznych. Po konwersji takich modeli (tabela 8-2) otrzymu-
jemy zmienne fazowe, ktdre majg swoja interpretacje fizyczng, co mozna uwzglednic
w oznaczeniach zmiennych:

— predkosé (x =v) i potozenie (x = x2) w uktadach mechanicznych,
— natezenie pradu (g =i ) i tadunek (¢ =¢2) w uktadach elektrycznych.
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Tabela 8-2. Przyktady konwersji modeli uktadow mechanicznych i elektrycznych

Przyktad Masa, thumik, sprezyna (rys. 2-15) Obwod RLC (rys. 2-31)
Pierwotny | mi(t) + bi(t) + ex(t) = F () L)+ Ri (1) + iq(,) —u(t)
)'c:xpx:xz(fcz:xl) 4=q> 9= qz(qrql)
Konwersja {xl(t) =—x(0-— xz(t)+iF Q] {ql ) = ql(t) qz(t)+*u(t)
() =x (t) 4,(1) = ql(t)

. . -b -c -R -1
Réwnania 0| | — | x@]| |Um g0 | |— —|a@®| |[VL
o) [ (K ]{ ol Lo o sl { T Lm} oo
. . -b -c - -1
— 1nne Vl(t) |— — V(t) 1/m l(t) [ l(t) 1/L
oznaczenia L’cz(t)} _[ 'i’ '(’)1 ]Lz(t)} J{ 0 }F(Z) { (t)} { 1 LOC ]{qz(t)} J{ 0 }u(t)

Zastosowana konwersja modelu obwodu elektrycznego prowadzi do pewnej niedo-
godnosci. Otdéz wsrdd zmiennych fazowych wystepuje nie tylko natezenie pradu (pro-
sty pomiar i rejestracja wartosci), ale takze tadunek. Z tego powodu w obwodach elek-
trycznych lepiej wprowadzi¢ zmienne stanu w postaci niezaleznych napigé¢ na
kondensatorach i natezen pradow w cewkach. Podstawa do wyznaczania rdwnan stanu
sa wowczas rownania catkowo-rozniczkowe. Na przyktad, w przypadku szeregowego
potaczenia elementéw RLC (rys. 2-31) rownania stanu wyznacza si¢ na podstawie
bilansu (2-52) w nast@pujqcy sposob:

LD, piny+ L I i(t)dt = u(r) —

Zmiennymi stanu w tym bilansie s3:

d’(’ 9O | pitty+u @) =u).  (8-28)

— napigcie na kondensatorze u,(¢) = %Ii(t)dt, skad wynika, ze i(¢) = Cu_.(?),

— natezenie pradu ptynacego przez cewke i(7).
Ostatecznie po uporzadkowaniu réwnania stanu majg postac:

-R -1
d;gtl) + Ri(t) +up (1) =u(t) { i(?) }: - 7 { i) } [ } .
i(t) = Cii (1) (0] | L ®

Zmienne stanu w postaci nat¢zenia pradéw 1 napieé¢ sg wygodniejsze
w zastosowaniu (prosty pomiar, ustalenie warunkdéw poczatkowych), ale to nie jedyna
zaleta tej metody. Odpowiedni wybdr zmiennych stanu podczas konwersji modelu
moze niekiedy powodowac obnizenie rzagdu uktadu, co faktycznie oznacza ustalenie
minimalnego, czyli wlasciwego rzedu uktadu (tabela 8-3).
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Tabela 8-3. Elementarne przyktady uproszczenia modelu przez zmiang zmiennych stanu
Przyktad Masa, thtumik Obwdd RC Obwdd RL
Pierwotny | mx(¢)+bx(¢) = F(?) Ri(t) + %J.i(t)dt =u(?) Lij(1) + Rg(1) = u(?)
RCu(t) +uc-(t) = u(t)

Rq(t)%q(z) —u(t)

Po zmianie |mv(?)+bv(t) = F() Li(?) + Ri(t) = u(r)

Modele uktadéw mechanicznych i elektrycznych opisane w rozdziale 2 pokazuja, jak
typowym wynikiem konstrukcji modelu jest uktad réwnan, ktéry zawiera rownania
rozniczkowe i pierwszego, i drugiego rzedu, a takze rownania rézniczkowo-catkowe.
Jesli wszystkie réwnania takiego modelu sg liniowe, to mozna wyznaczy¢ réwnanie
charakterystyczne uktadu, ale konieczne jest przeksztatcenie catego modelu do jedne-
go rownania n-tego rzgdu lub uktadu » réwnan 1 rz¢du, co jest bardziej uniwersalne
1 tatwiejsze (przyktady — 10.3).
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9. Badania symulacyjne na podstawie rownan stanu
czyli symulacja kilku rozwigzan na raz

9.1. Wprowadzenie

Warunki realizacji badan dynamiki uktadow MIMO s3 zasadniczo takie same jak
uktadéw SISO. Jesli model jest liniowy, to mozna rozwazy¢ badania analityczne. Jesli
jednak wszystkie wspdtczynniki i wymuszenia modelu maja okreslone wartosci, i nie
ma potrzeby przedstawienia rozwigzania w postaci analitycznej, to wygodnym sposo-
bem badania dynamiki liniowych i nieliniowych modeli MIMO sg metody symulacyj-
ne. Podobnie jak w przypadku rozwigzywania pojedynczych rownan roézniczkowych
(— 5), uniwersalng metoda definicji modelu w programie symulacyjnym jest schemat
oparty na blokach catkujacych (— 9.2.1). Dostgpne sa takze alternatywne sposoby
przygotowania modelu do symulacji, o ile zostanie on zapisany w postaci macierzo-
wych réwnan stanu (— 9.2.2, 9.2.3).

9.2. Definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach

9.2.1. Schematy graficzne liniowych/nieliniowych réwnan stanu

Modele w postaci uktadu réwnan rozniczkowych mozna przygotowac do symulacji,
rysujagc schemat oparty na blokach catkujacych, stosujac zasady analogiczne jak dla
pojedynczego réwnania (— 5.2). Podstawowe zalety przygotowania schematu symu-
lacyjnego na podstawie blokow catkujacych to ograniczenie koniecznych przeksztat-
cenn modelu (np. nie ma potrzeby konwersji modelu na uktad réwnan 1 rzedu) oraz
mozliwos¢ realizacji rOwnan nieliniowych.

Uktad moze obejmowaé rownania dowolnego rzedu, ale za kazdym razem nalezy
je przeksztalcic, tak aby po lewej stronie pozostaty najwyzsze pochodne poszczegol-
nych zmiennych stanu. Na przyktad w przypadku modelu:

{)'cl(t):allxl(t)+a12x2(t)+b1u1(t) g :

Xy (1) = @y X, (2) + @y X, (8) + byuy (7) Integratart
podstawa rysowania schematu sg dwa réwna- .m i
nia. Dla kazdej zmiennej stanu x; i x2 nalezy i
przygotowaé¢ tancuch blokéw catkujacych Integrator2

(rys. 9-1), a na wejscie kazdego tancucha
nalezy poda¢ sygnat najwyzszej pochodnej
(x,, X, ), skonstruowany za pomoca podstawowych blokéw programu symulacyjnego

Rys. 9-1.Lancuchy blokéw catkujacych

na podstawie odpowiedniego rownania uktadu (rys. 9-2).
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¥1 0 Skrypt — zmienne wg (8-22)
al1=-2;a12=2;
=t | a21=t1a2=-3;
ToWork b1=1; b2=2;
u10=2; u20=1;
x1_0 = (a12*h2*u20 - a22*b1*u10);
x2_0 x1_0=x1_0/(a11*a22 - a12*a21);

- X2_0 = (-a21*1_0-b2u20 ) a22:
dut=1: du2=0;

ToWon2

Rys. 9-2. Schemat (plik 'u2w') i skrypt uktadu dwdch réwnan (8-22), wersja Matlab(P)

Na schemacie uzyto zmiennych al1, a12, a21, a22, b1, b2 odpowiadajacych parame-trom
modelu oraz zmiennych x1_0, x2_0, x2_1 reprezentujacych warunki poczatkowe w blo-
kach catkujacych (xi(0), x2(0)), a takze u10, u20, du1, du2 opisujacych funkcje wejscio-
we. Uzupelieniem schematu jest skrypt zawierajacy przygotowanie zmiennych do
badania odpowiedzi uktadu na skokowg zmiang wartosci wejsciowe] ui(f), zgodnie
z zaleceniami oméwionymi w podrozdziale 5.2.

9.2.2. Specjalistyczne bloki na schemacie graficznym

Modele w postaci liniowych rownan stanu mozna zapisa¢ za pomocg macierzy, co
umozliwia zastosowanie specjalnych blokéw znacznie upraszczajacych schemat
(tabela 9-1).

Tabela 9-1. Podstawowe bloki do definiowania modeli w postaci rdwnan stanu

Operacja Matlab (Simulink) Scilab (Xcos)
Definiowanie rOwnania stanu | State-Space CLSS
Laczenie/dzielenie sygnatow Mux, Demux MUX, DEMUX

W bloku State-Space mozna zdefiniowac i rownania stanu, i rtOwnania wyjsciowe:
X =Ax+ Bu,

y =Cx + Du. ©-1)
Zdefiniowanie zmiennych wyjsciowych y jest konieczne, poniewaz tylko te zmienne
sa dostepne na wyjsciu bloku (aby obserwowaé zmienne stanu x, trzeba skopiowacé je
do zmiennych wyjsciowych). Blok rownan stanu ma zawsze jedno wejscie i jedno
wyjscie (rys. 9-3), ale moga to by¢ wejscia wektorowe — sygnaly wejsciowe mozna
potaczy¢ w wektor za pomoca multipleksera (Mux), a wektor wyjSciowy mozna roz-
dzieli¢ na sygnaly za pomoca demultipleksera (Demux).
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uo(1) ] 1] Skrypt — zmienne wg (8-22):
wt —pd A=[-2,2:1,-3]
Step_u Scope_y1 B=[1,0;0,2;
— y = Cx+Du C=[1,0;0,1]
Miuz ETETESPECE Demux L. I:| D = [0,0, 0,0],
| : ud =1[2; 1J;
Step_u2 Scope_y2 x0 = —inv(A) * B * u0;

Rys. 9-3. Blok rownan stanu (plik 'u2w_ss') (wersja Matlab) dul=1du2=0;10=1;
Macierze A, B, C, D moga by¢ definiowane na li§cie parametréw bloku lub przekaza-
ne za pomocg zmiennych macierzowych (A, B, C,D), ale zawsze nalezy zapewnic
zgodnos$¢ wymiardw. W bloku mozna podaé tez wektor wartosci poczatkowych x0, co
umozliwia uruchamianie symulacji od réznych warunkow poczatkowych zmiennych
stanu X, W szczegolnosci od stanu réwnowagi.

9.2.3. Specjalistyczne funkcje w skryptach

Typowe badania modeli zapisanych w postaci macierzowych réwnan stanu (9-1)
mozna zrealizowac¢ rowniez za pomocg prostych funkcji (tabela 9-2).

Tabela 9-2. Wybrane funkcje do definiowania i badania liniowych réwnan stanu

Matlab (Control) / Octave (Control) Scilab
Rownania |model = ss(A,B,C,D) model = syslin('c',A,B,C,D);
stanu t=0:0.1:6; /lczas
Odpowiedzi|step(model) [y1] = csim('step,t,model(:,1)) // u1
cZasowe [y2] = csim('step',t, model(:,2)) // u2
subplot(211),plot(t, y1),subplot(212),plot(t, y2)
impulse(model) plot(t, csim(impulse',t, model(:,1))) // u1

gdzie: A, B, C, D — macierze definiujagce model, model — nazwa modelu.

Funkcja ss pozwala zdefiniowa¢ model jako zmienng specjalnego typu — obiekt LTI
(ang. linear time-invariant system). Z kolei funkcje step i impulse pozwalajg wygenero-
waé komplet reakcji modelu MIMO na standardowe zakldcenie 1(¢) i o(f) podawane
na kazde z wej$¢. Odpowiednia funkcja w Scilabie (csim) generuje reakcje dla wybra-
nego wejscia (model SIMO). W nowszych wersjach Matlaba mozna zdefiniowac pa-
rametry wymuszenia skokowego dla funkcji step() — warto$¢ poczatkowg u0 i wartosé
skoku du, przy czym zmienne u0 i du moga by¢ wektorami (tabela 9-3). Alternatywa
dla definicji parametrow skoku jest skalowanie i przesuwanie odpowiedzi uktadu li-
niowego (— 4.2.2) na podstawie rezultatéw funkcji step() zapamigtanych w postaci
macierzy [19].
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Tabela 9-3. Alternatywne skrypty generujace odpowiedzi na r6zne wymuszenia skokowe

Matlab(N) | Matlab(P)
A=[-2,21,-3]; B=[1,0;0,2];C=[1,0;0,1]; D=[0,0;0,0]; model = ss(A,B,C,D);
u0=[2,1]; du=[1,3]; %wartosci poczatkowe i wartosci skokow.na wejsciach

stepDataOptions(); %odczytanie parametrow X0 =-inv(A) * B *u0;  %stan rownowagi uktadu
[y,f] = step(model);  %wygenerowanie odp.skokowych
stepDataOptions('InputOffset',u0); subplot(221), plot(t, x0(1)+y(;,1,1)*du(1)); %x(1) od u(1)
stepDataOptions('StepAmplitude',du); subplot(222), plot(t, x0(1)+y(;,1,2)*du(2)); %x(1) od u(2)
step(model); %wykresy odp.skokowych subplot(223), plot(t, x0(2)+y(;,2,1)*du(1)); %x(2) od u(1)
subplot(224), plot(t, x0(2)+y(;,2,2)*du(2)); %x(2) od u(2)

9.3. Przykiady realizacji badan symulacyjnych — zasady symulacji

9.3.1. Wybor sposobu symulacji

Na rysunkach 9-2 i 9-3 przedstawiono dwa podstawowe sposoby realizacji badan sy-
mulacyjnych dla uktadu rownan rézniczkowych (8-22) z zastosowaniem schematu
opartego na blokach catkujacych oraz schematu z blokiem réwnan stanu. Dla porow-
nania zrealizowano badanie z wykorzystaniem alternatywnego schematu (rys. 9-4),

ktory powstat na podstawie rownania otrzymanego w wyniku konwersji uktadu réw-
nan (tabela 4-7):

¥ () = (ayy + ay)x () + ax; (1) = byt (1) = byayu, () + byay,u, (1) 5

X5 (1) = (ayy + any)%, (1) + ax, (£) = bjayu, (£) + byui, (1) — byayu,y (1) 5

gdzie: a = anaxn — ana.

Derivative

| Lt

Scope_x1

al1*a2Z-a12*a21

Rys. 9-4. Schemat zmiennej x1 (plik 'u2w_pokonwersji') po konwersji uktadu réwnan (8-22)

Wyniki z tych réznych symulacji przedstawiono na wspdlnym wykresie (rys. 9-5).
Zgodnie z oczekiwaniem symulacje na podstawie schematéw tworzonych na podsta-
wie uktadu réwnan (rys. 9-2, rys. 9-3) prowadza do identycznych wykresow. Wykres
zmiennej x; uzyskany na podstawie schematu pojedynczego rdwnania (rys. 9-4) nato-
miast wykazuje pewne roznice. W tym przypadku uzyskano réwniez znacznie dtuzsze
wektory zmiennych rejestrowanych przez blok To Workspace. Powodem tych wszyst-
kich roznic jest konieczno$¢ zastosowania bloku rézniczkowania (Derivative) — operacje
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rozniczkowania wymagaja krétszych krokow obliczeniowych i s wykonywane z
mniejszg doktadnoscia niz operacje catkowania (— 5.2.5, 5.3.3).
15

Skrypt (po inicjacji wartosci):

1: """"" """" 7 figure, hold on; grid on;
2k 1: _________ :r ________ | [t] = sim('u2w', 8);
' ! plot(t, x1,'0', t, x2,'g");
z 5 ’ -------- _.L_ S [t] = sim('u2w_pokonwersji', 8);
s e S SR plot(t, x1, 'r--', t, x2, 'm--");
0 Z 4 ] Bz [t] = sim('u2w_ss', 8);

Rys. 9-5. Reakcje na skok zmiennej u1 plof(t, x1, b~ £, x2, b--);

na podstawie rysunkow 9-2, 9-3 1 9-4

9.3.2. Badania uktadéw liniowych i nieliniowych

Zastosowanie rownan stanu w badaniach symulacyjnych jest dedykowane przede
wszystkim do zadan, w ktérych wymagane jest wyznaczenie reakcji roznych wyjsé
uktadu na zaklécenia pojawiajgce si¢ na roznych wejsciach uktadu. Zazwyczaj sg to
reakcje na wymuszenia skokowe. Poprawne wykonanie badania wymaga aby uktad
znajdowal si¢ w stanie réwnowagi, a wymuszenie bylo podawane tylko na jedno
z wejs$C. Zasady te zostang zilustrowane na kolejnym przykladzie.

Celem badania jest poréownanie wlasnosci kaskady zbiornikow niepotaczonych
(rys. 2-2) i polaczonych (rys. 2-3). Obie kaskady zbudowane sg z takich samych
zbiornikéw (dno, otwor) i sg badane przy takim samym przeplywie wejsciowym (fie),
rozni je tylko sposdb potaczenia. Badania wykonano na podstawie nieliniowych mo-
deli kaskad ((2-9), (2-11)), ktore postuzyty do przygotowania sparametryzowanych

schematow (rys. 9-6).
L ) Df] o
Fuve -
g

w | =

A

w | =

Fwe
&
e :i
Aw2 o U o2 | T e 2o g
) ¢ % b) <" ."<

Rys. 9-6. Schemat nieliniowego modelu kaskady:
a) niewspotdziatajcej (2-9), plik 'zZb2nNL'; b) wspotdziatajacej (2-11), plik 'zb2wNL'

A\t A\
i

Wykresy do badan sg wygenerowane przez skrypt (tabela 9-4), ktory obejmuje przy-
gotowanie danych i charakterystyki /4i(fi.) obu modeli oraz rejestracj¢ wartosci
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zmiennych Ay 1 A, (ah1, ah2) obu modeli po skoku wartosci zmiennej wejsciowe;j
w trzech punktach pracy.

Tabela 9-4. Gléwne elementy skryptu (Matlab) generujacego wykresy z rysunku 9-7

Przygotowanie Reakcje na skok dla modelu kaskady

i ch-ki statyczne niewspoétdziatajacej (2-9) wspoldzialajacej (2-11)
modelN = 'zb2nNL" czas_skok=10; czas=100;
modelW = 'zb2wNL; kol = 'rmb’,
g=9.81; FweN = 20; tabFwe = FweN*[0.10, 0.5, 0.90];

A1=5; Aw1=5; %zbiomik1 ~ [dFwe =0.1"FweN;
A2=5: Aw2=5: Y%zbiornik2 figure(nrf), hold on; grid on;
o figure(nrf+1), hold on; grid on;

tabFwe = FweN *[0:0.1: 1), [fori=13 fori=13

figure, hold on; grid on: Fwe0 = tab(i)*FweN; Fwe0 = tab(i)*FweN;

h1 = tabFwe."2/(2*g*Aw12): h10 = Fwe0"2/(2*g*Aw1"2); h20 = Fwe0"2/(2*g*Aw2"2);
plot(tabFwe,h1,'b); h20 = Fwe0"2/(2*g*Aw12); h10 = Fwe0"2/(2*g*Aw1"2)+h20;

h2 = tabFwe.A2/(2*g*Aw2"2); t = sim(modelIN,czas); t = sim(modelW,czas);

h1a = tabFwe."2/(2*g*Aw1"2); figure(nrf),  plot(t,ah1,kol(i)); figure(nrf),  plot(t,ah1,strcat(kol(i),'-'));
plot(tabFwe,h1a+h2,b--) figure(nrf+1), plot(t,ah2 kol(i)); figure(nrf+1), plot(t,ah2,strcat(kol(i),-'));
nrf=2: end end

Wynikiem symulacji sg wykresy (rys. 9-7), ktore ilustrujg réznice migdzy wlasno-
sciami kaskady niewspoldziatajacej (—) 1 wspotdziatajacej (- -). Z pordwnania wyni-
ka, ze najwigksze réznice wystepuja w reakcjach pierwszego zbiornika.

1 W p------ NS TR T 1

: 7 ) TSI Nesmzians .

! : T ge— ! !

0 5 10 15 o glie——— e 0 : : h
Fae=0-100% D 100 200 3005 O 100 200 3005

Rys. 9-7. Ch-ka statyczna h1(fw) oraz rekacje na skok 0.1-fwey modelu (2-9) (—) 1 (2-11) (- -)

Przeprowadzenie analogicznych badan na podstawie przyblizonych modeli kaskad:
{Aﬁ(r) = f=ah@®) {Aﬁl(r) = fre®=a ()= (1))
Ay (1) = ahy (1) — a)hy (1) Ay (1) = al(hl Ok hz(f))— ahy (1)
mozna znacznie uproscic¢, a nawet przeprowadzi¢ w sposob analityczny (— 10.2.1).
Uproszczenie badan symulacyjnych dotyczy nie tylko tak oczywistej sprawy jak przy-
gotowanie prostszej wersji schematow (rys. 9-6) i skryptu (tabela 9-4), ale przede
wszystkim mozliwosci zapisu modeli w postaci macierzowej, a wowczas:
— mozna uzy¢ jednego uniwersalnego schematu (rys. 9-3) i zmienia¢ macierze,
— badania mozna wykona¢ w jednym punkcie pracy, poniewaz witasnosci uktadow
liniowych nie zaleza od punktu pracy (— 5.3.2).
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Punkt pracy mozna tatwo obliczy¢ macierzowo (xo= —A"'B uy), chociaz nie ma takiej
potrzeby, poniewaz moze to by¢ punkt zero (zerowe wartosci na wejsciach i wyj-
sciach). W takim przypadku nie ma potrzeby rysowania schematu, poniewaz badania
najlatwiej jest wykonaé w skrypcie za pomoca funkcji (tabela 9-3).

9.3.3. Uktady réwnan wyzszego rzedu

Rysowanie schematu symulacyjnego opartego na blokach catkujgcych nie wymaga
konwersji uktadu réwnan na rownania stanu. W celu ilustracji przedstawimy kon-
strukcje schematu wybranego modelu mechanicznego (rys. 2-17):

. 1 .
{0 =m% (1) +bx, (1) + ¢ x +Cz(x1(’) —xz(f)) N 0= ;(_ b, (1) = ¢, = ¢ (x, (1)~ x, (’)))
.. . 1 :
FO =m0+ ) + om0 =2 () £2(0) = by 0+ (1 (0 52 () + F(0)
2

Pierwszym krokiem jest przygotowanie tancucha blokéw catkujacych dla x; i x»,
a nastepnie na wejscie kazdego tancucha nalezy podaé sygnal najwyzszej pochodnej

(X,, X, ) skonstruowany na podstawie poszczegdlnych réwnan uktadu za pomoca blo-
kéw dostepnych w programie symulacyjnym (rys. 9-8).

i+ ] P Przyktadowy skrypt:
- —_— L —_— - 1
b 3 el g mi=1 m2=2
b1=2; b2=1;
B (- c1=.5 ¢c2=3
clp————
s 7 FO=2;
2 x1_0=F0/ct;
x2_0=F0/c2+x1_0;

1
1 1 =
+ b il Bl e b X1_1=0,x21=0;

F
b1 b dF=1;

Rys. 9-8. Schemat i skrypt do przyktadu (wersja Matlab)

Na schemacie uzyto zmiennych m1, m2, b1, b2, c1, c2, odpowiadajacych parametrom
modelu (m1, ma, b1, b, c1, ¢2), oraz zmiennych x1_0, x1_1, x2_0, x2_1, wpisanych do
blokow catkujacych jako warunki poczatkowe (x,(0),x,(0),%,(0),x,(0)). Wartosci
zmiennych przygotowano w przyktadowym skrypcie, tak aby wyznaczy¢ odpowiedz
uktadu na skokowa zmiane wartosci wejsciowej F(7).
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10. Analiza i projektowanie liniowych réGwnan stanu
czyli czas na wielowymiarowe przypadki

10.1. Metody analizy i projektowania

Badania symulacyjne znacznie ulatwiaja analizowanie wtasnosci uktadéw réwnan

rozniczkowych. Jednak nie zawsze model jest az tak ztozony, aby rezygnowaé z badan

analitycznych, szczegélnie dla ukltadow drugiego rzedu, gdy mozna zastosowacl
wszystkie metody analizowania i projektowania opisane na podstawie rownania r6z-
niczkowego (— 7). W przypadku modeli nieliniowych analiza jest ograniczona do
wyznaczenia punktu rownowagi, ale mozna badaé przyblizone, liniowe modele.

Badane obiekty mozna podzieli¢ na dwa typy, rozrdzniane na podstawie opisu
dziatania lub na podstawie rownan rézniczkowych:

— kaskada niewspéldzialajaca to uklad unilateralny — stan pierwszego magazynu
wielkosci wplywa na stan drugiego magazynu, ale stan drugiego magazynu nie
wyplywa na stan pierwszego, co ma swoje odzwierciedlenie w rownaniach bilan-
sowych (w réwnaniu pochodnej x, wystgpuje zmienna x;, ale rownaniu pochodnej
X1 nie ma zmiennej xz),

— kaskada wspoldzialajgca — migdzy zmiennymi stanu wystgpujg wzajemne sprzg-
zenia (w rownaniu pochodnej x; wystepuje zmienna x; i odwrotnie).

Tabela 10-1 zawiera ogélne przyklady rownan typu kaskada niewspoldziatajaca

1 wspotdziatajgca wraz z punktem réwnowagi i rownaniem charakterystycznym.

Tabela 10-1. Rownania stanu kaskady niewspotdziatajacej i wspotdziatajacej (por.tabela 4-7)

Kaskada niewspdtdziatajaca Kaskada wspotdziatajaca
{xl (1) = a;,x, () + by (1) {).ﬁ (1) = a;,x,() + a,,x, (1) + b, (1)
%, (1) = a3, (1) + Ay, (1) + byt (1) %, (1) = a3, (1) + Ay, (1) + byt (1)

|:x1(t):|_|:a11 0:||:x1(t):|+|:b1 0:||:”1(t):| |:x1(t):|_|:a11 a12:||:x1(t):|+|:b1 0:||:”1(t):|
X, (1) - ay Ay | x,(1) 0 b, | u,(®) X,() - Ay ay || X%(7) 0 b, Ju,(®)

—b, a, b, b — a,,bu, + a,bu a,,bu, —a,,bu
X o= —tu x, =2y ——2u, x =2 TR, - D00 Z A

a;, a,1dy Ay ay1ayy — dppay, ay1dy; — dppay
(all_/l)(azz _/1):0 (all_l)(azz_l)_alzam =0

Mozna wyznaczy¢ rozwigzania analityczne obu kaskad (— 8.2.2), ale wystarczy pro-
sta analiza punktu réwnowagi i robwnania charakterystycznego, aby okresli¢ podsta-
wowe cechy tych uktadéw. W przypadku kaskady niewspotdziatajacej mozna od razu
zauwazy¢, ze niektore wejscia nie wptywajg na wszystkie zmienne wyjsciowe (u» nie
wplywa na x;) oraz ze bieguny uktadu sg rzeczywiste i sg to bieguny ujemne, jesli tyl-
ko wspotczynniki a1 i ax sg ujemne. Kaskada wspdtdziatajaca moze wykazywac roz-
ne wlasnosci, ale z badania rownania charakterystyczne wynika, ze uktad jest stabilny,
jesli wspotczynniki ai1 1 ax sa ujemne, i spetniona jest nierdwnos¢ aiiax > aiazi.
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Roéwnanie charakterystyczne uktadu ma postaé:
(a“ - ﬂ)(azz - A)-apa, =0— 2 - (all +ay)A+a,ay, —apay =0.
Uktad tego typu jest stabilny, jesli (tabela. 7-5):

— jest to obiekt oscylacyjny: +w? = ai1axn — anax >0 — aian > ana)

{anazz > Aty

i ma dodatnie ttumienie: 2¢w = —(aitan) — &= —(aii+an)/(2w) >0 a;<0Aa, <0
Doktadniejsza analiza wlasnosci uktadow jest znacznie utatwiona, jesli parametry

maja interpretacj¢ fizyczng — zazwyczaj sa on dodatnie i zachodzg relacje miedzy war-

tosciami. Typowe przyktady obiektow typu kaskada niewspotdziatajaca i wspoldziata-

jaca to otwarte uktady hydrauliczne i cieplne (— 10.2). Uktady mechaniczne i elek-

tryczne to typowe przyktady modeli, zawierajace wyzsze pochodne (— 10.3).

10.2. Przyktady analizy uktadoéw hydraulicznych i cieplnych

10.2.1. Kaskady zbiornikow

Przyktadem obiektow opisanych réwnaniami stanu sg otarte uktady hydrauliczne
w postaci kaskady zbiornikéw (— 2.2). Jednak modele kaskad zawierajace doktadny
opis swobodnego wyptywu sa uktadami nieliniowymi i jedyne co mozna tatwo obli-
czy¢ w takim przypadku, to punkt rownowagi przy stalych wymuszeniach.
W dalszych rozwazaniach jest wigc stosowane liniowe przyblizenie funkcji swobo-
dnego wyptywu, co pozwoli analizowa¢ dynamike modeli zlinearyzowanych.

Analizie poddano trzy typy kaskad (poréwnaj — 4.5.2), opisane modelami drugie-
go rzedu, a ich specyficzne cechy wynikaja ze sposobu polaczenia zbiornikow.

=

Sover ' = =
7 ¥ »
: | f we ﬁVEI ? | ](wellz> we2:> |

A
A A

2
h h Sy
B 1 i y A 2w szl n A hy !9
Y w
2 v Aw2

A A

Rys. 10-1. Kaskada nie- Rys. 10-2. Kaskada wspoéldziatajaca Rys. 10-3 Kaskada wspotdziatajaca
wspotdziatajaca ze swobodnym wyptywem Z pompa

1° Zbiorniki niepolaczone, kaskada niewspotdziatajaca (rys. 10-1) opisuje uktad:
{AJ@ ()= fra (O =y (1) .
Ay hy () = frer (O) + a1y (1) — ay by (1)
W zapisie macierzowym model ma postacé:
1

. 4 ) h R o
hy (2) _| 4 NG A S (
L.’z(l)} Y le(t)}+ 0 1 [fwz(,)} . (10-2)

2 AZ AZ

(10-1)
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2° Uktad zbiornikéw potaczonych przewodem (rys. 10-2) opisuja rownania:
{AJ{I (1) = fra )= @y () =y (1)
Ashs (1) = Fra (0 + @y [y () = Iy (1) = arhy (1)

z ktorych wynika model macierzowy postaci:

; (10-3)

a4 1y

RO | _| 4 4 [hO] |4 () o

L%zm} a —an[hm o L) ez art @ (10-4)
2 A2 A2

3° Uktad potaczonych zbiornikdw z pompa wyjsciowq (rys. 10-3) opisujg roOwnania:

All'l.l(t):fwel(t)_al(hl(t)_h2(t)) (10_5)
Ahy(0) = [0+ a (B (1) = hy(D) = £, ()
lub model w postaci macierzowe;j:
. @ @ Lo o0
KO|_| 4 4 [hO], |4 ol
Lz(z)} 4 Za {hz(z) T, L2t ";‘“925)) ' (10-6)
) 4, A, A, LT

Wtasnosci powyzszych kaskad poréwnano na podstawie punktu rownowagi (41, /2),
biegunow (i, A2) i1 thumienia (&) (tabela 10-2). Analiza jest utatwiona dzigki fizycznej
interpretacji parametrow (41, A2, ai, a2) — sa zawsze dodatnie.

Tabela 10-2. Poréwnanie parametréw kaskad zbiornikéw

Rys. 10-1 (10-2) Rys. 10-2 (10-4) | Rys. 10-3 (10-6)
Kaskada niewspotdziatajaca Kaskada wspotdziatajaca
an f. ) — ai(hio— h20) = fuer0= fr0
_ «fwcl _ «fwcl +fw32 hl :@—F@’}IZ:M —gd}’fwelozfzo—> ththO
h =—>h, = — aa, a, a,
@ a, — gdy fuel0# fr0— brak p.r.

1 = + .
gleC anp=day Ta gleesz =fwe20—fwy0

G [l [
4, 4, 4 4, A, 4 \4 ) a4

A1 A, 2% + (AraytAsa) A+ aiae =0 |A1A24% + (Aranat+Ara)) Aarar = 0|A14222 + ai(A1+42) A =0

p) —_al’/l a4, A :—Alalz—Azali\/Z A4 =0,
1 4, ’ 4, : 244, __49 (Az + Al)
A= (A1a12 + Ay )2 — 44 d,aya, ’ 4,4,
aa, _ Aa, + 4yq aa, _ Aay, + Aya
>0 , &= >0 f=—=
ad T daaiad, |44, T 7 2faa i, | 07K
zawsze: Im(412) =0, Re(412) >0 |zawsze: £>0,A>0 zawsze: 11=0,1,>0
Stabilny Stabilny Na granicy stabilnosci

Bez oscylacji Bez oscylacji Bez oscylacji
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Rezultatem poroéwnania kaskad sg nastepujace spostrzezenia:

— Kaskada niewspotdziatajaca — unilateralno$¢ objawia si¢ tym, ze w macierzy A
wystepuja zerowe elementy, ktore powoduja, ze réwnanie charakterystyczne ma
postac¢ iloczynu elementow opisujacych jeden i drugi zbiornik. Bieguny tego ukta-
du sg zawsze rzeczywiste i ujemne, wicc uktad jest zawsze stabilny i ma aperio-
dyczne reakcje (bez oscylacji).

— Kaskada wspotdziatajaca ze swobodnym wyplywem — nie jest ukladem unilate-
ralnym, poniewaz zbiorniki wptywaja na siebie nawzajem (oba przeptywy wptywa-
ja na kazda wysokosc). Jest to uktad oscylacyjny, a jego thumienie ¢ jest zawsze
dodatnie (zawsze stabilny). Mozna tez wykazac, ze bieguny uktadu sg zawsze rze-
czywiste (A > 0).

A =(4(a, +ay) + Aa ) — 44 Ayaa, = (4 (a, —ay) + Aa ) +44%aa, >0 — zawsze A> 0

— Kaskada wspétdziatajaca z pompa charakteryzuje si¢ wystepowaniem zerowego
bieguna, a ze drugi biegun jest ujemny, to oznacza, ze jest to zawsze uktad na gra-
nicy stabilnosci. Wlasno$¢ ta oznacza takze problem z wyznaczeniem punktu row-
nowagi — brak lub nieskonczenie wiele punktow réwnowagi zaleznie od wartosci
wszystkich wejs¢ uktadu.

10.2.2. Wielowymiarowe obiekty cieplne

Roéwnania stanu sg rowniez naturalnym rezultatem konstrukcji modeli uktadéow ciepl-

nych (— 2.3). Jesli w takim uktadzie wystepuje transport ciepta poprzez nosnik,

to powstaja réwnania nieliniowe. Rozwazmy przyktad dwoéch obiektow, w ktorych

nos$nik ciepta przeptywa kolejno przez dwa pomieszczenia.
K, K, Tew

Tw,fm Tl T2 TW’fm

—— >
Rys. 10-4. Kaskada niewspotdziatajaca Rys. 10-5. Kaskada wspoétdziatajaca

W modelach stosowany jest przeptyw masowy, a dla umozliwienia zapisu w postaci
macierzowej przyjmuje si¢ zatozenie, ze przeptyw jest staty (f.(¢) = fmo).

1° Uktad pomieszczen polaczonych przewodem (rys. 10-4) jest opisany uktadem:

Cali(0=¢, f, T, O-T,0))- K (,()~ T, ) |
o (10-7)
CoTy (D =c, f,, (T, () =T, ()~ K, (T, ()~ T, (1)
Posta¢ macierzowa przy statym przeptywie (K; = c,fmo) to:
. KK o K K o
no|_| ¢, Lol 1c, c,| T
{Tm} X —Kf—Kz{sz} o Km0l (10-8)

C2 C2 CvZ

V. V.
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2° Model uktadu pomieszczen ze wspdlng $ciang (rys. 10-5) tworza rownania:

Cali@) =, [, (T, (O =T,(0)= K\ ([,() =T, (0)= K5 (1) =T, (1)
Coly ()=, 1, OO =T, ()= K (L) =T, 0)+ K3 (T, () - T20) *

Przy zalozeniu statego przeptywu (K, = ¢, /o) mozna zapisa¢ rGwnania stanu:

(10-9)

_ -K,-K, -K, K, K, K,

Lo | _ Cy C, Lo\, jc, ¢, | O (10-10

T, (1) K, +K, KK -K o) |, K [ Tl0] )
CV2 CVZ CvZ

Powyzsze obiekty sg przyktadem cieplnej kaskady niewspoéldziatajacej 1 wspoldziata-
jacej — ich reakcje sg zawsze aperiodyczne (stabilne, bez oscylacji), analogicznie jak
kaskad zbiornikéw (— 10.2.1)

Tabela 10-3. Poréwnanie parametréw kaskad cieplnych

Rys. 10-4 (10-8) Rys. 10-5 (10-4)
Kaskada niewspdtdziatajaca Kaskada wspdtdziatajaca
_KT,+KT,, 7 - K (Ky + K)T, +(K+ K KT,
! K, +K, (K, +K) K, +Ky)—Ky(K, +K3)
KT, +KT,, Ky (Ky+ KT, + KT,

2

27 (K, +K)K,+K,) - (K, +K)(K;+K,)-K; (K, +K;)

gdzie: Kr = cyfmo, K = KAK1+K2) + KiK>  [8dzie: Kr = cpfmo, K= Ki(Kr+ K2) + K2K3

[—K/ -K, _1][—1(/._& _/1}:0 [_Kf_K1 -K, _l]{—K/.—KZ -K, _AJ_IQ(K/ +K3) o

Cvl v2 Cvl CVZ Cvl CVZ
zawsze: Im(412) = 0,Re(412) >0 zawsze: £>0,A>0
Stabilny, bez oscylacji Stabilny, bez oscylacji

Z poréwnania opisu roznych obiektow cieplnych (— 2.3) wynika, ze typowe kon-
strukcje obiektow, w ktorych wystepuje wymiana ciepla poprzez przegrody, tworza
uktady typu kaskada wspotdziatajaca. Aby uzyskaé uktad unilateralny (kaskade nie-
wspotdziatajaca), konieczne jest odizolowanie magazynow i transport ciepta migdzy
nimi wylgcznie poprzez nosnik ciepla.

10.3. Przyktady analizy uktadéw mechanicznych i elektrycznych

10.3.1. Zastosowanie przeksztatcenia w modelach uktadéw mechanicznych

Jesli model obiektu zawiera rownania réznych zmiennych i réoznych rzedow, to anali-
tyczne badanie jego stabilnosci wymaga przeksztatcenia modelu do jednej z form
umozliwiajacych wyznaczenie rownania charakterystycznego, np. do réwnan stanu.
Typowe przyktady modeli tego typu wystepuja w uktadach mechanicznych (— 2.4).
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Rozwazmy uktad z dwoma punktami b, F
bilansowymi, przedstawiony na rysun- _|:| m; EAANAN— M2 >
ku 10-6. Poréwnane zostang trzy wa- 1) —
rianty modelu przy roznych zatoze- b,

niach, dotyczacych wartosci elementow
bezwtadnosciowych (mas) oraz ttumie-
nia (tarcia).

1 2—»‘
X1

7

Rys. 10-6. Uktad z dwoma punktami (2)

1° Model uktadu uwzgledniajacy wptyw mas (m1, m») obejmuje dwa rdwnania:
{0 = my (1) + b (1) + €6, (6) + ¢ (3 () = 5, (0)

8 . 10-11
F(1) = my%, () + byX%, (1) + ¢, (x, (1) — x, (1)) ( )
Konwersja po zastosowaniu nastgpujacego schematu podstawien:
X=X X =Xy (X =X,) 5 Xy = Xo,0 Xy = Xy (X, = Xy,)
pozwala uzyskac rownania stanu czwartego rzedu:
—b 0 G- &
X, (1) m m m, X, (0) 0
X2, (1) —b, &) —¢ || %24 (D) 1/m,
. =0 — - — F(1) . 10-12
X, (1) m, my my | xy, (1) 0 ( )
Xy, (1) ! 0 0 0 X, () 0
0 0 0
Réwnanie charakterystyczne wymaga obliczenia wyznacznika macierzy:
-b_, —az6 &
m m m
-b c —c
0 —-1 = -0, (10-13)
m, m, m,
0 -1 0
0 1 0 -1
Rozwinigcie wzgledem czwartego wiersza:
i_& a6 4 ;bl_,l 0 —a-4
m m m m m
D2 0 G Zalicnptten) o g 9 |-
m, m, m, m,
1 -1 0 1 0 -1
Gr6 6 66 470 ;bl_/l + 2 ;bl_ﬂ ;b2_/1 I 3 ;b2_,1 =0 |-(mm,)
mm,  mm, my, \ m m m, m m,
(¢, +¢))e, — 3 + Acy (b +mA) + A (b + mA) b, + myA) + A, +¢,)(by, + myA) =0
ccy + me, A+ bieyd+ mmy A+ (myby + myb)) A + bbby A2+ my (¢, +¢cy) A2 +by(c, +¢,)A =0
mmy A+ (mb, + mb) A +(myc, + my (¢, +¢,) + by )2 + (b, +by(c, +¢,))A+cc, =0 (10-14)

(W takich przypadkach znacznie tatwiejsza jest metoda operatorowa — 13.1.3).
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2° Jesli w analizowanym uktadzie masy m; i m, maja pomijalne wartosci, to model
dynamiki uktadu obejmuje nadal dwa réwnania, ktore mozna zapisa¢ w postaci:

676 4

{0:@&UM%VKO+%OKU—XJUL9{haq_» h “[“Uq+[?1Fo) (10-15)

F(t) = by, (1) + ¢, (%, () — x,(1)) X, (t) C —C | x,(0) b
b2 bZ ’
ale tym razem jest to uktad rzgdu drugiego.
(¢ +cy +bA)e, +bA)—c; =0. (10-16)

3° Modelem uktadu, w ktérym masy i tarcie sg pomijalne (licza si¢ tylko sity sprezy-

stosci) sg dwa rdwnania statyczne, umozliwiajgce wyznaczenie punktu rOwnowagi:
0=cx,(t)+c, (x1 ) —x, (t)) N F F F

LE%QNPMM) T T (10-17)

Statyczny model nie ma réwnania charakterystycznego — jest to opis z natury sta-

bilny. Model opisuje reakcje, ktore zachodzag "natychmiast”, to znaczy w praktyce

,bardzo szybko”. Jesli reakcje rzeczywistego uktadu nie majg takiego charakteru, to
znaczy, ze model (10-17) nie jest odpowiedni dla tego obiektu.

10.3.2. Wybér zmiennych stanu w obwodach elektrycznych

Roéwnania, ktére opisuja obwody elektryczne w oparciu o podstawowe definicje rezy-
stora, cewki i1 kondensatora, zawieraja zarowno funkcje rézniczkujace, jak catkujace
(— 2.5). Analityczne badanie stabilnosci uktadow réwnan rézniczkowo-catkowych
wymaga konwersji modelu, na przyktad do postaci rownan stanu.

Rozwazmy dwa bardzo podobne obwody, w ktérych mozna wyrézni¢ dwa nieza-

lezne oczka bilansowe ( rys. 10-7, rys. 10-8).
Rl L1 L2 e

] = | =

N > y >

Rl Ll Lz e

Rys. 10-7. Uktad z dwuobwodowy (1) Rys. 10-8. Uktad z dwuobwodowy (2)

W tabeli 10-4 przedstawiono rézne warianty uktadéw rownan opisujacych obwody:

1° pierwotne roéwnania bilansowe, zawierajace funkcje pochodne i catkowe,

2° model przeksztatcony przez wprowadzenie definicji natezenia pradu (i(¢) = ¢(¢))
—schemat konwersji: ¢, =ij> ¢, =q1, (41, =i1) >4 =ir> 42 =Gz, (42, =13)

3° model przeksztatcony przez przyjecie zasady, ze zmiennymi stanu sg niezalezne
napi¢cia na kondensatorach i nat¢zenia pradow w cewkach (— 8.3)

. _ 7 t
—zmienne:  u.(f) = Iill(t)clzm dis e (1) = J.lléi)dl’ (Ciic(6) = iy (1) = 1,(1) » Cyti (1) = i (1))
1
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Tabela 10-4. Poréwnanie wariantow rownan stanu modeli obwoddw elektrycznych

Rys. 10-7 (obwdd 1) Rys. 10-8 (obwdd 2)
di, (t) . L(@)—i (t) i) di (1) L -i (t)
. 0=1,="" +R111(t)+jl 2 Ilc—ldt 0=1, clld +Ri (z)+J’1 2
a0 =1, dlj,(t) + Ry (1) + [2OA0 (t) A0 g o)=L, ’if) R0+ [ (t)c W
0= L () + Ry (1) + 2 ®) ; &0 qlc(t) 0= L)+ R, (1) + () ;qz(t)
1
€= Lygy(t) + Ry (1) + M €= Loy (1) + Ry (1) + w
Dla x(7) = [i1(2), i2(£), q1(?), qz(t)] u(?) = e(?) |Dlax(® = [i(0), i2(2), q:(2), q2(D]", u(?) =e(?)
2° R, GO L 0 “he, 2L L 0
L L,C,C C 1 L X L11C Llf 1
3 -R, 1 -1 ,Bzf A=| 0 —MNH 2 TP PPB=|L
S N A oY 0 L, LC LC 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0=1, d’;ﬁ’ ) R () + e (8) + 1y (£) 0=1, d’; 5’) R (6) + 1o (0)
dip(1) | . din(1) .
e(t) = L, di + Ryiy (1) —uc(7) e(t) =L, di + Ryiy (1) —uc(2)
Dla x(#) = [i1(2), i2(?), uc(t) uci(t)]", u(?) =e(?) Pla x(2) = [i1(2), i2(2), uc(n)]", u(t) = e(?)
-R 0o = -1 - R, -1
_ 1 0 — 0
30 L L Ll (1) L L i
o L o] |- A=l 0 R Llpp-|L,
A= Lz Lz B= l(’)2 L2 L2 0
L 0 0 1 -1 0 0
c cC 0 c cC
Loy 0 o
L Cl B

Zastosowanie roznych wersji zmiennych stanu nie wptywa na opis wtasnosci modelu,
o ile nie wprowadza nadmiarowych zmiennych stanu. Wybdr zmiennych stanu w po-
staci niezaleznych napie¢ na kondensatorach i nat¢zenia pradéw w cewkach umozli-
wia wyznaczenie minimalnego wymiaru macierzy stanu (wlasciwego wymiaru ukta-
du), tak jak to nastapito w przypadku obwodu 2.

Rownanie charakterystyczne obwodu 2 dla wariantu 2° to wyznacznik macierzy:

_Rl ) 0 1 L
L LC LC
0 R, L 2L '
) ,C L,C
0 A 0

0 1 0 -1
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Po rozwini¢ciu wzgledem czwartego wiersza

-R_, 11 St T S
L LC LC L LC
D*3 0 B +(=D*D 0 R, 1oy
L,C L,C L, L,C
1 -4 0 1 0 s

;I;I_LL_,_A;I ;Rl_l + 22 —7131_/1 — R ) +/1;1 —R -A|=0 |-LL,C
LCLC LCLC ~LC\ L L L, Lc\ L,

AR, + LAY+ ZC(R, + LAR, + L,A) + A(R, + LA) = 0

LA+ RA+ LL,CA' + (LR, + L,R)CA + RR,CA + Ly’ + R,A=0

LL,CA* + (LR, + LyR)CP + (L + Ly + RR,C)A* + (R, + R)A =0 (10-18)
Réwnanie charakterystyczne obwodu 2 dla wariantu 3° to wyznacznik macierzy:
—R y) 0 -1
Ll Ll
o “R_; Y_o AR 2R R L 2R -0
L, L - L L, Lcl L, LC\ L,
1 -t AC(R, + LAYR, + L,A) + Ry + LA+ R + LA =0
¢ LLCA + (LR, + L,R)CA + RR,CA+ R, + LA+ R +LA=0
Ostatecznie:
LLCA3 + (LR, + L,R)CA + (L, + L, + RR,C)A+R +R, =0- (10-19)

Rownanie charakterystyczne (10-19) jest o rzad nizsze niz (10-18) — pomija biegun o warto-
$ci zero, ktdry wynika z relacji miedzy zmiennymi stanu (wigcej w — 13.1.4).
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11. Podstawy i zasady badania transmitang;ji
czyli ucieczka od réwnan rozniczkowych

11.1. Wprowadzenie — transmitancja i jej podstawowe wtasnosci

11.1.1. Podstawowe definicje i interpretacje transmitancji [18, 19].

Liniowe réwnania rézniczkowe mozna poddac¢ przeksztalceniu Laplace’a <, ktére
zamienia wszystkie funkcje czasu na transformaty, czyli funkcje zmiennej s i powodu-
je, ze rownanie rézniczkowe, gdzie zmienng niezalezng jest czas ¢, zmienia si¢ w alge-
braiczne réwnanie operatorowe ze zmienng s (rys. 11-1). Zmienna s jest zmienng ze-
spolong 1 nie ma interpretacji fizyczne;j.

Funkcja wymuszajgca f{¢) Réwnanie rézniczkowe
podawana na wejscie u(?) Funkcje: x(?), ..., x®(2), u(?), ..., u™(%)
<y <y
Transformata funkcji Réwnanie operatorowe
wymuszajacej f(s) Transformaty: x(s), ..., s"x(s), u(s), ..., s"u (s)

Rys. 11-1. Przeksztatcenie modelu rézniczkowego w operatorowy

W praktyce inzynierskiej zazwyczaj nie ma potrzeby wykonywania przeksztalcenia <&

na podstawie definicji (obliczania wyrazen catkowych), wystarczy bowiem znajomos¢

transformat kilku funkcji (tabela 11-1) i twierdzen opisujacych podstawowe wihasnosci
przeksztatcenia Laplace’a:

Tabela 11-1. Transformaty — twierdzenia o liniowo$ci:
kilku wybranych funkc;ji
. Laf, (1) + b, (1)} = afy () + b (s), (11-1)
Oryginal A7) | Transformata f{ss) . . . . ..
S0) 1 — twierdzenia o transformacie pochodnej funkcji:
L1 [ 2| (0)}=s()- 100.). (11-2)
‘; Rozwiniecie twierdzenia (11-2) do pochodnych n-tego
e” - rzedu i zatozenie zerowych warunkéw poczatkowych,
S wa czyli zerowej wartosci funkcji (f0+) 1 kolejnych po-
sin o . chodnych, prowadzi do zaleznosci:
np 5 Ll Wf=s"f ), (11-3)
2 2
1l s+ ktora jest podstawg przeksztalcania rownan rdznicz-
W praktyce ,mz_yl?lemklej kowych przez zamiane operatora rézniczkowania na
przyjmuje sig, ze: operatr potggowania:
u(t) = 1-1()— L1} = s S
— o sk (11-4)

dt*
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Tak wiec liniowe réwnanie rozniczkowe z zerowymi warunkami poczatkowymi:
a,x" () +...+ a,x(t) + agx(t) = b, u"™ (t) + ...+ byi(t) + byu(t) (11-5)

mozna przeksztalci¢ na rownanie operatorowe postaci:

a,s"x(s)+...+asx(s)+ayx(s)=b,s"u(s) +...+ bsu(s) + byu(s). (11-6)
Stad po uporzadkowaniu:
(a,5" + ...+ ays + ay Je(s) =B, s™ + ...+ bys + by Ju(s) (11-7)

i podzieleniu stronami:

x(s) |b,s" +...+bs+b,

=G(s) (11-8)

u(s) la,s" +..+as+a,

otrzymujemy funkcje wymierng (iloraz wielomiandw), ktéra stanowi model dynamiki
nazywany transmitancja ukladu G(s). Na podstawie wyrazenia (11-8) definiuje si¢
niekiedy transmitancj¢ jako stosunek transformaty funkcji wyjsciowej x(s) do trans-
formaty funkcji wejsciowej u(s) przy zerowych warunkach poczatkowych, jednak taka
definicja nie wyjasnia pochodzenia transmitancji. Bardziej uzyteczna jest interpretacja
transmitancji jako funkcji przejscia, ktéra opisuje sposdb przetwarzania sygnatlu przez
uktad, albowiem na podstawie transmitancji G(s) obiektu i transformaty funkcji wej-
sciowej u(s) mozna wyznaczy¢ transformate funkcji wyjsciowej x(s), a po zastosowa-
niu odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a (<£') odtworzy¢ oryginat funkcji wyj-
sciowej x(7):

x(s) = G(s)u(s) — x(£)= <L { x(s) }. (11-9)

W szczegdlnym przypadku dla wymuszenia impulsowego, mamy u(s) = L{X?)} =1
i mozemy wyznaczy¢ odpowiedz impulsowa g(?):

g)= L HG(su(s)} = L G(s) | (11-10)

Tym samym mozna wprowadzi¢ jeszcze jedng interpretacje transmitancji poprzez jej
zwiagzek z odpowiedzig impulsowa ukladu: oryginat transmitancji to odpowiedz im-
pulsowa g(f). Zazwyczaj nie ma potrzeby wyznaczania odpowiedzi x(f) na wymusze-
nie, poniewaz wszystkie podstawowe badania wtasnosci dynamicznych mozna wyko-
nac¢ na podstawie transmitancji G(s).

11.1.2. Analityczne badanie transmitancji

Model uktadu przedstawiony w postaci transmitancji G(s) pozwala zrealizowaé pod-
stawowe badania wilasnosci obiektu (stabilno$¢, oscylacyjnosé, punkt réwno-wagi).
O stabilnosci 1 oscylacyjnosci uktadu decyduja bieguny transmitancji (pi+p,), czyli
pierwiastki rownania charakterystycznego, wyznaczonego przez przyrownanie mia-
nownika transmitancji (11-8) do zera:

a,s"+.+as+a,=0. (11-11)
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To réwnanie jest oczywiscie identyczne z rdwnaniem charakterystycznym wyznaczo-
nym na podstawie pierwotnego réwnania rézniczkowego (11-5), poza zwyczajowym
oznaczeniem zmiennej wielomianu (s zamiast 1) i biegunow (p; zamiast 1;). Pierwiast-
ki wielomianu moga by¢ rzeczywiste lub zespolone, wiec zmienna s wprowadzona
przez przeksztalcenie <£jest zmienng zespolona.

W doktadniejszych badaniach ukltadow wyznacza si¢ tez zera transmitancji
(z1%2zm), czyli pierwiastki wielomianu w liczniku (11-8):

b,s" +..+bs+b,=0. (11-12)

Zera majg pewien wptyw na wlasnosci dynamiki, ale nie wplywaja na stabilnos$¢ ukta-
du. Znajac zera i bieguny uktadu, mozna zapisa¢ transmitancj¢ (11-8) w réwnowaznej
postaci iloczynowej:

s—2z; hls—z
G(S) — k ( 1 ) ( m ) )
(s=p){s=p,)
Aby wyznaczy¢ punkt réwnowagi na podstawie transmitancji, nalezy skorzystaé
z jednej z wlasnosci przeksztatcenia Laplace’a — twierdzenia o wartosci konicowej:

x, =limx(z) = lin(}sx(s) = lingsG(s)u(s) , (11-14)
[—00 Rd Nerd

(11-13)

ktore jest prawdziwe pod warunkiem, ze granica x(f) przy t—o istnieje. Problem ist-

nienia granicy trzeba rozstrzygnaé w inny sposob, na przyktad na podstawie znajomo-

$ci rozwigzania rownania rézniczkowego dla typowych funkcji wymuszajacych:

— jesli funkcja wejSciowa ma stalg wartos¢ (dla +—o0), to rozwigzanie wymuszone
(xxx) tez ma stalg wartos$¢ (granica }Lm x(?) istnieje).

Przyklady dla G(s) =3 / (4s+1):

_ . Uy oy 3,
— gdy u(f) = u, to llir(}s4s+1 . =3u, }ggx(t) 3u,

3 1 .
—ady u(d) = 1(t), to lims —=3 = limx(@®) =3
gdy u(®)=1(t), to lims ==~ lim x(z)

3
3 _ lim
gdy u(f) = 8(t), to oS 4s+1

1=0 — limx(t)=0-
11—
— jesli na wejsciu wystepuje funkcja sinus, to rozwigzanie wymuszone réwniez ma
posta¢ funkcji sinus (funkcja okresowa, wiec nie ma granicy).
Przyklad dla G(s) =3 / (4s+1):
(4]

—ady u(f) =sin ¢, to limx(?) =lims
gdy u(®) =sin, o fim(1) = iy ds+15" + @’

=0 ale Hmx(®) nje ma granicy.
W ten sam sposob mozna wyznaczy¢ wzmocnienie ukladu przy stalym wymuszeniu
(o ile istnieje stan ustalony): kuw= xx / ur.

Transmitancja, ktdra powstaje na podstawie rownania rézniczkowego, ma zawsze
posta¢ funkcji wymiernej, przy czym w modelach rzeczywistych obiektow stopien
licznika jest mniejszy niz stopien mianownika, stad tez istnieje wiele metod analizy
i projektowania uktadow spehiajacych to zatozenie.
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11.1.3. Transmitancja o zadanych wtasnosciach

Podstawowe parametry transmitancji to bieguny, zera i wzmocnienie uktadu. Znajac
(lub zaktadajac) wartosci tych parametrow, mozna odtworzy¢ odpowiednig transmi-
tancje. Typowe zadania tego typu:

1° Znajac tylko bieguny transmitancji (pi1+p,), mozna wyznaczy¢ najprostsza transmi-
tancje postaci:

G(s)= k , gdzie k ma dowolng wartos$¢ rozna od zera.

(S - pl)(s _pn)
Wsrdd biegunow moga wystepowac rdwniez zespolone pary biegunow.

2° Jesli oprocz biegunow (pi+p,) znane jest tez wzmocnienie uktadu k., to najprost-

sza transmitancja G(s), ktéora ma takie wlasnosci, musi spetnia¢ rownanie,

z ktoérego mozna wyznaczy¢ warto$¢ wzmocnienia k:

. k 1

lims —=k,y — k=k,(=p)..(=p,)-

0 (s=pp)s=p,) s
3° Jednoznaczne zdefiniowane transmitancji wymaga podania biegunow (pi<pn),

wzmocnienia uktadu k.« oraz informacji o zerach transmitancji (z1=zm).
(s—z))e(s—2,)
(s=p)-(s=p,)

Lo —z)e(s — 1 -p;)-(—
adzie Timse B2 =2) 1 (=p)-A=p,)
20 (s=p)-(s—p,) 8 (=2)-(=2,)

Bieguny i wzmocnienie transmitancji wynikaja z oczekiwanych wlasnosci przebiegow
czasowych, podobnie jak w przypadku réwnan rdézniczkowych (— 4.3.3, 7.5.2).
Wptyw zer uktadu na wlasnosci dynamiki najtatwiej jest wykaza¢ podczas analizy
czestotliwosciowej, co jest tematem rozdziatu 14.

Woéwezas: G(s) =k

ukd = k=k,y

11.2. Transmitancje uktadéw wielowymiarowych

11.2.1. Metody wyznaczania transmitancji [19]

Transmitancja z definicji opisuje uktad typu SISO. Jesli uktad ma wiele wejs$¢ 1 wiele
wyj$¢ (MIMO), to mozna wyznaczy¢ wiele transmitancji. Uktad réwnan rézniczko-
wych, tworzacy model MIMO, po zastosowaniu operatora (11-4) staje si¢ ukladem
rownan operatorowych. Rozwigzujac ten uktad dla kazdej zmiennej wyjsciowej xi,
otrzymujemy wyrazenie w postaci sumy:

x;(8) =Gy (u, () +...+ Gy, ($)u, (5), (11-15)

gdzie: Gi+Gi, to transmitancje zmiennej x; od poszczegolnych wejs¢ wu;. Zbidr
wszystkich transmitancji uktadu MIMO mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;:

x(s) = G(s)u(s), (11-16)
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gdzie: x(s) i u(s) to wektory transformat zmiennych wyjsciowych i wejsciowych, na-
tomiast G(s) nazywa si¢ macierzg transmitancji lub transmitancja macierzowa.

Pojecie transmitancji macierzowej wynika z metody wyznaczenia transmitancji
dla rownan stanu. RoOwnania stanu (8-6) sa przeksztatcone do postaci operatorowe;j:

sx(s) = Ax(s) + Bu(s) (11-17)
a nastgpnie wykonane s3 operacje macierzowe:
sx(s) — Ax(s) =Bu(s) — x(s) = (sT—A) "' Bu(s) = G(s)u(s). (11-18)

Transmitancja macierzowa jest rodzajem operatora macierzowego G(s), ktéry opisuje
zwigzek transformaty wektora wejsciowego u(s) i wyjsciowego x(s).

Przyklad: Uktad réwnan:
{xl(t)_allxl(t)+a12x2(t)+blul(t) — |:)'cl(t)}:|:a“ a121||:x1(t)j|+|:bl 0}|:“1(f)} (11-19)
%, (1) = @y, (1) + Ay, (1) + by (7) %, (1) ay an || @) [0 by |u, (1) )
mozna zapisa¢ kolejno w postaci macierzowej (11-17) i (11-18), czyli:
S|:xl (S)} _ fa,  a, }[)ﬁ (S)} 4 |:b1 0 }[“1 (S)} N |:x1 (V)} _ [S a4y —ap }_l[bl 0 }|:”1 (9)} .
()] [an axp ] X(s) 0 b, |uy(s) x,(s) —ay  s—ay]| [0 b u(s)

Wykorzystujac ogdlny wzér na elementy macierzy odwrotnej (1-10), otrzymujemy:
r T

1+1 S— azz 142 - az]
{xl (s)} _ D det(sl — A) D det(sl — A) {bl 0 }{ul (s)}
XZ(S) (_1)2+1 - alz (_1)2+2 N _an 0 b2 uz(s) ’
det(s] — A) det(s] — A)
[ s- a5 a,
{xl(s)} _| det(s7—4)  det(s - 4) {bl 0 }{ul(s)}
x,(s) ) S~ ay 0 b, | u(s)

| det(sT— 4)  det(s] — A)

gdzie wyrazenie w mianowniku det(s/ — 4) = (s —a,, (s — a,, ) — a,,a,, -
Ostatecznie po uproszczeniu wyrazen otrzymujemy:

(s —ay)b ab,

x()| | M(s) M(s) u(s)| [G(s) Gp(s) | u(s)
|:X2 (S)} Tl ayh (s —ay,)b, |:u2(s):| B |:G21(S) G,, (S)}Lz (S)} > (11-20)
M(s) M(s)

gdzie: M(s) = (s — ai)(s — axn) — anan.
Zastosowanie operatora macierzowego (11-18) w przeksztalceniach analitycznych
wymaga odwracania macierzy (co jest ucigzliwe, gdy dotyczy operacji symbolicznych
na wyrazeniach) i mianownik wszystkich transmitancji uktadu, ktéry jest kluczowy
w badaniu stabilnosci, jest obliczany na podstawie jednej operacji (mato przeksztat-
cen, ale trudno zweryfikowac poprawnos¢ obliczen).
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Do analitycznego wyznaczania macierzy transmitancji uktadu MIMO mozna zasto-
sowac¢ analogiczne metody jak to rozwigzywania uktadow réwnan (— 1.3.2), na przy-
ktad wzory Cramera. Po przeksztalceniu ukltadu rownan rézniczkowych do postaci
operatorowej, wyrazenia ze zmienng s oraz transformaty zmiennych wejsciowych sa
traktowane analogicznie jak state wspdtczynniki i uktad zostaje zapisany w postaci:

ax (s)+a,x,(s)+..+a,x,(s)=b, (11-21)

gdzie wektory kolumnowe a;+a, zawierajg wyrazenia ze zmienng s, a wektor b zawie-
ra zmienne transformaty zmiennych wejsciowych.

Przyklad: Uktad réwnan (11-19) przeksztatcony do postaci operatorowe;:

{xl(t) = a;,x%,(1) + a,, %, (¢) + bty (1) N {S?ﬁ(s)_anxl(s)_alzxz(s) = by, (s)

X, (1) = ay %, () + @y, X, (1) + by, (7) 85X, (8) = @31, () — Az, (s) = byuty ()

mozna zapisa¢ kolejno w postaci macierzowej (11-17) 1 (11-18) , czyli:

s—ay, —a, _ b, (s)
|: —day :|XI o L - "22:|x2 0= [bzuz (S):| '

Na podstawie wzorow Cramera (1-12) otrzymujemy:

o |:blu1(s) —an }
X = jet(b’az) _ by (s) s—ay _ (5 = ay bty (5) + @by (s) _ (s —ax )b uy(s) + a,b, 0y (s) >
et(a,,a,) det(a,.a,) M(s) M(s) M(s)
e{s_an blul(s)}
X = ;et(avb) _ —ay  buy(s)| (5 = ay, by (5) + ay by () _ b u,(s) + (s —ay, )by 11y(s)
et(a,.a,) det(a,,a,) M(s) M(s) M(s)

—dy §—d,

s—a, -—a
gdzie M(s)=det(a,,a,) = det{ " " } = (s = Ns —ay)-apay

W ten sposob mozna przeksztatca¢ nie tylko réwnania stanu, ale takze modele zawie-
rajace rownania wyzszych rzedéow i pochodne zmiennych wejsciowych (przyktady
— 13.1.3). Metoda nie wymaga odwracania macierzy, ale mianownik wszystkich
transmitancji jest obliczany na podstawie jednej operacji, podobnie jak przy zastoso-
waniu operatora macierzowego.

Alternatywny sposob wyznaczania transmitancji uktadéw wielowymiarowych po-
lega rozwigzaniu ukltadu réwnan operatorowych poprzez eliminowanie kolejnych
zmiennych. Mozna go zastosowac do kazdego uktadu réwnan bez eliminowania po-
chodnych wyzszego rzedu i pochodnych zmiennych wejsciowych.

Przyklad: Uktad rownan (11-19) w postaci operatorowej mozna uporzadkowac:
{551 () = ayx (D) + apx, () + b () _, {(5 —ay, )% (5) = a,%,(s) + by ()
%, (1) = ay %, (1) + ayx, (1) + byt (1) (5= a5 (5) = %, (8) + bytay (s)
i w celu skrdocenia zapisu kolejnych operacji wprowadzi¢ robocze symbole Mi(s) i Mo(s):
{Ml(s)xl(s) = a1 X, (s) + by (5) , gdzie M(s)=s-aqa,
M, (5)x,(s) = ay1x,(5) + byuty (5) My(s)=s—ay °

(11-22)
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Wyznaczajgc z ukladu (11-22) jedng ze zmiennych wyjsciowych, na przyktad x;:
x(s) = a,,%,(8) + by (s)
M,(s)

i podstawiajac do drugiego rownania, otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma x»:
ay,%,(8) + bty (s)
M,(s)

Obustronne mnozenie przez Mi(s) pozwala wyeliminowac¢ wyrazenia utamkowe:
M, ()M, (5)x,(s) = aya,,%, () + ay b, (s) + M, (s)b,u,(s) »
poniewaz ostateczna postac transmitancji powinna mie¢ posta¢ funkcji wymiernej:
ay b (s) + M, (s)byu,(s)
M, (s)M,(s) — ay,a,,

(11-23)

M, ($)x,(s) = ay, +byuy(5) ‘ M(s) .

X, (s) =

Podstawiajac funkcje x, do wyrazenia (11-23), uzyskujemy rownanie z niewiadoma x;:
ay b, (s) + M, (s)byu, ()
M1 (S)Mz(s) —apdy

M, (s)x,(s) = ay, + by (s) ‘~(M1(S)M2(s)—a12a21) .
Po wyeliminowaniu mianownika réwnanie ma postac:

M ()M, (5)M (5) = 15, i (5) = @iy by (5) + @ My ()bt (5) + (M ()M (5) = o Joya (s) -
Jesli wszystkie operacje byly wykonane poprawnie, to réwnanie zawsze mozna uproscic i
otrzyma¢ transmitancj¢ postaci:

Myby(s)u,(s) + appbytty ()

)= M, (s)M,(s) — ajay,

Wszystkie wyznaczone transmitancje dla xi(s) 1 x2(s) majg taki sam mianownik
M(s) = (s — an)(s — ax2) —anazi, a poniewaz wyrazenie M(s) bytlo wyznaczane na dwa sposo-
by, to oznacza z duzym prawdopodobienstwem, ze jest ono poprawne.

Metoda eliminowania kolejnych zmiennych jest bardziej pracochtonna, ale cigg prze-
ksztalcen umozliwia kontrolowanie poprawnosci wykonania operacji (zawsze wyste-
puja te same formy wyrazen oraz mozliwos$ci upraszczania i porzadkowania).

11.2.2. Analityczne badanie transmitancji uktadéw MIMO

Transmitancja nie zalezy od metody przeksztatcenia uktadu réwnan rézniczkowych,
co mozna wykorzysta¢ do weryfikacji poprawnosci obliczen. Poza tym, podczas prze-
ksztalcen, mozna zauwazy¢ powtarzajace si¢ schematy przeksztatcen charakterystycz-
ne dla uktadow typu kaskada niewspotdziatajaca lub wspotdziatajaca (— 10.1). Poni-
zej w tabeli 11-2, przedstawiono porownanie przeksztatcen za pomocg: a) operatora
macierzowego, b) wzoréw Cramera, c) eliminowania kolejnych zmiennych. Ostatecz-
na posta¢ transmitancji oczywiscie nie zalezy od metody przeksztalcania, ale warto
zwroci¢ uwage na miejsce wystegpowanie wielomianéw M, 1 M,, zwigzanych z po-
szczegblnymi rownaniami stanu i charakterystyczne dla kazdego typu kaskady.
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Tabela 11-2. Transmitancje kaskady niewspotdziatajacej i wspotdziatajacej (por. tabela 10-1)

Kaskada niewspotdziatajaca Kaskada wspétdziatajaca
{5‘1 (1) = ayx, () + by (1) {xl(t) = a2, (1) + ay %, (0) + by ()
%, (1) = ay%, (1) + ay %, (1) + bty (7) % (1) = ay %, (1) + ayx, (1) + by (1)

M1:S—all, M2:S—022, M = MM, — ay; axn

a) {xl(s)}_{Ml OTP 0i||:u1(s)i| {xl(s)}_{Ml —alz}_[bl O}[ul(s)}
x,(s) - —ay M, 0 b, Juy(s) x,(s) - -4y M, 0 b, Jluy(s)

b) M, 0 _ bu,(s) M, bu,(s)

{_ a21:|xl(s) + [ijz(s) = |:b2”2(s):| [_ a21:|x1 (s) J{ } x,(s) = Lzuz(s)}
9) {Mlxl () = by (s) {Mlxl(s) =a;,%,(8) + by (s)

Myx,y(s) = ayx, () + bty () Myx, () = ay;x, () + bty (s)
bM, a,b

xl(?)— 141(?) x(s) = M) u(s)+ 1\;( 2)142(?)

x,(s) = Mlljlz/llz uy(s)+ 2”2(5) x,(s) = A/II(ZI) u(s)+ M( ) uy(s)

x,(s) = Gy () (s) x,(8) = Gy ($)uy (5) + Gy ()uy (s)

X, (8) = Gy (8)u (8) + Gy ()t () Xy (8) = Gy (8)uy () + Gy ()t ()

W celu skrocenia zapisu w tabeli zastosowano oznaczenia: Mi = Mi(s), M> = Ma(s), M = M(s).

Jesli uktad jest typu kaskada wspotdziatajaca, to wszystkie transmitancje uktadu maja
taki sam mianownik, wigc rownanie charakterystyczne, ktére jest podstawa badania
stabilno$ci, mozna wyznaczy¢ na podstawie mianownika dowolnej transmitancji
(M(s) = 0). Jesli uktad jest obiektem typu kaskada niewspodtdziatajgca (uktad unilate-
ralny), to wystgpig transmitancje roznego rzedu (rézny stopien wielomianu mianowni-
kow). Do wyznaczenia rownania charakterystycznego uktadu nalezy wybraé¢ transmi-
tancje wyzszego rzedu, ktore opisujg caly uktad. Identyczne transmitancje powstajg na
podstawie pojedynczych réwnan (tabela 4-7).

Obliczenie punktu rownowagi uktadu MIMO odbywa si¢ analogicznie jak uktadu
SISO, czyli na podstawie twierdzenia o wartosci koncowej (11-14), ale z uwzglednie-
niem wszystkich wejs$¢. Na przyktad dla kaskady wspotdziatajacej z tabeli 11-2 wspot-
rzedne punktu rownowagi obliczamy na podstawie wyrazen:

0= tli_)ngl (n= P_l;lgsxl (s)= EEI(}SGII(S)UI (s)+ £§135G12 (), (s),
X,y = limx, (¢) = limsx, (s) = limsG,, (s)u, (s) + limsG,, (s)u, (s), (11-24)
t—0 s—0 s—0 s—0

o ile granice dla x;(?) 1 x(¢) istniejg (uktad ma punkt rownowagi).
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Pelny model MIMO sktada si¢ z kilku transmitancji, ktore opisuja relacje miedzy
kazdym wejsciem i wyjsciem obiektu i ktore mozna uzy¢ do konstrukcji schematu
blokowego modelu. W ten sposdb wykonano (rys. 11-2) schematy kaskad, opisanych

w tabeli 11-2. Schematy nie odwzoro-
wuja wewnetrznej struktury obiektu —
nie widaé, ze zmienne stanu (xi, x2)
wplywaja na siebie nawzajem. Infor-
macja o wewnetrznych sprzezeniach
jest zawarta w kazdej z transmitancji,
szczegoOlnie w mianowniku, ktéry wy-
znacza rownanie charakterystyczne. Ze
schematu wynika, ze podstawowe ba-
dania dynamiki, ktére polegaja zazwy-

Gll(S)—>

Uy X1

u

up
GZI(S)})LZ
Go(s)|*

u;

Gll(S)

Ga(s)

+y X
+

Gai(s)
+

X3

Ga(s)

+

Rys. 11-2. Schematy blokowe kaskad (tabela 11-2)

czaj na obserwowaniu tylko wybranych sygnatéw wyjsciowych, mozna realizowac na

wybranych trasmitancjach, poniewaz:

— skokowa/impulsowg zmiang sygnalu podaje si¢ zawsze tylko na jednym, wybra-

nym wejsciu,

— wartosci poczatkowe wszystkich sygnatéw wejsciowych (u1, u2) musza mie¢ war-
tos¢ zero (zerowe warunki poczatkowe wynikajg z definicji transmitancji).
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12. Badania symulacyjne na podstawie transmitancji
czyli zndw to samo, ale symulacyjnie

12.1. Wprowadzenie

Zastosowanie transmitancji znacznie ulatwia podstawowe badania symulacyjne ukta-
déw liniowych, poniewaz:

— czgsto wystarcza badanie relacji migdzy jednym wejsciem i jednym wyjsciem,

— latwo jest obliczac i konstruowaé schematy ztozonych obiektow.

Badania z wymuszeniem skokowym i impulsowym mozna prowadzi¢ z wykorzys-
taniem schematow graficznych (— 12.2.1) Iub funkcji (— 12.2.2). Mozna zdefinio-
waé dowolng transmitancje, ale symulacje mozna wykonac¢ jedynie dla transmitancji,
w ktorej stopien licznika jest co najwyzej réwny stopniowi mianownika.

12.2. Definicja transmitancji w blokach i funkcjach

12.2.1. Specjalistyczne bloki na schemacie graficznym

Przygotowanie schematu symulacyjnego na podstawie transmitancji opiera si¢ na spe-
cjalnych blokach (), ktére pozwalajg definiowac typowe transmitancje, czyli funkcje
wymierne zmienne;j s.

Tabela 12-1. Podstawowe bloki do definiowania modeli w postaci transmitancji

Matlab (Simulink) Scilab (Xcos)
transmitancja | Transfer Fcn CLR

Podstawowy blok Transfer Fen (rys. 12-1) umozliwia definiowanie modelu SISO:

m
B1.5+00 b,s" +..+bs+b,

x x(s) = u(s),  (12-1)

Hige

a2.s2+al s+al ans" +..+as+a,
t0 Step nsfer Fon
0 [b1, b0]

du a2, al, al]

przy czym zawsze m <n. Wspdlczynniki
licznika 1 mianownika sg podstawiane do

Constant Scope parametréw bloku w postaci wektorow war-

Rys. 12-1. Blok transmitancji (Matlab) tosci ([b1, b0], [a4, a3, a2, a1, a0]), ktére mozna
zdefiniowaé wprost na liscie parametrow

lub przekaza¢ za pomocg zmiennych wektorowych. Prezentowany powyzej schemat

jest przygotowany do badania reakcji na wymuszenie skokowe du w zadanym punkcie

pracy (u0, x0). Uwzglednia on fakt, ze blok transmitancji nie zawiera warunkow po-

czagtkowych!, co faktycznie oznacza zerowe warunki poczatkowe (zgodnie z definicjg

11 Matlab(N) oferuje blok transmitancji bez tego ograniczenia, jednak jest to de facto blok, ktory jedynie
nie ujawnia ograniczen (stosuje konwersje na rdwnania stanu).
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transmitancji). Jesli wiec symulacja ma si¢ rozpoczyna¢ od stanu réwnowagi,

to wartos¢ poczatkowa u(f) musi by¢ rowna zeru. Poprawne badanie reakcji uktadu na

dowolna skokowa zmiang wartosci wejsciowej w dowolnym punkcie pracy mozna

zrealizowac¢ na dwa sposoby (— 5.2.3):

— zdefiniowaé skok jako zmiang wuo— uy, uruchomic¢ symulacje od zerowych (do-
myslnych) warunkéw poczatkowych i zapewni¢ aby skokowa zmiana nastgpowata
dopiero po tym, jak uktad osiagnie stan rownowagi dla poczatkowej wartosci wy-
muszenia uo (rys. 12-2),

— zdefiniowac skok jako 0 — d, (gdzie d,= ur— uo), uruchomi¢ symulacje od zero-
wych (domysinych) warunkéw poczatkowych, i przesungé sygnat wyjsciowy
z bloku transmitancji (d,) do punktu rownowagi xo, wyznaczonego z rownania sta-
tycznego dla poczatkowej wartosci uo (rys. 12-3).

u A Uy A
Up du du:Uk-U(}

:t 0

‘) g s
: dt —
p ! + )CO:X( l,{())

>

Rys. 12-3. Reakcja bloku transmitancji (dx)
na skokowg zmian¢ wymuszenia (dx)
i przesunigcie odpowiedzi do punktu x0(z0).

Rys. 12-2. Reakcja bloku transmitancji (x)
na zmian¢ wymuszenia #0 — ux.

Podajac skokowg zmiang 0—d, na blok transmitancji, otrzymujemy na wyjsciu sygnat
dx, ktéry mozna interpretowac jako reakcje wzgledem stanu réwnowagi (— 4.2.2).
Takie badanie wystarcza do analizy uktadu liniowego, poniewaz jego wlasnosci dy-
namiki nie zaleza od punktu pracy. Przesunigcie sygnatu do punktu rownowagi xo sto-
suje si¢ na przyktad podczas poréwnania wykresow z wartosciami pomiarowymi.

Omowiony sposob realizacji badan dotyczyt modeli SISO i transmitancji w postaci
funkcji wymiernej (12-1). ROwnowazne postacie transmitancji:

G(S):bmsm+...+b1s+b0:k(s—zl)...(s—zm)_ ki, bis+b,

= 12-2

a,s" +..+a;s+a, (s—pl)...(s—pn) Tis+1 5% +as+a, ( )
mozna zdefiniowaé przez wymnozenie czynnikow i wyznaczenie wspotczynnikow
wielomianéw licznika i mianownika, albo jako szeregowe potaczenie prostych trans-
mitancji. Analogicznie wykonywane sg tez badania modeli MIMO — na podstawie

wybranej transmitancji lub przez konstrukcje i badanie schematu blokowego uktadu
MIMO (— 11.2.3).

12.2.2. Specjalistyczne funkcje w skryptach

Podstawowe badania dynamiki modeli opisanych za pomocg transmitancji mozna zre-
alizowa¢ za pomocg prostych funkcji (tabela 12-2). Podstawowy sposob definicji
transmitancji postaci (12-2) opiera si¢ na podstawie wartosci wspotczynnikow wielo-
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mianu w liczniku 1 mianowniku (funkcja tf) lub na podstawie wartoSci zer, biegundéw
i wzmocnienia (funkcja zpk). Jest jeszcze jeden sposob definicji transmitancji (w Sci-
labie jedyny sposob) — w oparciu o wczesniejsza definicj¢ zmiennej s, ktorej mozna
nastepnie uzywaé do zapisania wyrazenia dla kazdej postaci transmitancji (12-2). Zde-
finiowany model jest zapamigtany w $rodowisku programu pod wybrang nazwg jako
zmienna typu obiekt LTl. Parametry i ograniczenia funkcji sg takie same jak analogicz-
nych blokéw na schematach.

Tabela 12-2. Wybrane funkcje do definiowania i badania transmitancji

Matlab (Control) / Octave (Control) Scilab

Definicja model = tf(L, M)
transmitancji |model = zpk(Z, P, k) model = zpk([1 1],[1 2 3],3,"c")

s = tf('s"); s = poly(0,'s");

model = 1/(1+2*s); model = syslin('c', 1, (2*s+1) );

model = syslin('c', 1/(2*s+1) );

Potaczenia +5\/ 51

parallel, series, feedback
Odpowiedzi  |step(model) plot(t, csim('step',t,model))
CcZasowe impuse(model) plot(t, csim('impulse',t,model)

gdzie: model — nazwa modelu; L, M— wektory wspotczynnikéw licznika i mianownika;
Z,p — wektory zer i1 biegunow; k — wzmocnienie, t — wektor czasu.

Poza definicja prostych transmitancji mozna takze konstruowac ztozone schematy
blokowe, do czego stuzg operatory (np. +, *) i funkcje (np. parallel, series, feedback). Zde-
finiowane w ten sposéb modele mozna bada¢, generujac wykresy odpowiedzi skoko-
wych lub impulsowych (step, impulse), co pozwala zapisa¢ caly program badan w pro-
stych skryptach (tabela 12-3). Odpowiedzi na dowolne wymuszenia skokowe mozna
uzyskaé przez skalowanie i przesuwanie (analogicznie jak w przypadku roéwnan stanu
— tabela 9-3).

Tabela 12-3. Przyktad skryptu do definiowania i badania transmitancji

Matlab / Octave Scilab
s = tf('s"); s = poly(0,'s");
G1=1/(1+2"s); G1 =syslin('c', 1/(2*s+1) );
t=0:0.05:5;
step(G1); plot(t,csim('step’, t, G1));

Badania symulacyjne modeli w postaci transmitancji zazwyczaj ogranicza si¢ do wy-
branych transmitancji uktadu, czyli modeli SISO. Mozliwos¢ definiowania modeli
MIMO zalezy od programu symulacyjnego — w Matlabie jest to mozliwe poprzez po-
danie parametrow funkcji tf, na przyktad dla uktadéw z tabeli 11-2:

model = tf( {L11, L12; L21, L22}, {M, M; M, M} ),
gdzie L11,L12, L21, 122, M to wektory wspotczynnikow w licznikach 1 mianownikach.
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12.2.3. Funkcje wspomagajace analize

Modele zdefiniowane jako obiekty LTI, czyli réwnania stanu i transmitancje, mozna
wzajemnie konwertowacé na rOwnowazne postacie (tabela 12-4).

Tabela 12-4. Konwersja transmitancji i rownan stanu (obiektoéw LTI)

Konwersja: Matlab (Control) / Octave (Signal) Scilab

réwnan stanu  |model_tf = ss2tf(model_ss) model_tf = ss2tf(model_ss)

¢ ancii model_ss = tf2ss(model_tf) model_ss = tf2ss(model_tf)
Tansmuanct 1 model_zpk = ti2zk(model._t)

¢ ancii model_ss = zpk2ss(model_zpk) model_ss = zpk2ss(model_zpk)
Tansmuanct 1 yodel_tf = zpk2tf(model_zpk) model_tf = zpk2tf(model_zpk)

W Matlabie kazda z funkcji ss, tf, zpk stuzy zarowno do definicji (jesli parametrami sg
macierze/wektory wspotczynnikow), jak i do konwersji (jesli parametrem jest nazwa
obiektu LTl). Przy okazji konwersji transmitancji i réwnan stanu przez funkcj¢ zpk
(zpk2ss, zpk2tf) wyznaczane sg podstawowe parametry modelu: wzmocnienie uktadu,
bieguny i zera, zgodnie z (12-2).

Funkcje do definiowania, konwersji i analizy modeli dynamiki (obiekty LTI) sa
w Matlabie czgécia biblioteki Control Toolbox, ktéry zawiera caty szereg funkcji wspo-
magajacych analize i projektowanie uktadow dynamiki. Sa wsrod nich zaréwno funk-
cje do wyznaczania podstawowych parametrow dynamiki modelu (tabela 12-5), jak i
roézne funkcje wspomagajace projektowanie uktadéw sterowania obiektem (procesem)
technologicznym.

Tabela 12-5. Wybrane funkcje wspomagajace badanie transmitancji

Matlab (Control) / Octave (Control) Scilab
Bieguny i zera uktadu pole(model), zero(model) -
Wzmocnienie dcgain(model) -
Thumienie damp(model) [wn,ksi] = damp(model)
Polozenie biegunow i zer |pzmap(model) -

gdzie model — nazwa modelu (obiektu LTI).
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13. Analiza i projektowanie na podstawie transmitancji
czyli czas na aplikacje i interpretacje

13.1. Przyktady uktadow

13.1.1. Kaskady zbiornikow

Kaskady zbiornikow opisane za pomoca rownan stanu (tabela 10-2), mozna analizo-
wacé takze za pomoca transmitancji. Przeksztalcenie rozpoczyna si¢ od wprowadzenia
rownan operatorowych i uporzgdkowanie ich zaleznie od wybranej metody: a) opera-
tora macierzowego, b) wzoréw Cramera, ¢) eliminowania zmiennych (— 11.2.1).

Dla skrocenia zapisu rdwnan operatorowych ponizej zastosowano proste symbole transfor-
mat: iy = hi(s), h2 = ha(s), fuet = fue1(), fuwez = fue2(s), ), fry = fun(S).
1° Kaskada niewspotdziatajaca (rys. 10-1):
Ah (1) = fo0 (D) —ayhy (t
{ 1_1() fwel() ajhy (1) (13_1)
A0y (1) = [ (O + ayhy () — ayhy (1)

a) Ahb | |=a 0 A +1 0f fuer | — [x M 0 o Ser ,
SAzhz la -a|h| |0 1]/, LJ{—% Mj {o 1}[/@}

b) {SAlhl tahy = foa — |:M1 :|h1 +|: 0 :|h - [/E“’l:|»
s, —ahy + ayhy = £, - M, Swe2

C) {(Als + al)hl = fwel — {Mlhl = fwel .
(Ays+ay))hy =aih + f . Myhy =ahy + £,

gdzie: M, = Ais + a1, Mo = Azs + as.

2° Kaskada zbiornikdéw polaczonych przewodem (rys. 10-2):

{Al ()= foa (0= ay (i (1) = (1) (132)
Ayhy(6) = fryea (O + ay (B () = 1y () = ay iy (1)

o2 i L 31T )
AAzhz a —(a+a)|h 0 1] fie X, -a M, 0 1] /e

b) s +ah —ah, = £, | M M aq = Sivel ,
sdhy —ahy +(a; + a))h, = f, -9 1 M, P e

we2

c) {(Als“'al)hl =ahy+ [l — {Mlhl =ahy + ,
(Ays+ay+ay)hy, =ah + [ Myhy =ahy + [,

gdzie: Mi = Ais + a1, Mo = Ass + a1 + aa,
3° Kaskada zbiornikow potaczonych przewodem i z pompa wyjsciowa (rys. 10-3):

PIOEFORFAIORYAG) (13-3)
Ay (1) = a( (1) = (D)) + [1(0). [5(6) = frea ()= £, ()
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a)s Ay |Ta 9 Iy " L O fua| — | X M —a oo Svet s
Ah, - a -—ah 0 11 f Xa - -a M, 0 1] f

b) {SAlhl +ah —ah, = f,, — |iM1 :|x + {_ ali|x _ |:fwel:| ,
1 2 =

sdyhy —ayhy + ahy = f, -q M, e
c) {(AIS ta)h =ah + £, — {Mlhl =ah + [ ,
(Ays +a)hy = ahy + f, Myhy = ahy + f,

gdzie: Mi=Ais+ a1, Ma= A + a1

Poréownujgc formy réwnan operatorowych, mozna wskazaé charakterystyczne cechy
poszczegdlnych kaskad, a takze podobienstwa na kolejnych etapach przeksztalcania.
W tabeli 13-1 przedstawiono rezultaty tych operacji.

Tabela 13-1. Porownanie transmitancji kaskad zbiornikéw (por. tabela 11-2, tabela 10-2)

Rys. 10-1 (13-1) Rys. 10-2 (13-2) | Rys. 103 (13-3)
K. niewspotdziatajaca Kaskada wspotdziatajaca
() =Gy 1(5) [ (5) + Gia(5) f(s)
1y (8) = Gy (8) fruer (8) + G (8) f(9)

Mi=Ais+a, Mo=Axs + a2 Mi=Ais+tai, Mo=Axs+a+a Mi=Ais+ a1, Mo=As +ai

Ss) = fea(s) Ss) = fuea(s) 15(8) = frvea(s) — fin(s)
=4, _M,
G (s) = A/l[ > Gp(s)=0 Gy (s)= I, G,(s)= V
1 Y a
G, (s) = —2 > G, (5) = el B
G,,(s) = 4, Gyy(s) = 1 2(5) M 2(s) M
M]Mz M2 gdzie: M:Mle—alz
MM = (A1s+ar)(A2s+az) M =A41428* HA(a1+ax)+Axar)s+araz |M = 414252+ ar(A1+A42) s

W celu skrdocenia zapisu w tabeli zastosowano oznaczenia: Mi = Mi(s), Mz = Ma(s), M = M(s).

Roéwnania charakterystyczne kaskad sg identyczne jak wyznaczone wczesniej na pod-
stawie rownan stanu (tabela 10-2). Do rozwazenia pozostaje wptyw zer, ktore poja-
wiajg si¢ w transmitancjach kaskady wspoétdziatajacej, a ktore sg zwigzane z wielo-
mianami M, i M, (— 13.2.2).

13.1.2. Obiekty cieplne

Roéwnania stanu przyktadowych kaskad obiektow cieplnych (— 10.2.2) zostang pod-
dane przeksztatceniu na rGwnania operatorowe.

W celu skrécenia zapisu rownan operatorowych ponizej zastosowano proste symbole trans-
format: 71 = Ti(s), T>= Ta(s), Tw= T($), Tzew= Tzew(s).

1° Uktad pomieszczen potaczonych przewodem (rys. 10-4) jest opisany uktadem :

{CVIT} () =K ;(T,,()~T,(0)~ K, (T, (1)~ T,,,(©))

C, Ty () =K (T,(0)-T,(8)) - K, (T, ()~ T..., (1)) (13-4
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zew zew

(Cops+ K, + K )T, =K, T, + K, T, M,T, =K T, + K,T,
gdzie: My = Cyis + Ky + Ki, Mo = Cios + Kr + K.

{(C‘,ls +K,+K)T, =K ,T, +KT. N {MITI =K,T,+KT

2° Model uktadu pomieszczen ze wspdlng $Sciang (rys. 10-5) tworzg rownania:
Caly () =K, (T,(0)=T,0) = K, (T, ()= T..,, ()= K (T, () =T (1)
Coly () =K (T, ()= T5(0)= K5 (T (1) = T (0)+ K5 (T, () =T, (1)
(Cys+K, +K, +K)TI, =K;T, +K,T, +KT,, _ (MT, =KT,+K,T, +KT.,
(C,os+ Kf +K, +K;)T, = (Kf + KT, + K, T, M,T, = (Kf + KT, +K,T,,, ’
gdzie: M, =Cus+ Kf+ Ki+ K3, M= Cys + K_/+ K+ K.
Wynikiem dalszych operacji sg transmitancje o mianownikach typowych dla kaskady
niewspoldziatajacej i wspotdziatajacej (tabela 13-2).

(13-5)

Tabela 13-2. Poréwnanie transmitancji kaskad zbiornikow (por.tabela 11-2, tabela 10-3)
Rys. 10-4 (13-1) Rys. 10-2 (13-2)
Kaskada niewspoétdziatajaca Kaskada wspotdziatajaca
T1(s) =G ()T, (5)+ G, ()T, (5)

T,(s) = Gy (9)T,,(5) + Gy ()T, (5)
M1 = Cus + Krt+ K1, Mo = Cias + K+ Ko M =Cus+ Kr+ K1+ K3, Mo = Ci2s + Kr+ K2+ K3

£ K pSmM K,K, +K,M
! ! pJmoMo ,K; M,
G V= G S)=— G = G s =—"-"-"—— =
11(5) M, 12(s) M, neo) " () -
/ K, (K, +K5) (K, +K)K, +K,M
Gz](s): Kf 7G22(s):w GZI(‘S‘):%’Gn(s‘): / 3M1 2
M\ M, MM,

gdzie: M =M M, —(K, +K;)K,

W celu skrocenia zapisu w tabeli zastosowano oznaczenia: Mi = Mi(s), M> = Ma(s), M = M(s).

Roéwnania charakterystyczne kaskad sg identyczne jak wyznaczone wczesniej na pod-
stawie rownan stanu (tabela 10-3). Nalezy jedynie przeanalizowa¢ wptyw zer, ktore
pojawiaja sie¢ w transmitancjach obu kaskad (— 13.2.2).

13.1.3. Uktady mechaniczne

Uktad mechaniczny, ktéry zawiera zarowno masy, jak i elementy sprezyste, jest opi-
sywany modelem dos¢ duzego rzedu. Jesli model ten ma posta¢ rownan stanu, to pro-
wadzenie badan analitycznych, ktore wigza si¢ z obliczaniem wyznacznikow macierzy
jest pracochtonne. Znacznie prostsza jest operatorowa metoda wyznaczania rownania
charakterystycznego (wyznaczania transmitancji).

Dla przyktadu rozwazymy ponownie rézne warianty liniowego uktadu mechanicz-
nego z rozdzialu 10.3.1. Po przeksztatceniu uktadu réwnan rézniczkowych na uktad
rownan operatorowych i wprowadzeniu oznaczen M; i M, dla wielomiandw zwigza-
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nych z poszczegdlnymi roéwnaniami stanu (tabela 13-3), widoczne staje si¢ podobien-
stwo do rownan wspotdzialajacej kaskady zbiornikow (tabela 13-1).

Tabela 13-3. Poréwnanie transmitancji uktadu mechanicznego (rys. 10-6)

Rys. 10-6, przypadek (10-11) Rys. 10-6, przypadek (10-15)

{mljc'l (1) + by, (1) + 3, + ¢ (x,(1) = x,(£)) = 0 {blxl () + %, (1) + ¢, (x, () = x,(£)) = 0

Mo (1) + by, (1) + € (1) = 3, (1) = F (1) by (1) + &3 (1) = (1)) = F (1)

(mls2 +bhs+¢ +c, )xl (8)—cx,(5)=0 (bls +¢ +c, )xl (8)—cyx,(8)=0

— X () + (m2s2 +bs+c, )xz (s) =F(s) —c,x,(5) + (bys + ¢, )xz (s) =F(s)
{Mlxl(s) — X, (5)=0 {Mlx1 (s)—cx,(s) =0

— X, (8) + Myx,y(s) = F () — X (s) + Myxy(s) = F(s)
gdzie: My = mis®+ bis + c1 + c2, gdzie: Mi=bis+ci+ e

M =mas?+ bas + 2 Mr=bos + 2

X (8) = G (8)F(8) 5 x,(5) = Gy (8)F(s5)
x,(s) = %F(s) s x(s) = %F(s)

gdzie: M = MM, - ¢

M = (mls2 +bs+c + cz)(mzs2 +b,5+c,)— cg M=(bs+c +c,)(bs+c,)— c%

W celu skrocenia zapisu zastosowano oznaczenia: My = Mi(s), M> = M(s), M = M(s).

W obu przypadkach wyznaczenie transmitancji polega na rozwigzaniu takiego samego
uktadu dwdch rownan, co wynika z liczby punktéw bilansowych w uktadzie i nie za-
lezy od wariantu zatozen dotyczacych mas i tarcia. Ostatecznie rownanie charaktery-
styczne mozna wyznaczy¢ na podstawie jednej wybranej transmitancji, a doktadniej
na podstawie mianownika wspolnego dla wszystkich transmitancji uktadu.

Jesli w badanym uktadzie mechanicznym nie ma zewngtrznej sity wymuszajacej
(brak zmiennej wejsciowej), to tym samym nie mozna wyznaczy¢ transmitancji. Jed-
nak zazwyczaj uktady mechaniczne sg obiektami typu kaskada wspotdziatajaca (zbu-
dowanie kaskady niewspotdziatajgcej wymaga zastosowania specjalnego mechanizmu
— jednokierukowego sprzegla), wigc mozna zalozy¢ wystgpowanie zewnetrznej sity
w dowolnym punkcie bilansowym, wyznaczy¢ transmitancje i roOwnanie charaktery-
styczne uktadu, poniewaz wszystkie transmitancje kaskady wspotdziatajacej majg taki
sam mianownik (to samo réwnanie charakterystyczne).

13.1.4. Obwody elektryczne

Modele dynamiki w postaci transmitancji sg powszechnie stosowane do opisu obwo-
dow elektrycznych, poniewaz zazwyczaj sg to uktady liniowe. Podstawa do wyzna-
czania transmitancji sa rdwnania operatorowe, ktore wynikaja z przeksztalcenia row-
nan rézniczkowych (rézniczkowo-catkowych) opisujacych obwdd, lub powstajg etapie
konstrukeji dzieki zastosowaniu impedancji, czyli wprowadzeniu przeksztatcenia La-
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place’a na poziomie opisu poszczegolnych elementéw (— 2.5). Zrdéznicowane formy
rownan opisujacych obwody elektryczne nie maja znaczenia dla transmitancji, ktore
wynikaja z przeksztalcenia tych rownan, co ilustruja przyktady przedstawione w tabe-

li 13-4.

Tabela 13-4. Poréwnanie transmitancji modeli obwodow elektrycznych (por.tabela 10-4)

Rys. 10-7 (obwdd 1)

Rys. 10-8 (obwdd 2)

1 1
0=sLi +Ri,+— (G —i))+—1i
1°1 1°1 SC(I 2) SC 1

1

1
e = sLyi, + Ryi, +— (i, — 1))
sC

1
0 =sLi + Ry +— (i, —i,)
sC

1
e =sLyi, + Ryi, + — (i, — 1))
sC

{o = (s*L,CC, + sR,CC, + C + C,)i, = Cjiy
10

sCe = —i, +(s*L,C + sR,C +1)i,

0= (sL,C +sRC +1)i, — i,
sCe = —i, +(s*L,C + sR,C +1)i,

M, - Cii, =0
— i, + M,i, = sCe
gdzie: My = s*LiCC1 + sRiCC1 + C + C
My=s’L,C + sR,C+ 1

M —i,=0
— i, + M,i, = sCe
gdzie: M= s LiIC+sRiC+1
M= S2L2C +sRC+ 1

1
)+ —q

1
0=s’Lq, +sRq, +—
19 19 C (¢ c

1
e= Ssz% +sRyq, +E(‘]2 -q)

1
0= sleq1 +sR,q, +E(¢11 —q,)

1
e=s"L,q, +sR,q, +E(q2 -q)

{o—(ﬂcc +SRCC,+C+C))q, —q,
20

C :—q1+(s L,C +5R,C +1)q,

0=(s*LC+sRC+1)q, —¢q
Ce :—q1+(s L,C +sR C-!—l)q2

{ 191 —Cig, =0

-+ My, =Ce

gdzie: M1:S2L1CC1 +sRICC+ C+ Cy
M= S2L2C +sR,C+ 1

{Mlql -q,=0

g+ Myq, = Ce

gd21e. M, = S2L1C+ sRiIC+1
M2: S2L2C + SRzC +1

0 =sLj, + Ry, +uc +ugy
e=sLyi, + Ryi, —u.

0 =sLji, + Ry, +u,
e=sLi, + R, —u- L\ _51°

uc(s) = (qi(s)*q(s))/C = (ir(s)tiz(s))/(sC)
uci(s) = qi(s)/C1=i1(s)/(sCy)

3° sCue =iy — i, >l sCup =10 — i,
sCue =1
_85CG gy, _sCM, _ ,
i(s) = MM, -G, e(s)iy(s) = MM, -G, e(s) i(s) = MIMZ e(v) i,(s) = Mle 1e‘(?)
q1(8) = i1(5)/s, g2(s) = i2(s)/s qi1(s) = i1(s)/s, qz(s) =i(s)/s

uc(s) = (q1(5)+4q2(s))/C = (i1(s)+i2())/(sC)

W celu skrocenia zapisu podczas obliczen zastosowano proste symbole transformat: i = #;(s),

ir=ix(s), q
Ms = M(s), M = M(s).

=q1(5), g2 = q2(5), uc=uc(s), uci = uci(s), e =e(s), oraz oznaczenia: M;=

M1(S),
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Poszczegolne warianty rownan (1°+3°) dla danego obwodu prowadza do uzyskania
transmitancji dla ré6znych zmiennych wyjsciowych (1°) i1, iz, (2°) q1, g2, ale pozostate
transmitancje mozna obliczy¢ na podstawie prostych relacji miedzy transformatami
tych zmiennych:
i(t) = q(1) — i(s) = 5:q(s), q(s)= i(s)/s,
1

u(t) = %qa) -~ [t = )= 46/C=i(SC).

Porownujac powyzsze przyklady modeli w postaci transmitancji (tabela 13-4)
1 w postaci rownan stanu (tabela 10-4), widoczna jest przewaga operatorowej metody
wyznaczania rownania charakterystycznego — wyznaczenie transmitancji wymaga
jedynie rozwigzania uktadu dwoch réwnan, co wynika z liczby oczek i nie zalezy od
typu elementdéw. Z kolei poréwnujac mianowniki transmitancji obu uktadéw, mozna
zauwazyc¢, ze:
— dla obwodu 1, niezaleznie od zmiennych wyjsciowych, transmitancje majg taki

sam mianownik czwartego rzedu:

M, My~ C = (s*LiCC1+sR,CC1+C+C))(s*LoC+sR.C+1) — C

= (s2L1CCr+sRi CC+O)(s* LoCHsR,CH1)+ Ci(s2L.CHs R C),

— dla obwodu 2, mianownik transmitancji zmiennych 7, i i, jest rzgdu czwartego, ale

zawiera biegun zerowy, ktdry mozna upro$ci¢ z zerem transmitancji:

M M,—1= (S2L1C+SR1C+1)(S2L2C+SR2C+1) —1

=5 (SLiCHR | O)(S*LyC+sR,C+1)+ s*LrCHsRC.

Uproszczenie zerowego bieguna oznacza, ze uktad jest faktycznie rzedu trzeciego.
Tym samym potwierdza si¢ rzad uktadu wyznaczony na podstawie roéwnan stanu, gdy
zmiennymi stanu sg niezalezne napi¢cia na kondensatorach i natgzenia pradow
w cewkach.

(13-6)

(13-7)

(13-8)

13.2. Transmitancje ztozonych uktadéw

13.2.1. Schematy blokowe i transmitancje zastepcze

Transmitancje umozliwiajg tatwe konstruowanie schematow blokowych obiektow,
a to dzigki prostej interpretacji szeregowego i rownoleglego potaczenia blokow, kto-
remu odpowiada mnozenie i dodawanie transmitancji (rys. 13-1).

jpmmmmsrs srz==em b, i Gils)
VG [ o l{ I(S) }5—3»
) S ' L Gos) T g g

X, (8) = G,(5)G, (s)u(s) x(s)-z- -(Gl (s)+G, (s))u(s)

Rys. 13-1. Graficzna interpretacja iloczynu (a) i sumy (b) transmitancji
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Poniewaz transmitancje sg modelami liniowymi, to wyznaczanie transmitancji
zastepcezych dla bardziej ztozonych potaczen tez jest proste. Ilustracja niech bedzie
typowy dla automatyki uktad ze sprzg¢zeniem zwrotnym, stosowany jako uktad regula-
cji (rys. 13-2) lub korekcji (rys. 13-3).

T
T "L G

Rys. 13-2. Uktad regulacji

Rys. 13-3. Uktad korekcji

Wyznaczanie modeli zastepczych opiera si¢ na prostych dziataniach arytmetycznych,
a punktem wyjscia jest skompletowanie uktadu niezaleznych rownan, ktére opisuja
zwigzki migdzy sygnatami na schemacie. Transmitancja zastgpcza obiektu, jako zwig-
zek migdzy jednym wejsciem i jednym wyjsciem, powstaje po wyeliminowaniu nad-
miarowych zmiennych i uporzadkowaniu otrzymanego wyrazenia. Po podstawieniu
transmitancji elementéw sktadowych mozna wyznaczy¢ réwnanie charakterystyczne
i badac stabilnos¢ uktadu (potaczenie stabilnych elementéw nie musi oznaczac stabil-
nosci uktadu). Opisane operacje przedstawiono w tabeli 13-5.

Tabela 13-5. Transmitancje zastepcze uktadow ze sprzgzeniem zwrotnym

Uktad regulacji (rys. 13-2)

Uktad korekeji (rys. 13-3)

Sygnaly wyjsciowe

e,uix

e, xix

Petny uktad réwnan

e(s) = w(s) — x(s)
x(s) =G, (s)u(s)
u(s) = G.(s)e(s)

e(s) = w(s) — xy(s)
x(s) = G, (s)e(s)
31 (5) = Gy ()x(s)

transmitancji elementow

Transmitancja zastepcza G,(5)G,(s) G,(s)
G:(s) = x(s) / u(s) G, ()G, (s)+1 G, ()G, (s)+1
G-(s) po podstawieniu L,(s)L,(s) M, (s)L,(s)

M, (s)M,(s) + L, (s)L,(s)

M, ()M, (s)+ L, ()L (s)

gdzie: Lo, L,, Ly — liczniki, M,, M,, My — mianowniki transmitancji G,, G, Gx elementow.

Metoda skompletowania uktadu rownan, ktore opisuja schemat, i rozwigzania tego

uktadu ze wzglgdu na wybrang zmienna wyjsciowg jest metoda ogolng. Gdy schematy
blokowe obiektow sa bardzo zlozone, to pomocne moze by¢ przeksztalcenie schema-
tu na rdbwnowazng, prostszg posta¢ poprzez laczenie blokow oraz przesuwanie we-
ztow sumacyjnych i punktéw zaczepowych (tabela 13-6).
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Tabela 13-6. Wybrane zasady przeksztatcania schematow [19].

Przesuwanie weztdw zaczepowych

GO GO x | u— GO u
L — o0 " [UGE)leu xﬁx ¥

Przesuwanie wezldw sumacyjnych

<
¢

SO ul_> "o . L;"G(S)‘;?:'x u ’x
Uy I 1723 2 G(S) - Uy

Zmiana kolejnosci wezta sumacyjnego i punktu zaczepowego

+ +
+ u O—x * m—r
U| — 1 * T U _—_{)_»x 1 * X
+ + 'S +
| — ) - u > >
) — u3 O 3 U g >u, > u;

13.2.2. Analiza wptywu zer transmitancji

Transmitancje zastepcze nie sa przeznaczone do opisywania wewnetrznej struktury
obiektu, tym niemniej, jesli zostang zapisane w odpowiedni sposob, mogag pomodc
w wyjasnianiu  wiasnosci uktadu. Przykladem jest pogladowe wyjasnienie roznic
w odpowiedziach kaskady niewspotdziatajacej 1 wspotdziatajacej (rys. 13-4).

a11=-2; a12=1; a21=1; a22=-5;

1 e e B | P P el b o b1=1; b2=2;

s=tf('s");

M1 =s-a11; M2 = s-a22;

M= M1*M2 - a12*a21;

G11n=b1/M1;

G21n=b1*a21/ (M1*M2);

G22n=b2/M2;

G11w =b1*M2/M;

G12w =b2*a12/ M;

G21w =b1*a21/M;

G22w = b2*M1/ M;

figure(1); step(G11w,G11n);
- figure(2); step(G12w);

Rys. 13-4. Odpowiedzi skokowe kaskady niewspéldziatajace; figure(3); step(G21w,G21n);

i wspotdziatajacej (tabela 11-2) figure(4); step(G22w,G22n);
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Zaktadamy, ze parametry analizowanych transmitancji (tabela 11-2) odpowiadaja
typowym stabilnym obiektom fizycznym (— 10.2). Tylko dwie z tych transmitancji sa
pierwszego rzgdu (G11n, G22n), pozostate sg drugiego rzgdu. Teoretycznie odpowiedzi
skokowe uktadow, ktore maja wigcej niz jeden biegun, mozna rozpozna¢ po ksztatcie
— s3 to przebiegi z punktem przegiecia. Tymczasem na otrzymanych wykresach
dwoch transmitancji kaskady wspoétdziatajacej (G11w, G22w) ta cecha zupehie nie jest
widoczna. Sg to jedyne transmitancje zawierajace nie tylko bieguny, ale takze zera, co
mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej (11-13), tak jak to przedstawiono w tabeli 13-7.
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Tabela 13-7. Transmitancje kaskady niewspoldziatajacej i wspotdziatajacej (wg tabela 11-2).

Kaskada niewspdtdziatajaca | Kaskada wspotdziatajaca
My=s—an, Mo=s—an
b, M b
X =—u, X = () uy + 2912 0
M, M\M, - aya,, MM, - aya,,
X, = by u, +b—2u2 X, = hay, u + boM, u,
MM, M, MM, —ayay, MM, —apa,,
X = ki " X = kll(s_zll) 0, ki ”
S =P (s = p1)(s = py) (s = p1)(s— py)
X, = kyy L+ Ky o X, = Ky, uy + kzz(s _Zzz) X
(s = p1)(s = pxn) S=DPxn (s = pi)(s = py) (s = pi)(s = py)

211 R Py x 1=Ky ui+ Kvp K 4y

Zn=pu
—_

X% Ky K i+ Ky 1o

W celu skrocenia zapisu w tabeli zastosowano oznaczenia: xi = xi(s), ui = ui(s), Mi = Mi(s).

Mozna zauwazy¢, ze zera transmitancji wynikaja z wielomianéw M, i M-, natomiast
bieguny tych transmitancji maja wartosci zblizone do zer, poniewaz:

MM, —apay =(s— py )(s—py) (13-9)

— im mniejsza wartos¢ iloczynu ai» a»; (stabsze sprz¢zenie miedzy magazynami), tym
zi = pn1zn=pi, a stad wynika przyblizenie:
kn(s - 211) ~ ki, kzz(s - Zzz) ~ ky,
(s—p)s—py) (s—py) ’ (s—p)s—pn) (s—py)
Mowimy, ze zero o wartosci zblizonej do wartosci bieguna kompensuje wptyw tego
bieguna. Przyblizenie (13-10) znajdzie swoje potwierdzenie podczas analizy czesto-
tliwosciowej (— 17.3).

Transmitancje kaskady mozna zinterpretowac jako opis przejscia sygnatéow wej-
sciowych (u1, u2) przez poszczegodlne magazyny (zbiorniki) uktadu Kyn, Kin. Naj-
prostszy przypadek to transmitancje kaskady niespdtdziatajacej, czyli szeregowego
polaczenia dwoch zbiornikow (obiektow o charakterze inercyjnym). Transmitancja
x2(s)ux(s) jest pierwszego rzedu, poniewaz sygnal u, przechodzi tylko przez jeden
magazyn. Transmitancja xx(s)/ui(s) jest drugiego rzedu, poniewaz opisuje przejscie
sygnatu u; kolejno przez dwa magazyny. W przypadku kaskady wspdtdziatajacej wza-
jemne oddziatywanie zbiornikow powoduje, ze kazdy magazyn wptywa na kazdy sy-
gnal wejsciowy (transmitancje sg drugiego rzedu), ale w réznym stopniu. Na podsta-
wie rownan rozniczkowych wiemy, ze sygnal u; jest podawany bezposrednio na
pierwszy magazyn, a na drugi magazyn dziata za posrednictwem pierwszego — odpo-
wiedz transmitancji x2(s)/ui(s) jest taka jak uktadu drugiego rzedu. Z kolei reakcja
transmitancji x(s)/u1(s) pokazuje przede wszystkim przejscie u; przez pierwszy maga-

(13-10)
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zyn, gdyz wtorne oddziatywanie drugiego magazynu jest znacznie stabsze (niewi-
doczne na wykresach). Interpretacja ta nie jest $cista, ale pomaga wyjasni¢ lub prze-
widzie¢ charakter odpowiedzi czasowych badanych uktadow (obiektow technologicz-
nych).

13.2.3. Upraszczanie transmitancji — obnizanie rzedu uktadu

Podstawowa zasada upraszczania modelu dynamiki polega na pomijaniu najmniej
znaczacych biegundéw uktadu (— 4.3.3). Sa to ujemne bieguny o wartosciach znacz-
nie mniejszych od pozostatych biegunow, ktore w rozwigzaniu swobodnym sg repre-
zentowane przez sktadniki najszybciej zanikajgce. Uproszczenie to nie zmienia czasu
ustalania ani oscylacyjnosci odpowiedzi uktadu (— 6.2.3). Nie moze tez zmienia¢
wlasnosci statycznych (wzmocnienia uktadu, punktu rownowagi przy statym wymu-
szeniu uyo).

Transmitancja pozwala bardzo tatwo zrealizowa¢ uproszczenie, zwlaszcza jesli ma
posta¢ iloczynowa (11-13), a przynajmniej mianownik transmitancji. Zatézmy, ze
najmniej znaczacym biegunem uktadu jest biegun p,, wowczas:

b,s" +..+bs+b, zkb'”sm +..+bs+b,
(S_pl )“‘(S_pn—l )(S_pn) (S_pl )“‘(S_pn—l)
gdzie wspotczynnik korekcyjny k zapewnia zachowanie wlasnosci statycznych. War-
to$¢ k mozna wyznaczy¢, obliczajagc wzmocnienie uktadu (k.«) przed i po uproszcze-
niu za pomocg twierdzenia o wartosci koncowej (11-14):

G(s)=

, (13-11)

) b,s" +..+bs+b, . b,s" +. .. +bs+b,
lim =limk

$=0 (S _Pl)"'(s =P )(S - Pn) $=0 (S _Pl)"'(s - Pn—l)
Dodatkowym warunkiem uproszczenia jest to, aby po wykonaniu operacji, stopien
wielomianu licznika nie byt wigkszy niz mianownika (m < n — 1), czym wigcej w pod-
rozdziale 20.1.

— k. (13-12)

13.3. Operatorowa metoda rozwigzywania rownan rézniczkowych

Proste (<) i odwrotne (< ') przeksztalcenie Laplace’a mozna zastosowaé do roz-
wigzywania rownan rézniczkowych metodg operatorowsg (rys. 13-5). Zamiast rozwig-
zywania rownania rézniczkowego (1), wykonywane sa znacznie prostsze operacje
algebraiczne (2), a ich wynikiem jest transformata rozwigzania x(s), ktora mozna
przeksztatci¢ w oryginat funkcji x(7), stosujgc przeksztalcenie <.
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Funkcja Wymuszajﬁcaf(t) """""""" : Rozwigzanie
podawana na wejscie u(f) 1 . .
L réwnania
Réwnanie rozniczkowe | rozniczkowego
Funkgje od czasu: x(2), ..., @), u(?), .., u™ (@) [ x(%)
» Ly |
Réwnanie operatorowe Rozwigzanie
Transformaty funkcji: x(s), ..., s"x(s), u(s), ..., s"u (s) [ 2 réwnania
v [Transmitancje: x(s)=G(s)u(s)] > operatorowego
Transformata funkcji x(s)
wymuszajacej f(s)

Rys. 13-5. Rozwiazywanie rownan rézniczkowych i rachunek operatorowy:
1 (--) metoda klasyczna, 2 (—) metoda operatorowa

Do wyznaczenia oryginatu rozwigzania x(¢) wystarczy znajomos¢ transformat kilku
funkcji oraz metoda rozktadu na utamki proste lub metoda residudéw [1, 18, 19]. Za-
Zwyczaj nie ma potrzeby wyznaczania funkcji x(7), ale analiza takich przeksztatcen
pozwala wyjasni¢ wlasnosci transmitancji. W najprostszym przypadku transmitancjg
uktadu G(s) i transformate wymuszenia u(s) mozna zapisac jako:

L_(s) . L (s
G(s) = ——& i u(s) = O 3
(S_pgl)"'(s_pgn) (S_pul)"‘(s_pum)
gdzie bieguny obu wyrazen sg jednokrotne, rzeczywiste i nie ma biegundéw wspol-
nych (pg1 # ... # Pgn# Put # ... # pum). WOWczas transformatg¢ odpowiedzi:
L,(s)L,(s)
x(s)=G(s)u(s) = k (13-14)
(S - pgl )(S - pgn )(S - pul)"'(s - pum)

mozna rozlozy¢ na utamki proste postaci:
+ (13-15)

¥ Z( _pgk) kl(S puk)

State wspotczynniki A; 1 Br wyrazenia (13-15) zalezg zarowno od wszystkich biegu-
néw, jak i od wszystkich zer (obu licznikéw Lg, L,), ale sktadniki wyrazenia mozna
pogrupowac ze wzgledu zwiagzek z biegunami transmitancji i wymuszenia. Podstawia-
jac oryginaly sktadnikow, otrzymujemy odpowiedz uktadu w postaci:

x(1) = x, () + x,,(1) (13-16)

gdzie: x (1) = Ae™, x,(1)= Be™'.
k=1 k=1
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Przyklad. Zastosowanie metody operatorowej do rozwigzania réwnania drugiego rzedu
(a, (1) +ai(t) + agx(t) = bu(r)) © rzeczywistych biegunach (pi, p2) i poréwnanie z rozwig-
zaniem metodg klasyczng (— 4.2.1). Rozwigzanie wyznaczono dla:

a) wymuszenia u(f) = uy dla >0 b) wymuszenia u(t) = 3(¢)

G(S):b—o’u(S)IZL’c G(S):#,U(S):l
a,(s—p)(s—p,) S a,(s = p)(s—p,)

X(S) _ bouk _ Al n A2 n E x(s) _ bo _ Al n A2
a(s—=p)s—p,)s s—p s—p, a(s—p)s—p) S-p s—p

byu;,

b
= As(s— py)+ As(s— p)+ B(s — p)(s — p,) ‘70 =A(s—p)+4,(s—p)
2

0=4+4,+B {O:AI+A2
0=A4p,+4,p +B(p +p,) byla, =—4p, — 4,p,
byu, | a, = Bp,p,

b b
bty =% - Kt 4 = s
azPle A a(p1 — p>)
B,
4, = P Koty 4, = S -
=P D~ P2 a,(p, — py)
4, = o __n Kot
Po=D1 P2 D
x(t) = 4e”" + 4,e" + B x(t) = 4™ + A,e™!
by
X([) — ( P ep,t + P epzt + ljkuk[uk X(t) — (epyf _ ep:t)
P =P Pr— P a,(py = p,)

Obliczenia przeprowadzono na podstawie transmitancji, a to oznacza, ze zastosowano zerowe
warunki poczatkowe, zgodnie z definicja transmitancji (11-8). Rozwigzanie x(#) jest: a)
zgodne z (4-18), b) zgodne z (4-20).
Rozwiazanie (13-16) pokazuje bezposredni zwiazek sktadnikoéw rozwigzania swo-
bodnego z transmitancjg uktadu (biegunami transmitancji). Rozwigzanie wymuszone
natomiast jest zwigzane z biegunami wymuszenia:

_ Lu (S) —
U(S) (S_pul)"'(s_pum Z puk)

Poréwnujac sktadniki funkcji x,.(¢) 1 u(f), mozna wprowadzi¢ pojgcie wzmocnienia
kazdego ze sktadnikow, ktore jest réwne wartosci G(s) dla s = p.:

X, /u, ()=B,/C, =G(p,) - (13-18)

o u(t)=Y Cee' . (13-17)
k=1
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14. Charakterystyki i analiza czestotliwosciowa
czyli inne spojrzenie na dynamike

14.1. Wprowadzenie — odpowiedz czestotliwos$ciowa

14.1.1. Odpowiedz czestotliwosciowa

W badaniach dynamiki uktadéw, poza wymuszeniem statym, skokowym i impul-
sowym, stosuje si¢ rowniez wymuszenie sinusoidalne o okreslonej pulsacji (czesto-
tliwosci'). Reakcje na takie wymuszenie dla uktadu liniowego mozna wyznaczy¢ ana-
litycznie, stosujac klasyczng metod¢ rozwigzywania rdwnania rozniczkowego
(— 1.4). Pelne rozwigzanie liniowego rownania rozniczkowego z zadanym wymu-
szeniem zawiera sktadowa swobodng (x;) i sktadowa wymuszong (x,). Sktadowa swo-
bodna nie zalezy od wymuszenia, natomiast sktadowa wymuszona:
— jest wartos$cia stalg dla wymuszenia, ktére jest state dla t> 0 (— 4.2.1) — rozwigza-
nie statyczne,
— jest funkcja sinusoidalng, gdy wymuszenie jest sinusoidalne (— 14.1.2) i jest na-
zywane odpowiedzia czestotliwosciowa (drganiami wymuszonymi).
Parametry odpowiedzi czgstotliwosciowej mozna wyznaczy¢ rdwniez metoda symbo-
liczng (— 14.2) lub na podstawie transmitancji (— 14.3), a poniewaz parametry te
zaleza od pulsacji funkcji wymuszajacej, to przedstawia si¢ je w graficzny sposdb — na
charakterystykach czestotliwosciowych (— 14.4).

14.1.2. Wyznaczanie odpowiedzi czestotliwosciowej [19]

Algorytm rozwigzywania liniowego réwnania rézniczkowego omdéwiono w podroz-
dziale 4.2, przy zatozeniu, ze wymuszenie jest state, skokowe lub impulsowe. Obecnie
to samo rownanie (4-1), czyli:

a,x(t)+ax(t) +ayx(t) =byu(t), (14-1)
zostanie rozwigzanie dla wymuszenia sinusoidalnego: u(f) = U,sin(wof).

I. Rozwigzanie swobodne
Rozwigzanie swobodne nie zalezy od wymuszenia i zostatlo omdwione w rozdziale
4.2.1 dla przypadku, gdy uktad ma dwa rézne, rzeczywiste bieguny (4-5):

x, (1) = Ae™ + 4, . (14-2)

II. Rozwiazanie wymuszone (odpowiedz czestotliwosciowa)
Do wyznaczenia rozwigzania wymuszonego mozna zastosowacé ogolny algorytm.

I Pulsacja (czestotliwo$é katowa) w =2mf [rad/s], gdzie f [Hz=1/s] — czgstotliwosé. ,Przebieg
o czgstotliwosci ™ oznacza dokladnie ,,przebieg o czgstotliwosci katowej ”
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(1) Funkcja wymuszajaca i jej kolejne pochodne:
u(t) =U,, sin(wyt), u(t) =U, 0, cos(a,t) . (14-3)
(2) Posta¢ rozwigzania wymuszonego x.() i obliczenie jego pochodnych:
x,,(t) = C, sin(w,t) + C, cos(w,t) , (14-4)
%, (1) = C @, cos(@yt) — Com, sin(@yt) > X, (£) = —C 0 sin(w,t) — C,w¢ cos(w,t) -
(3) Podstawi¢ wymuszenie i rozwigzanie x,(f) do rownania rézniczkowego (14-1):
a, (— C,; sin(@yt)—C, o} cos(a)ot))+ a, (Cla)o cos@yt)—C, @, sin(a)ot))+

. . (14-5)
+a, (C1 sin(@,?)+C, cos(a)ot)) =b,U,, sin(@,?)

(4) Uporzadkowac wyrazenie i pordwnac¢ wspolczynniki przy funkcjach, co prowadzi
do uktadu réwnan:

{—azqa)g -a,Co, +a,C, =b,U,, . {(ao —aza)g)C1 -a,0,C, =b,U,,

14-6
—azCza)g +a,C o, +a,C, =0 a,w,C, +(a0 —aza)(f)(?2 =0 ( )
(5) Rozwiazanie uktadu umozliwia wyznaczenie statych Ci, Ca:
by (ao —a,a5 )Um —bya,,U,,
Cl:( 2)2 2 2’ CZ:( 2)2 2 2 (14-7)
a, —a,wy | +a; o, a, —a,wy | +a; o,

Podstawiajac state Ci, C; do (14-4), otrzymujemy ostateczng postac funkcji x,(?).

Alternatywny sposdb wyznaczania x,(f) polega na podstawieniu rozwigzania wy-
muszonego x,(¢) W rownowaznej postaci:

x,, (1) = C, sin(wyt) + C, cos(wyt) = X, sin(wyt + @), (14-8)

gdzie: X, =4/C} +C; , p=arctg(C,/C,) [18]. Parametry X,, i ¢ obliczone na pod-
stawie statych C; 1 C; (14-7) majg postac:

(bo (ao —a a)g ))2 (_ bya, @, )2 _ bU,,
+

= = >

m m 2 )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 _ 2) 2 2

((GO —a,, ) + a, @, ) ((ao —a,, ) + a, @, ) \/(aO a,w, + a,; @,

—bya,m, —a,m,
@=arctg = | =arctg ———— |-
byla, —a,w, ay —a, o,

Réwnowazng postaé rozwigzania (14-8) mozna zastosowaé od razu w drugim kroku
algorytmu, to znaczy zatozy¢ rozwigzanie postaci x,(z) = Xuwsin(wot+¢) i wykona¢ ko-
lejne kroki algorytmu — wynik konicowy (parametry X,, i ) jest identyczny.

(14-9)
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Rozwigzanie wymuszone x,(f) o postaci (14-8) umozliwia wskazanie charakterys-

tycznych cech odpowiedzi czestotliwosciowej liniowego uktadu (rys. 14-1):

— jesli na wejscie podawany jest przebieg sinusoidalny
Usin(wot), to na wyjsciu w stanie ustalonym tez jest
przebieg sinusoidalny X,sin(wot+¢) — o takiej samej
pulsacji wo, ale wzmocniony (X,,/Uy) i przesuniety (¢),

— wzmocnienie sygnatu (X,,/U.,) 1 przesunigcie fazowe ¢ X T m
wl

zaleza od wspotczynnikdw rownania uktadu (wtasnosci

dynamicznych) oraz od pulsacji (wo) sygnatu wejscio- : 7"
I \J
Jesli dla wyrazenia (14-9) mozna wyznaczy¢ granice dla 19
w—0, to uzyskamy wzmocnienie ukladu przy statym Rys. 14-1. Odpowiedz cze-
wymuszeniu X,/ Un,—kuu, zgodne z definicjg (4-7). stotliwo$ciowa.

I11. Rozwiazanie ogdlne
Rozwiagzanie ogélne rownania (14-1) dla u(f) = U,sin(wot) stanowi klasa funkc;ji:

x(f)=Ae™ + 4,e™ + X, sin(wyt + @), (14-10)
gdzie: X, = byU,, y o= arctg( ) . J , A1 1 A> — parametry.
(ao —a2w§)2 +alo] do — @9

Rozwiazanie to mozna jeszcze dokonczy¢, wyznaczajac rozwigzanie szczegotowe,
czyli obliczy¢ wartosci 41 1 A, na podstawie konkretnych warunkéw poczatkowych,
ale w praktyce nie ma takiej potrzeby. W badaniach wtasnosci dynamicznych wyko-
rzystuje sie tylko sktadowa wymuszona x,(¢) = Xusin(wot+¢), czyli odpowiedz czesto-
tliwosciowg. Badania te nie dotycza stabilnosci uktadu, ktorg stwierdza si¢ na podsta-
wie skladowej swobodnej (wartosci biegunow).

14.2. Metoda symboliczna

14.2.1. |dea metody [19]

Wiemy, ze odpowiedzig kazdego liniowego ukladu na wymuszenie sinusoidalne
o pulsacji @ jest przebieg sinusoidalny o tej samej pulsacji, ale o innej amplitudzie
i przesuniety w fazie:

u@®)=U, sinf¥) — x({)=X,, sin(@x+¢). (14-11)
Wiasnos¢ ta lezy u podstaw symbolicznej metody! analizy wtasno$ci dynamicznych,
w ktorej zamiast funkcji sinusoidalnych stosuje si¢ funkcje wyktadnicze:

u(t)=U, e’ — x(1)=X,e ", (14-12)

! metoda symboliczna lub metoda liczb zespolonych
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Zwiazek pomiedzy funkcjami sinusoidalnymi i wyktadniczymi opisujg wzory Eulera,
miedzy innymi:

e/®" =cos(wt) + jsin(w?). (14-13)

Funkcje wykladnicza typu e/“’ mozna interpretowaé jako opis punktu, ktéry porusza
si¢ z predkoscia @ po jednostkowym okregu, potozonym na plaszczyznie zespolonej —
funkcja sinus to rzut tego wirujacego punktu na o$ Im (rys. 14-2).

Jjot )(mSin( a)l+¢) L]mSin awt Im,

Uua [JmSin(Ul []m e
/

Rys. 14-2. Interpretacja symbolicznego zapisu: a) wymuszenia Un /", b) odpowiedzi X /(@19

Dzig¢ki tej interpretacji zamiana funkcji (14-11) na (14-12) oznacza zastapienie ruchu
drgajacego przez odpowiadajacy mu ruch po okregu.

W metodzie symbolicznej wazna jest jednak nie interpretacja, tylko uproszczenie ob-
liczen. Na przyktad relacja miedzy sygnatem wyjsciowym i wejsciowym to:

X el@re) ) X
zg; = l”}e T Me’? | gdzie M :U—’”. (14-14)
me m

W uktadach dynamicznych zar6wno wzmocnienie amplitudy, jak i przesunigcie fazo-
we zaleza od pulsacji przetwarzanego sygnatu: M(w), p( ).

14.2.2. Zastosowanie metody

Zastosowanie metody symbolicznej przedstawimy na przykladzie rownania (14-1).
Zaréwno sinusoidalne wymuszenie na wejsciu u(?) = U,sin(ant), jak i poszukiwane
sinusoidalne rozwigzanie uktadu x(¢) = X,sin(ant+¢) beda reprezentowane przez
funkcje wyktadnicze (14-12).
(1) Funkcja x(7) i jej pochodne
x()=X PUCTA N ej(/’eja’of’
, e (14-15)
x(t) = jo, X ,,e’e’™, i(t)=—w, X,,e’"e’™ .
(2) Podstawienie funkcji i odpowiednich pochodnych do rownania rézniczkowego:
a,X(t) + ayx(t) + ayx(t) = byu(?),

_ 2 Jje ot 4 JP it Je Siant _ Jont
a,oy X ,e’e’" + jaw, X, e’ e’ +a,X,e’e’" =bU, e’ .

(14-16)
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Po uproszczeniu:

(ao - C’za‘ﬁ "‘jal“)o)Xmew =bU,
1 kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy:

_ N _ 2)_ s .
X e -U - bg : U, bo((ao azc;b) JZaIC:O):U’” bo(“o azaz)) fb;)“lza’o :UmM((q))e’(”(w“) s
Gy — Wy + ja @, (ao *azwo)z +a @ (”0 ) ta @
- b —a,0,
gdzle. M((I)O) 0 > (/)(a)o): arctg[a_;;z] :
(o - aretf + i P

(3) Ostateczna postac rozwigzania zawiera parametry wyznaczone symbolicznie:
bO Um

2 \? 2 2
\/(ao —aza)o) + aj @;

x(t)=X,, sin(at + @) = sin(wt + @), (14-17)

gdzie p= arctg(a—lwon .
Ay —a,w,

Rozwiazanie (14-17) jest identyczne jak rozwigzanie uzyskane klasyczng metoda
rozwigzywania rownan rozniczkowych ((14-8), (14-9)), ale obliczenia sg prostsze.

Metoda symboliczna jest szczegdlnie czgsto wykorzystywana w analizie obwodow
elektrycznych zmienno-napigciowych. Zastosowanie metody do opisu podstawowych
elementéw RLC jest podstawa definicji pojecia impedancji i jej poszczegolnych przy-
padkéw: rezystancji R, reaktancji pojemnosciowej Xc¢ i reaktancji indukcyjnej Xc
(tabela 2-4).

14.3. Transmitancja widmowa (Fourier’a)

14.3.1. Definicja i interpretacji transmitancji widmowej [1, 18, 19]

Liniowe réwnania rézniczkowe opisujace model dynamiki moga by¢ poddane prze-
ksztatceniu Fourier’a 7, ktore zamienia wszystkie funkcje czasu na funkcje pulsacji .
Operacje¢ t3 mozna wykona¢ na podstawie definicji przeksztalcenia, ale w praktyce
inzynierskiej wykorzystuje si¢ prosty zwigzek miedzy zmienna s w przeksztatceniu <&
1 pulsacja w w przeksztatceniu 7

s=jo. (14-18)

Tak wigc model oparty na liniowych rownaniach rézniczkowych najpierw jest prze-
ksztalcany na transmitancj¢ G(s), a po zastosowaniu podstawienia (14-18) na transmi-
tancje widmowa G(jw):

b,s" +..+bs+b, b,(jo)" +..+b(jw)+b,

G(s) = G(jo) =

- — - - (14-19)
a,s" +..+as+a, a,(jo)" +..+a,(jo)+a,
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Transmitancja G(jw) funkcjg zmiennej zespolonej, ktorg mozna uporzadkowacé:
_h@)+ /o) _ R@)h(@)+0/(@0)0,(@) . P(0)0(w) - K@), (@)

Gliw) = -
VO =5 @)+ j0r(@) P2 (0) + 02 (@) P2 )+ 02 (o)
1 zapisa¢ w rdznej postaci:
G(jo) = P(w) + jO(®) = M(w)e’"”, (14-20)

gdzie (zgodnie z rysunkiem 14-3):

M(@) =[G(j)| =P*(@) + 0" (@) 04 .
0| —
o) =arg(Gjo) =arcig 5 2 M
e » @)

P(0) = M(@)cos(p(@) VAR

P(w) = M(w) cos((p(a))) -k (2," P(w) P
Uwaga: -t < ¢ <, tzn.: T
- jesli Q(w) >0, to 0< ¢ < 7 (jesli P(w)=0, to p=m/2), Rys. 14-3. Interpretacja geome-
- jesli Q(w) <0, to -1t < ¢ <0 (jesli P(w)=0, to p=—mn/2). tryczna transmitancji G(jw)

Podobienstwo zmiennych i funkcji w przeksztatceniu # do elementdw w metodzie
symbolicznej, pozwala zastosowaé fizyczng interpretacje transmitancji widmowe;.
Transmitancja widmowa G(jw) (14-20) opisuje jak uktad (obiekt) przetwarza sygnat
sinusoidalny o pulsacji @. Modul transmitancji M(w) okresla stosunek amplitudy
sygnatu wyjsciowego X,,(w) do amplitudy sygnatu wejsciowego U.(w):
X, (@)

U, (@)’

natomiast argument transmitancji ¢(®) wyznacza przesunigcie fazowe sygnatu wyj-
Sciowego wzgledem sygnatu wejsciowego sin(ar):
sin(wt + @(®)) . (14-22)

|G(jw)| = M(0) = (14-21)

14.3.2. Transmitancja widmowa a odpowiedz czestotliwosciowa

Interpretacja fizycznej transmitancji G(jw) pozwala zastosowa¢ ja do wyznaczenia
parametréw odpowiedzi czgstotliwosciowej uktadu (14-8). Jako przyktad transmi-
tancji widmowej rozwazmy transmitancj¢ wyznaczong dla réwnania (14-1):

b, by

G(s) = :
ays® +a,s+a, a,(jo)’ +a,(jo) +a,

— G(jo)=

(14-23)

Po uporzadkowaniu:

CN by _ bo((a0 —a,0%) jala)) _ bo(a0 - aza)z)— Jjbyayo
Glj) — 247 2 2 2 2 2 2
ay = 0" + jao (ao —a,» )2 +af® (ao —a,w )z +a; @
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mozna powyzszg transmitancje zapisa¢ w postaci wyktadniczej (14-20):

bo(a0 —a2w2) ) bya,®

G(jw)= —=M(aw)e’"" (14-24)

2)? 2 2 J 2 )? 2
ay, —a,w +a;w a,—a,0” ) +a;w

adzie: M(o)=h oy -a0?f + a0’ s ()= arctg(_alwzJ '

ap, —a,w
Na podstawie interpretacji transmitancji (14-24) mozna obliczy¢ reakcje uktadu
w stanie ustalonym przy wymuszeniu u(f) = U,sin(wof), ktéra ma postaé:

bO Um

22 2 .2
S —anar | +ator

co jest zgodne z opisem odpowiedzi czestotliwosciowej uktadu ((14-8), (14-9)).

—a,0

0
—zwéj’ (14-25)

a,—a

x(t) =

sin(a)ot + qo) , gdzie ¢= arctg(

14.4. Charakterystyki czestotliwosciowe

14.4.1. Definicje i wtasnosci

Odpowiedz liniowego uktadu na wymuszenie sinusoidalne U,sin(@f) mozna wyzna-
czy¢ klasyczng metoda rozwigzywania réwnan rézniczkowych, metoda symboliczng
czy stosujac transmitancje¢ Fourier’a. Metody roznig si¢ interpretacja wyrazen i zesta-
wem operacji, ale prowadza do jednego wyrazenia X,,sin(wt+¢). Mozna wiec zamien-
nie moéwic¢ o rozwigzaniu wymuszonym (stanie ustalonym) dla wymuszenia sinusoi-
dalnego, odpowiedzi czgstotliwosciowej, drganiach wymuszonych lub przenoszeniu
sygnatu sinusoidalnego przez uklad. Parametry wyrazenia X,sin(wt+¢), czyli X, 1 ¢,
zaleza od wspotczynnikow réwnania rozniczkowego i1 od pulsacji @ sygnatu sinusoi-
dalnego. Zalezno$¢ od @ mozna przedstawi¢ graficzne, na podstawie roznych postaci

transmitancji Fourier’a (14-20). Posta¢ p 04
kanoniczna jest podstawa nastepujgcych 1=~
charakterystyk (rys. 14-4): o ¥ ‘* u
czesci rzeczywistej P(w) = Re(G(jw)), 0 -k ¢(w)
— czesci urojonej Q(w) = Im(G(j w)), -t o
— amplitudowo-fazowa Q(P), @ (w)
gdzie pulsacja @ zmienia si¢ wzdhuz @
wykresu (wykres Nyquista). Rys. 14-4. Charakterystyki czgstotliwosciowe (1)

Charakterystyke amplitudowo-fazowa Q(P) mozna rysowa¢ na podstawie funkcji:

— P(w) i O(w), ktdre pozwalaja obliczy¢ wspdtrzedne dla kolejnych wartosci zmiennej w,

—M(w) i p(w), czyli amplitudy i fazy (-t < ¢ <m), co odpowiada dlugosci i katowi wektora
wodzacego o poczatku w poczatku uktadu wspoélrzednych i o koncu w punkcie wykresu dla
danej czgstotliwosci w.
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Z kolei posta¢ wyktadnicza to podstawa dla nast¢pujacych charakterystyk:

— modulu M(w) =|G(jw)| (charakterystyka L
amplitudowa), M M=>1

— fazowa ¢(w) = arg(G(j w)), 0 M<] @ Lt

— logarytmiczna charakterystyka modulu

4]

L(®) = 20IgM(w) = |G(jw)|ss (logarytmiczna (/’T ¢T 0oT—
cha-ka amplitudowa, wykres Bodego), | - i > ¢
— logarytmiczna charakterystyka amplitu-
dowofazowa L(p) (pulsacja zmienia si¢ Rys. 14-5. Charakterystyki
wzdhuz wykresu). czestotliwosciowe (2)
L M=|G| Charakterystyki P(w), O(w), M(w), ¢p(®), L(®) s3
AdB 4 10 wyznaczane w szerokim zakresie pulsacji, dlatego
407 M>1 TL00 na osi o stosowana jest skala logarytmiczna. Przy
20T T 10 szerokich zakresach pulsacji amplituda sygnaléw
1 1 rowniez zmienia si¢ w szerokim zakresie, wiec na
204 M<l 10.1 osiach opisujacych wzmocnienie amplitudy (modut
) 40+ loor ! transmitancji) takze zazwyczaj stosuje si¢ skalg
' logarytmiczng, w szczegdlnosci na osi L jest to

Rys. 14-6. Skalowanie osi M L skala decybelowa lub podwojna (rys. 14-6) [19].

Zastosowanie skali decybelowej na wykresie L(w) umozliwia prosta konstrukcje
wykresu dla iloczynu transmitancji. Iloczyn odpowiada szeregowemu polaczeniu
transmitancji i jest jedng z podstawowych operacji w badaniach wtasnosci dynamicz-
nych, a najlatwiej oblicza si¢ go przy wyktadniczej postaci transmitancji:

G(jo) =[] GG =[] [M@e @ =[] M. @)=, (1426)
i=1

Na tej podstawie oblicza si¢ charakterystyki szeregowego potaczenia transmitancji:
— charakterystyka amplitudowa: M(w) = H M, (o),

— charakterystyka fazowa: ¢(w) = Z(oi (o),

— logarytmiczna charakterystyka modutu: L(w) =20 lg(H M, (w)) = ZLi (w) .
Sposrod tych operacji najtatwiej jest wykonaé (zwlaszcza odrecznie) operacje doda-
wania wykresdéw, dlatego do analizy dynamiki uktadow czgsto stosuje sie logaryt-
miczne charakterystyki modutu L(w) i fazy ¢(w).

Jednym z gléwnych parametrow wyznaczanych na podstawie charakterystyk cze-
stotliwosciowych jest pasmo przenoszenia, to znaczy zakres pulsacji, w ktorym
wzmocnienie sygnaldw zachowuje okreslony poziom. Zazwyczaj wyznacza si¢ je na
charakterystyce L(w), przyjmujac, ze w pasmo przenoszenia wyznacza maksymalny
spadek wzmocnienia —3 dB wzgledem wzmocnienia wewnatrz pasma (rys. 14-7).
Zmiana warto$ci L(w) o —3 dB oznacza zmniejszenie wzmocnienia amplitudy sygnatu
(modutu |G(jw)|) do okoto 0.7 wartosci odniesienia.
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Pasmo przenoszenia jest charakterys-

[j“ tycznym parametrem filtrow, czyli ukta-

. : déw przeznaczonych do przepuszczania
0] [ lub blokowania sygnatéw w okreslonym
pasmo pasmo zakre sie pulsacji. Najczesciej sa to
przenoszenia przenoszena uklady elektryczne lub pneumatyczne,

zapewniajace W pasmie przenoszenia
|G(jw)| = 1, a poza pasmem |G(jw)| = 0.
Wiasnosci dynamiczne kazdego uktadu fizycznego mozna interpretowac jako wiasno-
$ci filtrujace i zazwyczaj sa to filtry dolnoprzepustowe (wzmocnienie maleje wraz ze
wzrostem pulsacji).

Rys. 14-7. Wyznaczanie pasma przenoszenia

14.4.2. Zastosowanie

Charakterystyki czgstotliwosciowe opisujg uktad w stanie ustalonym, ale shuzg do
analizy lub projektowania wlasnosci dynamicznych, poniewaz to dynamika uktadu
decyduje o tym jak uktad przenosi sygnaly sinusoidalne o réznych pulsacjach. Najczg-
Sciej sa wykorzystywane w badaniach uktadéw stabilnych, ale nie stuzg do okreslania
stabilno$ci uktadu (— 14.1.2).

Przyklad: Poréwnajmy dwa uktady (tabela 14-1), ktére maja takie samo wzmocnienie k.
i dwa bieguny w tej samej odlegtosci od osi Im, ale bieguny Gi(s) leza w lewej potptaszczyz-
nie, a bieguny G,(s) w prawej potplaszczyznie.

Tabela 14-1. Transmitancje uktadu stabilnego i niestabilnego

Uktad stabilny G(s) Uktad niestabilny G.(s)
1=-2,p=-10, kuu=2 1=2,p2=10, kiy=2
20 20
Gls) (s+2)(s+10) (s—2)(s—10)
. 20 20
GUD) | 24 j)10+ jo) (24 jo)(-10+ jo)
20 20w 20 20w
M) 3 e~ MM, Me"Me” MM, L}
gdzie:| M, =4+ @’ M, =4+’
M, =100 + * M, =100 + *
a = arct; Q a = arct, 1 = —arct g
) ) £
b= arctg% b= arctg_ilo = —arctg% e 1 e
o ) ys. 14-8. Charakterystyki
Me Me dla Gs i Gn (tabela 14-1)
gdzie:| M =20 /(\/4 + V100 + @’ ) 0= arctgg + arctg%
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Charakterystyki czestotliwosciowe uktadu umozliwiaja analizowanie przenoszenia
przez uktad nie tylko prostych przebiegow sinusoidalnych, ale takze dowolnych prze-
biegow okresowych, poniewaz kazda funkcj¢ okresowa mozna zapisaé¢ jako sume
harmonicznych przebiegow sinusoidalnych [18]. Mozna wiec zastosowac zasadg su-
perpozycji:

wyznaczy¢ widmo wymuszenia okresowego u(?), czyli amplitude i pulsacje po-

szczegolnych harmonicznych funkcji u(?),

— mna podstawie charakterystyk czestotliwosciowych uktadu wyznaczy¢ odpowiedz
dla kazdej harmonicznej,

— podac rozwigzanie w postaci sumy wyjsciowych przebiegéw harmonicznych.
Jesli funkcja okresowa na wejsciu jest sumg przebiegéw harmonicznych postaci:

u(t) = ZU - SIN(R@1) | to na podstawie charakterystyk M(w) i p(w) ukladu mozna wy-

n=l1
znaczy¢ sygnatl na wyjsciu uktadu w postaci:
x() = X, sin(not+9,) , gdzie: X, = Mnen), g, = p(nwy) .
n=l1
Teoretycznie w rozwinigciu typowych funkcji okresowych (np. fala prostokatna) wy-
stepuje nieskonczenie wiele harmonicznych, ale w praktyce widmo sygnatu (liczba
harmonicznych) mozna znacznie ograniczy¢, poniewaz im wyzsza harmoniczna, tym
ma mniejsze znaczenie w rozwini¢ciu (mniejsza amplituda U,.,). Poza tym wihasnosci
dynamiczne fizycznych uktadow powodujg, ze wysokie harmoniczne sg ttumione —
brak wysokich harmonicznych oznacza, Zze sygnal okresowy po przejsciu przez uktad
jest znieksztatcony. Na przyklad, jesli na wejscie uktadu podawany jest przebieg pro-

stokatny, czyli szereg harmoniczny ) - a4 (Sinlwlt " Sin;"ﬁ’ L Sin :“’1’ + j, to na wyjsciu
T
w stanie ustalonym otrzymujemy przebieg o tym samym okresie, ale znieksztatcony
ito tym bardziej, im mniejszy zakres pulsacji, dla ktorych uktad zachowuje dobre
wzmocnienie (wezsze pasmo przenoszenia) (rys. 14-9). Ograniczone pasmo przeno-
szenia wigze si¢ rowniez ze znieksztalceniem przebiegéw nieokresowych, co mozna
zaobserwowac na przyktad w reakcji uktadu na wymusze-nie skokowe — w dziedzinie
czasu jest to interpretowane jako wydluzenie czasu stabilizacji. Relacje mi¢dzy cha-
rakterystykami czestotliwosciowymi i czasowymi zostang omdwione doktadniej na
prostych przyktadach w podrozdziale 16.4.

LA )C] t )m(f)

Li(w) }
i \LZ(‘U) () ' 75’(”
0 —> u(t)
| 3wl \56()1 \ Q

Rys. 14-9. Relacje migdzy wykresem wzmocnienia L(w)
a przenoszeniem fali prostokatnej przez uktad x(7) i odpowiedzig skokowa 4(7)

y
P
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Przebiegi harmoniczne sa powszechnie spotykane w fizyce, gdyz roznego typu fale
dzwickowe, swietlne, elektromagnetyczne mozna przedstawic¢ jako sume przebiegow
harmonicznych. Widmo sygnatow okresowych jest zawsze dyskretne (pulsacje prze-
biegow harmonicznych sg catkowitymi wielokrotnosciami pulsacji podstawowe;j
w1 =2n/T), ale mozna wyznaczy¢ rowniez widmo sygnatow nieokresowych (np. sy-
gnatu impulsowego czy stochastycznego) — ma ono charakter ciagly i jest wyznaczane
za pomoca przeksztatcenia Fourier’a 7, a w obliczeniach numerycznych za pomoca
przeksztatcenia FFT [19]. W ten sposob mozliwa jest analiza czgstotliwosciowa (har-
moniczna, widmowa, fourierowska) reakcji uktadu na rézne wymuszenia okresowe
i nieokresowe jako alternatywa do analizy przebiegéw czasowych (rys. 14-10).

Funkcja wymuszajgca f(f) |- = - - - - o e e . : -
podawana na wejscie u(7) " Rozwigzanie
-> x(1)
Réwnanie rézniczkowe , wykres
Funkcje: x(9), ..., @), u(®), .., u™@ [~~~ Y
szereg |
FFT 1| Transmitancja | g — je | Transmitancja Wykresy | :
G(s) > G(jw) B L(w), p(w) Widmo
A4 2_, rozwigzania
Widmo funkcji x(w)
wymuszajacej flw)

Rys. 14-10. Zastosowanie analizy cze¢stotliwosciowej w badaniach dynamiki:
1 (--) analiza czasowa, 2 (—) analiza cze¢stotliwosciowa

Opis dynamiki uktadu w dziedzinie czgstotliwosci nie jest tak naturalnym sposobem
prezentacji wlasnosci dynamicznych jak odpowiedzi czasowe, ale jest bardziej precy-
zyjny 1 szczegodlnie uzyteczny w badaniach uktadéw przeznaczonych do przetwarzania
zlozonych sygnatéow. Podstawowe badania dynamiki obiektéw (proceséw) technolo-
gicznych nie wymagaja zazwyczaj takiej doktadnej analizy. Zastosowanie charaktery-
styk czgstotliwosciowych w obszarze automatyki jest znacznie prostsze i czgsto opiera
si¢ na logarytmicznych charakterystykach modutu i1 fazy, ktére mozna wyznaczyc
w przyblizony sposob i zastosowa¢ do analizy i projektowania wilasnosci uktadow
(— 17).
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15. Czestotliwosciowe badania symulacyjnie
czyli symulacyjne utatwienia dla analizy czestotliwosciowej

15.1. Wprowadzenie

Doswiadczalne wyznaczanie charakterystyk czestotliwosciowych jest pracochtonne,

poniewaz wymaga wykonania calej serii eksperymentéw. Za kazdym razem nalezy:

— wprowadzi¢ na wejscie uktadu sygnat sinusoidalny o okres$lonej pulsacji w1,

— poczeka¢ na ustabilizowanie odpowiedzi — wowczas na wyjsciu wystepuje tylko
sktadowa wymuszona (ustalona) i jest to sygnal sinusoidalny o pulsacji w1,

— odczyta¢ amplitude i przesunigcie fazy sygnatu wyjsciowego,

— obliczy¢ wzmocnienie i doda¢ wyznaczony punkt na wykresie.

Te sekwencje dzialan nalezy powtdrzy¢ wielokrotnie, aby uzyska¢ odpowiednig do-

ktadnos¢ i szeroki zakres wykresu. Na obiektach fizycznych takie dzialania nie zawsze

sg mozliwe do zrealizowania, ze wzgledu na konieczno$¢ generowania sygnatow sinu-

soidalnych o réznych czestotliwosciach. Wyznaczanie charakterystyk czgstotliwo-

$ciowych na podstawie symulacji z wykorzystaniem schematu modelu (— 5.2) odby-

wa si¢ analogicznie jak w warunkach fizycznych, chyba, ze program symulacyjny

(np. Matlab) zawiera specjalistyczne narzedzia do generowania charakterystyk czesto-

tliwosciowych. Jesli jednak dysponujemy modelem uktadu w postaci rownan stanu

czy transmitancji, to wygenerowanie charakterystyk czestotliwosciowych najtatwiej

jest zrealizowaé w trybie tekstowym, za pomocg specjalistycznych funkcji (— 15.2.1).

Zawsze tez mozna narysowac wykresy na podstawie definicji (— 15.2.2).

15.2. Generowanie charakterystyk czestotliwosciowych

15.2.1. Specjalistyczne funkcje w skryptach [15,16,17]

Charakterystyki czgstotliwosciowe najtatwiej jest generowa¢ w programach symula-
cyjnych w trybie tekstowym, przy uzyciu specjalizowanych funkcji (tabela 15-1).
Mozna je wykona¢ dla kazdego obiektu LTI — zarowno dla modeli zdefiniowanych
Ww postaci transmitancji (tf), jak i modeli w postaci rGwnan stanu (ss).

Tabela 15-1. Podstawowe funkcje do generowania charakterystyk czgstotliwosciowych

Charakterystyka Matlab (Control) / Octave (Control) |Scilab

Nyquista Q(P) nyquist(model) nyquist(model)

Bodego: L(w) i p(w) |bode(model) %rad/s bode(Gs,"rad") /lrad/s
L(w) bodemag(model) %rad/s gainplot(model) //Hz

Charakterystyki czgstotliwosciowe stosowane sg nie tylko do badania dynamiki sa-
mych obiektow, ale znacznie czgsciej do projektowania uktadow, ktore zawierajg takie
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obiekty, na przyktad uktadow regulacji i korekcji (rys. 13-2, rys. 13-3). Dlatego wy-
kresy rysowane za pomoca funkcji nyquist i bode realizujg rozne dodatkowe zadania,
np. automatyczny dobor zakresu pulsacji czy dodatkowe siatki na wykresach. Inny
sposob uzycia funkcji nyquist i bode to zastosowanie ich jedynie do obliczenia wspot-
rzgdnych punktéw wykresu i uzycie tych danych do rysowania za pomocg funkcji plot.

15.2.2. Generowanie charakterystyki na podstawie definicji

Specjalistyczne funkcje bardzo utatwiaja rysowanie charakterystyk czestotliwoscio-
wych, ale mozna je tez wygenerowac na podstawie definicji. W tabeli 15-2 przedsta-
wiono fragmenty skryptéw zawierajacych definicje transmitancji oraz rézne warianty

generowania wykresu Nyquista (1a+c) i wykresu Bodego (2a+c).

Tabela 15-2. Generowanie charakterystyk czestotliwosciowych dla transmitancji z tabeli 14-1

Warianty skryptow i etapy Matlab / Octave Scilab
Definicja transmitancji s =1f('s"); s =tf('s");
(dla wariantu 1i2) Gs = 20/((s+2)*(s+10)); Gs = 20/((s+2)*(s+10));
1a) Obliczenie i rysowanie | nyquist(Gs); nyquist(Gs);

1b) Obliczenie
Korekcja formatu
Rysowanie

[p, g, tabw] = nyquist(Gs);
p = squeeze(p); q = squeeze(q);
p|0t(pv qv Ig"');

1c) Zakres @ (1071+103)
Obliczenia z definicji

Rysowanie

tabw = logspace(-1,3,50);
M1= (20 - tabw.A2) A2;
M2 = (12*tabw) A2;

P = 20* (20 - tabw."2) J(M1+M2);

Q =-20" 12*tabw ./(M1+M2);
plot(P,Q,'r--");

tabw = logspace(-1,3,50);

M1 = (20 - tabw.*2) .A2;

M2 =(12*tabw) .2;

P = 20" (20 - tabw.2) ./(M1+M2);
Q =-20* 12*tabw ./(M1+M2);
plot(P,Q,'r--");

2a) Obliczenie i rysowanie

bode(Gs);

bode(Gs,"rad");

2b) Obliczenie
Korekcja formatu
Rysowanie

[m,fi, tabw] = bode(Gs);

m = squeeze(m); fi = squeeze(fi);
subplot(2,1,1);

semilog(xtabw, 20*log10(m),'g--");
subplot(2,1,2);

semilogx(tabw, fi,'g--");

2c¢) Zakres o (107'+10%)
Obliczenia z definicji

Rysowanie

tabw = logspace(-1,3,50);
M1 = (20 - tabw.*2) .A2;
M2 = (12*tabw) A2;

P = 20* (20 - tabw."2) /(M1+M2);

Q =-20" 12*tabw ./(M1+M2);

M = sqrt(P.A2+Q."2);

Fi = atan2(Q,P) * 180/pj;
subplot(2,1,1);

semilog(xtabw, 20*log10(M),'r--);
subplot(2,1,2);

semilogx(tabw, Fi,'r--");
loglog(tabw, 20*log10(M),'r--");

tabw = logspace(-1,3,50);

M1 = (20 - tabw."2) .A2;

M2 =(12*tabw) A2;

P = 20* (20 - tabw."2) ./(M1+M2);
Q =-20* 12*tabw ./(M1+M2);

M = sqrt(P.A2+Q.12);

Fi = atan2(Q,P) * 180/pj;
subplot(2,1,1);

semilog(xtabw, 20*log10(M),'r--");
subplot(2,1,2);

semilogx(tabw, Fi,'r--);
loglog(tabw, 20*log10(M),'r--");
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Wszystkie trzy warianty generowania charakterystyk czgstotliwosciowych zostaty
wykonane dla transmitancji Gy(jw) rozwazanej juz wezesniej (tabela 14-1).

Podstawg skryptow sg przeksztatcenia transmitancji: Gy(jw) = P(w) +jO(w) = M(w)e/*®
— Przeksztalcenie Gy(s) — Gs(jw):

p— 2 — 7
20 =G (jo)= 20 _ 30 ~20 20 ?2 2w i
(s+2)(s+10) " Q2+ jo)10+ jo) 20—+ j120 (20—’ +(12)
— Czg$¢ rzeczywista i urojona:
20 -’ -120
P(w)=20 > Q(w) =20
(@) 20-w*)* + (120)° Q@) 20-0*) + (120)
— Modut i faza:
M(w)=+P*(0)+Q* () = 20 > p(w) = arctg Q@) _ = arctg —120)2
J20- &) + (120 P() 20-w

Uwaga: ¢( @) zmienia si¢ w zakresie 0+

Uwagi do skryptu 2c:

— Wartos$ci M(@) mozna obliczy¢ na podstawie definicji M= sqrt(P.*2+Q.*2) lub na podstawie
wzoru koncowego, czyli: M = 20./ sqrt(M1+M2).

— Wartosci ¢(@) trzeba oblicza¢ na podstawie definicji Fi = atan2(Q,P), poniewaz funkcja atan2
zwraca wartosci ¢ w zakresie —n+m. Zastosowanie wzoru koncowego, w ktorym wystepuje
funkcja atan, czyli Fi= atan(-12*tabw./(20-tabw.*tabw)), zwraca wartosci tylko w zakresie
-m/2+7/2.

Na rysunku 15-5 poréwnano wykresy Q(P) wygenerowane przez skrypty la+c.

Nyguist Diagram . MNyquist Diagram (funcja plot)

}paanonoia 5 Lo ln p ot o Moo oyt Frdinano 1

e ﬁrﬁﬂ]mdaadaf—”i- : : : :

% G 05 |------ L, HIT, (NS i
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o 0.5 T 25 0 05

Rys. 15-1. Wykres Nyquista (tabela 15-2): po lewej skrypty la+c; po prawej tylko skrypty 1b+c

Skrypt 1a: Funkcja nyquist oblicza i rysuje wykres Q(P), ktory jest rysowany dla @>01 @ <0
(czesci wykresu sg symetryczne wzgledem osi ).
Skrypt 1b: Funkcja nyquist oblicza wspoétrzedne P i Q tylko dla @>0 i w takim zakresie jest
rysowany wykres Q(P).
Skrypt 1c: Wspotrzedne P i O sa obliczane z definicji i rysowane dla wygenerowanego wek-
tora pulsacji (1072+10%).
W Matlabie funkcja nyquist poza narysowaniem wykresu oznacza punkt (—1,0) i dodaje siatke,
ktéra umozliwia wyznaczenie wartoSci M(w) 1 ¢(w) dla transmitancji 1/(G((jw)+1), co jest
wykorzystywane podczas projektowania uktadow regulacji.
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Porownanie wykresow L(w) narysowane poprzez wykonanie skryptow 2a+c przed-
stawiono na rysunku 15-2.
Bode Diagram (funkcja plot)

Bode Diagram

Vom0
135 [ -vaarmm- - r oAy maam- - - T enord
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Rys. 15-2. Wykresy Bodego (tabela 15-2): po lewej skrypt 2a; po prawej skrypty 2b+c

Skrypt 2a: Funkcja bode oblicza wzmocnienie oraz faze, rysuje M(w) w skali decybelowej
L(w) oraz ¢p(w) w stopniach.
Skrypt 2b: Funkcja bode oblicza M(®) 1 ¢(w). Aby uzyska¢ wykresy identyczne jak dla
skryptu 2a nalezy:
— otrzymane wartosci M( @) przeliczy¢ na dB i1 narysowa¢ w skali pétlogarytmicznej (funk-
cja semilogx),
— otrzymane wartosci ¢( ) narysowac w skali potlogarytmicznej (funkcja semilogx).

Skrypt 2¢: Wartosci M(w) i ¢(w) sg obliczane z definicji dla wygenerowanego wektora pul-
sacji (107'+10%). Aby uzyskaé¢ wykresy identyczne jak dla skryptu 2a nalezy:
—otrzymane wartosci M( @) przeliczy¢ na dB i1 narysowa¢ w skali potlogarytmicznej (funk-
cja semilogx),
—otrzymane wartosci @(®) przeliczy¢ na stopnie i narysowa¢ w skali potlogarytmicznej
(funkcja semilogx).
W Matlabie funkcja bode poza narysowaniem wykresu zapewnia jeszcze siatke logarytmicz-
na, ktéra utatwia odczytywane wartosci.
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16. Podstawowe obiekty dynamiki

czyli zestaw elementarnych wzorcow dynamiki

16.1. Wprowadzenie

Najprostsze przypadki modeli dynamiki, przedstawiane zazwyczaj w postaci transmi-
tancji, nazywane sg podstawowymi obiektami dynamiki lub podstawowymi czlo-
nami dynamiki. Moga to by¢ modele wynikajace z bardzo uproszczonego opisu
obiektu albo sktadniki ztozonych uktadow dynamiki. Podstawowe cztony s3 czesto
wykorzystywane w roznych metodach analizowania i projektowania wtasnosci obiek-
toéw 1 uktadow regulacji [8, 10].

Omowione zostang przede wszystkim najwazniejsze przypadki stosowane
w praktyce inzynierskiej, to znaczy idealne cztony dynamiki z typowymi, czyli dodat-
nimi warto$ciami wzmocnienia k i parametréw czasowych (— 16.2+16.8). Krotka
charakterystyke pozostatych, szczegoélnych przypadkow zawiera podrozdziat 16.9.
Wiasnosci cziondéw zilustrowano za pomocg podstawowych charakterystyk czaso-
wych (odpowiedzi skokowych) oraz charakterystyk czgstotliwosciowych.

16.2. Czton proporcjonalny

16.2.1. Definicje i charakterystyki

Czlon proporcjonalny (wzmacniajacy, bezinercyjny) oznacza wzmocnienie sygnatu
wejsciowego bez opoznienia i znieksztatcenia (rys. 16-1), czyli transmitancje:

4 G(s)=k. (16-1)
k

Jest to jednoczesnie opis statyczny obiektu:
apx(t) =byu(t) — x(t) =k, u(?). (16-2)

> .. . . . .
Model taki jest zawsze stabilny — rozwigzanie zawiera

Rys. 1}6'1- Odpowiedz lSkOkowa tylko sktadowa wymuszona (nie ma réwnania charak-
czionu proporjonalnego terystycznego, biegunéw i sktadowej swobodnej).
Wiasnos$ei cztonu proporcjonalnego nie zaleza od pulsacji, to znaczy, ze uktad

przenosi wszystkie sygnaty sinusoidalne z takim samym wzmocnieniem k i bez prze-

suni¢cia fazowego. Charakterystyki Nuqyista majg wiec posta¢ punktu (rys. 16-2),

a Bodego — prostej o statej wartosci (rys. 16-3).

0 L4 20l0glk

P(w) =k i .

0() =0 P ’4
|

[0}
Rys. 16-2. Wzory i wykres Nyquista cztonu (16-1) Rys. 16-3. Wykresy Bodego cztonu (16-1)
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Czlon proporcjonalny wzmacnia tak samo sygnaty o statej wartosci i sygnaty sinusoi-
dalne (k = kukl).

16.2.2. Fizyczne realizacje cztonu

Tak prosty opis obiektu jak czton proporcjonalny stosuje si¢ wowczas, gdy jego reak-
cja na zmiany nastegpuje prawie natychmiast, tzn. jest bardzo szybka w poréwnaniu do
innych procesow. Przyktady fizycznych uktadéw, ktore maja charakter cztonu propor-
cjonalnego przedstawiono w tabeli 16-1.

Tabela 16-1. Wybrane przyktady obiektow typu czton proporcjonalny

Dzielnik napigcia Uktad sprezyn Obwdd hydrauliczny

]

Py
Ax, 2 X2

(=R u,,(t) 0=c,x, (1) + ¢ (3, (1) = x5 (1) p,(=f)(R+R,)

” "R +R, F(t) = ¢y (x, (1) = x, (1)) zaleznosci przyblizone
R 1 ¢ +c 1
u,,(s) = R +2R2 u,(s) | x(s)= EF(S) > Xy(8) = ﬁF(S) S(s) = R+ R P,(s)

16.3. Czton catkujacy

16.3.1. Definicje i charakterystyki

Czlon calkujacy realizuje operacje catkowania sygnalu wejsciowego (rys. 16-4)
1 W zapisie operatorowym jest przedstawiany w postaci:

G =7 b G =k~ (163)

1

gdzie: T; — czas catkowania, k; — wzmocnienie cal-
P kowania. Réwnanie rozniczkowe cztonu:

ai(t) = bou(t) — () =ku(t)  (16-4)

T =1k

Rys. 16-4. Odpowiedz skokowa
a parametry czlonu calkujacego i jego rozwiazanie: x(7) = k; J.u(t)dt +Xx, umozliwia

wyjasnienie braku réwnania statycznego i wzmocnienia k., co obserwujemy podczas
analizy wlasnosci cztonu (tabela 16-2).



Tabela 16-2. Wybrane elementy analizy cztonu catkujacego
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Na podstawie |rownania rézniczkowego |transmitancji
u

z . — = l — k
Punkt rownowagi x dla u(¢) = const #0 brak X = ums Ts s 0
Wzmocnienie ks !

brak xi, brak k,x
. 1 1

Punkt réwnowagi dla u(¢) = &1) X, = k[.f S(nydt =k, x, =lims s 1= T
Rownanie charakterystyczne i bieguny |aiA=0 — p;=0 Tis=0 —p1=0
Odpowiedz skokowa A(7) h(t) = kit h(t)y=t/T;
Odpowiedz impulsowa g(7) g(t)=h(t) =k, g()=h()=1/T,

Rozwiazanie h(f) uzasadnia graficzng interpretacj¢ czasu catkowania 7; — w chwili
t = T; uktad catkujacy osigga na wyjsciu wartos¢ stalego wymuszenia na wejsciu. Spe-
cyficzna cecha cztonu catkujacego jest takze biegun o wartosci zero, lezacy na osi Im,
czyli na granicy stabilnosci. Ten zerowy biegun wprowadza do rozwigzania sktadowa
swobodng postaci 4e” =4, czyli stala (zalezng od warunkéw poczatkowych),
ato oznacza, ze nie jest spetniony warunek stabilnosci asymptotycznej (— 6.2.2).
Stosujac stabszg definicj¢ stabilnosci BIBO, czton calkujacy jest stabilny dla wymu-
szenia impulsowego, ale dla wymuszenia skokowego jest niestabilny.

Charakterystyki czestotliwosciowe cztonu catkujacego powstaja po wyznaczeniu
transmitancji widmowej zgodnie z (14-20), czyli:

N S _| 1 |—_'n/2
G(]a))—iji— ]a)T _|a)T.|el '

7 1

(16-5)

Wyrazenie G(jw) zawiera tylko cze$¢ urojona O(w), ktéra jest zawsze ujemna i ma
warto$¢ proporcjonalng do odwrotnosci pulsacji @, co oznacza, ze wykres Nyquista
lezy na ujemne;j czesci osi Im i zmierza od —co do 0 (rys. 16-5).

P(w)=0 - v
1 0 ® 1:0 "o
Q@) =-— v 0o TN
oT; ok
-1/2 @

Rys. 16-5. Wzory 1 wykres Nyquista cztonu (16-3) Rys. 16-6. Wykresy Bodego cztonu (16-3)

W tej sytuacji modut transmitancji M(®) jest rowniez jest proporcjonalny do nielinio-
wej funkcji 1/w. Charakterystyka L(w) (rys. 16-6) natomiast, czyli:

L(w)=201g (16-6)

L‘ =201g1-201gT, -201gw,
T

1



202

jest proporcjonalna do Igw, czyli jest linig prostag w uktadzie z logarytmiczng skalg osi
w. Prosta, ktora wyznacza wykres L(®) ma nastepujgce wlasnosci:

— przecina o§ @ w punkcie w=1/T;,

1
7 7

1
Wykres L(w) = 201g|M(w)| przecina os, wowczas gdy M(w) = 1, czyli ol l=>w=

— ma nachylenie —20 dB/dek, niezaleznie od parametrow czionu.
Nachylenie jako zmiana wartosci AL = L(10w:)—L(w,), tzn. w zakresie 1 dekady w:
dB

D _oo1gt =90 9B
10, 10 dek

AL ot U] agre L] _
Aa)7201g‘10w1Ti ZOlg‘wlTi =-201g(10m,)+201g(w,) =201g

Wykresy Bodego pokazuja, ze czlon catkujacy powoduje zawsze takie samo przesu-
niecie fazowe sygnatow sinusoidalnych (-90°), ale wraz ze wzrostem pulsacji pogar-
sza si¢ ich wzmocnienie.

Charakterystyki przyktadowych cztonéw catkujacych przedstawiono na rysunku 16-7.

h % 1 - L1~
: : v A0 20 |4

St S RN SERE =
G . 0
: g Sggs & 20
WEESEDE | i, bt ol et eSS
2 : : : : -40
bS] e AR ] | =g Rt ) ettty
. a0 50
0 02 04 06 OB E:

Rys. 16-7. Charakterystyki 4(f) i L(w) cztonu catkujacego (7:=0.1; 1; 10)

16.3.2. Fizyczne realizacje cztonu

Mozna wskazaé proste obiekty fizyczne o wlasnosciach catkujgcych, a przyktady ta-
kich uktadéw przedstawiono w tabeli 16-3.

Tabela 16-3. Wybrane przyktady obiektow typu czton catkujacy

Zbiornik z pompa Ruch bez oporu (Idealny kondensator| Element catkujacy
— c
Jue m > R
wy F

h

: Ue
s |l T
X ¢ €ve uWy

. . :
A= 107,00 | 0TI w0 =L i
1 1 1 1 =
h(S) - E f;i’ﬁ (S) - E f;vy (S) V(S) - Q F(S) uc(s) - E lwe(s) uwy - SRC ewe
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Przyktad zbiornika z pompa dobrze ilustruje charakterystyczng ceche uktadéw catku-
jacych — wyplyw z magazynu nie zalezy od zawarto$ci magazynu. Czlon ma szcze-
golne znaczenie w konstrukcji urzadzen sterujacych (np. regulator PID).

16.4. Czton inercyjny

16.4.1. Definicje i charakterystyki

Podstawowy czlon inercyjny to stabilny uklad pierwszego rzedu, ktéry osigga stan
ustalony sposdb w aperiodyczny (rys. 16-8) i jest opisany transmitancjg postaci:

k
ht Lk G(s)= , 16-7
A ¥ ( ) Ts +1 ( )
63.2%]--- A : gdzie stala czasowa T jest wigksza od zera i ma
; i swoja interpretacje graficzng. Transmitancja ta
i i wynika z rGwnania rézniczkowego:
— T— y ! a,%(t) + ayx(t) = byu(r) . (16-8)

Rys. 16-8. Odpowiedz skokowa
a parametry cztonu inercyjnego

Na podstawie réwnania rézniczkowego lub transmitancji mozna wyznaczy¢ charakte-
rystyczne wlasnosci cztonu inercyjnego (tabela 16-4).

Tabela 16-4. Wybrane elementy analizy cztonu inercyjnego (— 7.2)

Na podstawie|rownania rozniczkowego |transmitancji

b u
. . ayx = byu /A =i Lk—
- 0 o x, =lims =ku
Punkt rownqwzgl xx dla u(t) = const #0 “ T e s k
Wzmocnienie kuu
Xy = kz/kluu kukl =k

Rownanie charakterystyczne i bieguny |a1A+tap =0 — p1=—ad/ai |Ts+t1=0—p;=-1/T

Odpowiedz skokowa A(%) _ _ (aplat _ R ELY
(sktadowa wymuszona i swobodna) h0) =k (1 ¢ ) h0) = b (1 ¢ )
Czas ustalania (p1<0, £ =2%) t, = 4/|p1| |t.= 4ai/ao t,~4T

Analizujac wzor na odpowiedz skokowg cztonu inercyjnego (— 7.2), mozna wykazac,
ze styczna w punkcie 7 = 0 przecina poziom stanu ustalonego po czasie rownym stalej
czasowe]j T, natomiast warto$¢ rozwigzania w chwili # = 7 wynosi 63.2% wartosci
stanu ustalonego. Ta interpretacja graficzna wskazuje, ze stala czasowa jest wyrazana
w tych samych jednostkach jak czas na osi ¢.

Charakterystyki czestotliwosciowe cztonu inercyjnego, oparte na réznych posta-
ciach transmitancji widmowej (14-20), czyli:
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k k k| eeecer
G(jw) = = - elreeten 16-9
1+ jol 1+0’T? Nio T2 i+ jor| (16-9)
przedstawiono na rysunkach 16-9 i 16-10.
LY 201g/k] :
- ~-20dB/dek
P(w) = k '
() = = = {T:
i [
O(w) =7 1 o
1+ 0T : >
\a)
-m/2 g =
Rys. 16-9. Wzory i wykres Nyquista cztonu (16-7) Rys. 16-10. Wykresy Bodego doktadne

i asympotyczne (16-7)

Dla logarytmicznej charakterystyki L(®), mozna narysowaé¢ dwie asymptoty:

— dla matych wartosci @, tzn. gdy @ << 1/7, ‘ i
. 1>>0T
transmitancja G(jo) ~ k, Gljm) =1~ ot 1 k =k
czyli czton proporcjonalny,
— dla duzych wartosci @, tzn. gdy @ >> 1/T, i ek
transmitancja G(jw) ~ ki(jT), G(jo)= T+ jal — Gal
czyli czton calkujacy.

Wykresy cztonu proporcjonalnego i catkujacego tworza krzywa tamana, ktérg nazy-
wamy logarytmiczng asymptotyczng charakterystyka modutu. Jest ona na tyle doktad-
na, ze mozna jg stosowac podczas badan i projektowania uktadow — maksymalny biad
A4 punkcie zatamania wynosi 3 dB.

Dlaw=— charakterystyka doktadna: L(w) = 201g
T

k ZOIg{ k J a przyblizona: 201g|k]|
+J V2

Réznica: 201{\%) —201g(k) = 201g(kf‘5] = 201g(\15] ~-3dB

Czlon inercyjny jest podstawowym sktadnikiem opisu dynamiki wigkszosci obiek-
téw fizycznych. Iloczyn n czlonow inercyjnych nazywany jest cztonem inercyjnym
n-tego rzedu, np.:

k lub k .
(s +1).(T,s+1)  (Ts+1)"

Gdy stale czasowe sg dodatnie, to uktad jest stabilny i jego odpowiedz skokowa ma
postac przebiegu aperiodycznego z mniej lub bardziej widocznym punktem przegiecia
(rys. 16-11). Z kolei wykres Nyquista cztonu n-tego rzedu przechodzi przez n ¢wiartek
plaszczyzny zespolonej (rys. 16-12).

(16-10)



205

LA 20iglk]

______________ ] i -20dB/dek
. -40dB/dek
U DN @
[ \ i E
g n e
Rys. 16-11. Odpowiedz Rys. 16-12. Wykres Nyquista ~ Rys. 16-13. Wykresy Bodego doktadne
skokowa uktadu rzedu > 1 (uktad drugiego rzedu) 1 asymptotyczne (uktad drugiego rzgdu)

Jednak najciekawsze wtasnosci maja wykresy Bodego (rys. 16-13), poniewaz sg one
sumg wykreséw czlonow sktadowych, zgodnie z (14-26) (najtatwiej jest wykonac te
operacje na charakterystykach asymptotycznych, co oméwimy w — 17.2). Asymptota
201glk| wyznacza maksymalne wzmocnienie cztonu przy najnizszych pulsacjach
(w — 0) 1 odpowiada wzmocnieniu uktadu (k.). Nachylenie charakterystyki L(w)
osigga warto$¢ n-20 dB/dek, a przesuniecie fazowe zmierza do —n-90°.

Wplyw rzedu inercji na charakterystyki mozna zaobserwowac na przyktad dla
cztondw inercyjnych o tej samej statej czasowej i rzgdach 1+5 (rys. 16-14).
D

| . . e e
& ' : : L) i b s T
0.8 o poasr S 1 1 o

"""""""" :""""'T" -0l - [N
0.4 Ammmmmmmms T T
i 1 1 50k -
0.2 R LR LR R et -

]
[

i
=

Rys. 16-14. Charakterystyki /(?) i L(w) cztonéw inercyjnych rzgdun =15 (T =1, kuu = 1)

Na podstawie wykresow Bodego mozna interpretowac czton inercyjny jako filtr dol-
noprzepustowy — uktad dobrze przenosi sygnaly o pulsacji w < 1/7. Im mniejsza stala
czasowa, tym szersze pasmo przenoszenia, czyli zakres pulsacji, w ktorym wystepuje
wzmocnienie sygnatu (modut transmitancji jest wiekszy od 1).

16.4.2. Przyktady obiektéw fizycznych

Czlony inercyjne to podstawowy sposob opisywania ukladow fizycznych, poniewaz
wigkszos$¢ zjawisk ma charakter inercyjny, to znaczy, ze zmiana sygnalow wejscio-
wych powoduje stopniowe dochodzenie uktadu do nowego stanu ustalonego. Tabela
16-5 zawiera kilka przyktadow bardzo prostych obiektéw inercyjnych, zawierajacych
magazyny masy i energii.
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Tabela 16-5. Wybrane przyktady obiektow inercyjnych (zbiorniki, obiekty cieplne)

Zbiornik Pomieszczenie z grzatka Kaskada niewspotdziatajaca
—>

T/ Ky T f
h | T hl _zglhl
P w
_;; s E h2 ‘zazhz

AN = 1O=ah 7, 0) = 2.0~ K (7. (0-T.(0) {3“2(3;’;(2 (Z)cl_lh;(;) )
1
T = P _ X
o= o] TGk B " e
s+a . K. T.(s) h(s) = 1 a, 76s)
Cos+K, ° ? As+a, 4,5+ a,
= 4 m’ = C, JK W 5

Porownujac rownania bilansowe zbiornika z wyptywem i pomieszczenia z grzalka,
mozna zauwazy¢ wspolng cechg tych obiektow — zdolno$¢ do samowyréwnywania.
Wynika ona z wewngetrznego sprzezenia, ktére polega na tym, ze im wigksza zawar-
tos¢ magazynu (objetos¢ cieczy, akumulacja energii), tym wigkszy wyptyw (straty).
Na podstawie tej obserwacji mozna wskaza¢ inne przyktady uktadow inercyjnych,
nazywanych inaczej obiektami z samowyrownywaniem. Polgczenie takich uktadow
tworzy obiekty inercyjne wyzszych rzedéow. Bardzo tatwo mozna to zaobserwowac
w przypadku transmitancji, ktora opisuje szeregowe polaczenie uktadow (kaskade
niewspotdziatajgcg). Dotyczy to takze kaskad wspodldziatajacych, poniewaz bieguny
takich uktadéw sg zawsze rzeczywiste, ujemne (tabela 10-2). W tym przypadku jed-
nak nie wszystkie transmitancje kaskady sa czlonami czysto inercyjnymi (niektdre
liczniki transmitancji zawierajg wielomiany).

Z kolei uktady mechaniczne i elektryczne o wilasnosciach inercyjnych najtatwiej
jest wskaza¢, gdy zawieraja one element reprezentujacy straty energii — w uktadach
mechanicznych thumik, w obwodach elektrycznych rezystancja (tabela 16-6).
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Tabela 16-6. Wybrane przyktady obiektow inercyjnych (uktady mechaniczne, elektryczne)

Sprezyna i thumik Ruch w osrodku Obwdd z cewka Czwornik inercyjny

b b
. F %—I}m?

mi(t) + bi(t) = F(t)
mi(t) + bv(t) = F(f)

L Uye (S )

bx(t)+cx(t) = F(¢) sC R+1/(sC)

sLi(s)+ Ri(s) =u(s) | u,,(s)=

1/R

i(s) =—————u(s)
1/c 1/b sL/R+1 1
x(s) = F(s)| v(s) = F(s W(8) =———u,,
() sb/c+1 ()] V(s) sm/b+1 (5) _ tp () SRC+1" ©)
up(s) = u(s)
sL/R+1
r-b Nsm_ r-m ke r=LB_VIA_o | rorear=-YE_g
¢ N/m b Ns/m R Q V/A AV
(N=kg m/s>—~kg=Ns?*/m) (C=As)

W przedstawionych przykladach wyznaczono wzor na stalg czasowa T uktadu i wy-
konano operacje na jednostkach fizycznych, ktére potwierdzaja interpretacje tego pa-
rametru na osi czasu (rys. 16-8) i sekunde jako jej wymiar.

16.5. Czton réiniczkujacy

16.5.1. Definicje i charakterystyki
Czlon rozniczkujacy opisuje operacje idealnego rézniczkowania sygnalu wejsciowe-
go (rys. 16-15), ktéra w zapisie operatorowym ma postac transmitancji:
G(s)=T, s, (16-11)
gdzie: Ty — czas rézniczkowania. Pierwotna postac
./ czlonu to rownanie:
ayx(t) =bu(t) — x(t)=k,u(t), (16-12)

h

Rys. 16-15. Odpowiedz skokowa

idealnego cztonu rézniczkujacego R o . . . .
& HACCEO ktore jednoczesnie okresla rozwiazanie. Zawiera ono

tylko sktadowa wymuszona (nie wystgpuje sktadowa swobodna, nie ma rownania cha-
rakterystycznego, nie ma biegunow) — obiekt jest stabilny. Z analizy wtasnosci cztonu
(tabela 16-7) wynika, ze odpowiedzig na wymuszenie skokowe jest funkcja impulso-
wa, ale fizyczne uzyskanie takiej odpowiedzi nie jest mozliwe, poniewaz idealny im-
puls to funkcja &), ktéra ma warto$¢ zero poza jedyng chwilg # =0, gdy ma wartos¢
ma nieskonczona.
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Tabela 16-7. Wybrane elementy analizy cztonu rézniczkujacego

Na podstawie|row.rozniczkowego |transmitancji
Punkt rc’nynqwagi xx dla u(f) = const 20 e = 0, brak ku %, = limsT,s U _ ), brak kuu
Wzmocnienie k,u 50 s
Réwnanie charakterystyczne i bieguny [brak brak
Odpowiedz skokowa A(?) h(t) = k,0(1) h(t)=T,5(t)

Przedstawienie idealnego cztonu rozniczkujacego na charakterystykach czesto-
tliwosciowych opiera si¢ na transmitancji widmowej postaci:

G(jo) = joT, =|aT,|e™™. (16-13)
Wyrazenie G(jw) zawiera tylko cze$¢ urojong Q(w), ktora jest zawsze dodatnia i pro-

porcjonalna do pulsacji @, a wigc wykres Nyquista lezy na dodatniej czgsci osi Im
(rys. 16-16).

Ly 20dB/dek
JAVA Il
Plw)y=0 T S
=oT 0 ' >

O(w) = oT, 1T, o 100 @
? 4
n/2

"0
Rys. 16-16. Wykres Nyquista cztonu (16-11) Rys. 16-17. Wykresy Bodego cztonu (16-11)

Modut transmitancji M(w) jest takze proporcjonalny do pulsacji @, natomiast charak-
terystyka L(w), czyli:

L(w) =201gloT,|=201gT, +20lgw, (16-14)

jest proporcjonalna do lgw — to znaczy, ze jest linig prosta w uktadzie z logaryt-
miczng skalg osi w. Prosta, ktora wyznacza wykres L( ) ma nastepujace wiasnosci:

— przecina o$ @ w punkcie o= 1/Ty,

. . 1
Wykres L(w) = 201g|M(w)| przecina o$, woéwczas gdy M(w) =1, czyli oT, =1 > o = -
d
— ma nachylenie +20 dB/dek, niezaleznie od parametréw cztonu.

Nachylenie jako zmiana wartosci AL = L(10w1)-L(w1), tzn. w zakresie 1 dekady w:
gﬂ =201g/100,T,| - 201gly T,| =201g(102) —201g(e,) = ZOIg% =201g10 = 20 dB/dek.
0] ,

Z analizy wykresow Bodego wynika, ze idealny czton rozniczkujacy powinien powo-
dowa¢ zawsze takie samo przesunig¢cie fazowe sygnatow sinusoidalnych (90°), ale
co wazniejsze, wraz ze wzrostem pulsacji powinno si¢ takze zwigksza¢ w nieskonczo-
nos$¢ wzmocnienie sygnaldw, co ilustruje fizyczng niemoznos¢ realizacji takiego ukta-
du. Praktyczne realizacje cztonu rézniczkujacego zawsze sa zwigzane z wystepowa-
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h niem choéby niewielkiej inercji (rys. 16-18), co
opisuje rzeczywisty czlon rozniczkujacy:
T,s
> G(s)= <
t Ts+1
Rys. 16-18. Odpowiedz skokowa gdpowiadajace mu rownanie:
rzeczywistego cztonu rézniczkujacego . .
ax(t)+ayx(@) =bu(t). (16-16)

Aby taki czton dobrze spelniat swoje zadanie, to wartos¢ stalej czasowej 7" musi by¢
odpowiednio mata w poréwnaniu z czasem roézniczkowania 7y, co dobrze ilustruje wy-
kres L(w), przedstawiony na rysunku 16-19,

Yy . .. . L
szczegolnie w wersji  asymptotycznej (kon- 20dB/dek
strukcja — 17.2). Im mniejsza wartos¢ stalej

(16-15)

czasowe] 7, tym szerszy zakres pulsacji 1T, UT o
(0+1/T), w ktorym czton rzeczywisty zacho-
wuje si¢ tak, jak idealny czton rézniczkujacy. Rys. 16-19. Wykres L dokladny

i asymptotyczny cztonu (16-15)

Charakterystyki przyktadowych cztondéw rézniczkujacych w wersji idealnej 1 rze-
czywistej przedstawiono na rysunku 16-20.

h L

B

T T T R
1 1 ' '
1 1 1 1
4- 1 1 1 1
L e ! il et (g e (il et R e
T e e
' ' ' '
1 1 1 1
r r r r
1 i 1
h 1 ' '
1 1 1 1

1

1
o
P
EREEEERT
o
[ ERET]
]
1
]
]

L
T1IT T

vl e
1 2
1 10

Rys. 16-20. Charakterystyki czasowe i czgstotliwosciowe dla 74=0.1;1;10 oraz T=0 (—) 1 = 0.1 (- -).

Charakterystyki czasowe /() nie zawieraja wykresu dla idealnego cztonu rézniczku-
jacego ze wzgledu na ograniczenia algorytmow obliczeniowych. Brak mozliwosci
zarowno zbudowania, jak i obliczenia idealnego cztonu rézniczkujacego uzasadnia
warunek sygnalizowany podczas definicji transmitancji (— 11.1), to znaczy, ze
w transmitancjach rzeczywistych obiektow stopien licznika nie jest wickszy niz sto-
pien mianownika. Ograniczenie to nie przeszkadza w wygenerowaniu charakterystyk
Bodego, przedstawiono wigc poréwnanie cztondéw idealnych (linie ciggte) i rzeczywi-
stych (linie przerwane). Najlepsze przyblizenie idealnego cztonu rozniczkujacego
(odpowiedz skokowa najbardziej zblizona do impulsu) wystepuje, gdy stala czasowa
(T=0.1) jest 100 razy mniejsza od czasu rdzniczkowania (7= 10).
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16.5.2. Fizyczne realizacje cztonu

Przy realizacji cztonu rézniczkujacego zawsze wystepuje inercja, a jej przyczyny
mozna wyjasni¢ na przyktadzie kilku fizycznych uktadow (tabela 16-8).

Tabela 16-8. Wybrane przyktady obiektow typu czton rézniczkujacy

Idealna cewka Obwdd z cewka Czwornik Element rézniczkujacy
L] —|
@® L3t 0 w |, C C
iwe u e R
ewp
di (1) sLi(s)+ Ri(s) = u(s) i(s)/(sC)+ Ri(s) = u,,(s) -R
up (t) =L—= . . uwy =T e
dt u, (s) = sLi(s) u,,(s) = Ri(s) 1/(sC)
. L/R sCR
uL (S) = SLlwe (S) ML (Y) = S‘LS/R + 1 M(S) MW},(S) = (S‘gR + ljuwe (S‘) “wy = _SRcewe

Poszukujac réznych realizacji cztonu rézniczkujacego, nalezy zwrdci¢ uwage nie tyl-
ko na form¢ transmitancji, ale takze na wartosci parametréw, ktére powinny spehiac¢
warunek 7' << T,. Dlatego najlepszym rozwigzaniem jest element rdzniczkujacy opar-
ty na wzmacniaczu operacyjnym. Z kolei w obwodzie z cewka i czworniku z konden-
satorem uzyskujemy 7 = Ty, co nie spetnia warunku realizacji rzeczywistego czionu
roézniczkujacego. Czton rézniczkujacy ma szczegdlne znaczenie w konstrukceji urza-
dzen sterujgcych, takich jak regulatory PID.

16.6. Czton forsujacy

Czlon forsujacy to transmitancja, ktéra w pewien sposdb uzupeltnia zestaw podstawo-
wych czlonéw (rys. 16-21) i ma postaé:

1 |[zus+o0 Gs)=T,s+1. (16-17)

Ts+0 ! Czlon ten samodzielnie nie opisuje rzeczywistych

1 T,s+1 uktadéw (nie spetnia warunku, ze stopien licznika jest

s+l || 1 mniejszy niz stopien mianownika). Mozna go uznaé za
odwrotno$¢ cztonu inercyjnego, ktory jest zwigzany

Rys. 16-21. Zestaw czterech z zerami transmitancji, podobnie jak czton inercyjny

podstawowych cztonow . . . .
z biegunami transmitancji.

Charakterystyki czgstotliwosciowe cztonu, wynikajace z transmitancji widmowe;:
Jj arctg(oT,)

G(jw)=1+ joT, =[l + joT e , (16-18)

przedstawiono na rysunkach 16-22 1 16-23.



21

LA '
P(w) =1 0 E 20dB/dek
w 0 : ®
O(w) =T, 201g|1] /T,
DA o
/2 F-—————===
g f
I 1 %, P | T -
Rys. 16-22. Wykres Nyquista cztonu (16-18) Rys. 16-23. Wykresy Bodego

doktadne i asymptotyczne (16-18)

W przypadku charakterystyki L(®) mozna narysowac¢ dwie asymptoty:
— dla matych wartosci o, tzn. gdy o << 1/T},
transmitancja G(jw) ~ 1, G(jo) =1+ joT, ——1
czyli czton proporcjonalny,
— dla duzych wartosci @, tzn. gdy @ >> 1/T,
transmitancja G(jw) ~joTy, G(jo) =1+ joT, —" joT,
czyli czton rézniczkujacy.
Charakterystyka asymptotyczna czlonu opiera si¢ na wykresach cztonu proporcjo-
nalnego 1 rézniczkujgcego, maksymalny btad w punkcie zatamania to 3 dB.

1
Dla @ = o charakterystyka doktadna: L(@)=201g|l+ j| = 201g(\/§ ), a przyblizona: 201g|1].
,

Rézmica: 201g(v2 ) 201g(1) = 2012 )~ 3dB

Czlon forsujacy jest sktadnikiem wielu transmitancji opisujacych uktady MIMO,
w szczegolnosci wystepuje w opisie kaskad wspotdziatajacych (tabela 16-5).

16.7.Czton oscylacyjny

16.7.1. Definicje i charakterystyki
Czlon oscylacyjny to uktad drugiego rzgdu, ktéory mozna zapisa¢ w postaci:

l
h i Apl G(S): 5 2 k
[ SN & A— . s+ 28m,5+ @

5> @n> 0, (16-19)

n

idzie: ¢ — wspolezynnik tlumienia wzglednego (thu-
nienie uktadu), w, — pulsacja drgan wiasnych niettu-
t1' — > nionych (pulsacja uktadu). Transmitancji tej odpo-
P u . , . . .
Rys. 16-24. Odpowieds skokowa "12da réwnanie oscylacyjne:
czlonu oscylacyjnego sensu stricto

i)+ 28w, ¥(t)+ @2 x(t) = ku(t) . w,>0. (16-20)
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Na podstawie analizy réwnania przedstawionej szczegoétowo w podrozdziale 7.4, wia-
domo, ze warunek ¢> 0 zapewnia stabilnos¢ cztonu, a warunek 0 < ¢ <1 oznacza, ze
jest to czton oscylacyjny sensu stricto (rys. 16-24). Przypadek ¢ > 1 natomiast ozna-
cza, ze uklad ma dwa rzeczywiste, ujemne bieguny, wiec mozna go zapisac i analizo-
wac¢ jako czlon inercyjny drugiego rzedu (— 16.4). Wybrane elementy analizy cztonu
(16-19) przedstawiono w tabeli 16-9.

Tabela 16-9. Wybrane elementy analizy cztonu oscylacyjnego (— 7.4.4)

czton|oscylacyjny sensu stricto (0<£<1) |oscy1acyjny (inercyjny)
Punkt rownowagi x; Y v = lims k U _
dla u(¢) = const #0. @y x =k =5, = Kyt lub % = 1 s +2lw s+ s @
Wzmocnienie k. ky =kl @}
Roéwn.charakterystyczne sS+28m,s+ @ =0
Bieguny pP,=c¢tjo, |p,=-0tjo, p1,2:a)n(_§i 52—1)
Re(p)= a=-c =-$ o, o=¢w, a,=o,-5+ 52_1)
— 2 2
Im(p)_a)r w, =0, l—g =a),,\¢1—§ azza)n_é:_ 52_1)
h(t) =k, (1 = e sin(@,t + @) | h(t) = k(1= Ae = A,e™)
2 2
Odpowiedz skokowa h(f) | 4 - V& * @ _y, e,
(sklacéov(sl/a \;vymuszona ) y a | 4= a,
i swobodna = 2 =
V1= a,—-a o -a

@ =arc tg = arctg{ J : : : :
Przeregulowanie 4,1 4, = em o = exp(— Enl\1-& ) brak
Czas ustalania

t ~4/((w ~ ( - 2_ )
(15 <0.2 =2%) tu~ 4]ar] | ™ (cw,) 4w, | g +& ~1]

W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze czton oscylacyjny oznacza transmitancje
(16-19) z warunkiem 0 < ¢ <1. W literaturze stosowane sa rézne formy zapisywania
takiego cztonu, przy czym czgsto jest to czton znormalizowany (tzn. kuu=1):

602

n

lub

1

o’ +

P28 w5+ )

T2s? + 26T, s+1°

lub

(s+0)°

2
w
2 16-21
o (16-21)

Aby zapisa¢ uktad o innym wzmocnieniu, wystarczy pomnozy¢ dang transmitancj¢
przez wspotczynnik k.. Transmitancje (16-21) sa sobie rownowazne na postawie re-

lacji migdzy parametrami:

T.= 1w,

o= |Re(p1,2)|, Wy = Im(pl,z).
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Przeliczanie postaci transmitancji (16-21):
pp,  _ (otjo)-o-jo) _  o+el ot}
(s=pls—p) (s-Co+jo)s—(o-jo)) (s+0)-(jw) (s+0) +a]

0'2+a),2 B (§wn)2+(w"\/1—§2j2 ~ o>

n

b

2 2 2 27 2 2
s“+2o5+0 o s2+2§a)ns+(§a),,)2+(a)n ll—éz) s°+2¢w,5 + w,

Nazwy parametrow odzwierciadlajg ich interpretacje:
— n, Iy — pulsacja i okres drgan wiasnych niettumionych,
— o,— pulsacja drgan wlasnych thumionych.

Drgania wlasne to sktadowa swobodna x,(f) = Ae“sin(w,f +¢1), ktora wystepuje

w odpowiedzi cztonu oscylacyjnego o thumieniu w zakresie 0 < &< 1:

— gdy 0<¢<1, to bieguny cztonu leza w lewej potplaszczyznie (a<0) i w jego
odpowiedzi wystepuja gasnace oscylacje (drgania thumione) o pulsacji w, i mak-
symalnym przeregulowaniu 4, (tabela 16-4),

— gdy =0, to bieguny czlonu lezg na osi Im (e = 0), co oznacza, ze odpowiedz za-
wiera niegasngce oscylacje (drgania niethumione) o pulsacji w,= w,, czyli o okresie
drgan 7,= l/w, (okres drgan w sensie odwrotnosci pulsacji @w,=2x f,, a nie od-
wrotnosci czgstotliwosci f,).

Parametry drgan wlasnych (pulsacja w,, amplituda 4,1) w znacznym stopniu zaleza od

thumienia ¢ “cztonu (co mozna zobrazowac na wykresach — rys. 7-8, rys. 7-9).

Drgania wtasne sg najlepiej widoczne przy wymuszeniu skokowym lub impulsowym,

gdy odpowiedz uktadu sktada si¢ z drgan wlasnych i statej sktadowej wymuszonej

xw(f). Przy wymuszeniu sinusoidalnym sin(aof) natomiast sktadowa wymuszona row-

niez ma postac sinusoidalng i przebiegi si¢ naktadajg (rys. 16-25).

[ e R e e e e R e 2y
x‘ x 1 1 : E
. PR ey e I (N
e N
.:,_I!H,jfjn : qdmﬂr
.. 1 ]FI —-'I 1
BAV AL 2 : :

i :
20 0 4 Bz o i 20 a0 40 ] 1]

Rys. 16-25. Odpowiedz cztonu (= 0.1, w,= 1) na wymuszenie 1(7) i sin(wot — m/2), wo=210.1.

Drgania wymuszone to sinusoidalna skltadowa wymuszona, ktéra obserwuje si¢
w stanie ustalonym, a parametry tych drgan opisuja charakterystyki czestotliwosciowe
cztonu: x.(f) = M(w)-sin(wt+p(w)). Wzory do konstrukcji charakterystyk czestotli-
wosciowych, opartych na réznych formach transmitancji widmowej (14-20), dla czto-
nu znormalizowanego maja nastgpujaca postac:
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2 22y - 4
G(]a)) =— . , . - — a)j (a)n [0 2) ]Zé:a)na)z _ M(C&))e']w(w) , (16—22)
(o) +28w,(jo) + o, (a),f —a)Z) +(28w,0)
2
-2
gdzie: M(w) = On , p(w) = arctg%
;-

(@} - 0*) + 2m,0)

1
JA=T?0*) + 2T, 0)

lub M(w) =

> (o) = arctg

n

-2{To

1-T e’

Aby uwzgledni¢ inne wzmocnienie uktadu, wystarczy pomnozy¢ funkcje P(w), O(w),
M(w) przez wspdtezynnik k.. Takie wiasnie przypadki przedstawiono na wykresie
Nyquista (rys. 16-26), ktory przechodzi przez 2 ¢wiartki uktadu (jak dla kazdego czto-
nu drugiego rz¢du), oraz na wykresie L(w) (rys. 16-27), ktéry wykazuje zwigkszenie
wzmocnienia (szczyt rezonansowy), charakterystyczne dla cztonu oscylacyjnego.

— 2w

@) = kyy

202 2
w, (v, —®
P(o) =k, 2 Zn )

m= (a)f - a)z)2 +(2éw,0)

Rys. 16-26. Wzory i wykres Nyquista cztonu (16-22)

L1 201gfk,

Rys. 16-27. Wykresy Bodego doktadne
(16-22) (kui>1)

Dla charakterystyki L( ) mozna wyznaczy¢ dwie asymptoty:

- dao<<a, k0" k ,0°
transmitancja GY) = ks | OU®) = o, G = ha
czton proporcjonalny ! ! !
— dla @>>w,jest
G =k G T) |00 Bt e bt
w YT (o) +28w,(jo) + w, (jo)”  (jol,)
czton podwojnie catkujacy
Mozna przeprowadzi¢ doktadniejsza analize:
) k(% +@?) ot + o’
_ J << . Gliw) = ukl r >0 r_o_
dla matych wartosci w(w<<o): G(jw) o+ oy +a? W
dla duzveh wartosci so0) Gliw) = kuk,(0'2+a),2) o <<w 0'2+a)f _ O'2+a)f
— dla duzych wartosci o (@ >>0): J (©+ joy +a R

tzn. M(w) = |G(j w)| jest proporcjonalne do 1/¢?, a L(w) = 201gM( w) do Igw.
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W skali logarytmicznej wykres L( @) jest liniowy i ma nachylenie 40 dB/dek:

AL o’ +a? o+ ‘ ®° — &* ‘
22 = 201glk, . ——r | 201glk, rl = :
Ao M 100y T g - o o} — (100)*|
2
0> 0, 201‘ @ ‘:401 S -
g‘ ~a Oa))z‘ g 0w —40 dB/dek

Szczyt rezonansowy na wykresie L(w) powoduje, ze asymptoty nie moga spetnia¢ roli
logarytmicznej asymptotycznej charakterystyki modutu czltonu oscylacyjnego.
Asymptote 201g|k.| mozna potraktowac jako poziom odniesienia dla wielkosci szczy-
tu rezonansowego. Parametry szczytu rezonansowego mozna wyznaczy¢ na podstawie
badania przebiegu zmiennosci funkcji M(w), w szczego6lnosci pulsacje rezonansowa
Wre- 1 maksymalne wzmocnienie My = M(@e:).

Funkcja M( @) ma wartos¢ maksymalna, gdy jej pochodna ma wartos$¢ zero (dM/dw = 0):

—obliczanie pochodnej ztozonej funkcji M(w):
dM(@) _ -1 1
= Mukl

' 20} - 0" 20) + 260,)2
" (@2 -y +@é0,00 ] 2@} - ) + 2é0,07 e, -2 v,20)

—pochodna jest rowna zero jesli:
2@ - ") (20)+(2:w) 20=0 — — (0} —0*)+2E0) =0 — w=w,1-2

Wartos¢ pulsacji rezonansowej @.; mozna obliczy¢ ze wzoru:

®,,. = w,/1-2&* , pod warunkiem, ze 1—2£% >0, (16-23)
Stad wynika maksymalne wzmocnienie (bezwzgledne M,.x, wzgledne M,.):

k
Mmax = M(a)rez) = lub Mrez — M(a)rez) —

1
26 [ _g? M©O) ¢ 11_952 ’ (16-24)

gdzie M(0) jest wzmocnieniem dla pulsacji w —0.

Wzory na parametry @ i Mimax Okreslaja warunki wystapienia rezonansu, czyli zja-
wiska znacznego zwigkszenia amplitudy drgan na wyjsciu, gdy wartos¢ pulsacji wy-
muszenia sin(avf) jest zblizona do pulsacji rezonansowej @ (rys. 16-28),

= [T T G g e e TP ek Tt o T o P R Lt (e T L iy i
x ' 1 i : | !
i :I,'f-?'ﬂ = Wre i 1 1

1 1 1 1 1

0 S lidrgr |1 i i f i

1 | 1| ] ]

i 1 1 1 n

T 1 | I | | )

0 Pl b o L e = s B ULt DL et LRl o sl L b
IET i Tl W TR T i

ki b s !

] 1

i I

1 | 13 1

' ! | 1

' 1 ! ! 1

' 1 | i 1

1 1 1 1 1

) i i i i i
1] 50 10D 150 200 250=

Rys. 16-28. Drgania rezonansowe (<= 0.01)
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Wystapienie i wielkos$¢ rezonansu zalezy od ttumienia cztonu:
— wystepuje dla 0< & <+/0.5~0.707 (na podstawie warunku (16-23)),
— w tym zakresie mozna zastosowac wzdr (16-24) 1 obliczy¢ warto$¢ Max.

Zaleznos¢ pulsacji @r.: 1 wysokosci My od thumienia ¢ ilustruje rysunek 16-29.
&} ARty

l:r*-,,..

Rys. 16-29. Wplyw ¢ na drgania wymuszone

Im mniejsze thumienie &, tym wyzsza pulsacja rezonansowa i wyzszy szczyt rezonan-
sowy (teoretycznie dla & —0 warto$¢ M,.. rosnie w nieskoniczonosc), co mozna zaob-
serwowac na charakterystyce L(w) (rys. 16-20).

20

h K : : : TR L I

o | ] L PG e | R

= - L T r r r 1 [ [ R A B )

Lo 0 et bR

| e T

0.5 R S R T Lomm o 1 RERT
:- i i A0 P PRI e, | (e
a = s e — -1 ] 1 i

0 5 . 3 20 25 s 10 10 10

Rys. 16-30. Charakterystyki czasowe i czgstotliwosciowe cztondéw o réznych thumieniach (w» = 1)

Roéwniez odpowiedz skokowa 4(f) wykazuje wigksze oscylacje przy mniejszych war-
tos$ciach ttumienia £ Obie charakterystyki ilustrujg wplyw &, a wykres A(7) to drgania
wlasne, a charakterystyka L(w) to drgania wymuszone.

16.7.2. Fizyczne realizacje cztonu oscylacyjnego

Klasyczne przyktady cztonow oscylacyjnych to uktad mechaniczny oraz obwdd elek-
tryczny — kazdy oparty na trzech podstawowych elementach (tabela 16-10). Modele
tych uktadéw mozna przedstawi¢ w postaci réwnan rézniczkowych (rézniczkowo-
catkowych) lub operatorowych, stosujac rézne formy definicji elementéw 1 wybierajac
rozne zmienne wyjsciowe do obserwacji. W efekcie uzyskuje si¢ transmitancje, ktore
doktadnie odpowiadajg postaci cztonu oscylacyjnego lub zawieraja dodatkowo czton
rozniczkujacy. Jesli jednak odpowiedzi skokowe zmiennych x(7) i g(f) maja charakter
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oscylacyjny, to przebiegi w(¢) i i(¢), jako pochodne zmiennych x(¢) 1 ¢(¢), tez maja cha-
rakter oscylacyjny.

Tabela 16-10. Wybrane przyktady obiektow typu czton oscylacyjny (0< & <1)

Czlon oscylacyjny mechaniczny Czlon oscylacyjny elektryczny
L
. ¢ R TUR
&
N . .. o1 di .
mx+bx+cex=F mv+bv+cj-vdt:F Lj+RG+—q=u L—+Rz+—j-zdt=u
C dt C
x(s) 1 v(s) K q(s) _ C i(s) _ sC
F(s) ms*+bs+c| F(s) ms*+bs+c u(s) LCs*+RCs+1 u(s) LCs®>+RCs+1
b R |C
warunek: & = <1 warunek: £ = — \F <1
2~ mc d 2 VL

W zapisie rownan rozniczkowych w tabeli pomini¢to oznaczenie zalezno$ci od czasu (7).

Przedstawione przyktady pozwalaja uzyska¢ jedynie czlony z dodatnim thumieniem.
Nawet uzyskanie zerowego ttumienia wymaga zatozenia o braku tarcia podczas ruchu
czy zerowej rezystancji przewodow. Wiasnosci oscylacyjnych uktadow mechanicz-
nych i elektrycznych mozna analizowaé, sprowadzajac dany model do ogolnej postaci
cztonu oscylacyjnego i wykorzystujac wszystkie wlasnosci tego cztonu. W praktyce
inzynierskiej spotyka si¢ takze czesto analize opartg bezposrednio na fizycznych pa-
rametrach uktadu, w szczeg6lnosci podczas badania zjawiska rezonansu [18].

16.8. Opdznienie

Uzupehieniem kolekcji podstawowych cztonow dynamiki jest opézZnienie sygnalu
(rys. 16-31), ktére przenosi sygnat z wejscia na wyjscie bez zmian, jedynie przesuwa-
jac go w czasie. Transmitancja cztonu ma posta¢ funkcji niewymiernej:

h G(s)y=e"", (16-25)
| - - pre— ktora wynika z przeksztatcenia <£ funkcji opisu-
- jacej czton w dziedzinie czasu:
To t x(O)=u(t-T,). (16-26)

Rys. 16-31. OdpowiedZ skokowa  Jest to element liniowy, ktory w stanie ustalonym ma
cztonu opodzniajacego . M .
jednostkowe wzmocnienie i jest zawsze stabilny.
Po podstawieniu s =jw do transmitancji operatorowej (16-25) otrzymujemy wprost
transmitancj¢ widmowa w postaci wyktadnicze;j:

G(jw)=e'"", (16-27)
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z ktorej wynika state, jednostkowe wzmocnienie M(w) czlonu oraz przesuni¢cie fazo-
we ¢(w) proporcjonalne do w, a wigc nieograniczone (rys. 16-33). Wykres Nyquista
ma woweczas postac okrggu jednostkowego (rys. 16-32), co wynika z interpretacji mo-
dutu i przesunigcia ¢ w ukladzie Q(P).

04 LT
M(w) = P}(0) + Q% () =1 | P
! 270
¢7<0 1 73 4 -
P (o) + Q0% (w) =1 M ‘@
w
Rys. 16-32. Wzory i wykres Nyquista cztonu (16-27) Rys. 16-33. Wykresy Bodego (16-27)
Fizyczne realizacje cztonu opdzniajacego T T
mozna wskaza¢ w obszarze zagadnien transporto- — g
wych, takich jak transport energii cieplnej przez /3 ] >/

doskonale izolowany rurocigg (rys. 16-34) czy

przenoszenie materiatu za pomocg tasmociggu. Rys. 16-34. Opoznienie transportowe

16.9. Przypadki szczegolne

16.9.1. Ujemne wzmocnienie

We wszystkich cztonach dynamiki omowionych powyzej zakladalismy dodatnie
wzmocnienie k, co odpowiada opisowi wickszosci uktadow (proceséw). W przypa-
dku czlonu proporcjonalnego ujemne wzmocnienie oznacza proste odwrocenie znaku
odpowiedzi czasowej (rys. 16-35), a na charakterystykach czgstotliwosciowych zmia-
n¢ warto$ci przesunigcia fazowego 0 — m (rys. 16-36, rys. 16-37). Teoretycznie prze-
suniecie fazowe ujemnego wzmocnienia mogloby mie¢ wartos¢ m lub —m, jednak
o(w) = 1 jest zgodna z interpretacja innych cztonéw o ujemnym wzmocnieniu.

A

h k>0 oA Lp 2010§k

‘ k<0 k>0 )
P DA
. k<0
k>0 -
k<0 W
Rys. 16-35. Odpowiedzi sko-  Rys. 16-36. Wykresy Nyquista Rys. 16-37. Wykresy Bodego
kowe G(s) =k (k> 0, k<0) G(s)=k (k> 0,k<0) G(s)=k (k> 0, k<0)

Ujemne wzmocnienie moze dotyczy¢ rowniez czlonéw inercyjnych i czlonu oscyla-
cyjnego. W przypadku odpowiedzi czasowych k£ <0 oznacza zawsze zmiang znaku,
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czyli wykres symetryczny wzgledem osi £. Wplyw znaku wzmocnienia na charaktery-
styki czestotliwosciowe natomiast mozna zilustrowaé na przyktadzie cztonu inercyj-
nego pierwszego rzedu.

k>0:
& _ k(+) _ k(+)a)T _ M(w)ej(p(m) N {M(w) - P2 * Q2
I+jol 140’ T* 1+ 0T p(o) =arctg(~aT) — ¢ =0+-m/2
P>0 0<0 O/P<0
k<O0:
ko kG kool ) {M(w) =P 0
1 jol e Thwrr MO 7 p) = arctg-or)  —p =0+ +n2

P<0  0>0 o/P<0

Wykres Q(P) dla k< 0 jest obrocony o kat m wzgledem wykresu dla £ > 0 (rys. 16-38).
Wykresy Bodego natomiast réznig si¢ tylko w czesci opisujacej przesunigcie fazowe
o(w) — wykres p(w) dla k<0 jest przesunigty o warto$¢ +n wzgledem wykresu dla
k>0 (rys. 16-39).

Dla k>0 LY oolgk
0 ™~20dB/dek
P(@)>0 o h—\\\
\' k>0. - ?A El /T @
Dlak<0 < L/ 2 :
O(@)>0 o L i .
M (2]
-n/2 :
Rys. 16-38. Wykresy Nyquista Rys. 16-39. Wykresy Bodego
czlonu inercyjnego (k> 0, k£ <0) czlonu inercyjnego (k> 0, k£ <0)

Przesunigcie wykresu ¢(w) o +1 mozna stwierdzi¢ na podstawie interpretacji transmi-
tancji widmowej (rys. 14-3) — sam zapis funkcji ¢(w) = arctg(—w7) nie zawiera pelnej
informacji. To przesunigcie mozna réwniez uzasadni¢ zapisujac transmitancje w po-
staci iloczynu cztonu inercyjnego z dodatnim wzmocnieniem i cztonu wzmacniajace-
go o wartosci —1, a nastepnie wykonujgc operacje na postaciach wyktadniczych

k. k k ko, oT - ) :
(=) _ (+) (_1) _ (+) _j (+) . (_1) _ M(w)e]arutg(—mT) . ‘_l‘e‘f]i[ _ M(a))e’ (@) ,
1+ joT 1+ jaT 1+0°T* "~ 1+0°T?

P>0 0<0 gdzie: {M(a))—m

p(w) =arctg(-oT)+n

Analogicznie mozna wykaza¢ wpltyw ujemnego wzmocnienia na czlon inercyjny wyz-
szego rzgdu i1 czton oscylacyjny (rysunki 16-40+16-42).
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Rys. 16-40. Odpowiedzi skoko- Rys. 16-41. Wykresy Nyquista Rys. 16-42. Wykresy Bodego
we 2. rzgdu (k> 0, k£ <0) 2.1zgdu (k> 0, £ <0) 2. rzgdu (k> 0, k< 0)

Ujemne wzmocnienie nie zmienia stabilnosci uktadu, powoduje jedynie, ze:
— odpowiedz czasowa jest symetryczna wzgledem osi ¢,

— wykres Nyquista jest obrocony o kat +,

— wykresy modutu L(w) sg takie same, a wykres ¢(w) jest przesunigty o +1.

16.9.2. Ujemne parametry czasowe

Opis podstawowych czionéw dynamiki zaktada, ze wszystkie parametry czasowe
cztonéw sa dodatnie, co wynika z interpretacji tych parametrow w typowych realiza-
cjach fizycznych. Mozna jednak przeanalizowaé wlasnosci cztonow z ujemnymi cza-
sami, a najtatwiej jest to przeprowadzi¢ dla cztonu calkujacego i rézniczkujacego,
zapisujac je w postaci iloczynu cztonu z dodatnim parametrem czasowym (73, Ta)
i wzmocnienia o wartosci —1. Wplyw ujemnego parametru czasowego jest analogicz-
ny jak ujemnego wzmocnienia (— 16.9.1), co ilustruja wykresy dla cztonu catkujace-
go (rysunki 16-43+16-45)

0\
G(s) = (DATs) _
i q, T.<0 20dB/dek
h i 1)
0 >
- ©
77 :P (Y
(W=00 -1” ,(ﬂ= /2 /2 Ti <0
A e .
| T>0 S @
T:>0
Rys. 16-43. Odp. skokowe  Rys. 16-44. Wykresy Nyquista Rys. 16-45. Wykresy Bodego
G(s) =1/(sT) (T; >0, T; <0) G(s) =1/(sT;) (T: > 0, T: < 0) G(s) =1/(sT;) (T: > 0, T: < 0)

oraz wykresy dla cztonu rézniczkujacego (rysunki 16-46+16-48).
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. L 20dB/dek
G(s)=(B)T, s °1 T /
hi ) A Td >0 0 -
/T, @
> -~ M d
>0 s ‘\(pZTL‘/Z
d A > Y T.<0
> N Nw=0 P 3n/2 d
e
, I T,>0
Td<0 w\ Td<0 /2 1
®
Rys. 16-46. Odp. skokowe  Rys. 16-47. Wykresy Nyquista Rys. 16-48. Wykresy Bodego
G(s) =sTa (Tu>0, T4 <0) G(s) =sTa(Ta>0, Ta<0) G(s) =sTa(Ta>0, Ta<0)

Ujemne parametry cztonu catkujacego i rozniczkujacego nie wplywajg na stabilnosé
modelu — czton catkujacy jest uktadem na granicy stabilnosci, a rézniczkujacy — ukta-
dem stabilnym. Z kolei kazda ujemna stata czasowa w czlonie inercyjnym jest rowno-
znaczna z wystepowaniem dodatniego bieguna uktadu, ma wigc decydujacy wplyw na
stabilno$¢ cztonu — odpowiedzi skokowe nie stabilizujg si¢ i nie mozna zastosowac
graficznej interpretacji statej czasowej (rys. 16-8).

Wptyw dodatnich i ujemnych statych czasowych na charakterystyki czestotli-
wosciowe przeanalizujemy na podstawie czlonu inercyjnego pierwszego rzedu.

T>0:

ko ko kol M(w)e!* M(w) = [p2 4 0
I+ joT,, 1+ cozT(i) / 1+ a)zT(i) 7 eo(w) = arctg(-aT},)) — ¢ = 0+~ —7/2

P>0 0<0 Q/IP<0

T <0:

k k KT el {M (@) =P+ 0"

= - = M(w)e _

I+ jol | 1+ ’T7, am o'T?, o) =arctg(-0l() _, ¢ =0+ +m/2

P>0 0 >0 O/P>0
Potwierdzeniem zakresu zmian kata ¢ jest zgodnos¢ z asymptotami:

—dla G(]a)) — k el oy p - gdy T>0,to (7] —0
0<< 1T, 1+ joT —gdy T<0,to 9 —0

—dla G(jw) = k wor . kK —gdyT>0,top— -n/2
w>> 1T, 1+ joT joT —gdyT<0,top— +n/2

Ujemna stala czasowa (dodatni biegun) powoduje zmian¢ znaku czgs$ci urojonej
w transmitancji cztonu inercyjnego, co przeklada si¢ na zmiang¢ znaku przesunigcia
fazowego ¢(w), ale nie zmienia wzmocnienia M(w). W efekcie wykresy QO(P) dla
T>01T<0 sg symetryczne wzgledem osi P (rys. 16-49), podobnie jak wykresy ¢(w)
(rys. 16-50), natomiast wykres L(w) pozostaje taki sam.
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201g k|

1

G(s) =
)= ors+1
DlaT>0
P(w)>0 o4 (T @
O(w)<0 2 | (jak T;<0)
DlaT<0 T <0
P(w)>0 o)
>0
O(w)>0 /2 L -
(jak 7:>0)
Rys. 16-49. Wykresy Nyquista Rys. 16-50. Wykresy Bodego
cztonu inercyjnego (7 > 0, 7<0) cztonu inercyjnego (7 > 0, 7<0)

Na podstawie cztonu inercyjnego pierwszego rzedu mozna wnioskowaé o wpltywie

ujemnych stalych czasowych (dodatnich biegunow) na charakterystyki czestotli-

wosciowe cztonu inercyjnego wyzszego rzedu, poniewaz zawsze mozna go zapisac

w postaci iloczynu cztonow inercyjnych pierwszego rzedu, a to oznacza, ze charakte-

rystyki L(w) 1 p(w) cztonu wyzszego rzedu sg sumg charakterystyk pierwszego rzedu:
k k

1+ jol, 1+ jol,

— Ml(w)eﬂ/ﬁ(w) .Mz(w)e;/%(w) — M(a))ej »(®)

{M(a)) =M, (0)M,(®) = L(w) = L(®)+ L,(®)
() = () + ¢, (0)

Znaki stalych czasowych nie wplywajg na wzmocnienie poszczegoélnych cztonow,
wigc nie wptywaja tez na wykres L(w). Przesuni¢cie fazowe ¢(w) natomiast, jako su-
ma przesuni¢¢ od poszczegolnych czlonow, bedzie mniej ujemne, jesli czton ma cho¢
jedng ujemna statg czasowg (dodatni biegun).

Na podstawie czlonu forsujacego 7 przeanalizujemy wptyw ujemnych i dodatnich

zer ukladu.
M(@)=1+0*
o(@) = arctg(@l()  — ¢ =0+ +n/2

P=1 0>0 O/P>0

- M(@)e'"” {M (@ =l 0"

p(w) = arctg(wli ) — ¢ =0+-1/2

T;>0: 1+ jol,, = M@ " — {

Ty <0: 1+ jaly,

P=1 Q<0 Q/IP<0
Potwierdzeniem zakresu zmian kata ¢ jest zgodnos$¢ z asymptotami:
>>m - >
—dla w<< /T}, G(ja))=1+j(0]}¥—>l gdy 7y > 0, to p —0

—gdy Ty <0, to ¢ —0

—gdy Ty > 0, to ¢ — +m/2

—gdy Ty <0, to p — +37n/2

Ujemny parametr 7y powoduje zmiang znaku czg$ci urojonej w transmitancji czionu
forsujgcego, co nie wptywa na wzmocnienie M(w) (wykres L(w) pozostaje taki sam),

l<<o T,

—dla 0>> /T, G(jo)=1+jol, ——— joT,
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ale zmienia przesuni¢cie fazowe ¢p(w). Wykresy Q(P) dla 77> 0 i 7y< 0 sa symetrycz-
ne wzgledem osi P (rys. 16-51) i mozna by si¢ spodziewaé, ze wykresy ¢(w) beda
symetryczne wzgledem osi w (rys. 16-52). Jednak dla zachowania zgodnosci wykresu
¢p(w) z asymptotg w —o0, to przesuniecie p(w) dla 7y <0 nalezy opisaé w zakresie
(2mn+3m/2), to znaczy, Zze przesunieciu fazowemu ¢ dla 7,> 0, odpowiada przesunigcie
21— ¢ dla Ty> 0 (wykres ¢(w) jest symetryczny wzgledem osi w, a nastepnie przesu-
nicty o +27).

L i

G(s)=@DTys+1 04 L-—-/dwde

Dla 7> 0 ~ 0 : .
P(w)=1 Ty>0 3
O(w)>0 mp b eV ‘
Dla T,< 0 Cloke J1 . ‘

P( a)) -1 AT PN < - \0)20 31/2] 'T (jak '/j,"fi()-)
<0 T }

O(w) T/,->O /2 | (jak T,>0)

Yo _____— 10

~~__

Rys. 16-51. Wykresy Nyquista Rys. 16-52. Wykresy Bodego
cztonu forsujacego (7y> 0, 7y< 0) cztonu forsujacego (7y > 0, Ty < 0)

Wykresy cztonu forsujacego pokazuja, ze ujemne wartosci 7y (dodatnie zera) maja
znacznie wigkszy wplyw na charakterystyki czestotliwosciowe (przesunigcie fazowe)
niz dodatnie wartosci 7y (ujemne zera).

16.9.3. Aproksymacja Padé — przesuwnik fazowy

Transmitancje wszystkich podstawowych cztonow dynamiki majg postaé¢ funkcji wy-
miernej, z wyjatkiem opdznienia. Mozna jednak przyblizy¢ transmitancje czionu
opozniajgcego za pomocg funkcji wymiernej, a podstawa tej aproksymaciji jest rozwi-
nigcie funkcji eksponencjalnej w szereg potegowy [18]:

e =1+x+x2/2+x3 /3 +xt /4 + .. (16-28)

Metoda nazywa si¢ aproksymacja Padé i polega na zastosowaniu rozwinigcia:

e It Tt
e == R (16-29)
¢ l+s- 242042 20

——+
2 22 62
oraz ograniczeniu liczby elementéw szeregu. Najczesciej stosuje si¢ aproksymacje
Padé pierwszego rzegdu, to znaczy:
—sT, 1- STO / 2
e xR —m—m—

1+5T, /2 (16-30)
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Transmitancje uzyskane przez aproksymacj¢ Padé nazywa si¢ przesuwnikami fazo-
wymi. Zachowuja one takie cechy opdznienia, jak jednostkowe wzmocnienie w stanie
ustalonym i stabilnos$¢ (czas opdznienia 7y > 0). Z kolei jakos$¢ przyblizenia w stanie
nieustalonym mozna oceni¢ na podstawie poroéwnania charakterystyk opdznienia
1 aproksymacji pierwszego rzgdu. Odpowiedzi skokowe rdéznig si¢ do$¢ znacznie,
w szczegolnosci poczatkowa reakcja po pojawieniu si¢ skoku (rys. 16-53).

L
h 4 ¢-—-—-—-—-—-—-—.—.——>
op6znienie Y 0 )
1F-----
przesuwnik =0 P4
/ 27
> \grzesuwnik

To d M

przesuwnik o S~< v

Rys. 16-53. Odp. skokowe Rys. 16-54. Wykres Nyquista Rys. 16-55. Wykresy Bodego opdz-
opdznienia i przesuwnika opdznienia i przesuwnika nienia i przesuwnika

Zgodnos$¢ opodznienia i przesuwnika jest widoczna najwyrazniej na charakterystykach
czestotliwosciowych (rys. 16-54, rys. 16-55), a w szczegolnosci na wykresach Bode-
go. Transmitancja przesuwnika jest iloczynem cztonu inercyjnego oraz cztonu forsu-
jacego o ujemnym parametrze, wigc wykresy L(w) i ¢(w) sa sumg wykresow tych
dwoch elementow. Wykres fazowy przesuwnika zmienia si¢ w zakresie 2n+n, ale dla
lepszego poréwnania mozna go przesungc o 2w, a wowczas widoczna jest zgodnos¢ z
wykresem opoznienia w zakresie niskich pulsacji. Oznacza to, ze im nizsza pulsacja
przebiegu sinusoidalnego, tym przyblizenie opdznienia za pomocg przesuwnika jest
doktadniejsze.
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17. Zastosowanie podstawowych cztonow
czyli jak korzysta¢ ze wzorcow

17.1. Uktady minimalnofazowe i nieminimalnofazowe

17.1.1. Podziat podstawowych cztonéw

Podstawowe cztony dynamiki sg czgsto wykorzystywane zarowno w badaniach teore-
tycznych, jak i w praktyce inzynierskiej. Transmitancje podstawowych cztonéw to
proste modele, ktore reprezentujg rézne charakterystyczne cechy dynamiki uktadow
i tworzg spdjny zbior elementéw do konstrukcji i analizy bardziej ztozonych modeli
lub jako bardzo uproszczona reprezentacja catego obiektu. Ze wzgledu na postaé
transmitancji mozna wyrozni¢ siedem elementarnych cztondéw i wszystkie poza opdz-
nieniem majg posta¢ funkcji wymiernej (tabela 17-1).

Tabela 17-1. Zestawienie elementarnych cztonéw dynamiki

G(s) Minimalno- |Nieminimalno- Nazwy
fazowe Czlon
K k>0 k<0 proporcjonalny (wzmocnienie)
k — wzmocnienie
b catkujacy (catkowanie)
T;s ;>0 I <0 T: — czas catkowania (zdwojenia)
rozniczkujacy (rézniczkowanie)
T
@ Ta >0 Ta <0 T4 — czas rozniczkowania
1 70 T <0 inercyjny (inercja)
Ts+1 T — stala czasowa
forsujac
Tys+1 Iy >0 ;>0 Tffcj:gaz
1 oscylacyjny
s’ +22ms+w) | zawsze — & — wspolczynnik ttumienia wzglednego
wn>0 wn, — pulsacja drgan wlasnych niettumionych
T To>0 o JAWSZE opodzniajacy (opdznienie)
’ Ty — czas opdznienia

Ze wzgledu na wlasnosci, czlony mozna podzieli¢ na uktady minimalno- i niemini-
malnofazowe. Czlony minimalnofazowe to klasa wymiernych transmitancji o dodat-
nich wartosciach parametrow, czyli dodatnie wzmocnienie i parametry czasowe (lub
inaczej dodatnie wzmocnienie oraz ujemne bieguny i zera transmitancji). Pozostale
transmitancje wymierne o ujemnych parametrach oraz czton opdzniajacy to cztony
nieminimalnofazowe. Nazwa 1 charakterystyczne cechy tego podzialu wynikajg
z prawidlowosci, ktére mozna zaobserwowaé na wykresach Bodego cztonéw:

1° Dodatnie i ujemnie wartosci parametréw danego cztonu nie wptywaja na logaryt-
miczny wykres modutu L(w) tego cztonu, ale zmieniaja wykres przesunigcia fazo-
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wego ¢p(w) — tak wigc ogdlnie na podstawie danego wykresu L(w) nie mozna jed-
noznacznie odtworzy¢ wykresu ¢(w).
2° Z poréwnania wykreséw ¢(w) dla dodatnich i ujemnych parametrow cztonu wyni-
ka, ze najmniejsze wartoéci ¢ (w) przyjmuje wykres cztonu o dodatnich parame-
trach — stad okreslenie cztonu jako minimalnofazowego.
3° Dla cztonu minimalnofazowego istnieje jednoznaczny zwigzek miedzy wykresem
fazy a nachyleniem wykresu L(w), liczonym jako wielokrotno§¢ N nachylenia
20 dB/dek:
p=Nmn/2, (17-1)
— czton proporcjonalny: N = 0; catkujacy: N =—1; rozniczkujacy: N = +1;
— dla cztonu inercyjnego, forsujacego i oscylacyjnego zaleznos¢ (17-1) odnosi
si¢ do asymptot wykreséw przy niskich i wysokich pulsacjach.
Charakterystyczne cechy cztonéw minimalnofazowych umozliwiaja rozpoznanie cha-
rakteru uktadu fizycznego (tabela 17-2).

Tabela 17-2. Cztony minimalnofazowe i ich charakterystyki (zalozenie k > 1)

Odpowiedz Logarytmiczna charakterystyka
Czlon skokowa A(?) impulsowa g(?) modutu L(w) fazy ()

hi LA
proporcjonalny | ek - g I | 2018k 1)
k :[ ‘l‘ o) 0 (4
I >

catkujacy g 1‘ L 20 oA

s — I

Ls T | T e~ |
rozniczkujacy L 20 o

T;s

/T,
inercyjny g L“z()lg_(_k_)
T

Ts+1 T ur wr
oscylacyjny g
_ Kk
§*+280,5+ @)

~

forsujacy
Tis+1

Interpretacja parametrow czasowych cztonéw minimalnofazowych na charakte-
rystykach czasowych potwierdza, ze jednostka statej czasowej 7, czasu catkowania 7;
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czy czasu rozniczkowania 7y jest jednostka czasu ¢ (czyli zazwyczaj sekunda). Te sa-
me parametry czasowe uzywane na charakterystykach czgstotliwosciowych L(w) do
odmierzania charakterystycznych punktow 1/7, 1/T;, 1/Ta na osi w wyskalowanej
w rad/sek.

Uktad, ktory powstaje z szeregowego polaczenia cztondw minimalnofazowych, tez
jest uktadem minimalnofazowym. Wigkszos¢ uktadow fizycznych wystepujacych
w praktyce inzynierskiej zalicza si¢ do tej kategorii, a podstawowe badania i projek-
towanie uktadéw minimalnofazowych jest znacznie tatwiejsze, poniewaz:

— jednoznaczny zwigzek wykresow L(w) 1 ¢(w) pozwala ograniczy¢ podstawowa

analize czestotliwosciowa do wykresu L(w),

— zamiast doktadnego wykresu L(w) mozna uzywac prostego do wykonania wykresu
asymptotycznego.

Podstawowe zastosowania cztonéw dynamiki zostang opisane przy zatozeniu, ze sg to

cztony minimalnofazowe.

17.2.Rozktad i synteza transmitanc;ji

17.2.1. lloczyn podstawowych cztonéw

Jedng z typowych operacji wykonywanych podczas analizy transmitancji obiektow
jest przeksztalcenie jej do rownowaznego wyrazenia zawierajgcego iloczyn podsta-
wowych cztondéw. Transmitancja opisujaca uktad fizyczny moze by¢ rezultatem réz-
nych operacji, takich jak:

— przeksztatcenie rownania/uktadu réwnan rézniczkowych (— 11.1, 11.2),

— obliczenie transmitancji zastepczej na podstawie schematu blokowego (— 13.2).

Podstawowe badania analityczne, takie jak okreslenie stabilnosci (wyznaczenie biegu-
ndéw) i stanu rdownowagi, mozna zrealizowa¢ wprost na wyznaczonej transmitancji.
Alternatywa metoda jest rozklad transmitancji na podstawowe czlony dynamiki,
czyli przedstawienie jej w postaci iloczynu tych cztonow:

oo . G(s)=G(5)..G,(s). (17-2)
u G1(S) | G,(s) _i_i Iloczyn transmitancji mozna interpretowaé jako
G(s): _________________ ' szeregowe polaczenie transmitancji (rys. 17-1),

ktére nie ma zwigzku ze strukturg uktadu fizycz-
nego. W praktyce inzynierskiej rozktad na podsta-
wowe czlony jest wykonywany zazwyczaj dla konkretnych wartosci parametréw
transmitancji, zwlaszcza gdy licznik i mianownik transmitancji jest wielomianem
0 ogoblnej postaci. Zdarza si¢ jednak, ze wielomiany te majg postaé iloczynows, ktora
wystarczy dopasowac do sformalizowanej postaci cztondw.

Iloczyn podstawowych cztondéw wystepuje w roznych metodach analizy, ale jeden
z podstawowych obszarow zastosowania to konstrukcja logarytmicznych charakte-
rystyk czestotliwosciowych, poniewaz mnozeniu transmitancji odpowiada dodawanie
charakterystyk logarytmicznych (— 14.4). W ten sposéb zar6wno mozna tatwo wyja-

Rys. 17-1. Iloczyn transmitancji
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$ni¢ wlasnosci poszczegoélnych cztonow (— 16), jak i konstruowaé charakterystyki
ztozonych transmitancji (o czym szerzej w podrozdziale 17.2).

Iloczyn transmitancji jest stosowany rowniez jako metoda syntezy modelu dyna-
miki. Transmitancje o zadanych wlasnosciach mozna zdefiniowaé na podstawie war-
tosci biegundéw, zer i wzmocnienia uktadu (— 11.1.3) albo jako polaczenie podsta-
wowych cztonow. Na przyktad, jesli dynamike uktadu charakteryzuje ttumienie & oraz
stala czasowa T, to oznacza, ze modelem jest transmitancja postaci:

G(s)=k- L !

Ts+1 Tns2 +2&T s +1
Jednoznaczne wyznaczenie transmitancji wymaga okreslenia wzmocnienia uktadu &
oraz okresu drgan wlasnych niettumionych 7. Synteza modelu z podstawowych czto-
now jest podstawowym elementem konstrukcji modeli na podstawie eksperymentow
(o czym szerzej w podrozdziale 17.4).

, gdzie k i T, maja dowolne niezerowe wartosci.

17.2.2. Suma transmitanciji

W badaniach analitycznych wykorzystuje si¢ niekiedy przedstawienie transmitancji
w postaci sumy prostszych sktadnikéw. Przyktadem takiego podejscia jest rozklad
transmitancji na ulamki proste, czyli na sume¢ funkcji postaci:

Ay ; Dys + By,
(s=p) (s2 +bks+ck)i '

Ulamki proste sg podobne do cztonu inercyjnego oraz ztozenia cztonu oscylacyjnego
i forsujgcego, ale postac¢ tych transmitancji jest ukierunkowana gtoéwnie na wyznacza-
nie transformaty odwrotnej <! funkcji zmiennej s [18, 19].

(17-3)

W automatyce gtownym obszarem zastosowania sumy podstawowych cztondw jest
idea klasycznego algorytmu sterowania stosowanego w uktadzie regulacji (rys. 13-2),
to znaczy synteza algorytmu PID (tabela 17-3).

Tabela 17-3. Klasyczne algorytmy regulacji PID

PI PD PID

1 K, Ts+1 K, Ts+1+TT,s’
) ST ) K +Ts | K b b Tys = d
Ts T Ts T:s

1 i i

Cho¢ idea dziatania regulatora opiera si¢ na réwnolegtym potaczeniu cztonu propor-
cjonalnego, catkujacego i rozniczkujgcego, to przy projektowaniu uktadow regulacji
wykorzystuje si¢ posta¢ iloczynowa, poniewaz metody projektowania opierajg si¢
w znacznej mierze na charakterystykach czestotliwosciowych.
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17.2.3. Komputerowo wspomagane wyznaczanie parametréw cztonéow

Rozktad transmitancji na podstawowe cztony jest szczego6lnie uzyteczny w badaniach
analitycznych. Podstawowy problem sprowadza si¢ do przedstawienia wielomianu
licznika i mianownika transmitancji w postaci iloczynowe;j:

— bs" +..+b,s? +bs+by=b, (s—z Ns—z,)..(s—z,),

— a,s"+..+a,stras+tag=a,(s—p Ns—p,)..(s-p,),
po czy nastepuje uporzgdkowanie i wyrdznienie poszczegdlnych cztonow:
b,s" +..+bs+b, =k(S_Z1)---(S_Zm)= ky 1

(S_pl)"‘(s_pn) Tis+1 s* +a;s+a,

G(s) = (Tys+1)-... .

n
a,s" +..+a;s+a,

Programy symulacyjne nie przewiduja specjalnych funkcji do rozktadu transmitancji
na podstawowe cztony, ale pozwalajg wyznaczy¢ wszystkie parametry, ktore to umoz-
liwiaja (tabela 17-4).

Tabela 17-4. Funkcje wspomagajace wyznaczanie i badanie podstawowych czlonow

Matlab / Octave Scilab

Pierwiastki wielomianu

roots([an, ..., a2,a1,a0])

roots([an, ..., a2,a1,a0])

Bieguny i zera uktadu

[p,z] = pzmap(model)

Bieguny uktadu

pole(model)

Zera uktadu

zero(model)

Wzmocnienie uktadu

dcgain(model)

Tlumienie

damp(model)

[wn ksi] = damp(model)

Konwersja modelu

modelZPK = zpk(model)

modelZPK = zpk(model)

gdzie model — nazwa modelu (transmitancja o dowolnej postaci).

Jako przyktad zastosowania funkcji postuzy analiza dwoch transmitancji zdefiniowa-
nych za pomocg podstawowych cztondéw (tabela 17-5).

Tabela 17-5. Przyktady interpretacji wynikow funkcji z tabeli 17-4 (Matlab, Octave)

Funkcja:|{pzmap pole zero |dcgain |damp zpk
Eigenvalue Damping Freq
p=-05 |-05 -0.25 |1 -333-1 1.0e+0 3.33e-1
Al 033 |-0.33 ~5.00¢-1 1.0e+ 0 5008|0867 (s+0.25)
@s+D@s+) | 1 (s+0.5)(s+0.333)
=40 |40 0.1 |-20+1.0i 8.94e-1 2.240 )
2 -2.0+1.0i[-2.0 +1.0i -20-1.0i 894e-1 2240 | —5——
(s+4)(s> +4s+5) | -2.0-1.01|-2.0-1.0i 4.0 10e+0 4.00e0 |(5+4)(s"2+4s+5)
Z:
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Wyniki analizy wskazuja na konieczno$¢ uwaznej i wlasciwej interpretacji wartosci

zwracanych przez funkcje — w szczegdlnosci dotyczy to funkeji damp i zpk:

— parametr Damping wskazuje warto$¢ ttumienia tylko w zakresie 0 < & < 1, natomiast
warto$¢ 1 oznacza, ze ttumienie faktycznie nie jest obliczane (biegun jest rzeczy-
wisty lub nalezy do pary zespolonej, zwigzanej z thumieniem ¢ > 1),

— parametr Freq dla biegunéw zespolonych oznacza wartos¢ w, (pulsacj¢ drgan wia-
snych niettumionych), a dla biegunoéw rzeczywistych wartos¢ |[Re(p)|,

— wzmocnienie obliczane przez funkcje zpk to inny parametr niz wzmocnienie uktadu
(kuwt) obliczane przez funkcje dcgain.

17.3. Asymptotyczne charakterystyki Bodego
17.3.1. Charakterystyki najprostszych cztonéw

Ze wzgledu na wihasnosci logarytmicznej charakterystyki modutu L(®@) mozna wyrdz-
ni¢ trzy podstawowe cztony, dla ktorych wykres L(w) ma ksztatt linii prostej o nachy-
leniu niezalezym od parametrow cztonu: czton proporcjonalny (prosta o nachyleniu
zerowym), czlon calkujacy (prosta o nachyleniu —20 dB/dek) i czton rézniczkujacy
(prosta o nachyleniu +20 dB/dek). Na podstawie tych trzech prostych charakterystyk
mozna wyznaczy¢ asymptotyczne charakterystyki kolejnych dwoch cztonéw — dla
cztonu inercyjnego asymptotami sg charakterystyki cztonu proporcjonalnego i catku-
jacego (— 16.4), a dla czlonu forsujgcego — charakterystyki cztonu proporcjonalnego
i rézniczkujacego (— 16.6). Dokladnos¢ charakterystyk asymptotycznych umozliwia
wykorzystanie ich podczas analizowania i projektowania witasnosci dynamicznych
uktadow. Asymptoty charakterystyk fazowych ¢ @) nie majg takiej wlasnosci — umoz-
liwiajg jedynie okreslenie granicznych wartosci przesuni¢¢ fazowych. Jesli jednak
badane przypadki sa ograniczone do uktadéw minimalnofazowych (— 17.1), to anali-
z¢ mozna ograniczy¢ do charakterystyki L( w).

Na bazie pigciu podstawowych czlonéw (tabela 17-6) mozna konstruowac i inter-
pretowaé asymptotyczne wykresy Bodego bardziej ztozonych uktadow.

Tabela 17-6. Minimalnofazowe sktadniki asymptotycznych wykresow Bodego (por.tabela 17-2)

Proporcjonalny| Catkujacy Rozniczkujacy Inercyjny Forsujacy
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sT; 1+sT '
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17.3.2. Asymptotyczne wykresy Bodego ztozonych transmitancji

Wyznaczanie asymptotycznych wykreséw Bodego ztozonej transmitancji jest dos¢
proste, jesli mozna jag przedstawic jako iloczyn czlonow podstawowych (tabela 17-6).
Zaktadamy, ze sg to czlony o typowych, to znaczy dodatnich wartosciach parametrow,
a wigc cztony minimalnofazowe.
Uktad drugiego rzedu, ktory jest stabilny 1 bez oscylacji, mozna roztozy¢ na dwa
czlony inercyjne:
1 k k 1

a5’ tas+a, Gs+)Ds+1) (Ts+1) Ts+1) (17-4)

Asymptotyczny wykres L(w) uktadu powstaje z zsumowania asymptot (rys. 17-2):

(1) cztonu inercyjnego o statej czasowej 71 1 wzmocnieniu £,

(2) cztonu inercyjnego o statej czasowej 7> 1 wzmocnieniu jednostkowym.
Wynikiem dodawania jest asymptotyczny wykres uktadu (A), ktory jest przyblize-
niem wykresu doktadnego (W) (rys. 17-3). Kazdy biegun uktadu zmienit nachylenie
asymptoty o —20 dB/dek, a punkty zatamania to pulsacje @ odpowiadajgce odwrotno-
$ci danej stalej czasowej. Asymptoty charakterystyki ¢( @) maja charakter pogladowy,
ale wyznaczajg zakres zmian warto$ci przesunigcia fazowego.

_L_f‘ 201gk L 201gk

' 1T, VT S
"y ' : S 2
‘ ; (NN
V(7] TR S i @
P s - o e
Rys. 17-2. Konstrukcja asymptotycznego wykresu Rys. 17-3. Asymptotyczny i doktadny
L(w) transmitancji (17-4), k>1, T1>T> wykres L(w) transmitancji (17-4)

Roéwniez zera uktadu maja istotny wpltyw na asymptoty L(w), powodujac zmiang
nachylenia asymptot o +20 dB/dek, co mozna zilustrowaé, na przyktad wyznaczajac
wykres transmitancji:

bys + b, k(T,s +1) k 1

= = : (7,5 +1). ]
a,s’ +a;s+ay, (T;s +1)\Tys+1) (s +1) (T,s+1) (fs+ ) (17-5)

Wykres jest suma: 1) cztonu inercyjnego o wzmocnieniu k, 2) cztonu inercyjnego
o wzmocnieniu 1, 3) cztonu forsujacego. Ksztalt asymptoty wynikowej (A) po zsu-
mowaniu sktadnikoéw, zalezy od relacji migdzy parametrami transmitancji (rys. 17-4,
rys. 17-5).



Rys. 17-4. Konstrukcja asymptotycznego wykresu Rys. 17-5. Konstrukcja asymptotycznego wykresu
L(w) transmitancji (17-5), k> 1,71 > T>> Ty L(w) transmitancji (17-5), k> 1,71 > Ty > T>

Kazdy biegun transmitancji spowodowal zmian¢ nachylenia wykresu asympto-
tycznego o —20 dB/dek, a zero transmitancji zmian¢ nachylenia o +20 dB/dek.

W przypadku gdy zero transmitan-
¢ji ma warto$¢ zblizong do bieguna tej
transmitancji, to zmiana nachylenia
0+20 i —20 dB/dek nastepuje dla po- : Ar) @
dobnych pulsacji (rys. 17-6) — zero | . < >
kompensuje wplyw bieguna uktadu v RS~ ~(A3)
(czton forsujacy kompensuje stalg cza-
sowg cztonu inercyjnego). Takie zja-
wisko zachodzi na przyktad w trans-
mitancjach kaskady wspodtdziatajacej
(— 13.2.2) i powoduje, ze niektore odpowiedzi uktadu drugiego rzgdu wygladajg jak
odpowiedzi uktadu pierwszego rzedu.

Jesli transmitancja zawiera czlon catkujacy lub rozniczkujacy, jak na przyktad
w nastepujacych przypadkach:

1A

Rys. 17-6. Kompensacja bieguna i zera transmitancji
(17-5): Av) Th>T2>Ty, Ao) Ti >T5>To, As) Ti >T> =Ty

a _ s 1 sa — 1
s(Tis+1) 1/a Tis+1" Ts+1 Tis+1’

(17-6)

to niezerowe nachylenie asymptot wystepuje od poczatku wykresu L(w): —20 dB/dek
dla cztonu catkujacego (rys. 17-7), 20 dB/dek dla cztonu rézniczkujacego (rys. 17-8).
Parametr a, ktory wystepuje w czlonach transmitancji (17-6), mozna zinterpretowaé
réowniez jako wzmocnienie czlonu inercyjnego lub wydzieli¢ w postaci cztonu propor-
cjonalnego — jesli asymptoty sa rysowane w wyskalowanym uktadzie wspotrzednych,
to ostateczny wykres bedzie identyczny.
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R R

Rys. 17-7. KOH‘StTUl.(Cja asymptotycznego wykre-  Rys. 17-8. Konstrukcja asymptotycznego wykresu
su catkowania z inercja (17-5), Ti= l/a>Th rézniczkowania z inercja (17-5), Tu=a > Th

Operacje dodawania sktadnikow charakterystyki asymptotycznej L(w) najtatwiej
wykonywaé, dzielac wykres na przedziaty (rys. 17-9) wyznaczone przez pulsacje zata-
mania asymptot poszczegdlnych sktadni- A
kéw. Nastepnie, rozpoczynajac od lewej
strony wykresu (od najmniejszych pulsa-
cji), dodajemy sktadniki pierwszego prze-
dziatu, natomiast poczatek kazdego kolej-

. .. K ! ! N \
nego przedzialu powoduje jedynie odpo- - : RN )
wiednig zmian¢ zatamania asymptoty wy- - o :i> N
. . 7< 7S 7K ~
IllkOWC_] . przedziat 1 przedzial 2 przedziat3 przedziaf 4
w ag%lloglgzny spos6b mozna prze- Rys. 17-9. Konstrukcja i dekonstrukcja
prowadzi¢ takze dekonstrukcje wykresu, wykresu L() z rysunku 17-4

czyli odtworzy¢ sktadniki tworzace dang

asymptotyczng charakterystyke L(w), to znaczy podzieli¢ wykres na przedzialy i roz-
poczynajac od lewej strony wykresu, wyznaczy¢ pierwszy sktadnik, ktérego wykres
pasuje do asymptoty w pierwszym przedziale (jest to czton proporcjonalny, catkujacy
lub rézniczkujacy). Kazda kolejna zmiana nachylenia (punkt zatamania) oznacza
wprowadzenie albo cztonu inercyjnego 1/(7;-s+1), albo czlonu forsujacego (75-s+1),
czyli cztonow, ktére do punktu zalamania maja asymptote potozona na osi (wzmoc-
nienie jednostkowe — L(w) = 0). Iloczyn wszystkich zidentyfikowanych sktadnikéw
wykresu L(w) odpowiada transmitancji uktadu.

17.3.3. Wiasnosci czestotliwosciowych wykreséw Bodego

Wszystkie rysunki z podrozdzialu 17.3.2 maja charakter pogladowy (w transmitan-
cjach wystepuja parametry, a wykresy sg rysowane w umowne;j skali), tym niemniej
pozwalaja okresli¢ ksztatt charakterystyk asymptotycznych. I chociaz programy symu-
lacyjne bardzo utatwiajg rysowanie doktadnych charakterystyk czgstotliwosciowych,
to charakterystyki asymptotyczne ciaggle sa uzyteczne. Podstawowy obszar zastosowan
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to analizowanie i projektowanie uktadéow dynamiki oraz identyfikacja modelu uktadu

na podstawie eksperymentu (— 17.4.3).

Asymptotyczne logarytmiczne charakterystyki modutu sg bardzo uzyteczne pod-
czas rozwigzywania réznych zadan ze wzgledu na nastgpujace wtasnosci:

— charakterystyki cztondw polaczonych szeregowo sumuja sig,

— nachylenie asymptot to wielokrotnosci £20 dB/dek,

— kazdy biegun transmitancji objawia si¢ zatamaniem asymptot o —20 dB/dek,

— kazde zero transmitancji objawia si¢ zalamaniem asymptot o +20 dB/dek,

— charakterystyki asymptotyczne cztonu inercyjnego i forsujacego maja okreslone
btedy (dla pulsacji zalamania maksymalny btad 3 dB, a w odlegtosci oktawy od
pulsacji zalamania btad 1 dB).

Wykresy asymptotyczne pomagaja w interpretacji i ksztattowaniu wlasnosci uktadu,

poniewaz zatamania asymptot wyostrzajg wptyw poszczegdlnych parametréw. Znajac

charakterystyke asymptotyczng L(w) uktadu, mozna od razu okresli¢ ile biegunow

1 zer ma transmitancja tego ukladu, a takze czy uktad ma wtasnosci catkujace lub réz-

niczkujace (przyktady w tabeli 17-7).

Tabela 17-7 Przyktadowe wykresy asymptotyczne (» biegundw i m zer)

a)L4 20 b)r4 oLt .
T N-40 20~ _ ! .
1 iiNoe | T L o R
. . N a)
n=2,m=1 n=2,m=1 n=1,m=1; n=1,m=2
w tym Tys w tym 1/(T;s)

Wiasnosci te mozna potwierdzi¢, przeprowadzajac dekonstrukcje wykresu asymp-
totycznego L(w) na podstawowe czlony, a nawet wyznaczy¢ wartosci parametrow
cztondw na podstawie charakterystycznych punktow asymptot.

17.4.1dentyfikacja modeli uktadow
17.4.1. Podstawy

Jednym z podstawowych obszaréw zastosowania elementarnych czionéw dynamiki
w automatyce sg klasyczne metody identyfikacji modelu dynamiki obiektu, czyli kon-
strukcja modelu w postaci transmitancji o parametrach wyznaczonych na podstawie
charakterystyk czasowych lub czgstotliwosciowych. Wspolng cechg metod identyfika-
cji jest mozliwos¢ wyznaczenia modelu uktadu bez znajomosci zachodzacych tam
zjawisk, jak tego wymaga modelowanie analityczne (— 2). Metody identyfikacji wy-
magajg za to przeprowadzenia odpowiedniego eksperymentu na obiekcie, co w rze-
czywistych warunkach moze by¢ niekiedy trudne.

Model w postaci transmitancji jest z definicji opisem liniowym, wigc stosowanie
go wiaze si¢ z przyjeciem zatozenia o liniowosci opisywanego uktadu. Jesli jednak
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uktad jest nieliniowy, to zastosowanie transmitancji oznacza jednoczesnie przyblizony
charakter opisu uktadu, ktory zachowuje wystarczajaca doktadnos¢ tylko w pewnym
otoczeniu punktu pracy.

17.4.2. |dentyfikacja na podstawie odpowiedzi na wymuszenie skokowe

Najprostsze metody identyfikacji modelu opierajg si¢ na interpretacji parametréw
podstawowych cztondw dynamiki na charakterystykach czasowych (— 16), a proce-
dura postepowania jest nastepujaca:

— wyznaczenie reakcji obiektu na skokowg zmiang sygnatu wejsciowego,

— wybor prostej transmitancji o odpowiedzi skokowej o podobnym ksztalcie,

— dobor parametrow, ktdre zapewnia dopasowanie odpowiedzi modelu i obiektu.

W praktyce inzynierskiej identyfikowany obiekt bardzo czg¢sto ma charakter inercyjny.
W najprostszym przypadku odpowiedz skokowa obiektu /4(7) jest podobna do odpo-
wiedzi skokowej czlonu inercyjnego pierwszego rzgdu (rys. 16-8), wiec przyjmuje sie,
ze modelem obiektu jest czlon inercyjny, a parametry k£ i 7 wyznacza si¢ wprost na
podstawie odpowiedzi skokowej. Gdy odpowiedz obiektu jest podobna do reakcji
cztonu inercyjnego rzedu wigkszego niz jeden (rys. 16-11), to zazwyczaj rol¢ modelu
pelni trzyparametrowa transmitancja typu:

— model Kiipfmiillera Tkl ¢~ (ang.FOTD - First Order Time Delay), (17-7)
5+

— model Strejca .
: (Ts +1)" (17-8)
Wartosci parametrow tych transmitancji mozna wyznaczy¢ na podstawie pomiaru
odpowiednich odcinkéw zwigzanych z prostg styczna do odpowiedzi A(f) w punkcie
przegiecia. W przypadku modelu (17-7) wartosci wzmocnienia k, stalej czasowej T
i opdznienia Ty mozna odczyta¢ bezposrednio z wykresu (rys. 17-10). Odpowiedz
wyznaczonego w ten sposob modelu bedzie zawsze réznié si¢ ksztattem od odpowie-
dzi obiektu, jednak model ten jest bardzo czgsto stosowany w praktyce ze wzgledu na
prosty sposdb wyznaczania parametrow.

N\, .
obiekt

——>) >
' t
no T
Rys. 17-10. Identyfikacja modelu Kiipfmiillera Rys. 17-11. Identyfikacja modelu Strejca

na podstawie odpowiedzi skokowej na podstawie odpowiedzi skokowej
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W przypadku modelu (17-8) wzmocnienie rowniez odczytuje si¢ z wykresu, natomiast
statg czasowa 1 opoznienie mozna obliczy¢ na przyktad, na podstawie parametrow wy-

kresu (rys. 17-11) i tabeli 17-8 w nastgpujacych

krokach:
- z wykresu odczyta¢ T, T, t;,
— obliczy¢ T1/T> i odnalez¢ w tabeli wiersz

zawierajacy najblizsza temu warto$¢ (71/72)tab,
- z wiersza odczytac rzad n oraz wartos¢ (/T )b,
— obliczy¢ stalg czasowg T z relacji: ¢;/T = (¢;/T)wb.
Jesli stosunek 71/7> odbiega od wartosci (71/72) b,

to mozna poprawi¢ doktadnos¢ modelu:
— przyjac, ze T1/T> ma warto$¢ mniejsza,
a wiec model bedzie nizszego rzedu,
— polaczy¢ model z czlonem opdzniajagcym

0 czasie opoOznienia T;, = (TI/T2 —(T\/T) ap )T 5.

Tabela 17-8. Parametry modelu Strejca

n (TV/T)uap (#:/Tap
1 0 0
2 0.104 1
3 0.218 2
4 0.319 3
5 0.410 4
6 0.493 5
7 0.570 6
8 0.642 7
9 0.709 8
10 0.773 9

Transmitancje Kiipfmillera i Strejca to z definicji przyblizone modele obiektu,
a ich parametry mogg by¢ wyznaczane réwniez innymi metodami.

Zastosowanie tych metod w praktyce wymaga uwzglednienia warunkéw prze-
prowadzenia eksperymentu. Najwazniejszy z nich to fakt, ze na rzeczywistych obiek-
tach bardzo rzadko wyznacza odpowiedz skokowa, czyli reakcje na wymuszenie 1(7).

Uogoblnione postgpowanie (rys. 17-12) za-
ktada, ze skokowa zmiana na wejsciu naste-
puje od wartosci uo# 0 do wartosci u; i ma
miejsce w chwili #, gdy obserwacja potwier-
dza, ze uktad znajduje si¢ w stanie rownowa-
gi xo# 0. Po skoku reakcja obiektu zmienia
si¢ do wartosci x;. Identyfikacj¢ modelu na-
lezy przeprowadzi¢ wzgledem poczatkowego
stanu rownowagi i chwili #. To oznacza, ze
wzmocnienie modelu jest liczone jako zmia-
na wartosci na wyjsciu do zmiany wartosci
na wejsciu (k = d,/d,), natomiast parametry
czasowe sg liczone od chwli #. Po identyfi-
kacji modelu zawsze warto wykonac jego

u1 Uy

d,=u—u,
m J ................. t L kO
X } Xk

Xo]

(8 PR | NI N

T

~Yy

b T, T

Rys. 17-12. Identyfikacja na podstawie
reakcji na dowolna skokowa zmiane d

weryfikacje, czyli sprawdzi¢ poprawnos¢ i jako$¢ modelu, poréwnujac odpowiedzi
modelu i obiektu na to samo wymuszenie, pamigtajgc, ze wyznaczona transmitancja
opisuje reakcje obiektu wzgledem poczatkowego punktu réwnowagi. Jesli wigc wy-
muszenie podawane na obiekt zmienia si¢ od uo do u, to wymuszenie podawane na
blok transmitancji musi zmienia¢ si¢ od 0 do d, = ux—uo, a odpowiedz modelu nalezy

przesunaé¢ do punktu xo (rys. 12-3).

Metody identyfikacji bazujace na konstrukcji stycznej w punkcie przegiecia sg me-
todami graficznymi — styczna moze by¢ wyznaczona odr¢cznie. Doktadnos¢ wyzna-
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czenia stycznej przektada si¢ na doktadno$¢ modelu, tym bardziej, ze wskazanie punk-
tu przegigcia w reakcjach rzeczywistych obiektow bywa problemem. Stad w praktyce
inzynierskiej stosowane sg rozne alternatywne sposoby wyznaczania parametrow mo-
delu, na przyktad metody dwupunktowe (rys. 17-13).

x‘ﬁ Xy X ‘ﬁ ________ Xk oo

63.2% d f-=-=------- 63.2% dy f--=====-=--
d,

28.3% d; -~~~

[}

]
........... X0 ___.:__-__

1

Xo = A------

S,
b Bk R,

—r— t
T, T ! f

Rys. 17-13. Dwupunktowa identyfikacja statej czasowej i opoznienia (7= 1,5(t2 — t1), To=1 — T)

St
~VY

Przedstawione metody identyfikacji rozwiazujg wigkszo$¢ zadan inzynierskich,
chociaz dotycza najprostszych reakcji. Identyfikacj¢ trudniejszych przypadkow
(np. reakcja oscylacyjna lub niestabilna) mozna wykonaé¢ w podobny sposob — wybor
odpowiedniej postaci transmitancji i dopasowanie jej parametrow.

17.4.3. Identyfikacja na podstawie charakterystyk Bodego

Identyfikacja modelu na podstawie charakterystyk czestotliwosciowych wymaga wy-
konania catej serii eksperymentéw, ktore umozliwig narysowanie logarytmicznej cha-
rakterystyki modutu L(w) i fazy p(w) (— 15.1). Za kazdym razem na wejscie uktadu

podawany jest sygnat sinusoidalny o okreslo- I
nej pulsacji @, a po ustaleniu si¢ odpowiedzi
wyznaczane jest wzmocnienie oraz przesunic-
cie fazowe sygnalu wyjsciowego, ktére sa

®

podstawa do narysowania wykresow Bodego I : TN
- Wi ' | : X

(rys. 17 4). Wykres doswiadczalny (D) jest o : . I:)\(A)

nastepnie obudowywany asymptotami, przy : (O~

czym wiadomo, ze nachylenie kazdej z nich "o

L
T
' ’

[ KR b - - e
1
1
g

moze by¢ tylko wielokrotnoscig £20 dB/dek.
Uzyskana w ten sposob charakterystyka
asymptotyczna (A) uktadu jest poddawana
dekonstrukcji, ktora pozwala wyzna czy¢ pod-
stawowe cztony wraz parametrami (— 17.3.2). Modelem uktadu jest iloczyn wyzna-
czonych cztondéw, co najczesciej konczy identyfikacje, poniewaz wigkszos¢ uktadow
fizycznych wystepujacych w praktyce to uktady minimalnofazowe (— 17.1). Aby
potwierdzi¢ t¢ wlasnos¢, nalezy wlaczy¢ do identyfikacji wykres fazy i sprawdzi¢, czy
zachowany jest zwigzek (17-1) miedzy wykresem ¢(w) a nachyleniem wykresu L(w).
Odstepstwa pozwalaja zidentyfikowaé czlony nieminimalnofazowe (op6znienia trans-
portowe, ujemne parametry czasowe, ujemne wzmocnienia).

Rys. 17-14. Doswiadczalny (-)
i asymptotyczny (--) wykres Bodego






VIIl. Optymalizacja
modelu i badan
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18. Model optymalny

czyli co i jak moZzna uproscic

18.1. Wprowadzenie

Celem modelowania i identyfikacji w dziedzinie automatyki jest jak najprostszy mo-

del, ktéry opisuje tylko to, co jest istotne z punktu widzenia sterowania obiektem, czy-

1i model optymalny ze wzgledu na jego przeznaczenie. Taki model nie stuzy do two-

rzenia wirtualnej rzeczywistosci. Im wigksza doktadnosé, tym:

— potrzeba wyznaczenia wigkszej liczby parametrow (co moze by¢ trudniejsze od
samej konstrukcji modelu),

— badania analityczne sg trudniejsze,

— symulacje trwajg dtuzej i sg bardziej wrazliwe na btedy obliczeniowe.

Zazwyczaj zaczyna si¢ od konstrukcji bardzo prostego modelu z matg liczbg parame-

trow, a jesli jest dostepny doktadniejszy model, to mozna podjaé probe jego uprosz-

czenia. Decyzja jest podejmowana na przyktad na podstawie weryfikacji charaktery-

styk czasowych modelu z danymi doswiadczalnymi.

Kluczowa cecha modelu przeznaczonego do zastosowania w obszarze automatyki
jest mozliwos¢ zastosowania opisu makroskopowego (— 2.1), czyli opis za pomoca
réwnan rézniczkowych zwyczajnych (w przeciwienstwie do réwnan rozniczkowych
czastkowych) lub za pomocg transmitancji. Drugg niezwykle istotna cechg jest linio-
wos¢ modelu, ktéra decyduje o metodologii prowadzenia badan. W dalszej kolejnosci
optymalizacja modelu dotyczy obnizenia rzedu modelu lub wyboru formy matema-
tycznej, na przyktad ze wzgledu na ulatwienie badan analitycznych.

18.2. Uktady liniowe i nieliniowe

18.2.1. Wiasnosci uktadéw liniowych

Metody analizy dynamiki obiektow opisane w rozdziatach 4 + 17, dotycza uktadow

o liniowych wiasnos$ciach i skupionych parametrach. Metody sg rézne, ale wzajemnie

si¢ uzupehniaja, co wynika z charakterystycznych wtasnosci uktadéw liniowych:

1° Podstawa wtlasnosci uktadow liniowych jest zasada superpozycji, ktdra sprawia,
ze rozwigzanie rownania rézniczkowego (uktadu réwnan) jest sumg rozwigzania
swobodnego i wymuszonego.

2° Rozwigzanie swobodne decyduje o wlasnosciach dynamicznych uktadu liniowego,
a w szczegblnosci o stabilnosci uktadu (whasnosci dynamiczne nie zaleza od wy-
muszenia).

3° Postaé rozwigzania swobodnego uktadu jest znana, a jego parametry s wyznacza-
ne na podstawie algebraicznego rownania charakterystycznego.
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4° Kryterium potozenia pierwiastkow rownania charakterystycznego wystarcza do
okreslenia stabilnosci uktadu liniowego.

5° Stabilnos¢ lub niestabilnos¢ uktadu nie zalezy od warunkdéw poczatkowych — jesli
uktad liniowy jest stabilny, to jest stabilny globalnie, a jesli jest niestabilny, to
rowniez globalnie.

6° Odpowiedz na pochodng sygnatu rowna si¢ pochodnej odpowiedzi na ten sygnat —
na przyktad skoro impuls d(7) jest pochodng skoku 1(7), to odpowiedz impulsowa
jest pochodng odpowiedzi skokowe;j.

7° Uklad liniowy ma jeden punkt réwnowagi — jedno rozwigzanie statyczne (poza
szczego6lnym przypadkiem, gdy uktad liniowy ma wtasnosci catkujace).

8° Uktady liniowe mozna opisa¢ i badaé¢ za pomoca transmitancji, co wynika
z mozliwosci przeksztatcenia réwnan rézniczkowych na algebraiczne réwnania
operatorowe (przeksztatcenie Laplace’a i Fouriera).

Dzigki powyzszym wlasnosciom:

1. Modele uktadow mozna konstruowac i bada¢ w réznej postaci (rownanie /uktad
rownan roézniczkowych lub operatorowych) — dostepnych jest wicle metod, a nawet
gotowych rozwigzan do analizowania i projektowania.

2. Badanie stabilnosci odbywa si¢ na podstawie rdwnania charakterystycznego, ktore
mozna wyznaczy¢ z jednej z trzech form: pojedyncze rownanie n-tego rzedu, uktad
rownan pierwszego rzedu (rdwnania stanu), transmitancja.

3. Badania dos$wiadczalne mozna ograniczy¢ do realizacji w jednym, dowolnym
punkcie pracy (reakcja na takie samo zakldcenie jest identyczna w kazdym punkcie
pracy).

4. Wykresy czasowe mozna przesuwac i skalowac.

5. Dostepna jest analiza czgstotliwosciowa (wykresy czgstotliwosciowe).

Programy symulacyjne wykorzystuja te wlasnosci i udostgpniajg rozne sposoby defi-

niowania modeli liniowych w postaci schematow lub funkcji (— 5.2, 9.2, 12.2).

18.2.2.Rodzaje i wtasnosci uktadow nieliniowych

Nieliniowosci rzeczywistych obiektéw (proceséw) moga mie¢ charakter funkcji roz-
niczkowalnych (np. funkcje potegowe, wymierne) lub funkcji nierézniczkowalnych
(np. nasycenie).

Jedng z glownych przyczyn nieliniowosci modelu jest doktadny opis zjawisk.
Wsréd przyktadow ilustrujgcych zasady konstrukeji modeli na podstawie roéwnan bi-
lansowych (— 2) wystgpowaly nieliniowe funkcje opisujace: swobodny wyplyw za-
lezny od wysokosci cieczy ( f,, () = 4,,4/2gh(?) ), strumien ciepla zalezny od prze-
ptywu i temperatury nosnika (g(¢) =c, of (1)T(¢) ), spadek cisnienia proporcjonalny do

kwadratu przeptywu (Ap(7) = Rf 2 (1) ). Jesli tego typu zjawiska wystepuja na obickcie,
to powoduja nieliniowos¢ zaréwno modelu dynamiki, jak i modelu statycznego. Li-
niowy opis zjawisk zawsze jest opisem wyidealizowanym, poniewaz w praktyce kaz-
da liniowa zalezno$¢ obowigzuje jedynie w ograniczonym zakresie. Dotyczy to mig-



243

dzy innymi zatozenia o statej wartosci parametréw, gdyz wlasciwie wszystkie wiasno-
$ci fizyczne zaleza od wielu czynnikow, a szczegoélnie od temperatury, ktora ma
wplyw na gestosé, wymiary, rezystancje itd. Badanie uktadu w bardzo zmiennych wa-
runkach pracy wymaga uwzglgdnienia zmian wartosci parametréw, co oznacza wpro-
wadzenie nieliniowego opisu zjawisk i znaczng rozbudowe¢ modelu.

Ograniczony zakres liniowosci uktadu wynika rowniez z konstrukcji obiektu, na
przyktad: nie ma ujemnego poziomu cieczy w zbiorniku, grzatka nie moze wytworzy¢
wigcej ciepla niz moc znamionowa, zbyt

duze rozciagnigcie sprezyny powoduje nie- u model |x | V) y
odwracalne odksztatcenie elementu, itp. —»| dynamiki > ! x>
Aby ograniczy¢ zakres warto$ci zmiennych, ~

stosuje si¢ blok nasycenia (rys. 18-1), czyli
funkcje, ktora jest nie tylko nieliniowa, ale
tez nierézniczkowalna. Zdarza si¢ tez, ze doktadny opis uktadu jest nieliniowy, ale za-

Rys. 18-1. Ograniczenie wartosci zmiennych

X XA ktadajac zawezony za1’<res. stospwama
X X modelu, mozna uzywac opisu liniowe-
Amax |~ ; . .

‘ go z ograniczeniem zakresu za pomocg
Xonin | - Xpmin funkcji nasycenia (rys. 18-2). Kazda
o — T Yo %, nieliniowo$¢ ogranicza mozliwos¢ ba-

dan analitycznych — stad czeste wyko-
rzystywanie badan symulacyjnych.
Definiowanie schematéw modeli liniowych i nieliniowych w programach symulacyj-
nych opiera si¢ na tych samych zasadach (— 5.2). Badanie dynamiki modeli nielinio-
wych jest jednak bardziej pracochtonne — wlasnos$ci uktadu nieliniowego powinny by¢
zbadane w roznych punktach pracy i dla réznych parametréw wymuszen. Ostrozna
powinna by¢ tez interpretacja wnioskow — wyniki badan symulacyjnych dotycza kon-
kretnych wartosci parametréw i zmiennych, i trudno je uogolnic.

Badania analityczne umozliwiajg formutowanie ogolnych wnioskow, ale sg trudne
do zrealizowania w przypadku uktadow nieliniowych (nie dziata zasada superpozycji,
wigc trzeba szuka¢ pelnego rozwigzania). W przypadku nieliniowych rownan réznicz-
kowych zazwyczaj w prosty sposob mozna jedynie okresli¢ rOwnanie statyczne (zeru-
jac funkcje pochodne wszystkich zmiennych) 1 wyznaczy¢ rozwiazanie statyczne, czy-
li punkt réwnowagi ukladu dla okreslonych wartosciach na wejSciu. Rdéwnania
nieliniowe moga mie¢ wigcej niz jeden punkt rownowagi, jesli rOwnanie statyczne ma
wigcej niz jedno rozwigzanie, jak na przyktad model x(7)+ x*(r) = u(z), ktdrego row-

Rys. 18-2. Ograniczona liniowo$¢ i nasycenie

nanie statyczne (x; =u,) ma dwa pierwiastki x, = J_r\/z (dwa punkty réwnowagi).

Wiasnosci dynamiki uktadoéw nieliniowych zalezg i od warunkéw poczatkowych,
i od funkcji wymuszajacych, co mozna zaobserwowac na podstawie reakcji uktadu na
takie samo zaktocenie — sg rozne w réznych punktach pracy. Moze wystapi¢ nawet
zjawisko stabilno$ci/niestabilnosci lokalnej — uktad jest stabilny, gdy warunki poczat-
kowe lub wartosci wymuszenia pochodza z pewnego obszaru wartosci, a dla innych
jest niestabilny.
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Poniewaz mozliwos$ci analitycznego badania dynamiki uktadéw nieliniowych sg
bardzo ograniczone izlozone, to stosuje si¢ linearyzacjg¢, czyli rozne zabiegi, aby
sprowadzi¢ zadanie do problemu liniowego. Taki zlinearyzowany opis mozna stoso-
waé (badad¢) w pewnym ograniczonym zakresie zmian wielkosci, na przyktad w oto-
czeniu punktu pracy. Do badania modeli liniowych i zlinearyzowanych stosuje si¢ te
same metody, jednak wnioski z analizy modelu zlinearyzowanego sg poprawne tylko
w ograniczonym zakresie. Jesli nieliniowos¢ uktadu wynika jedynie z ograniczenia
zakresu pracy, to przeprowadza si¢ badania analityczne liniowego modelu w zatozo-
nych zakresach wartosci zmiennych, natomiast nasycenie jest uwzgledniane w bada-
niach symulacyjnych.

18.3. Przeksztatcanie i upraszczanie formy modelu

18.3.1. Wprowadzenie

Model dynamiki danego uktadu moze mie¢ r6zng posta¢ matematyczna, ktora wynika
z zastosowanej metody konstrukeji i innych przeksztatcen. Jesli model ma by¢ przed-
miotem badan analitycznych, to moze wymaga¢ konwersji na posta¢, ktora umozliwia
zastosowanie okreslonych operacji — na przyktad wyznaczenie réwnania charaktery-
stycznego wymaga modelu w postaci jednego rdwnania n-tego rzedu, rdwnan stanu
lub transmitancji. Celem konwersji jest jedynie zmiana formy opisu. Niekiedy wyni-
kowa forma jest prostsza, ale to nie oznacza uproszczenia modelu (nie wplywa
w istotny sposdb na doktadnos¢ modelu).

18.3.2. Hipoteza skracalnosci [11]

Podczas wyznaczania i przeksztalcania transmitancji czg¢sto stosowana jest operacja
skracania wielomianow w liczniku i mianowniku, ktéra wykonuje si¢ na podstawie
hipotezy skracalnosci. Formalnie hipoteza ta dotyczy ciaglosci funkcji typu:

5 —

Fs)=""£, (18-1)
ktora ma warto$¢ 1 wszedzie poza punktem s = p, gdzie jest nieokreslona (0/0). Hipo-
teza ciaglosci przypisuje funkcji F(s) w punkcie s = p wartos¢ jej granicy przy s—p,
ktérg mozna wyznaczy¢, stosujac regule de 1’Hospitala:

dis—p)
. S—=p .. ds
(S)|s:p SI_I}; s—p vgrv}) M 2
ds

Hipoteza skracalnosci oznacza, ze wyrazenia typu (18-1) mozna zastapié¢ przez pod-
stawienie F(s) =1, co pozwala upraszczaé transmitancje, ale hipoteza ta ma jedynie
charakter roboczy — wynik musi by¢ potwierdzony doswiadczalnie. W praktyce za-
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zwyczaj stosuje si¢ hipoteze skracalnosci, zaktadajac milczaco, ze weryfikacja wyni-
kow jest pozytywna.

Przyklad 1. Przeksztatcenie rownania operatorowego na transmitancje¢ (— 11)
Liniowe réwnanie roézniczkowe po przeksztatceniu do postaci operatorowej ma postac:

M(s) x(s) = L(s) u(s),
gdzie M(s) i L(s) sa wielomianami zmiennej s. Aby wyznaczy¢ transmitancj¢, nalezy rowna-
nie operatorowe podzieli¢ obustronnie przez wielomian M(s), a nastgpnie skroci¢ lewa stro-
ne, aby otrzymac¢ wyrazenie do obliczenia x(s):
M(s)x(s) L(s)u(s) L(s)
= —  x(s)=
M(s) M(s) M(s)

u(s) , czyli x(s) = G(s) u(s).

Formalnie operacja dzielenia przez M(s) wymaga zatozenia, ze M(s) # 0, co nie jest prawda,
gdy wartosci s sg rowne pierwiastkom wielomianu M(s). Podczas przeksztalcen przyjeto
(milczaco) hipoteze¢ skracalnosci — wyznaczono transmitancj¢ G(s) i jest ona poprawna w ca-
tym zakresie wartosci s, rowniez w biegunach transmitancji.

Przyklad 2. Wyznaczanie zlozonej transmitancji (sprz¢zenie zwrotne, — 13.2)

Dwie transmitancje Go(s) = Lo(s)/M,(s) 1 Gi(s) = LAs)/M,(s) sa sktadnikami uktadu ze sprze-
zeniem zwrotnym. Podstawiajac te transmitancje do wyrazenia na transmitancj¢ zastgpcza
uktadu regulacji, otrzymujemy:

L,(s) L(s) L,(s)L,(s)
G,(5)G.(s) _ M, (s) M.(s) _ M, ()M, (s) _ L,(s)L.(s)
1+G,()G,(s) |, L) L(s) ~ M, ()M, ()+ L)L) ~ M,(s)M,(s)+L,(s)L,(s)
M, (s) M, (s) M, ()M, (s)

Na koncowym etapie przeksztalcen wykonano skrocenie wyrazenia, przyjmujac hipoteze
skracalnosci. Wynik jest poprawny.

Hipoteza skracalnos$ci zawodzi lub jest problematyczna (warunkowa) w nastepujacych

przypadkach:

— jesli w wyniku skrocenia nastgpuje zmniejszenie rzedu uktadu (tracimy czes¢ in-
formacji o dynamice uktadu),

— jesli skrécenie dotyczy zera i bieguna transmitancji, ktore leza na osi Im lub
w prawej potptaszczyznie zespolonej (to pozorna kompensacja wpltywu bieguna,
ktory powoduje niestabilnos¢ transmitancji),

— jesli skrécenie dotyczy zera i bieguna wynikajacych z odrgbnych elementéw ukta-
du fizycznego — na przyktad celowo rozbudowano badany uktad przez proste sze-
regowe dolaczenie elementu, ktéry ma skompensowaé biegun uktadu.

Przyklad 3. Szeregowe potaczenie transmitancji
Transmitancja szeregowego polaczenia niestabilnego cztonu inercyjnego (k>0, 7>0)
i przesuwnika fazowego ma postac:

k  1-sT

G(s) = . :
) =0T TrsT
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Po wprowadzeniu petli sprz¢zenia transmitancja ma posta¢ G:(s) = 1/(1+G(s)) (tabela 13-5):

a) przyjmujac hipoteze¢ skracalnosci G(s) b) odrzucajac hipoteze skracalnosci G(s)
1 1+sT 1 (1—=sT)(1+sT)
G = = G = =
T T TR T Uitk
1+sT 1-sT 1+sT
Bieguny G:(s): p1 =—(k+1)/T<0 Bieguny G.(s): p1=—(k+1)/T<0,p2=1/T>0
Whiosek: uktad G=(s) jest stabilny Whiosek: uktad G.(s) jest niestabilny

Uzyskano sprzeczne wnioski na temat stabilnosci. Doswiadczalna weryfikacja whasnosci po-
kazuje, ze 1 obiekt G(s), i uktad G-(s) sg niestabilne (hipoteza skracalnosci zawodzi).

Przyklad 4. Sprzetowa kompensacja biegunow
Do uktadu G,(s) dotaczono szeregowo dodatkowy element (korektor) Gi(s) = (s — zx)/(s — zp).
Transmitancja tego uktadu ma postaé:
$) = G ()G, (s) = L,(s) -z,

= GO = s —p0) =2,)
Jesli zk = po 1 po< 0 (zx <0), to warunkowo mozna przyjaé hipoteze skracalnosci i pominagé
czynniki (s — po) 1 (s —zx), chociaz p, 1 zx nie sg idealnie réwne. Warunek dotyczy ograni-
czenia, ze skrécony model nie bedzie stosowany do badania uktadu w r6znych warunkach
poczatkowych, ktére mogg by¢ ustalane niezaleznie dla uktadu i korektora (badania takie
wymagaja konwersji transmitancji na rownania rozniczkowe).
Jesli zy = po, ale p, > 0 (zx > 0), to nie nalezy przyjmowac hipotezy skracalnosci. Jest to pré-
ba szeregowej kompensacji niestabilnosci uktadu — metoda zawodna, poniewaz trudno za-
ktadaé, ze korektor utrzyma idealne dostrojenie parametréw do uktadu (zx= p,).

18.3.3.Zamiana formy modelu

W obszarze automatyki czesto stosowana jest optymalizacja modelu polegajaca na
zamianie transmitancji na inng réwnowazng forme transmitancji, ktéra utatwia prowa-
dzenie badan. W szczegdlnosci dotyczy to zastosowania przesuwnika fazowego i czto-
nu inercyjnego n-tego rzgdu.

Jedna z podstawowych metod identyfikacji modelu na podstawie odpowiedzi cza-
sowych uktadu (— 17.4) stosuje zatozenie, ze kazdy uktad powyzej pierwszego rzedu
moze reprezentowac iloczyn cztonu inercyjnego i opdzniajgcego. Jesli niewymierna
transmitancja opoznienia jest przeszkodg do dalszych badan, to stosuje si¢ aproksy-
macj¢ Padé (— 16.9.3) i model uzyskuje posta¢ cztonu inercyjnego z przesuwnikiem
fazowym:

—sTy k 'I_STO/Q,

G(s)= k e G,(s)= .
Ts+1 14+s7,/2

Ts +1

(18-3)

Inna metoda identyfikacji modelu (— 17.4) zaklada, ze kazdy uktad powyzej
pierwszego rzedu mozna opisa¢ za pomoca czlonu inercyjnego n-tego rzedu. Model
ten moze réwniez reprezentowaé uklad o roznych statych czasowych:

G(s) = L(s) G.(s)=h—28)_
(1+sT)(1+5Ty)...(1+sT,) (1+5T.)"

(18-4)
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gdzie: G(s) — transmitancja uktadu wyznaczona na przyktad na podstawie modelowa-
nia analitycznego, G:(s) — transmitancja zastgpcza o usrednionej statej czasowej 7-
[14]. Transmitancja zast¢pcza zapewnia zachowanie wzmocnienia Ky

k,, =limG(s)=limG,(s) — k=1,
s—0 s—0
natomiast metod¢ wyznaczania zastgpczej stalej czasowej 7. mozna opracowaé
na podstawie porownania mianownika transmitancji pierwotne;j:
M@s)=1+sT)A+sT)...(A+sT)=1+s(T, +T, +..+ T ) +..+s"TI\T, ...T,
i zastgpczej:
M_(s)=+sT,)" =1+snT, +..+s"T".

Przyjmuje si¢ warto$¢ statej 7. rowng wartosci:
1° $redniej arytmetycznej

T,=(1+T,+..+T,)/n, (18-5)
2° $redniej geometrycznej
T, =T, ..T,)"", (18-6)
3° $redniej harmoniczne;j
n
T, (18-7)

TUT AUT, +t UT,

Z wlasnosci funkcji wiadomo, ze zawsze 1.1 > T > T.s. Rozne metody wyznaczenia
statej 7. prowadza do roznej doktadnosci modelu zastepczego, co mozna zaobserwo-
wac na wykresach czasowych i czestotliwosciowych (rys. 18-3).
Przyklad: Zat6zmy, ze model jest trzeciego rzedu, a state czasowe modelu maja bardzo roz-
ne wartoéci: 1, 10 i 100. Srednia arytmetyczna wynosi 7.;= 37, $rednia geometryczna:
T.>,=10, s$rednia harmoniczna: 7T.,=2.7027. Efekty zastosowania transmitancji zastgpczej
przedstawiono na podstawie odpowiedzi skokowej A(¢) wykresu L(w) (rys. 18-3).

17 s A . ; g E

TR - o N N

T e T B B R o “}R """"
gl s s e |

) ¥ 04 SR N — T bt

gl s 1 ------- ...... 1 ........ i | St T ........... T ..........
: : 200 W0 400s 0 10 100

Rys. 18-3. Model (T1=1; T»= 10; T5=100) i model zastgpczy ze $rednia: 1) 7z1, 2) T2, 3) T3

Srednia arytmetyczna T, zapewnia najlepsza doktadnos¢ odpowiedzi skokowej, po-
niewaz czas ustalania odpowiedzi wyznacza najwigksza stata czasowa (w przykladzie
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T'=100), a Tz jest zawsze najwickszg ze srednich (najbardziej zblizong do najwick-
szej statej czasowej). Srednia arytmetyczna 7% jest tez najdoktadniejsza w zakresie
niewielkich pulsacji, a srednia geometryczna 7., w zakresie duzych pulsacji.

18.4.Skalowanie modelu i zmiennych

18.4.1. Skalowanie czasu

Uktadajac réwnania bilansowe (— 2), przyjmowalismy, ze wszystkie wartosci zmien-
nych sg wyrazone w jednostkach podstawowych. Poniewaz czas jest wyrazony wow-
czas w sekundach, wicc taka jest tez jednostka wektora czasu generowanego przez
programy symulacyjne. Aby zmieni¢ jednostke czasu, na przyktad na minuty czy go-
dziny, trzeba przeskalowaé otrzymany wektor czasu. Alternatywa dla tej operacji jest
przeskalowanie czasu w roéwnaniu rézniczkowym, tak aby przeskalowany czas doty-
czyt wszystkich badan analitycznych i symulacyjnych.

Skalowanie czasu mozna wykona¢ na liniowych i nieliniowych réwnaniach réz-
niczkowych, a polega ono na wprowadzaniu nowej zmiennej czasu t:

T=t/n, (18-8)
gdzie n jest wspotczynnikiem przeliczenia (np. zamiana sekund na minuty: n# =60).
Nalezy w kazdym miejscu rownania podstawic ¢ = nr, to znaczy:

— wszystkie zmienne stajg si¢ funkcjami zmiennej t: x(¢) = x(n7), u(t) = u(nv),
— pochodne liczone po zmiennej ¢, sg liczone po zmiennej :
dx(r) _dx(nz) _1dx(nr) d’x() _d’x(nr) _ 1 d’x(n7)
dt dnt) n dr =~ df? d(nt)> n* dr’
Poniewaz n jest statym wspodtczynnikiem, wiec kazde oznaczenie x(nt), u(nt) oznacza
faktycznie funkcj¢ nowej zmiennej: x(z), u(t).
Przeskalowanie czasu nie zmienia zadnych wtasnosci rownania rézniczkowego, co
mozna wykazaé na przyktadzie réwnania oscylacyjnego:

5 eee o

¥(t) + 28w x(1) + 0*x(¢) = @ u(r). (18-9)
Po podstawieniu ¢ = nt otrzymujemy postac:
1 . 28w .
—¥(r)+ ¢ X(7)+ 0’ x(7) = 0’u(r), (18-10)
n n

ktora bedzie uzywana podczas definiowania modelu w programie symulacyjnym
i spowoduje, ze wektory czasu beda wyskalowane w jednostkach zmiennej 7.
Po uporzadkowaniu réwnania (18-10) otrzymujemy:

¥(1)+ 2Ewni(v) + 0 n* x() = 0 n*u(r), (18-11)
a po zastosowaniu podstawienia wn = @ przeskalowane rownanie ma postac:

¥(7) + 28w, X(7) + o] x(1) = 0l u(7). (18-12)
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Roéwnanie pierwotne (18-9) i1 przeskalowane (18-12) majg taki sam wspotczynnik thu-
mienia &, Pulsacje w 1 w1 sg tez takie same, ale wyrazone w réznych jednostkach, po-
dobnie jak wszystkie parametry dynamiki, np. czas ustalania odpowiedzi. Wykresy na
rysunku 18-4 przedstawiajg odpowiedzi rOwnania pierwotnego i przeskalowanego dla
G czytelnosci wykresu zastosowano prze-
=10 skalowanie czasu (n=10). Wykres
rownania pierwotnego (n=1) i prze-
skalowanego (n = 10) sa narysowane w
tym samym ukladzie wspétrzednych,
ale roznig si¢ interpretacjg skali czasu —
dla réwnania pierwotnego wartosci na
osi czasu oznaczajg zakres 0 + 150 se-
kund, a dla réwnania przeskalowanego
wartosci na osi czasu oznaczajg zakres
0+ 150 ,decysekund” (dziesiatki se-
kund).
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Rys. 18-4. Odpowiedz skokowa nieskalowa-
na (n = 1) i przeskalowana (n = 10)
Powyzsze skalowanie dotyczy tylko osi # — nie dotyczy wartosci zmiennych, takich
jak na przyklad przeplyw. Zmiana jednostek zmiennych wymaga albo przeliczenia
warto$ci przed podstawieniem do rownania bilansowego, albo wprowadzenia wspot-
czynnika przeliczajgcego w rownaniu (tabela 18-1).

Tabela 18-1 Skalowanie czasu i zmiana jednostek przeptywu

Bez skalowania

Skalowanie czasu (n = 60)

Zmiana jednostki przeptywu

Model (2-6):

AR(D) = [, (1)~ A,[2gh(0)

e m’
——m

F Lm'

Model (2-6), T =t /n

1Ah(r) = f(0) - A\ 2gh(D)

3

m

zmm -

m
7—1’1’1 21’1’1
S S S S

Model (2-6), fy. [m*/h]
Ah(t) = £,,(t) - Aw,/z ah(r)

s h Vs

Model (2-21):

C,7,(0) = c, [, (OT.()-T, )

Model (2-21),t=t/n
1 .
~CT.0=c, 1, O(T.()-T,())

= 3600
Model (2-21), f,» [kg/min]
C.T,(0)=c, [, OT.() - T,(t))

1K LE(K K) > W
Ks kg-Ks

1K LE(K K)> W
Ks kg-Ks

IK__T greg
Ks kg-K min

18.4.2. Normalizacja wartosci

Porownanie wzorow opisujacych reakcje uktadéw liniowych na podstawowe wy-
muszenia potwierdza mozliwos$¢ przesuwania i skalowania odpowiedzi takich ukta-
dow (— 4.2.2). Szczegdlnym przypadkiem skalowania zmiennych jest normalizacja
modelu wzgledem wartosci znamionowych konkretnego uktadu, stosowana bardzo
czgsto w modelach silnikéw 1 uktadow napedowych (— 2.5.2). Na przyklad model
napedu postaci:
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Lt

di,(t)__ o
i AORINCORTAG (18-13)

Jot) = c,i, (1) =M, (1)

normalizuje si¢ zazwyczaj wzgledem znamionowych wartosci napigcia (Uw), pradu
(Iv), obrotow (Qx) i momentu sity (My).
Wprowadzenie do wzoru (18-13) wartosci wzglednych Ud?) = ult) /Uw, I(t) = ift) /I,
Q1) = w(t) 12N, mo(f) = M,(f) /My moZna wykonac¢ w nastepujacy sposob:
di(ty 1

Ny, = Ri(t)- N 41, (£) ﬂJM L c,i, (t)— My M, ()
Iy dt Iy QN Uw Qy dt Iy My
di,(t dQ(t
LIIIN - ) :7R1[rN[1(t)fcw‘QN'Q(t)JrUtNUx(t) J‘QN ( ) :chlNI/(t)_MNmo(t)
L1, dit U JQ, dow) ¢,
w .0 =1, (1)-2 Ng(z)+ Ny (f) v 400 _Enliv 1 1y, 1)
R, dt R, R, My dr My
JQ, dot) M
L dl, m:—[, (- U €y Q)+ Yo U, (0 - y =—"1,()~m, (1)
R, dt Rly Uy Ly My ! My
Wprowadzenie oznaczen: Wprowadzenie oznaczen:
= Un/ (Rdw) = Ry/R,, Tn=JOn/ My
le Lf/Rf, Aceyw = Cy QV/U,‘?\/, Tm d‘Qd(t) I (t) m (t)
t
T, df L1+ K, U,0-a,20)

Zmienne U(?), I(f), (¢) 1 m,(t) sa bezwymiarowe, a model ma postaé:

{Tl(t)— ~1,()+K,(U, () -a, Q(t))

(18-14)
T,Q)=1,(t)—m,(t)
Réwnaniom (18-14) odpowiadaja nastgpujace transmitancje:
KT,s K,a,,
1,(s)= : U,(s)+ : m,(s),
TsT,s+)+a.K, T s(T,s+)+a.K,
K T,s+1 (18-15)
Q(s) = : U (s)+ m,(s) .
T,s(T,s+1)+a,K, T,s(T,s+1)+a,K,

W analizie napedéw parametry modelu K;, T. 1 7, nazywane sg wzmocnieniem i sta-
lymi czasowym, jednak interpretacja okreslenia stala czasowa jest inna niz to wynika
z definicji parametréw podstawowych cztondéw dynamiki (— 16). Stata czasowa elek-
tryczna (7.) i mechaniczna (7,,) s§ wyznaczane na podstawie odpowiedzi uktadu w
szczegdlnych warunkach, ktore eliminujg sprzezenie miedzy réwnaniem obwodu
twornika i réwnaniem momentow sily (tabela 16-2).
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Tabela 18-2. Doswiadczalne wyznaczanie parametroéw napedu

Dos$wiadczenie 1 wyznaczenie
statej czasowej elektrycznej (7,)

Doswiadczenie i wyznaczenie
statej czasowej mechanicznej (7,)

Przebieg natezenia pradu /, po skoku napie-
cia U, przy zachowaniu statej predkosci ob-
rotowej — wowczas model napedu ogranicza

Rozruch silnika na biegu jalowym (m,=0)
i przy znamionowym pradzie twornika (/;= 1)
— wowczas model napgdu ogranicza si¢ do

réwnania:
T,0(1) =1, gdzie T,, = JQy/ M.

si¢ do réwnania:
T,1,(0)=-1,()+K,(U,@0)-a,R2)

gdzie .= L,/ R..

Reakcja uktadu ma charakter inercyjny

o wzmocnieniu K; i stalej czasowej 7.

Reakcja uktadu ma charakter catkujacy — czas
T to czas gdy o = Q.

18.5. Przyblizanie i upraszczanie modelu

Optymalnie prosty model uzyskuje si¢ za pomocg przyblizen i uproszczen. Przyblize-
nie (aproksymacja) polega na zastosowaniu prostszego opisu danego zjawiska czy
zaleznosci, a najczesciej stosowanym przyblizeniem jest linearyzacja. Uproszczenie
modelu natomiast to pominigcie pewnych istotnych zjawisk czy cech, ktore prowadzi
zazwyczaj do obnizenia rzedu modelu (liczba biegunéw)!. Przyblizanie i upraszczanie
wykonuje si¢ zardwno na etapie konstrukcji modelu, jak i na etapie analizy.
Przyblizanie i upraszczanie na etapie konstrukcji modelu ma posta¢ zbioru zatozen,
nawet jesli nie zostaly one jawnie wymienione. W modelowaniu analitycznym (— 2)
Zawsze ma miejsce:
okreslenie granic modelowanego uktadu (procesu), czyli wskazanie zmiennych
wejsciowych 1 wyjsciowych oraz warunkéw pracy,
wskazanie najwazniejszych zjawisk, w tym okreslenie bilansowanych wielkosci
1 istotnych magazynéw (obszaréw akumulacji) tych wielkosci, np. ktore magazyny
sg najwicksze (— 2.2) lub maja najwicksza pojemnos¢ cieplng (— 2.3); ktére masy
w uktadzie mechanicznym sg znaczace (— 2.4),
decyzja dotyczaca dokladnosci opisu zjawisk (liniowe/nieliniowe funkcje, sta-
te/zmienne parametry), np. czy swobodny wyplyw cieczy ze zbiornika (— 2.2) na-
lezy opisa¢ dokladna nieliniowa zalezno$cig (moze wystarczy przyblizona, ale li-
niowa zalezno$¢), czy natgzenie przeplywu nosnika ciepta (— 2.3) zmienia sig.
Przyjete zalozenia majg decydujacy wptyw na liniowos¢ i rzad modelu (liczba biegu-
now). Opis mozna tez uprosci¢, zakladajac ograniczenia zastosowania modelu — na

! Potocznie ,,upraszczaniem modelu” bywa nazywane kazde przeksztatcenie, ktore obniza rzad,
linearyzuje wyrazenie czy zmienia posta¢ modelu.
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przyktad: konstruowany model zachowa doktadnos$¢, jesli wartosci zmiennych miesz-
czg si¢ w okreslonym zakresie lub modelowany uktad pracuje w okreslonych warun-
kach (np. stata temperatura, jednorodnos¢ materiatow).

Z kolei konstrukcja modelu za pomocg klasycznych metod identyfikacji (— 17.4)
daje w wyniku transmitancje, czyli opis liniowy z definicji. Zastosowanie identyfikacji
wigze si¢ wigc z przyjeciem zalozenia o liniowosci opisywanego uktadu, a jesli uktad
jest nieliniowy, to oznacza, ze wyznaczona transmitancja jest przyblizonym opisem,
ktory zachowuje wystarczajaca doktadnosé tylko w pewnym otoczeniu punktu pracy.
Rdzne metody identyfikacji umozliwiaja uzyskanie réznych postaci transmitancji tego
samego uktadu, na przyktad model uktadu inercyjnego w postaci inercji z opoznie-
niem (17-7) lub inercji n-tego rzgdu (17-8). Wybor formy zalezy zazwyczaj od dal-
szego przeznaczenia modelu.

Optymalizowanie modelu na etapie analizy odbywa si¢ za pomoca operacji mate-
matycznych — gldwnie to linearyzacja i obnizanie rzedu uktadu (rys. 18-5).

| Nieliniowy model statyczny | . . | Liniowv model statvcznv |
—— - , , linearyzacia - , ,
= nieliniowe réwnania algebraiczne » = liniowe réwnania algebraiczne
statyczna
Nieliniowy model dynamiki Liniowy model dynamiki
== njeliniowe rownania rozniczkowe 11neaI'yZElC_]a » = liniowe rownania rozniczkowe

dynamiczna i/ (dowolne warunki poczatkowe)
= ransmitancje
(zerowe warunki poczatkowe)

obnizanie rzedu uktadu (upraszczanie biegunow)

- AT linearyzacja L
= nieliniowe réwnania nizszego rzedu V. 12 « liniowe rownania nizszego rzedu
dynamiczna o
= transmitancje nizszego rzedu  <€—

Nieliniowy model dynamiki nizszego rzedu Liniowy model dynamiki nizszego rzedu

Rys. 18-5. Linearyzacja i upraszczanie modelu

Linearyzacja statyczna obejmuje rézne metody liniowego przyblizenia nieliniowych
charakterystyk (réwnan) statycznych (— 19.1). Linearyzacja dynamiczna natomiast
jest ogolng metoda, stosowang do nieliniowych rownan rézniczkowych (— 19.2).
Z kolei analityczne upraszczanie modelu polegajace na obnizeniu rzgdu uktadu doty-
czy modeli liniowych (lub zlinearyzowanych) i polega na pomijaniu najmniej znacza-
cych biegunow (— 20.1), co powoduje, ze reakcja uproszczonego modelu bedzie
mniej doktadna, ale zachowa swoje najistotniejsze cechy (np. czas stabilizacji i oscy-
lacyjnos¢).
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19. Linearyzacja modelu
czyli jak ,,wyprostowac” problem

19.1. Linearyzacja statyczna

19.1.1.Zasady

Nieliniowo$¢ modeli dynamiki uktadow fizycznych czesto dotyczy tylko czesci sta-
tycznej, to znaczy, ze wszystkie nieliniowe zaleznos$ci modelu wystepuja w modelu
statycznym (po wyzerowaniu pochodnych w réownaniach bilansowych). W ogdlnosci
moga to by¢ funkcje rozniczkowalne i nierézniczkowalne (np. nasycenie). Linearyza-
cje statyczng stosujemy dla funkcji rézniczkowalnych, a ogdlna zasada polega na za-
stosowaniu liniowego przyblizenia nieliniowej funkcji, ktére mozna wyznaczy¢ na
przyktad metodg prostej siecznej lub stycznej (rys. 19-1). Wybdr metody zalezy od
oczekiwanej doktadnosci 1 planowanego zasto-
sowania. Sieczna laczaca skrajne punkty wy-
kresu, jest lepszym przyblizeniem, gdy model
bedzie stosowany w szerokim zakresie wartosci
zmiennych. Styczna wyznaczona w punkcie
pracy zapewnia wigcksza doktadnosé, ale blisko
punktu pracy (w ograniczonym zakresie). Rys. 19-1. Liniowe przyblizenie funkcji

19.1.2.Sieczna i styczna funkcji jednej zmiennej (swobodny wyptyw)

Przyktady linearyzacji statycznej metoda siecznej przedstawiono w rozdziale 3.2
w odniesieniu do zbiornikow ze swobodnym wyptywem. Dokladny i zlinearyzowany
model pojedynczego zbiornika to:

ah Ah(t) = £,,.(0) = 4, 28h(1) = [,..()=ah(r).  (19-1)
gdzie ah(f) jest zlinearyzowang funkcja opisujaca
swobodny wyplyw f, (1)=4,+2gh(r) (rys. 19-2).
i i Wspotczynnik a wyznaczony na podstawie punktow
0y hp P B Fi(0) =01 fin(Amax) = fiymax Mma warto$¢:

Rys. 19-2. Sieczna funkcji wyplywu A, \/2gh,. =ah , —a=A,2gh. ../ ‘.- (19-2)

Takie przyblizenie modelu zapewnia najlepsza doktadnos¢, gdy zbiornik jest prawie
pusty lub prawie peiny (dla minimalnej i maksymalnej wartosci fi.). Nie jest to najlep-
sze rozwigzanie, jesli model jest uzywany gltownie przy czesciowym wypelnieniu
zbiornika, gdzie blad przyblizenia jest najwigkszy albo gdy wypetnienie zmienia si¢ w
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petnym zakresie 0 + /.. Alternatywa jest wyznaczenie siecznej funkcji f,, na pod-
stawie dwoch punktow f,(h.) 1 fu(hz). WOwczas zlinearyzowany model ma postaé:

Ah(t) = £, ()= (ah(t) + b)), (19-3)

a wspotczynniki a i b sg obliczane z uktadu réwnan:

A,+2gh, = ah, +b}_)a_ \/7\/7 \/7 b=—ah,+4,.2gh, . (19-4)

wA28hy =ah, +b

Dobierajac odpowiednio poziom /4 i /g (albo wartosci fues 1 fien, ktore wyznaczaja
poziom A, i hp), mozna zminimalizowaé najwigksza réznice mi¢dzy modelem zlinea-
ryzowanym i doktadnym. Podczas rozwigzywania lub analizy rownania rézniczkowe-
go (19-3) staly parametr » mozna formalnie interpretowac jak kolejny sygnat wej-
sciowy, ktory zawsze ma stalag wartos¢ (w technice taki sygnal nazywa sig
przesunig¢ciem punktu pracy, ang. bias).

Linearyzacja statyczna za pomoca stycznej polega na zastosowaniu prostej y(x)
stycznej do wykresu flx) w punkcie (xo, yo=flxo)), zgodnie z ogdlng zaleznoscia:
(x) = f"(x0)" (x—x0) + f(xo). Tak wigc linearyzacja funkcji f,, = 4,,4/2gh jest realizo-

wana w nastepujacy sposob:
df 2gh
- <d— ) (), -

o o)+ f (hy) =

0

A2g

2

Zlinearyzowany model zbiornika ze swobodnym wyptywem mozna zapisac
w postaci (19-3), gdzie wspotczynniki a i b (rys. 19-3) wynikaja ze wzoru

hy )+ A,+2gh, = ah +b. (19-5)

(19-5):
A2

~DoNEE by + A 2gh, .
2.k,

1
1
1
: Mozna tez podstawié¢ wzor
1
1
1

(19-6)

ho him h (19-5) do pierwotnego bilansu:
Rys. 19-3. Styezma do funkeji wyplyws AR = £, (0= (aCh()) =y ) + £,,, ()
i zastosowac zmienne przyrostowe:
ANR() = A, (1) — aAh(7) . (19-7)

Zmienne Ah(t) 1 Afie(f) sa liczone wzgledem punktu linearyzacji (fweo, #o, a takze
fw(ho)), ktory stanowi poczatek uktadu wspotrzednych dla modelu (19-7).
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Linearyzacja za pomocg stycznej pozwala zachowa¢ dobra doktadnos¢ przyblize-
nia w przypadku, gdy wypekienie zbiornika zmienia si¢ w niewielkim zakresie wokot
wybranego poziomu /o, ale nie pozwala przeprowadzi¢ linearyzacji dla 4o =~ 0, gdy
wspotczynnik a ma nieskonczong wartos¢ (styczna w tym punkcie jest prostopadia
do osi 4) — w takim przypadku lepiej jest zastosowac linearyzacj¢ za pomocg siecznej.

19.1.3.Sieczna i styczna funkcji wielu zmiennych (swobodny przeptyw)

Analogiczne sposoby linearyzacji statycznej mozna zrealizowaé w przypadku kaskady
z przeptywem migdzy zbiornikami (rys. 19-4). W rozdziale 3.2 opisano takg lineary-
zacje przy zatozeniu, ze wystepuje tylko zmienna wejsciowa fier (fe2= 0) — zlineary-
zowany model ma postac:

welI:> we2l__-> | {Aliz_l ()= fra ) —a (hl (1) = h, (t)) (19-8)
nt o Ve [ Ayl (1) = ay (h (1) = Iy (1)) = @y (1)
1 A = th A ,:fgyz gdzie wspolczynniki a; i a2, wyznaczone me-

toda siecznej dla zerowych i maksymalnych

Rys. 19-4. Zbiorniki potaczone przewodem warto$ci fiy1 1 fiy2, maja postac:

For(Dh): A 22 AR Ak A28 Al

wyl max ) w 8- max — A1° max > aQy = >

g : : : Ah,,,. (19-9)
fwy2(h2max): Aw2 2gh2max :a2h2max - a4y = sz 2gh2max /h2max .

Zerowe wartosci fiy1 1 fin2 Wystepuja dla fi..1 = 0 (puste zbiorniki), a maksymalne war-
tosci fiy1 1 fwe dla maksymalnej wartosci fi.i, poniewaz w stanie rownowagi
St =2 = fiver. Dopoki fie2 = 0, tatwo wykona¢ ten i kazdy inny wariant linearyzacji
za pomoca siecznej, poniewaz zawsze /1> h, (na podstawie wzoréw do wyznaczenia
stanu rownowagi (3-14)).

Zadanie komplikuje si¢, gdy pojawia si¢ druga zmienna wejsciowa (fi.2 > 0), po-
niewaz doktadny model kaskady ma wowczas dwa warianty:
— gdy 71> hai ciecz przeptywa (fi,1) ze zbiornika 1 do 2:

{Allél (1) = [ (1) = 4,128 ( (1)) = 1y (1))

- ) (19-10)

A hy () = [ () + 4, \/2g(h1 (1) = hy (1)) = Ay 28h, (1)

a stan rGwnowagi to:
(fwel + fweZ )2 fvfel 1 f;fel .
hy =" ho=h, + =", WIGC } — ), =", -
? 2gA»2vz 1 27 ZgAxil b ZgA‘il (15-11)
— gdy hy> hyi ciecz przepltywa (fuy1) ze zbiornika 2 do 1:

Ay ()= foa O+ 4,328 () = (1)) (19-12)

Ay hy (1) = fruer () = Awl\/Zg(hz (1) = by (1)) = A,,4/28h, (1)
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a stan réwnowagi to:

2 2 2
h2 _ (4fwe2 _erwel) , h] _ h2 _ f.wel2 , WIQC h2 _hl — f‘wel2 .
2gAw2 ZgAwl 2gAW1
Model zlinearyzowany ma te samg posta¢ niezaleznie od kierunku przeptywu fi,1:
{Alhl D= fra ) = ay (1 ()= by (1)
Aoy (1) = [y (0 + @ (1 (1) = Iy (1)) = a3y (1)

Wspodtczynnik przeptywu miedzy zbiornikami (a1) wynika z linearyzacji wyrazenia

(19-13)

(19-14)

Su =A,uy2g |l —hy| 1 ma takg sama wartos¢ niezaleznie od kierunku przeptywu

(rys. 19-5), poniewaz na podstawie zaleznosci (19-11) i (19-13) mozna wykazaé, ze
|1 — h2|max = [h2— hi|max. Z kolei wspotczynnik a,, ktory wynika z linearyzacji funkcji

Sz = A v2gh, dla warto$ci granicznych (/2max), ma rézne wartosci zaleznie od kie-
runku przeptywu (rys. 19-6).

Fo A, \2g(h —h,)
f;1y1ma- ----------- :
arhh
'|h2'lhl|max ! Ah f Aw 2gh2 h1 > hz _— ah
: 0 +|h1—h2|max wy2 : 2002
i hy> hy!
- Aw \/zg(hZ - hl) 0 hIZmax hy
Rys. 19-5. Linearyzacja przeptywu fuy1(|Ah|) Rys. 19-6. Sieczna funkcji wyptywu fiy2

Linearyzacja statyczna kaskady wspoldzialajacej z mozliwosciag dwukierunkowego
przeplywu miedzy zbiornikami jest mozliwa, ale wymaga ustalenia kompromisu po-
migdzy szerokim zakresem wartosci zmiennych i doktadnos$cig przyblizonego modelu.
Przy niewielkim wypehieniu zbiornikow mozna poprawi¢ doktadnos¢ linearyzacji —
zastosowac sieczng wyznaczong przy niewielkiej réznicy |i—hz| < |h2-hi|max (1ys. 19-5)
i niewielkiej wysokosci /2 < homax (1ys. 19-6).

Kaskada zbiornikéw jest dos¢ szczegolnym przypadkiem uktadu nieliniowego, po-
niewaz podstawowg trudnos$¢ stanowi tu konieczno$¢ zapewnienia dodatniego argu-
mentu funkcji pierwiastkowej. Rozwigzanie w postaci dwoch wariantéw modelu
(> ha, ho> hi) oznacza formalnie wprowadzenie funkcji, ktéra jest nie tylko nieli-
niowa, ale tez nierézniczkowalna. Badanie takiego modelu w pelnym zakresie zmian
wartosci zmiennych najlatwiej jest wykona¢ symulacyjnie. Z kolei badania analitycz-
nie, ktore mozna wykona¢ dla modelu zlinearyzowanego, nalezaloby wykona¢ od-
dzielnie dla kazdego z wariantéw lub stosujac inng metode linearyzacji, np. styczne;.

Linearyzacja statyczna za pomoca stycznej w przypadku przeptywu miedzy
zbiornikami f,,1 wymaga wyznaczenia stycznej do funkcji dwoch zmiennych f(x,y).
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Jest to plaszczyzna z(x, y) styczna do wykresu f{x, y) w punkcie (xo, yo, zo=_f(X0, o)),
ktérg mozna obliczy¢ na podstawie wzoru:

af(x,wj (x_x0)+(8f(x,y)]
ox 0 oy

(=yo)+ f(xe2v0)s  (19-15)
0

w skrocie: z(x, y) = f'(xo, yo)(x — x0) + £,'(xo, yo)(y — yo) + fxo, yo) =
= ' (x0, yo)x + £, (x0, yo)y —f'(xo, yo)xo =, (0, yo)yo + fixo, yo) -
Linearyzacja funkeji przeptywu, gdy /10> hao (czyli £, = 4,,4/28(h —hy) ), to:
afwyl afwyl
oh, |, 5

o

(hl - h10)+

(hz - hzo)+ fwyl (hmahzo) =

0

4,28 ( 4,428
= hl _hlo)_w—(hz _hzo)+Aw1 Zg(hw _hzo) P (19-16)
2 h10 _hzo 2 th _hzo

a linearyzacja funkcji przeptywu, gdy /20> hio (tzn. £, = A,11/2g(h, —hy) ) to:

o, 7/
ahyl (hz _hzo)‘k—wy1 (hl _h10)+fwy1 (Mg, 7y ) =
2

0 1 1o

(19-17)
_ Wl\/— ”1\/_ + Ay28(hyy — hyg) .
2«/ 20 ~ My 2Ny = Iy

Linearyzacja funkeji f,, , = 4,,+/2gh, jest analogiczna do

(19-5) i ma postac:

df wy2

42428
ah (By = oy )+ w2 (M) = ’ (By =By )+ 4,528 - (19-18)
2

: 24y

Model kaskady z przeplywami zlinearyzowanymi za pomocg stycznej w punkcie od-
powiadajagcym wysokosciom /1o 1 420 dla poszczegolnych wariantow:

—dla (19-10): k19> hag — Ah> Ahy

Ay (1) = (1) = @ (M (1) = Ay (1) = f0
Ah(f) fweZ(t)+a1(h(t) h(f))"’fmlo a,Ahy(t) - fmzo

gdzie: = A a, = Avo > Jwypro = A28y —hy) > fwyZO = A28y
2 th_hZO 2 hzo

—dla (19-12): hao > hio— Aha> Ahy
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All.l.l (D)= fa@®)+ al(Ahz(f) — Al (f))"' St ,
Ay (6) =[x (1) = @ (Ay (1) = A (D) = fry10 = by (1) = fy0
A+/2
gdzie; a = Wl\/ig > a, = w2\/7 fule
2\/ hyy = g Zr
po zamianie zmiennych fie1(?), fue2(?), hi(2), ha(f) na przyrosty Afwei(?), Afwe2(?), Ahi(2),
Ahy(t), liczone wzgledem punktu linearyzacji (fueio, fwe20, #10, H20), mozna potaczyé
w jeden uktad postaci:

{AIM_I (1)=& (1) = (A (1) = My (1)
Ay Ahy (1) = My () + @y (A (1) = Ay (0) = ay ARy (1)

Awl\/g , sz\/g .
2\/‘ th _hzo ‘ “ 2 hy
Jednak w punkcie, ktéry taczy wariant (19-10) i (19-12), czyli gdy |hio—h20| — O,
to a; — oo (styczna do wykresu f,,1 jest prostopadita do osi A/#) — nie mozna zastoso-
wac zlinearyzowanego modelu. Jesli wypehienie zbiornikéw kaskady jest niewielkie,
to lepszym sposobem linearyzacji jest zastosowanie sieczne;.

A28y — fuyzo A2+ 280y >

(19-19)

gdzie: q, =

19.1.4.Inne metody linearyzacji statycznej

Analityczne metody linearyzacji sa uniwersalne, ale w szczegdélnych przypadkach
mozna uzyskaé liniowy model znacznie tatwiej. Jako szczegodlny sposob linearyzacji
statycznej mozna uzna¢ parametryzowanie zmiennej. Jesli w modelu wystepuje
funkcja, ktdra jest iloczynem zmiennych, to jedng z tych zmiennych uznaje si¢ za pa-
rametr modelu, ktéry moze przyjmowac rozne wartosci, ale opisujg one rozne warunki
pracy uktadu. Typowe przypadki to:

— zatozenie o statych wiasnos$ciach substancji, np. gestos¢, rezystancja,

— zalozenie o statym nat¢zeniu przeptywu, np. nosnika ciepta.

Przyktadem moze by¢ model pomieszczenia z nawiewem powietrza, opisany
w podrozdziale 2.3 przy zatozeniu, ze kubatura pomieszczenia oraz ciepto wlasciwe
1 gestos¢ powietrza sg staie wiec model uktadu ma postaé (2-21) i jest nieliniowy:

Co T ()=, 1, T (O) = T, (1), (19-20)
Dodanie zatozenia o sta%ej wartosci przep%ywu fin(f) = fmo zapewnia liniowos¢:
V wew (t) (T (t) Twew (t)) . (1 9'2] )

Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku modelu pomieszczenia z grzejnikiem —
opis skonstruowany na podstawie podobnych zatozen zawiera dwa réwnania bilanso-
we (2-22). Model jest nieliniowy przy zmiennym przeplywie f,.():

{vg T (6= fo T () =T, ()= K, (T, () =T, ()

o 0=K, 0, 0-T, 0)-K (0 -To) ~ P
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ale jesli mozna zatozy¢, ze przeptyw jest staly £..(f) = fmo, to model jest liniowy:

CooTo D)= fono (T () =Ty ()= K (T (1) =T, 0, ()
Con T =K (T (1) = T ()= K (T, () = T ()

W obu przyktadach (19-21) i (19-23) przeptyw f.0 petni rolg parametru. Jesli fo wy-
kazuje niewielkie zmiany, to mozna je uzna¢ za niedoktadno$¢ parametru liniowego
modelu. Jesli f,,0 moze przyjmowaé rozne wartosci, to mozna bada¢ rdzne warianty
modelu o réznych wartosciach parametru. Mozna tez wykona¢ doktadniejsza analize
wplywu wartos$ci f.0 na wiasnosci uktadu, badajac rownanie charakterystyczne linio-
wego modelu, gdzie f,,0 pelni role parametru.

(19-23)

Przyklad. Model (19-23) zapisujemy w postaci rOwnan stanu:

B (cpwfmo + Kg) & cpw m0 0
7,0]_ | c, ¢, [ro0],|c, 7.0 .
T 1) K -EKrk) 1,07 KTl
CVW’ CVW’ CVM/

Mozna rdwniez wyznaczy¢ transmitancje:
Top(s) = G11(8) Te=(s) + G12(8) Tzenl(S), Twerls) = G21(8) Tg(5) + G22(8) Tzen(s).
Wyznaczamy rownanie charakterystyczne:

[(cpwj;no +Kg)—ﬂ}[(Ké+K”)—iJ— K .

C c.C.

vg vg T vw

Po uporzadkowaniu rownania:
ColCn 22 +(CoyCpfong + K ) + Co(Ky + KDVt ey frng(K, + KD+ K K, =0,

vg T vw

wybieramy jedng z metod analizy opisanych w rozdziale 7. Analiza jest znacznie prostsza,
jesli wspotczynniki wystepujg w postaci wartosci 1 przeptyw fyo jest jedynym parametrem
roéwnania.

Inny, szczegdlny sposob linearyzacji to zamiana funkeji nieliniowej na liniowa,
ktora w pewnym zakresie zapewnia podobne wartosci.
Klasycznym przypadkiem jest przyblizenie funkcji

; P 163.-" sin ¢ za pomoca jej argumentu ¢ (rys. 19-7). Jest
"""" L e ono czesto stosowane w modelu wahadta matema-
LR Gt ki e tycznego (2-40):

""" : ml® (1) + Img sin(g(t)) = 0, (19-24)

i i
y 2. vt ktéry dla matych katéw moze by¢é w prosty sposéb
A ) : ' zastapiony przez model liniowy:
5L E . . )
M0 w0 %0 @ ml*@(t) +Imgp(t) = 0. (19-25)

Rys. 19-7. Funkcja sinx i x

Zamiane¢ funkcji sin ¢ na kat ¢ mozna uzasadni¢ nie tylko na podstawie obserwacji,
ale takze linearyzacji za pomoca stycznej (zgodnie z y(x) = f"(xo)" (x—xo0) + f{x0)):
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dsing

o (go—(oo)+ sing, = cosg (go—(oo)+ sin¢0¢°—:()>c0s0~(go—0)+ sin0=¢. (19-26)

0 0

19.2. Linearyzacja dynamiczna

19.2.1. Zasady [1, 5, 10, 11]

Ogdlna metoda linearyzacji nieliniowego modelu dynamiki polega na wykonaniu
linearyzacji dynamicznej w wybranym punkcie réwnowagi (pracy, linearyzacji).
Jesli nieliniowy model ma postaé funkcji:

S0, 30, o @00, 1), o™ (1)) =0, (19-27)
to linearyzacja polega na rozwinigciu funkcji f'w szereg Taylora w wybranym punkcie
(x0, o) wyznaczonym z rdwnania statycznego f{x,u) = 0, wedtug wzoru:

o o o

8onx(z)+aoAx(z)+ +6x A (1) +
o o af (19-28)
+—0Au(t)+8ﬂ0Au(t)+ +8u Au™ (1) =0.

Oznaczenia Ax(¢), Ax(?), ..., Au(t), Au(t), ... to zmienne i pochodne zlinearyzowanego
modelu — zmienne przyrostowe wzgledem punktu rownowagi (xo, o). Parametrami
modelu sg wartosci pochodnych funkcji f po zmiennych x, # i ich pochodnych, obli-
czone w punkcie rownowagi (xo, uo):
o
o

Warunkiem linearyzacji jest wigc rézniczkowalnos$¢ wszystkich funkcji. Rysunek 19-8
Ao przedstawia graficzng interpretacj¢ linearyzacji

’ dynamicznej ograniczong do zmiennych x i u.
Przyblizenie liniowe to prosta styczna do funkcji
fix, u) = 0 w punkcie rownowagi (uo, xo), ktory jest

a9

2 .
0 Ox

A

ey
o Ou

A

N B
o Oul,

alAx+bAu

Xo b----- takze poczatkiem nowego uktadu wspotrzednych.

] : A”‘ Tak zlinearyzowany model aAx + bAu = 0 operuje

U u na zmiennych przyrostowych liczonych wzgledem

Rys. 19-8. Linearyzacja dynamiczna punktu réwnowagi izachoije odpowiednig do-
w punkcie réwnowagi ktadnos¢ w pewnym otoczeniu tego punktu.

Przyklad. Praktyczna realizacja linearyzacji na przyktadzie wyrazenia:

ax(t)x(t) + bx(t) = | x()u(t) - (19-29)
Linearyzacja wykonywana jest w punkcie rownowagi (uo, Xo), ktory wyznaczamy z rownania
statycznego. Stosujemy rozwini¢cie Taylora, przy czym:
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— traktujemy kazdg z funkcji *(?), X(¢), u(f) jak niezalezng zmienng (%, X,u),
—ograniczamy rozwinigcie do wyrazow liniowych (pierwsze pochodne kazdej zmiennej),
—obliczamy warto$¢ pochodnych w punkcie pracy (w wybranym punkcie rownowagi).

Operacje te wykonujemy na kazdym ze sktadnikow:

ax(t)x(r) — —‘ Ax:(afc]o~Ax+(ax]0~Ax:a.0.Ax+ax0~Ax:axo.Axa
bx(t) _)6(6bx) A= (b)) - Av = bAx>
X
o(xu) o(xu) o(x) au) "
Mu(t) — TO -Ax + 70.Au: (u&cJo.Ax+(\/;aujo.Au:2\/%o,

Po podstawieniu sktadnikow do (19-29) i zastosowaniu zmiennych przyrostowych mamy:

U
ax, - Ak(7) + bAx(f) = —2— .
X, - Ax(f) ) 2n
Ostatecznie po uporzadkowaniu wyrazenie (19-29) zlinearyzowanie w punkcie réwnowagi
(x0, #10) ma postac:

(19-30)

a A (1) + agAx() = byAu(r) » (19-31)

.. _ __ U
gdzie: ay=ax;, a,=b 2\/;0 ,bo:J;o.

Wyrazenie (19-31) zapisywane jest tez w postaci: a@X(2) +aox(¢) = bu(f) > jednak zmienne
x(t), X(r),u(t) po linearyzacji oznaczajg w rzeczywisto$ci zmienne przyrostowe liczone
wzgledem punktu rownowagi (xo, uo).

Ogdblng zasade linearyzacji mozna stosowa¢ w odniesieniu do uktadéw nielinio-
wych réwnan rozniczkowych dowolnego rzedu, co oznacza zastosowanie operacji
(19-18) w odniesieniu do kazdego rownania. Jesli model jest uporzadkowany i ma
postaé nieliniowych rownan stanu (— 8.1):

x = f(x,u) lub doktadniej x(7) = f(x(r),u(?)), (19-32)
to wynikiem linearyzacji jest model postaci:
AX(7) = AjAX(?) + BoAu(z) lub x(¢) = A x(¢) + B,u(?), (19-33)
gdzie elementy macierzy Ao: a; :% 1 macierzy Bo: b, :% (i=1+n, j=1=n,
X u
J 1o klo

k =1+m), sa obliczane w punkcie rdwnowagi (Xo, Up), Wyznaczonym z rownania sta-
tycznego 0=f (x,u). Oznaczenia zmiennych x(¢) i u(?), stosowane w modelu zlinea-
ryzowanym dla skrocenia zapisu, zawsze oznaczajg zmienne przyrostowe wzgledem
punktu réwnowagi (Ax(¢) — x(7), Au(?) — u(?)).

Rozwinigcie zapisu (19-32) 1 (19-33):

1° Nieliniowe réwnania stanu i rownania statyczne do obliczenia punktéw rownowagi
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%, () = £, 06, (1), %5 (0), ooy X, (O) 2, (), ..y 1, (£)) 0= £;(x,(0), %, (), oo0 X, ()10, (1), ..., 10, (1))
5 (1) = £, (6 (0,5 (1), oo, (20 (O), ooy 1, (D), 0= S(5(0:2(0), s, (O0,0(0), ey 1, (1))

3,0 = £, (6, (0, %, (), woerx, (0,2, (0), ooy 11, (1)) 0= 7,503, (1), oos X, (0, 10,(0), s 10, (8))
2° Wynik linearyzacji (Ax(f) — x(f), Au(t) — u(?)).

S| o 9 oh 9
w0] |l @l @] | Pl Pl )
0| |9 % D || |2 9 |
T x|, O, x|yl *low|,  ou,l|,
x,(7) 8f,, af" af" EAG) af" o | 4,,(2)
_GTCIO x|, oo, ol _Gul 0 " ou,, 0

Zlinearyzowany model nieliniowego uktadu umozliwia przeprowadzenie badan
analitycznych ukladu z wykorzystaniem metod dostgpnych dla uktadéw liniowych,
w tym metod badania stabilnosci na podstawie wartosci wiasnych macierzy Ag
(— 8.2), czyli biegundéw zlinearyzowanego modelu. Wszystkie uzyskane rezultaty sg
prawdziwe dla zlinearyzowanego modelu, ale przy rozszerzaniu wnioskow na pier-
wotny model nieliniowy nalezy zachowac ostrozno$¢ (— 21.1). Jesli jednak nielinio-
wy uklad ma jeden punkt réwnowagi (jedno rozwigzanie (Xo,up)) i mozna wykazac,
ze w calym zakresie pracy (dla kazdego punktu pracy) uktad zlinearyzowany jest sta-
bilny, to uktad nieliniowy tez jest stabilny.

19.2.2. Przyktady zastosowania

Jako przyktady linearyzacji dynamicznej postuzag w pierwszej kolejnosci te same mo-
dele, ktore byly poddawane linearyzacji statycznej (— 19.1).

Przyklad 1: Linearyzacja dynamiczna modelu zbiornika ze swobodnym wyplywem
(por. 19.1.2):

Ah(0)= [0 (6) = 4,28h(1) ,

w punkcie pracy (%o, fweo) prowadzi do nastgpujgcego rezultatu:

AAR(D) = M, (t) — alh(t), gdzie 4= A2 : (19-34)

2

. 2 daq2en| 4.2¢
Obliczenia: punkt pracy h, = Jueo , 5 i v = =a
Z punkt pracy n, 22 wspotczynnik o ‘0 5 \/% a
Model (19-34) zlinearyzowany w punkcie (ho, fie0) pozwala wyznaczy¢ i badaé réwnanie
charakterystyczne i biegun w kazdym punkcie pracy (4o, fieo):

A,4/2 —A,4/2 T . .
A+ 2NZE g = 3= TANZE 0, tzn. e uktad nieliniowy tez jest stabilny.
2./, 24,/h,
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Przyklad 2: Kaskada zbiornikéw ze swobodnym przeptywem (por. 19.1.3):
{Aliél ()= fra ()= 4,128 () =, (1))
Aoy (1) = frea (0 + A28 (1 (0) = Iy (1)) = A, 285 (1)
zlinearyzowana w punkcie pracy (fieio, fwe20, #10, h20) ma postac:
{AIAIA ()= A () = a, My (1) = @, Ay (1)
Ay Dy (1) = A 0 (6) + (0, My (1) = 0y Ay (1)) = a3 My (0)

gdzie: GIZM, a _M.

, =

(19-35)

2 th_hZO 2 h20
Obliczenia:
(fwlO + uzo)z f?:lo f2 10
_ unkt racy: h — we we , :h + we , _h — we 5
P DI o ZgAiz P n ZgAil stad o~ 2gAﬁi1
o\A ;+/2g\h — 2 O\A ,+/2g\h —
 wspélezymiki: Ay jh( ) _2A;n/i g2l ;fl(l w| .
1 0 1o — tho ) 0

olo28h ) _Ane .
N
Model (19-35) zawiera parametry zalezne od punktu rownowagi (%10, 420, five105 five20)-
Roéwnanie charakterystyczne mozna wyznaczy¢ na podstawie rownan stanu:
. —-A,2¢g 4,28 L 0
|:h1(t):| — 2Al th - hzo 2A1 h’lO _hzo |:h1(t):| 4 Al |:fwel(t):| .
hz (1) Awl\/g —4, \/E _ Ay \/E hz Q) 0 L fwe2 (1)
24,1\l —hy 24\ hy =y ZAz\/hTo 4
Mozna takze wyznaczy¢ jedng z transmitancji:

hi(s) = Gll(S)fwel(S) + Ga(s) fwgz(S), h(s) = G21(S)ﬁvel(s) + Gzz(S)fwez(S).
W obu przypadkach zmienne fye1, fie2, /1, 2 0znaczaja teraz zmienne przyrostowe wzgledem
punktu rownowagi, natomiast rownanie charakterystyczne ma postac:

2A1A2\/ (]"10 - hzo)hzo /12 + \/E(AWIJTN(AI + Az) + szAl\/ th - hzo ))’1 + Awlszg =0.

Pierwiastki rownania zalezg od punktu pracy, co mozna bada¢ metodami z rozdziatu 7.

Porownujac powyzsze zlinearyzowane modele zbiornikow ((19-34), (19-35)) z odpo-
wiednimi wynikami linearyzacji statycznej (— 19.1), widoczny jest zwiazek, jaki wy-
stepuje migdzy linearyzacja dynamiczng wynikajaca z zastosowania szeregow funk-
cyjnych a linearyzacja statyczng za pomocg stycznej (prostej, powierzchni itp.), ktora
wynika z interpretacji geometrycznej. Obie metody prowadzg do tego samego rezulta-
tu, o ile analizowany model zawiera tylko nieliniowosci statyczne, a model zlineary-
zowany stosuje przyrostowe zmienne wejsciowe 1 wyjsciowe liczone wzgledem punk-
tu réwnowagi (linearyzacji).
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Przyklad 3: Kolejny przyktad linearyzacji dynamicznej dotyczy modelu pomieszcze-
nia z nawiewem (por. (19—20)) czyli:

v wew (t) =c f (t)(T (t) wew (t)) .

Po wyznaczeniu pochodnych i uporzadkowaniu wyrazenia otrzymujemy oczekiwang
posta¢ modelu, zawierajaca zmienne przyrostowe Afu(?), AT(t), AT.eu(?):

C ATwew (t) ( z0 wewO )Afm (t) + cp meATz (t) C mO wew (t) . (1 9'36)

Z definicji jest to linearyzacja w punkcie réwnowagi — gdy wartosci zmiennych wej-
sciowych wynosza fuo 1 1.0, to warto$¢ wyjsciowa Tyewo = T20. Po podstawieniu punktu
rownowagi do (19-36) model upraszcza sig¢:

CoAT (1) = € [0 AT (1) =€, [ AT s (£) (19-37)
tracac niestety zmienng wejsciowa Af, (7). Jednak to dos¢ szczegdlny przypadek.
Przyklad 4: Model pomieszczenia z grzejnikiem (por. (19-22)):

T =c, 1, O, 0T, (0))-K (T, (0 -T,.,, 1))
{ Coron =K (T () = T, (0)= K (T, ()= T, (1)

po linearyzacji dynamicznej uzyskuje postac:

b

Cu AT, ()= a0, (1) + aT( (0= 8T, 0)- K, (67, 0 - AT, 0) - (oo
C ATwew (t) - Kg (A gp (t) - wew (t)) ( wew (Z) A zew (Z))
Obliczenia:
mO(K +K )ngo + KchTzewO , Cpm meKg gz0 + (C me +K )Kc zewO

— punkt pracy: Too “pw- w0 =
om0 (K + K )+ K K. oK, +K)+ K K,

pu

— wspotczynniki: a('wfma(;T)) :Cpt1>(7}zo—Tgpo)24/"
I m 0
aTgZ . pw m0 T aTgp . pwJ m0 T

Wartosci zmiennych wejsciowych (Tg-0, Tzewo, fno) 1 Wyjsciowych (Tgpo, Theno), ktore wyzna-
czajg punkt pracy (rownowagi) maja wptyw na wtasnosci dynamiczne, co mozna przeanali-
zowacé na podstawie rownania charakterystycznego, wyznaczonego z rownan stanu:

T — (pri;no + Kg) é(g T (t) cpwx m0 0 cpw (T ng) T (f)
(t) e e + C\’g C\fg T zew (t)
Twm (l) Kg — (Kg + KC) Twem (t) 0 Kc 0
- In(®)
va va va

lub jednej z transmitancji:
Tp(s) = Gui($)Te(s) + Gra(8) Tzenls) + Gr3(5)fnl5),
Tyels) = Ga1(8) Tgel5) + Go2(8) Teen(s) + Gas(8)fon(s),
gdzie zmienne Ty, Tzew, fin, Tgp, Twew Oznaczaja teraz zmienne przyrostowe.
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Roéwnanie charakterystyczne ma postac:
ColCr 2 +(Coyep frn + K ) + Cou(Ky + KOVt €y fong (K, + K )+ K K, = 0-

vg T vw

Wykorzystujac metody opisane w rozdziale 7, mozna zbada¢ np. wptyw wartosci f,0 na wta-
snosci dynamiczne.

Réwnanie charakterystyczne modelu (19-38), czyli po linearyzacji dynamicznej, jest
identyczne z rownaniem charakterystycznym modelu (19-23) uzyskanym przez para-
metryzacje zmiennej f,,(¢). Linearyzacja dynamiczna zapewnia jednak mozliwos¢ ana-
litycznego badania reakcji uktadu na zmiany przeptywu f.(f) czy wyznaczenia trans-
mitancji zwigzanych z przeptywem f,,(7).

Linearyzacja dynamiczna jest ogdlng metoda wyznaczenia liniowego przyblizenia
modelu, ktoére zachowuje doktadnos¢ w pewnym otoczeniu wybranego punktu réw-
nowagi (punktu pracy). Mozna jg zastosowa¢ do kazdego nieliniowego modelu, o ile
wszystkie funkcje modelu sg rézniczkowalne.

19.3. Inne metody linearyzacji

Sposrdéd innych sposobow linearyzacji przytoczymy jeszcze metod¢ nazywang linea-
ryzacja harmoniczng [1, 11], ktorg mozna zastosowac¢ nawet w odniesieniu do funk-
¢ji nier6zniczkowalnych takich jak nasycenie, strefa martwa, przekaznik z/bez histere-
zy. W stanie ustalonym reakcja uktadu liniowego na wymuszenie sinusoidalne jest
przebieg sinusoidalny (— 14), natomiast reakcjg uktadu nieliniowego jest znieksztat-
cony przebieg sinusoidalny, ktory mozna opisa¢ jako sume wielu sktadowych harmo-
nicznych (— 14.4.2). Linearyzacja harmoniczna polega na zastosowaniu w badaniach
tylko pierwszej harmoniczne;j tej reakcji. Poniewaz wyzsze harmoniczne s pomijane,
wigc doktadnos¢ tej analizy jest tym lepsza, im lepsze wlasnosci filtrujace ma liniowa
czg$¢ modelu. Na podstawie pierwszej harmonicznej mozna wyznaczy¢ ,,pseudo-
transmitancj¢” nieliniowego elementu, nazywang funkcja opisujacg. Dla typowych
nieliniowosci statycznych (nasycenie, strefa martwa, przekaznik itp.) dostepne sg go-
towe wzory do wyznaczenia funkcji opisujacej dla danej nieliniowosci. Linearyzacja
harmoniczna jest stosowana szczegdlnie do projek- Wt e u .
towania i badania uktadow regulacji z nieliniowym —N?-» N /3G, (s) T
elementem sterujacym (rys. 19-9). Jednak w prakty- i

ce inzynierskiej stosuje si¢ wowczas raczej badania
symulacyjne.

Zadanie linearyzacji moze by¢ tez zrealizowane za pomocg specjalistycznych pro-
gramow, ktore wykorzystuja zaawansowane metody linearyzacji. W szczegolnosci
pakiet Matlab automatycznie uruchamia linearyzacj¢ modeli zdefiniowanych w $ro-
dowisku Simulink jako przygotowanie do zastosowania funkcji, ktére wymagaja mo-
deli liniowych, na przyktad takich, jak narzedzia do analizy dynamicznej (Linear Analy-
sis) czy projektowanie ukladéw regulacji (Control Design). Niezaleznie od tego czy
prowadzone sg badania analityczne zlinearyzowanego modelu, czy badania symula-

Rys. 19-9. Nieliniowy uktad regulacji
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cyjne modelu nieliniowego, pozostaje problem zweryfikowania rezultatéw badan w
roéznych punktach pracy i dla réznych wartosci wymuszen.

20. Upraszczanie modelu
czyli jak ,,odchudzi¢” problem

20.1. Zatozenia obnizajgce rzad modelu

Upraszczanie modelu na etapie konstrukcji jest podwdjnie korzystne — otrzymuje-
my model, ktory jest nizszego rzgdu i ma mniej parametrow do wyznaczenia. Uzyska-
nie prostego modelu jest efektem przyjetych zatozen, a przede wszystkim ustalenia
zjawisk, ktore decydujg o dynamice badanego ukladu. Problem polega na tym, ze
wskazanie tych zjawisk na etapie konstrukcji modelu wymaga pewnego doswiadcze-
nia. Weryfikacje przyjetych zalozen mozna przeprowadzi¢ na podstawie zgodnosci
roznych charakterystyk modelu i obiektu, np. odpowiedzi na wymuszenie skokowe.
Mozna tez poréwnaé bieguny roznych wersji modelu — w szczegolnosci czy prostszy
model zawiera najbardziej znaczace bieguny (stale czasowe) uktadu.

Konstrukcja modeli dynamiki uktadéw hydraulicznych i cieplnych opiera si¢ na
rownaniach bilansowych najbardziej znaczacych magazynow (— 2.2 +2.3). W ukla-
dach hydraulicznych znaczenie magazynu wynika z jego wymiardw. Na podstawie
prostych przyktadow (tabela 16-5) mozna stwierdzi¢, ze wazna jest nie tyle objgtosé
zbiornika, ile przekrdj zbiornika w stosunku do powierzchni otworu (w przypadku
zbiornikow o ptaskim dnie i pionowych scianach). Znaczenie magazynu ciepta nato-
miast wynika z jego pojemnosci cieplnej, ktora zalezy i od wymiardw, i od wlasnosci
substancji. Z tego powodu, konstruujac modele ogrzewania pomieszczen/budynkéw
(rys. 2-7), nalezaloby uwzglednia¢ przede wszystkim magazynowanie ciepta w $cia-
nach — zmienng stanu bylaby wowczas temperatura Scian (nieistotna z praktycznego
punktu widzenia), natomiast najwazniejszg zmienng obiektu, temperatur¢ wewnatrz,
trzeba wyznaczy¢ na jej podstawie.

Dla utatwienia analizy mozna utozy¢ rdwnania bilansowe, ktore zawieraja zar6wno najbar-
dziej znaczace magazyny, jak i najbardziej znaczace zmienne (2-19):
C, 1,0 = 4,0 K (1,00 -T,.,)

Co T (1) = K (T, () =T, (6)) = K (T, () = T, (0)).
C,T.(1) = K\(T,.,() - T,(1)) - K ,(T.(") - T,,.(1))

vsT s wew zew
a nastepnie wprowadzi¢ zalozenia dotyczace nieznaczgcych magazynow, co pomaga ustalié
roOwnania stanu i rownania wyjsciowe (— 8.2).
Gdy Gy, = 01 Cg = 0, to otrzymujemy réwnanie stanu:

. o -K, 1 K,
CT 0 = 4,0 =KoL L) = 1,(0) = =220+ =g, (0 + o Te®)

Vs vs Vs

oraz rownania wyjsciowe dla pozostatych zmiennych:
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1
{0 =q,(-K, (Tg ) - Twew(t)) R T, @) =T ()+ X q,(0),

cl
0 = Kg (Tg (t) - Twew (t))_ Kcl (Twew(t) - Ts (t))

11
T, =T,)+ {Kg + X qu ®

Mozna réwniez rozwazy¢ alternatywne podejscie do uproszczenia tego modelu ciepl-
nego, ktére polega na utozeniu rdwnan bilansowych z pojemnoscia cieplng wnetrza
(Cyw) 1 grzejnika (C\g), natomiast magazynowanie ciepta w $cianach uwzgledni¢ przez
skorygowanie wartosci C,,. Jednak najistotniejszym zalozeniem upraszczajacym kaz-
dy z tych analizowanych wariantéw modelu ogrzewania budynku jest opis obiektu
jako catosci (bez podziatu na pomieszczenia i grzejniki).

W uktadach mechanicznych rzad modelu zwigksza si¢ znacznie, gdy zawiera on
wszystkie podstawowe typy reakcji — sprezystos¢, ttumienie i bezwtadnos¢ (— 2.4).
Podczas konstrukcji modeli warto wigec rozwazy¢ mozliwo$¢ pominigcia mniej zna-
czacych zjawisk. Zazwyczaj model musi uwzgledniaé thumienie zwigzane ze stratami
energii podczas ruchu elementéw w rzeczywistych warunkach. Jesli masa poruszaja-
cego elementu jest znaczaca, to proste modele czesto pomijajg sily sprezystosci. Jesli
model musi opisa¢ sprezyste potaczenia elementow, to mozna pominaé mato znaczace
masy elementow (przyktady — 10.3.1).

Thimienie jest takze podstawowym zjawiskiem w obwodach elektrycznych
(— 2.5). Modele obwodéw uwzgledniaja przede wszystkim spadki napi¢¢ na rezy-
stancjach. O rzedzie modelu decyduja znaczace pojemnosci i indukcyjnosci elemen-
téw obwodu — liczba zmiennych stanu (rzad modelu) odpowiada liczbie niezaleznych
napi¢¢ na kondensatorach i pradow w cewkach (— 10.3.2). W przypadku maszyn
elektrycznych (np. transformator, silnik, pradnica) uwzgledniana jest zazwyczaj tylko
rezystancja i indukcyjnos¢ obwodow.

Roéwniez zamknigte uktady hydrauliczne wymagaja opisu, ktory uwzglednia przede
wszystkim opory przeptywu (— 2.6.1). W ten sposdb powstaja bezinercyjne modele
uktadéw hydraulicznych, a wiec wlasciwie modele statyczne. O doktadnosci modelu
w wickszym stopniu decyduje zastosowanie nieliniowej zaleznosci opisujacej spadek
ci$nienia na oporze hydraulicznym (Ap = Rf?) niz uwzglednienie wiasno$ci dyna-
micznych wynikajacych gtéwnie z masy cieczy. Podobna sytuacja wystepuje w za-
mknietych uktadach pneumatycznych — najwazniejsze sg opory przeptywu. Witasnosci
dynamiczne natomiast wynikajg gtownie ze $cisliwosci gazow (Scisliwos$¢ gazow jest
znacznie wigksza niz cieczy, ale masa gazoéw jest znacznie mniejsza niz cieczy).

20.2. Obnizanie rzedu modelu

20.2.1. Pomijanie najmniej znaczacych biegundw [14]

Podstawowa zasada upraszczania modelu polega na pomijaniu najmniej znaczacych
biegunow (— 4.3.3), przy czym nie zmienia si¢ wzmocnienie uktadu, stabilnos¢, czas
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ustalania i oscylacyjno$¢ odpowiedzi czasowych modelu (— 6.2.4), a po uproszczeniu
stopien licznika transmitancji jest nie wigkszy niz stopien mianownika (— 16.5).
Operacj¢ pomijania biegunow najtatwiej jest przeprowadzi¢ na modelu w postaci
transmitancji (— 13.2.3), a jej podstawg jest bezposredni zwigzek miedzy biegunami
transmitancji a sktadnikami sktadowej swobodnej odpowiedzi (operatorowa metoda
rozwigzywania rownan rézniczkowych — 13.3). Jesli mianownik transmitancji ma
postac iloczynowa, to uproszczenie opisuje nastepujaca operacje:
L(s) L(s)

G(s)= - ~k .
H(S_pi) H(S_pi) (20-1)
i=1 i=1

gdzie: p; — bieguny transmitancji w kolejnosci od najbardziej znaczacych (1 <i<ny)
do najmniej znaczacych (n < i< n), k — wspdlczynnik korekcyjny, ktory zapewni za-
chowanie wzmocnienia uktadu k.

L(s)

L
ko =lim—2 L gimg— 2
s—0 1

[Te-20 7 Tle-p (20-2)
i=1 i=1

Najmniej znaczace bieguny s3 okreslane przede wszystkim na podstawie czgsci rze-
czywistej. Jesli |Re(pi)|min 0znacza odleglos¢ od osi Im najblizszego ujemnego biegu-
na, to w transmitancji G(s) mozna pomina¢ cztony (s — p;) dla ktérych:

|Re(p;)[>7|Re(p;) |min » (20-3)

gdzie wspolczynnik 7 jest dostatecznie duzy (np. » =10), co oznacza, ze na ptaszczyz-
nie zespolonej te bieguny leza znacznie bardziej na lewo od pozostatych biegunow.
Pominigcie takich biegundéw oznacza, ze w sktadowej swobodnej odpowiedzi uktadu
pomijane sa sktadniki zwigzane z tym biegunami, a sg to sktadniki, ktére najszybciej
zanikaja (nie maja wptywu na czas ustalania odpowiedzi, — 6.2.4). Jesli pomijane sg
pary biegundéw zespolonych, to musza spetnia¢ takze warunek:

| Tm(p;)/Re(p;) < Im(p;)/Re(p;) | max - (20-4)

Pozostawienie biegunow o najwigkszym stosunku czesci urojonej do rzeczywistej,
czyli |Im(p;)/Re(p;)|max, 0znacza zachowanie najistotniejszych oscylacji.

Jesli transmitancja ma posta¢ iloczynu podstawowych cztonéow dynamiki, to
upraszczaniu najmniej istotnych biegundéw odpowiada upraszczanie cztondw inercyj-
nych o najmniejszych statych czasowych:

G- M 169
[T@s+y [[@s+y (20-5)
i=1 i1

gdzie T;— state czasowe od najwigkszych do najmniejszych, przy czym pomijane czto-
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ny spetniajg warunek (20-3), to znaczy, ze ich stale
czasowe T; (n<i<n) sg rrazy mniejsze od najwigk-
szej stalej 71, Na tej podstawie mozna zilustrowaé

wptyw, jaki ma upraszczanie transmitancji na charakte- . \ @
rystyki czestotliwosciowe, w szc;@gé.lnoéci na wykresy [ vr, 7, 1 ITs \SG:
asymptotyczne (rys. 20-1). Pomijanie matych stalych

czasowych zmienia wlasnosci modelu jedynie w za- Rys. 20-1. Przed (G) i po (G1)
kresie wyzszych pulsacji, a wigc dotyczy mato znacza- uproszezeniu bieguna

cych harmonicznych o pulsacjach w > #/T) (— 14.4.2).

20.2.2. Pomijanie zer i biegunéw

Na podstawie wykresow L(w) mozna wskaza¢ zasade¢ upraszczania zer transmitanciji,
ktora pomaga zachowa¢ warunek, aby sto- ‘

pien licznika nie byl wigkszy niz stopien -
mianownika. Z konstrukcji wykresu asymp-
totycznego L(w) wynika, ze zmiana nachy- :

} 201k

b 12
lenia.asyn.lptot spowodgwana przez gziqn 1 /ITI | /]',/_ /T, G,
forsujacy i czton inercyjny kompensujg si¢
wzajemnie, gdy parametry tych czlondéw sa Rys. 20-2. Przed (G) i po (G1) uproszcze-
zblizone (rys. 20-2). Mozna wiec skrécié niu bieguna i zera
transmitancje, np:
kT,.s+1
bis + b, _ ( S ) ,gdy Ty~ T». (20-6)

a,s’ +ays+a, (T;s +1)Tys +1) N (T,s+1)

To oznacza, ze w transmitancji mozna poming¢ zero i biegun o podobnych warto-
Sciach, pamigtajac o koniecznosci zachowania wzmocnienia uktadu kuu (— 13.2.3).
Wykonujac takg operacjg¢, przyjmujemy hipoteze skracalnosci (— 18.3.2), wiec na
przyktad nie mozna skraca¢ dodatnich biegunow.

Zera i bieguny o podobnych wartosciach wystepuja w transmitancjach obiektéw
typu kaskada wspoétdziatajaca (tabela 13-7). Wszystkie transmitancje takiego uktadu
maja ten sam mianownik (te same bieguny), ale rozne liczniki:

bs—a a;,b
x(s)= 1( 22) u,(s)+ 1272 u,(s)>
(s—ay)(s—ay)—apay (s—ay)s—ay)—apay
a,b b,(s—a
x,(s) = 2 u(s)+ pls =) uy(s)-
(s—ay)(s —ay)—apay (s—ay)(s —ay)—a,ay

W transmitancjach x;(s)/u1(s) 1 x2(s)/u2(s) wystepuje zero o wartosci zblizonej do jed-
nego z biegunow. Kompensacyjny wptyw zera powoduje, ze odpowiedz skokowa
transmitancji wyglada jak reakcja uktadu nizszego rzedu, co mozna zaobserwowac na
przyktadowych wykresach uktadu hydraulicznego (— 13.2.2). Z tego powodu identy-
fikacja modelu na podstawie odpowiedzi skokowej (— 17.4.2) nie pozwala ustali¢
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precyzyjnie rzedu ukltadu — identyfikowany model jest uproszczony (pomija m.in.
skompensowane zera i bieguny).

20.2.3. Obnizanie rzedu bez wyznaczania biegunéw [14]

Podstawowa wada upraszczania na podstawie wzoréw (20-1), (20-5) i (20-6) jest ko-
nieczno$¢ wyznaczenia biegundw i zer transmitancji. Jesli transmitancja ma wspot-
czynniki liczbowe, to mozna wykorzysta¢ programy wspomagajace rozktad transmi-
tancji na posta¢ iloczynowg (— 17.2.3). Alternatywa jest metoda obnizenia rzgdu
modelu bez wyznaczania biegunow. Metoda polega na pomijaniu w mianowniku
sktadnika o najwyzszym stopniu:

L(s) L)

n+l n n ’
a, s +a,;s"+..+as+l a,s"+..+as+1

G(s) = (20-7)
co w okreslonych warunkach odpowiada pomijaniu najmniej znaczacego bieguna lub
innymi stowy, najmniejszej statej czasowe;.

Zamiast mianownika, ktéry ma » ujemnych biegunéw o zblizonych wartosciach,
rozwazymy podobny mianownik M,, ktéry ma » takich samych biegunéw, czyli » ta-
kich samych statych czasowych T:

M, (s)=(T+1)" =T"s" +nT""'s"" +@T”72SW72 +..+nTs+1-

Poréwnamy go z mianownikiem M,+, ktory ma takze » statych czasowych 7' i dodat-
kowo jeszcze jedng znacznie mniejsza g7, gdzie ¢ << 1, czyli:
nn-1)

MM(S):(sT+l)"(qu+l):(T”s” +nT" " 4 5

T" 25" 2 4. +nTs+lj(qu+1)—

=qT"'s™ +(l+quT"s"+n(l+q 21)T" gy n(n2 l)( +q 32JT" "+ (n+q)Ts+1.

W celu tatwiejszego poréownania mianownikéw M, i M,+; wprowadzimy zmienng S,
przez postawienie s = S/7 :
n(n=1)

M (S)= "+ nS"' + 5

S+ nS+1,

M (S)=gS™" + [1+q )S"+n[1+q ; js“ ”(”2_1)(1+q”;2JS"-2 te A+ @)S+1.

Porownujac wspdtczynniki wielomianow M, i M, przy tych samych potegach
zmiennej S, mozna stwierdzié, ze:

— g << 1 wiec wspotczynniki a; + a, majg podobne wartosci, np. a1 = nT = (n+q)T,

— wspotezynnik przy S™! jest bardzo maty — rowny wartosci g (am1= g << 1).

Jesli mianownik M,+(s) ma mato znaczacy biegun (matg statag czasowa), to po zamia-
nie zmiennych (s =S/T) w wyrazeniu M,1(S) wspolczynnik przy S*! ma malg war-
to$¢, co oznacza, ze mozna zastosowac uproszczenie M,+1(s) = M(s).

Wobec powyzszego procedura uproszczenia wzoru (20-7) jest nastepujaca:
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— pierwotny mianownik M,:1(s) = a,18" '+ aus"+...Fais+1, stad a1 = nT — T = ai/n,
— podstawiamy s = S/T = Sn/a; i uzyskujemy postac¢

n+l n n+l
n
S . a3 Y PR
a, a, a, a;

— jesli g << 1, to przyjmujemy mianownik uproszczony M,(s) = a,s" +... +ais +1.
Procedur¢ mozna powtarza¢ wielokrotnie, dopoki kolejna wartos¢ ¢ jest znacznie
mniejsza od 1.

Przyklad 1. Mianownik: Ms(s) = 0.0022s°+0.0733s*+0.7089s> +1.7711s>+2.1333s +1
— Czy mozna upros$ci¢ Ms(s) = 0.0022s° +0.0733s*+0.7089s +1.77115>+2.1333s +1 do n =4?
Warto$¢ a; = 2.1333, wigc podstawiamy s = S-4/2.133
Po podstawieniu  Ms(s) = 0.05105° +0.9065* +4.67315° +6.22675> +4S +1,
Stad ¢ =as=0.051 << 1, wigc Ms(s) mozna uprosci¢ do Ma(s)
—Czy mozna upros$ci¢ Ma(s) = 0.0733s*+ 0.7089s + 1.7711s>+ 2.1333s + 1do rzedu n =3?
Warto$¢ a; = 2.1333, wigc podstawiamy s = S-3/2.133
Po podstawieniu Ma(s) = 0.28675*+1.97155% +3.502552+3S +1
Stad ¢ = a4=0.2867 << 1, wiec Mu(s) mozna uprosci¢ do Ms(s)
— Czy mozna upro$cié¢ Ms(s) = 0.7089s> +1.7711s>+2.1333s +1 do rzedu n =22
Warto$¢ a; = 2.1333, wigc podstawiamy s = S-2/2.133
Po podstawieniu  Ms(s) = 0.58415° +1.5567S> +25+1
Stad ¢ = a3=0.5841 = 1, wigc M3(s) nie mozna uprosci¢
Odpowiedz: Ms(s) mozna upro$ci¢ do Ms(s) = 0.7089s> +1.7711s>+2.1333s +1
Weryfikacja procedury na podstawie biegundéw uktadu po kolejnych uproszczeniach

Bieguny Do uproszczenia |u (6-11)
Ms(S) s1=-1 S2,3:—15 S4,5=—1 + jl —15 ,u=1
Ma(s) |s1=—1.0086 |52 =—6.6442 |534=—1.0086 +,1.0121|-6.6442 #=1.0035
Ms(s) |s1 = —0.8967 525 =—0.8008 £ j0.9653 41=1.2054

Najmniej znaczacy biegun Ms(s) to podwdjny biegun —15 i to on zostat uproszczony.

Przyklad 2. Mianownik: Ms(s) = 0.002212s°+0.075225* +0.7765s> +2.3365> +2.1633s +1
— Czy mozna uprosci¢ do rzedu n = 4? Podstawiamy s = S-4/2.633.

Warto$¢ ¢ = as= 0.002212%(4/2.633)°=0.0179 << 1
— Czy mozna uprosci¢ do rzedu » = 3? Podstawiamy s = S-3/2.633.

Warto$¢ ¢ = as= 0.07522%(3/2.633)*=0.1268 << 1
— Czy mozna uprosci¢ do rzedu n» = 2? Podstawiamy s = S-2/2.633.

Warto$¢ g = as = 0.7765%(2/2.633)*= 0.3403
Odpowiedz: Ms(s) mozna uprosci¢ do Ms(s) = 0.7765s> +2.336s>+2.1633s +1
Weryfikacja procedury na podstawie biegunow uktadu po kolejnych uproszczeniach

Bieguny Do uproszczenia g (6-11)
Ms(S) S12=—1 34 = —15ij1 S5 =-2 —15ij1 ,Ll:0.667
Ma(s) |s12=-0.9859%j0.0671 |s3=-6.1312 |s4=-2.2206 |-6.1312 4 =0.681
Mi(s) |s12=-1.1151%,0.6411 53 =-0.7784 £=0.5749
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Gdy uproszczenie polega na pomini¢ciu bieguna rzeczywistego (przykitad 1) —
wowczas wszystkie pozostate bieguny ulegaja niewielkim zmianom. Gdy najmniej
znaczace bieguny to para zespolona (przyktad 2), to uproszczenie powoduje pomi-
nigcie jednego bieguna, ale moze zmieni¢ 1 potozenie, i typ pozostalych biegunow.
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21. Podstawowe badania uktadow nieliniowych
czyli przymiarka do uogdlnienia

21.1. Badanie stabilnosci lokalnej

21.1.1. Wprowadzenie [1, 10, 19]

Stabilnos¢ nieliniowych rownan rézniczkowych w ogdlnym przypadku jest ztozonym
zagadnieniem, ale nie kazdy problem wymaga ogdlnego podejscia. W praktyce inzy-
nierskiej okreslanie stabilnosci nieliniowych uktadéw czgsto jest oparte na badaniu
zlinearyzowanych modeli (— 19.2). Uktad nieliniowych réwnan stanu (19-32) podda-
ny linearyzacji dynamicznej uzyskuje postac liniowa (19-33):

x =f(x,u) — X(t) = A x(?) + Byu(r) . (21-1)
Badanie stabilnos$ci opiera si¢ na wartosciach wtasnych macierzy stanu Ao:
det(Ao— AI) = 0. (21-2)
To samo zadanie mozna zrealizowa¢ bez odwolywania si¢ do pojecia linearyzacji. Dla
uktadu nieliniowych rownan stanu (19-32) nalezy wyznaczy¢ macierz Jacobiego J:
x=f(x,u) - J, (21-3)
gdzie wiersze macierzy J zawieraja pochodne czastkowe po zmiennych stanu (of;/0x;).
Nastepnie nalezy obliczy¢ warto$¢ macierzy J w punkcie rownowagi uktadu (macierz

Jo) 1 wyznaczy¢ wartosci wlasne macierzy Jo, czyli wyznaczy¢ pierwiastki réwnania
charakterystycznego:

det(Jo — AI) = 0. (21-4)
Roéwnania charakterystyczne (21-2) i (21-4) sg identyczne — zastosowano jedynie rdz-
ne pojecia (okreslenia).

1° Rozwinigcie zapisu (21-3) i wyznaczenie macierzy J

[
50 = £, (6 (0.2 (0 e %, (020, (0 ey 10, (1) o 0x, 0o,
5200 = £ (5, (0%, (0 s, (0,1, 0, s 1, (1) % % %

— J=\ox ox, ox,

%, ()= £, (x, (00, %, (0), <oy, (D)2, (), ..y 1, (1)) o o o,
| Ox, O, T

n_j
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2° Wyrazenie (21-4), czyli obliczenie macierzy Jo i wyznaczenie wartosci wiasnych Jo:

CA TR

ox |, ox, |, ox, |,
det(Jo—A)=0 — det | ) ) A =0

x|, ox, ), ox, |,

a owl o,

ox; |, ox, ), 0Ox, 0

Wartosci wlasne macierzy Ao (Jo) — bieguny modelu zlinearyzowanego w okreslo-

nym punkcie rownowagi — opisujg wlasnosci dynamiczne tego modelu (— 6.2.2):

— wszystkie bieguny w lewej polptaszczyznie (Re(4) < 0) — model stabilny asympto-
tycznie,

— cho¢ jeden biegun w prawej potptaszczyznie (Re(A) > 0) — model niestabilny,

— wystepuje biegun lub zespolona para biegunow na osi urojonej (Re(4) = 0) — model
na granicy stabilnosci (moze by¢ stabilny, ale nie asymptotycznie).

Jesli linearyzacja zostanie wykonana w innym punkcie pracy (dla innych wartosci na

wejsciach uktadu), to zlinearyzowany model moze mie¢ inne wiasnosci.
Whnioskowanie o stabilnosci uktadu nieliniowego na podstawie stabilnosci zlinea-

ryzowanego modelu ma charakter lokalny — dotyczy okreslonego punktu pracy (punk-
tu linearyzacji) i opiera si¢ na nastepujacych zasadach:

— zlinearyzowany model jest stabilny asymptotycznie — uktad nieliniowy tez jest
stabilny asymptotycznie,

— zlinearyzowany model jest niestabilny — uktad nieliniowy tez jest niestabilny,

— zlinearyzowany model jest na granicy stabilnosci (moze by¢ stabilny, ale nie
asymptotycznie) — nie mozna rozstrzygac stabilnosci uktadu nieliniowego.

Zasady stanowia posrednia metoda badania stabilnosci uktadu nieliniowego i sa na-

zywane pierwsza metoda Lapunowa. Taki sposdb badania stabilnosci jest dos¢ pro-

sty, ale ograniczony (rys. 21-1):

— wnioski na temat stabilnosci dotycza tylko
pewnego obszaru wokot punktu pracy (dla
okreslonego uo) i nie obejmuja przypad-
kéw granicznych,

— uktad nieliniowy moze mie¢ wiele punk-
tow rownowagi (wiele rozwigzan statycz-
nych dla okreslonego ) — mozna zbadac
lokalng stabilno$¢/niestabilno$¢ poszcze- Rys. 21-1. Badanie stabilnosci
golnych punktéw rownowagi. w punkcie/punktach rownowagi

Przy okazji linearyzacji dynamicznej (— 19.2) przedstawiono przyktady stwierdzenia
stabilnosci nieliniowego uktadu, gdy uktad ma jeden punkt réwnowagi i mozna wyka-
zaé, ze w catym zakresie pracy zlinearyzowany model uktadu jest stabilny.
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21.1.2. Przyktady zastosowania

Badanie lokalnej stabilnosci w kolejnych przyktadach oparto na macierzy Jacobiego.
Parametry modeli sg dodatnie, co znacznie upraszcza analizg.

Przyklad 1: Réwnania Lotki—Volterry (2-82)

V(1) =1,V () —aV ()P()

Model: { )
() = baV () P(1) ~ 1., P(1)

. —aP  —aV
, stad macierz J: {r"’ “ “ }

baP  baV —r,
V(r, —aP)=0
P(baV —r;)=0

)V =0,P=0

Opis statyczny :
{ D)V =rplab),P=r,,/a

, stad punkty rownowagi: {

Wartosci wlasne macierzy Jo w poszczegdlnych punktach réwnowagi:

(7, —A 0

1) det ==, —A)rp+A) > i=rv>0,h=-rp<0
0 - rSP - /1

— uktad niestabilny,
(-4 —r,/b

2) detb 51}{ :|=/12+VVVVSP_)/,i’l,ZZierrVrsP

L rrV -

— uklad na granicy stabilnosci (niegasngce oscylacje).

Przyklad 2: Réwnania Lotki—Volterry z ograniczeniem srodowiska (2-83)

Model: f@)=4VVUX1—an/K)—avanu)_+Jf ry =2, VIK—aP —aV
P(t) =baV (t)P(t) - r,p P(t) baP baV-r,,
)V=0,P=0
Opis statyczny: {F’VV(I Vi K)_ aVP=0 — punkty rownowagi: < 2V =K P=0
baVP-r,P=0 3)V:@,’P:rw[l_rﬂ,j
ab a abK
Wartosci wlasne macierzy Jo w poszczegdlnych punktach rownowagi:
r,—A 0 |
1) det| " =—(r, —A)rp+A) = Li=rr>0,4L=-7rp<0
O - rSP - ﬂ'_ l
— uktad niestabilny,
(-7, -2 0
2) det =(ry +M)rp+d) = A=Tw<0,41=—rp<0
| 0 —Tp— A
— uklad stabilny,
_rrVrsP_A —Tsp
3) det abk ; L abKA* + 1,1 p A+ 11 p(abK — 1) =
rybl1-—E -
L abK
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_’/'rVrSPi\/Z

S ubK , A= (r,,,rsp)2 —4abKr,, rp(abK —r,).

—)/’{/12:

Stabilnos¢ uktadu w punkcie (3) zalezy od wartosci parametrow.

Analiza biegunéw (— 7.3) pozwala zbadac typ biegundéw np. w zaleznosci od K (dla K > 0)
A=(ryry )2 —4abKr,,r., (abK —r,p)
1°A=20— y,r,—4abK (abK —r,) > 0— —4a’b*K* + dabr K + 7,7, >0

AK AK = 16612172}'?3, + 16a2b2rrV’ij = 16021)2 (7'33 + rrV’ij)
K b2 —8a2b2 —8612172 2ab
2
Whniosek: A>0gdy g < @
2ab
1 3 — p T A — _ A
A >0, to 41> bieguny rzeczywiste: A, = M , A, = M <0
2abK 2abK

/‘Ll <0— rrVr.vP > \/X
(”rV”sP)z > (”;~V”sP)2 —4abKr,,rp(abK —rp)
K> ry,/(ab)

2
Whiosek: A>01iRe(4)<0iRe(d) <0, gdy % <k <L NI H vl
a

2ab
[2
20 A < 0 gdy K> rsP+ rsP+rrVrsP
2ab
e o zawsze

A <0, to 412 bieguny zespolone — Re(4,,) =
’ 2abK

2
Whiosek: A>01iRe(Ai2) <0, gdy g s /spFN%p T llie
2ab

21.2. Portrety fazowe

21.2.1. Wprowadzenie [1, 10, 11]

Portret fazowy to jeden ze sposobow graficznego przedstawiania wlasnosci dynamiki
uktadéw liniowych i nieliniowych, ktéry stosuje si¢ praktycznie jedynie do uktadow
pierwszego lub drugiego rzedu. Portretem fazowym nazywamy rodzing wykresow
(trajektorii) przedstawiong na ptaszczyznie fazowej lub plaszczyznie stanu (rys. 21-2),
prezentujaca rozwigzania rownania czy ukladu rownan rézniczkowych dla jednego,
statego wymuszenia (wymuszen), ale dla réznych warunkéw poczatkowych. Portret
wyznacza si¢ wigc w szczegodlnosci dla jednego rownania rézniczkowego maksymal-
nie drugiego rzedu:
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/“'\x X 0= filx0.u), (21-5)
. : X, () = x, (1)
t)= t),x(1), - -
A RAS () = i (x(1), 5(0)1,) {xz(t):ﬁ(xl(t)’xz(t)’uo) (21-6)
M lub uktadu rownan pierwszego rzedu:
Rys. 21-2. Trajektoria {Xl 0=/ (xl (1), x5 (1), )
na plaszczyznie fazowej i) = f, (xl (1), %, (1), 11 ) : (21-7)

i na plaszczyznie stanu

Wartos$¢ uo (u10, t20) W rGwnaniach reprezentuje state wymuszenie (wymuszenia), kto-
re jest parametrem portretu, przy czym czesto wykonywane sg portrety uktadow jed-
norodnych (dla zerowych wymuszen). Plaszczyzna fazowa jest szczegdlnym przypad-
kiem ptaszczyzny stanéw, gdy jedna ze zmiennych stanu jest pochodng drugiej
zmiennej stanu (zmienna fazowa), tak jak w réwnaniu (21-6).

Kazde rozwigzanie rownan (21-5) i (21-6) dla okre$lonych warunkéw poczatko-
wych, czyli funkcja x(¢), podobnie jak kazde rozwigzanie uktadu rownan (21-7) dla
okreslonych warunkéw poczatkowych, czyli funkcje x1(7) 1 x2(¢), pozwalajg narysowad
wykres czasowy rozwigzania, a takze pojedyncza trajektori¢ na plaszczyznie fazowe;
(ptaszczyznie stanow). Portrety fazowe mozna wigc tatwo uzyska¢ metodami symu-
lacyjnymi (— 5.2, 9.2), uruchamiajgc symulacj¢ wielokrotnie przy stalym wymusze-
niu i ré6znych warunkach poczatkowych — wartosci odpowiednich zmiennych stanu
(x(@) 1%(¢) lub xi(?) i x2(f)) zarejestrowane podczas symulacji pozwalaja narysowaé
kolejne trajektorie portretu. Liczba trajektorii i zestaw warunkdéw poczatkowych jest
okreslana doswiadczalnie. Wybdr trajektorii koniecznych do odtworzenia portretu
mozna ograniczy¢ ze wzgledu na dwie cechy:

— trajektorie sg ciaglte — niecigglos¢ oznaczataby mozliwos$¢ skokowej zmiany stanu
(co wymaga przekazania nieograniczonej energii),

— trajektorie nie przecinaja si¢, poniewaz uktad jest deterministyczny (tzn. nie ma
losowego czynnika, ktory decydowaltby o zachowaniu uktadu w punkcie przecigcia).

A Ciaglos¢ i brak punktow przecinania umozliwia-

C'O *2 ja ocene¢ zachowania uktadu na podstawie kilku
B wyznaczonych trajektorii (rys. 21-3) — np. stany

N _// uktadu reprezentowane przez zakreskowane ob-

N

u XT szary (A, B). ewolgujq.do tych'sa.mych punkt()yv
jak trajektorie sgsiadujgce z nimi. Teoretycznie

A w obszarach tych mogg wystgpic trajektorie za-

mknigte (stan zmieniajacy si¢ cyklicznie), ale to

Rys. 21-3. Przyktady wnioskowania dos¢ szczegdlne przypadk.

o przebiegu trajektorii
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Trajektorie zaleza od czasu, cho¢ czas nie wystepuje w sposdb jawny — formalnie
sa to funkcje algebraiczne opisujace zalezno$¢ miedzy zmiennymi fazowymi (x, X )
lub zmiennymi stanu (x; i x2):

x(1)

x(1)
natomiast uplyw czasu (¢) na wykresach wskazuje si¢ za pomocg strzatki. Funkcje tra-
jektorii mozna probowaé obliczy¢ i wykorzysta¢ do rysowania portretow zamiast ba-
dan symulacyjnych. Réwnanie pierwszego rzedu w postaci (21-5) juz jest funkcjg opi-
sujaca trajektorie:

x, (1)

} —i=f(x) lub (1)} —>x, = f(x,), (21-8)

Xy

x:ﬁ(x’uo)’ (21'9)
ktora pozwala narysowac portret uktadu na ptaszczyznie fazowej (x, X ).

Z kolei rownanie drugiego rzgdu (21-6) mozna potraktowac jako szczegdlny przypa-
dek uktadu réwnan (21-7), a ten problem jest rozwigzywany w nastgpujacy sposob.
Pochodng funkcji x2(7) mozna przedstawic jako:
dox, (1) _ dx, (1) dx, (1)
dt dx,(t) dt

1 przeksztalci¢ to wyrazenie, dzielgc obustronnie przez dx(¢)/dt:
dx,(t)/ dt _ dx, () R X, (1) _ dx, ()
dx,(t)/dt  dx,(t) X)) dv, ()’

a nastgpnie podstawi¢ wzory na pochodne zmiennych x i x2, czyli rownania (21-7)
e, () _ J (06, (1), %, (8), 115 )
dey(t) 0 (0,x,(0)y)

Powyzsze wyrazenie wyznacza przebieg trajektorii x> = fo(x1):

de, _ 205 x5515)

dix, fl(xlaxza“lo) ’
poniewaz dx»/dx; jest nachyleniem trajektorii, ktore mozna wyznaczy¢ w kazdym
punkcie plaszczyzny standw (x1, x2), jesli tylko cho¢ jedna z funkcji fi i £2 ma niezero-
wa wartos$¢ (jesli fi#0 1 =0, to dxo/dx;= 0, czyli nachylenie rownolegte do osi xi;
jesli /i=0 lecz ,#0, to dx2/dx; =, wigc nachylenie réwnolegte do osi x;). Punkt,

w ktorym nastepuje zerowanie obu funkcji fi 1 5, jest punktem osobliwym, poniewaz
wyrazenie (21-10) jest symbolem nieokreslonym:

dx, /dx;, =0/0,

co oznacza, ze W tym punkcie nachylenie trajektorii jest nieokreslone. Zerowanie obu
funkcji fi i f> oznacza zerowe wartosci pochodnych obu zmiennych stanu, a wigc punk-
tem osobliwym jest kazdy punkt réwnowagi obliczony na podstawie rdwnan statycz-
nych badanego uktadu (21-7) — punkt rownowagi statycznej. Nachylenie trajektorii

(21-10)
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w punkcie rownowagi jest nieokreslone, poniewaz trajektorie do tego punktu zmierza-
ja, ale go nie osiagaja, lub si¢ od niego oddalaja — jesli punkt rownowagi jest warun-
kiem poczatkowym, to uktad nie zmienia stanu.

Interpretacja wyrazenia (21-10) jest podstawg dla analitycznych i graficznych me-
tod konstrukcji portretéw. Metoda analityczna polega na rozwigzaniu réwnania
(21-10) przez catkowanie, co wymaga indywidualnego podejscia do kazdego proble-
mu i moze by¢ trudne do zrealizowania w przypadku modeli nieliniowych.

Metoda graficzna polega na pokryciu ptaszczyzny stanu
polem wektorowym, ktére wyznacza kierunek i zwrot
trajektorii przechodzacych przez poszczegoélne punkty
pola — w punkcie (xi,x2) kierunek wektora wyznacza
rownanie (21-10), a zwrot okresla si¢ na podstawie row-
nan uktadu (21-7) (dodatnia warto$¢ x, oznacza zwigk-

S
29] AR '

szanie wartosci x;, a ujemna — zmniejszanie, i analogicz-
nie dla x;). Wystarczajgco geste pole pozwala ustali¢
przebieg trajektorii (rys. 21-4). Do wyznaczania pola we- Rys. 21-4. Przyklad pola
ktorowego mozna wykorzysta¢ metode izoklin, tzn. linii, wektorowego

ktore odpowiadajg takiemu samemu nachyleniu trajektorii (dx./dx = k = const). Izokli-
A na to krzywa, ktora spelnia rownanie:

) fz(xpxz,“zo):k.
fl(xpxz,”w)

Najtatwiej jest wyznaczyC izokliny zerowe obu
zmiennych, czyli krzywe spetniajgce rownania:

X2

(21-11)

xl :fl(xl’x2’u10):0 — x2(x1,u10) ,
)2,'2 :f2(x1’x2,u20):0 e x2(x1,u20) . (21-12)

Rys. 21-5. Przyktad izoklin zerowych

Po narysowaniu tych krzywych (rys. 21-5) mozna wykorzysta¢ nast¢pujace wiasnosci
izoklin zerowych:
— izokliny przecinaja si¢ w punkcie (punktach) réownowagi uktadu ( x, = x,=0),

— na izoklinach mozna dowolnie gg¢sto oznaczy¢ kierunki nachylenia trajektorii: na
zerowej izoklinie zmiennej x; nachylenie jest rownolegle do osi x2, a na zerowej
izoklinie zmiennej x, nachylenie jest rownolegle do osi x1,

— izokliny dzielg ptaszczyzng na obszary o ustalonych kierunkach zmian:

— gdy X, =fi(x1, x2, u10) > 0, to x1 rosnie; gdy X, = fi(x1, X2, u10) <0, to x; maleje,

— gdy x,=fa(x1, x2, u20) > 0, to x2 rosnie; gdy x, = f2(x1, X2, u20) < 0, to x2 maleje.
Jesli uzyskany obraz nie wystarcza do oszacowania przebiegu trajektorii, to wyznacza
si¢ kolejne izokliny z rownania (21-11), np. dla k=1, -1, 2, -2, Y5, -, ...

Portrety fazowe wyznacza si¢ dla uktadéw liniowych i nieliniowych, szczegodlnie w
celu okreslenia stabilnosci uktadu, w tym takze stabilnosci (niestabilnosci) lokalnej,
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ktora moze wystapi¢ w uktadach nieliniowych (— 6.2.2). W typowych zadaniach
z zakresu automatyki wyznaczane sa przede wszystkim trajektorie o warunkach po-
czatkowych z otoczenia wybranego punktu pracy (réwnowagi).

21.2.2. Portrety uktadow liniowych

Badanie wtasnosci uktadow liniowych i to ograniczonych do pierwszego i drugiego
rzgdu, mozna zrealizowaé znacznie latwiej 1 doglebniej innymi metodami niz portret
fazowy (— 7, 8). Jednak typy i wlasnosci tych portretow sa punktem odniesienia do
konstrukc;ji i interpretacji przypadkow nieliniowych.

Portrety fazowe liniowego réwnania pier-  Tabela2l-1 Portrety fazowe liniowego
wszego rzedu: x(f)+a,x(t)=u,sa wykonywane ukladu pierwszego rzgdu (uo=0)

na plaszczyznie fazowej. Trajektorie te mozna Wezet stgbilny W@zek. niestabilny
wyznaczy¢ na podstawie wzoru: x=-a,X+u,. \Ix o
Kierunek uplywu czasu wynika z wiasnosci fun- > >

. . . - . X e x
kcji pochodnej — dla x(¢) > 0 warto$¢ x(7) rosnie; l\ |
dla x(¢) <0 warto$¢ x(¢#) maleje. Portrety ukladu Im Im

. . . . . , . . Re Re

zawierajag dwie trajektorie, ktdre zmierzajg lub —o

oddalaja si¢ od punktu rownowagi (tabela 21-1).

Portrety fazowe liniowego réwnania drugiego rzedu: X(¢)+a,x(¢)+ayx(¢) =u,,
wykonywane na plaszczyznie fazowej (x, X ), stanowig cala rodzing trajektorii. Portre-
ty mozna podzieli¢ na sze$¢ charakterystycznych typow (tabela 21-2), ktére odpowia-
daja okreslonym wiasnosciom uktadu dotyczacym stabilnosci i oscylacyjnosci — od-
powiadaja potozeniu biegunéw uktadu (— 7.3) i thumieniu (— 7.4).

Tabela 21-2 Charakterystyczne typy portretow fazowych uktadéw liniowych (uo= 0)

Wezet Ognisko Centrum Ognisko Wezet Siodto
stabilny stabilne niestabilne niestabilny
W (gy 4 2R
X X ;Rx
N *Z;W
Im 4 Im Im Im 4 Im 4 Im
Re (0] T Re $ Re O Re Re Re
o0 > é > > | —reor a%o—»
° | °
é>1 1>¢>0 =0 0>¢>-1 -1<¢

Na podstawie wtasnosci funkcji pochodnej mozna sformutowaé nastepujace wia-
snosci trajektorii tworzacych dany portret na plaszczyznie fazowej, poza tym, ze sa
ciagle i nie przecinajg si¢.
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1° Punkt rownowagi uktadu lezy na osi x (w stanie rownowagi x =0), a doktadne
polozenie punktu zalezy od warto$ci wymuszenia uo (rozwigzania statycznego),
a wigc dla wymuszenia zerowego jest to punkt w srodku uktadu wspotrzednych.

2° Zwrot trajektorii (kierunek uptywu czasu) jest okre- .
$lony jednoznacznie na podstawie wlasnosci funkcji e x rosnie

pochodnej (nad osia x —x >0 — x1; pod osig x — 4 _>
x <0—>x)). Xomax

3° Trajektoria, ktora przecina o$ x poza punktem row- N K >
min

nowagi, przecina ja pod katem 90°. W punktach
przecigcia trajektorii z osig x pochodna x =0, tzn.,
ze funkcja x(7) osigga wartos¢ maksymalng lub mi-
nimalng, tak wi¢c z trajektorii tatwo mozna odczy-
ta¢ amplitudy kolejnych oscylacji rozwigzania x(f).

4° Trajektoria nie dostarcza jawnie informacji o skali uplywajacego czasu, ale teore-
tycznie istnieje mozliwos¢ obliczenia czasu przejscia wzdhuz trajektorii
x = f(x) od stanu x, do stanu x:

-,
N x maleje

Rys. 21-6. Wyznaczanie kie-
runku trajektorii

Xp

dx dx dx dx
= ab = J.

X=— — dt=—= .
dt x  f(x) LS )
Portrety fazowe ukladow liniowych dobrze ilustruja wlasnos¢ stabilnos$ci
i niestabilnosci globalnej tych ukladow — w uktadzie liniowym mozliwy jest tylko
jeden punkt réwnowagi, wigc uktad stabilny dazy do tego punktu niezaleznie od wa-
runkow poczatkowych (jest stabilny globalnie), a uktad niestabilny oddala si¢ od tego
punktu, nawet jesli poczatkowy stan byt bardzo blisko stanu rownowagi (jest niesta-
bilny globalnie). Zmiana warto$ci wymuszenia, dla ktorej powstaje portret, powoduje
jedynie przesuniecie punktu rownowagi na osi x, ale nie wptywa na ksztatt trajektorii.

(21-13)

Portret fazowy liniowych réwnan stanu drugiego rzedu ze statymi wymuszenia-
mi (u10, U20):

{xl (1) = f1(x1 (1), x, (09”10) . {xl (1) = ayx, (1) +aypx, (1) +uy
X, (1) = f, (x1 (1), x, (t)auzo) Xy (8) = ayx, (1) + ayx, (1) +uy,

wykonywany na plaszczyznie stanu (x;, x2) obejmuje rodzing trajektorii, a ich przebieg
mozna okresli¢ na podstawie wyrazenia (21-10), czyli:

. (21-14)

dx, _ X +ayx, +uy,

. 21-1
dx,  apx; +apx,; tuy ( 2

Wyznaczymy zerowe izokliny portretu zgodnie z (21-12):
X =0 = aixit apxotuio= 0 — x2= —( auxituio)/ arz lub x1=—( aixatuio)/ ai,
X, =0 — a1t anxotuzn= 0 — x2= —( anxituz)/ axn lub x1=—( axnxatuw)/ a.

Zerowe izokliny réwnan stanu sg liniami prostymi, ktore przecinajg si¢ w punkcie
rownowagi i dzielg plaszczyzng stanu na cztery obszary (rys. 21-7). Na kazdej izokli-



282

nie mozna zaznaczy¢ kat, pod jakim trajektorie bedg jg przecina¢ (czyli nachylenie
trajektorii rownolegle do osi x| lub xz). Dla kazdej izokliny mozna tez wyznaczy¢ znak
pochodnej w obszarze nad i pod izokling (rozwigzujac nierownosci aii x1 + aizx2 > 0,
ax x1 + axnx, > 0) oraz oceni¢ przebieg fragmentow trajektorii przecinajacych izokli-
ny, ktére spetniajg wszystkie warunki (rys. 21-8).

X8 Xz‘

2

X1 a)

Rys. 21-7. Prgyk}ac'l izoklin Rys. 21-8. Ocena przebiegu trajektorii na podstawie obszarow wzrostu:
zerowych réwnan stanu a) x1 1x2 rosng nad izoklina, b) x1 rosnie nad, a x2 pod izokling

Zerowe izokliny to za mato do wyznaczenia typu portretu, ale moze wystarczy¢ do
wnioskowania o stabilnosci uktadu — mozna ocenié, czy fragmenty trajektorii przeci-
najace zerowe izokliny mogg si¢ zblizy¢ do punktu rownowagi (przypadek a), czy sa
,»odpychane” od punktu rownowagi (przypadek b).

Ten sam schemat postepowania mozna zastosowac dla rownania drugiego rzedu
X(t)+a,x(t) +ayx(t) =u,, ktére po konwersji ma posta¢ réwnan fazowych:

{561(1):362(0

. , (21-16)
X, (8) = —ayx (1) — a,x, (1) + u,
. Y Y
x> %2 0 Zerowe izokliny portretu (rys. 21-9) to krzywe:
)'Cl =0—>x2= 0,
)'CZ =0 - x2= (faoxl *uo)/al.
x1=0, ! | | - . . . . . . .
1 1 T, Izoklina zmiennej fazowej x; (zmiennej x) lezy na
\ zawsze osi x; (0si x). Stad wszystkie przedstawio-

ne wczesniej wlasnosci trajektorii na plaszczyznie
Rys. 21-9. Izokliny zerowe row- fazowej sa szczegdlnym przypadkiem wiasnosci
nati fazowych trajektorii na plaszczyznie stanu.
Portrety na ptaszczyznie stanu dotyczg uktadéw drugiego rzgdu, wigc wystepuja ana-
logiczne typy portretéw jak w przypadku réwnania drugiego rzedu (tabela 21-2)
z uwzglednieniem uogdlnionych wilasnosci trajektorii na plaszczyznie stanu, czyli:

1° Punkt réwnowagi (rozwigzanie statyczne) lezy na przecigciu zerowych izoklin obu
zmiennych stanu.
2° Zwrot trajektorii (kierunek uptywu czasu) jest okreslony jednoznacznie na podsta-

wie znaku funkcji opisujacych pochodne x; i x w obszarach wyznaczonych przez
izokliny zerowe.
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3° Trajektorie przecinajg zerowg izokling zmiennej x; réwnolegle do osi xz, a izokline
zmiennej x; rownolegle do osi xi.

4° W punktach przecigcia trajektorii z zerowa izokling x| funkcja xi(¢) osigga wartos¢
maksymalng lub minimalng (mozna wyznaczy¢ amplitud¢ drgan), i analogicznie
dla drugiej zmiennej stanu x..

5° Czas przejscia od stanu x, do stanu x, mozna obliczy¢ na dwa sposoby:

X1p

dx, dbx, dbx, dx,
XN=— - d=—-=—"""""- = tasz.—,
dt X Si(xxp(x) . Ji(xp, x5 (xp)
;21 (21-17)
) :ﬁ — dt = dxz = dx2 j— tah = J. —dx2 ,
dt X falx(x;),x,) o S2(x(x2),x5))

gdzie x2(x1) to wzdr trajektorii jako zmiennej x|, natomiast x;(xz) to alternatywny
wzor trajektorii jako zmiennej x;.

21.2.3. Portrety uktadéw nieliniowych

Portrety fazowe maja szczegolne znaczenie podczas badania wlasnosci dynamicznych
uktadow nieliniowych, a moga to by¢ nawet uktady z funkcjami nierézniczkowalny-
mi, takimi jak nasycenie, strefa nieczuto$ci, przekaznik itp.! W dalszym ciggu pozo-
staniemy jednak przy ograniczeniu opisu do uktadéw, ktére zawierajg tylko elementy
o charakterystykach cigglych i rézniczkowalnych, ale nawet przy tym zatozeniu por-
trety nieliniowych modeli moga by¢ znacznie bardziej ztozone niz modeli liniowych,
na przyktad z powodu wielu punktéw rownowagi, lokalnej stabilnosci/niestabilnosci,
wystepowania cykli zamknietych.

Dany uktad nieliniowy moze mie¢ wigcej niz jeden punkt rownowagi statycznej
(rozwiazanie statyczne), jak na przyktad model x(¢)+ cx?(f) = u(f) o dwoch punktach

rownowagi (x = £./u, /¢ ). Portret fazowy, ktéry ma w pelni opisa¢ wlasnosci uktadu,

nalezy wykona¢ w odpowiednio szerokim obszarze warunkow poczatkowych, tak aby
obja¢ wszystkie punkty rownowagi. W poblizu punktéw réwnowagi portret uktadu
nieliniowego jest zblizony do liniowych wzorcdw, czyli ma formg¢ stabilne-
go/niestabilnego wezta/ogniska, siodta. W ten sposéb mozna zidentyfikowaé punkty
rownowagi na portretach wyznaczonych doswiadczalnie (rys. 21-10). Ta wlasnosc
uzasadnia badanie stabilnosci uktadu nieliniowego za pomoca linearyzacji w punkcie
rownowagi (— 19.2) — uklad zlinearyzowany w pewnym otoczeniu punktu rownowa-
gi jest dobrym przyblizeniem ukladu nieliniowego i wnioski o stabilnosci uktadu
W tym obszarze sg poprawne.

! Szczegdlowe omoOwienia w literaturze z zakresu nieliniowych uktadow sterowania.
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— >
S S NS N
a)\/"\ b) ~ C)
Rys. 21-10. Przyktady portretow fazowych wygenerowanych eksperymentalnie:
a) stabilne ognisko i siodlo, b) dwa stabilne ogniska i siodto, c) stabilne i niestabilne ognisko oraz siodto

Dany uktad nieliniowy moze by¢ stabilny/niestabilny globalne, czyli niezaleznie od
warunkow poczatkowych. Moze by¢ tez tak, ze uktad jest stabilny dla pewnego obsza-
ru warunkow, a dla innych jest niestabilny — uktad jest stabilny/niestabilny lokalnie.
Wyznaczenie portretu fazowego w odpowiednio duzym otoczeniu punktéw rownowa-
gi umozliwia okreslenie obszaru warunkow poczatkowych, ktore zapewniaja lokalng
stabilnos$¢. Portret fazowy pozwala na zobrazowanie réznych przypadkow stabilno-
$ci/niestabilnosci lokalnej i globalnej — w mechanice uzywa si¢ tez pojgcia stanu réw-
nowagi trwatej, nietrwalej i obojetnej (rys. 21-11).

Rys. 21-11. Stabilnos$¢/niestabilnos¢ globalna/lokalna — rownowaga trwata (s), nietrwata (n), obojetna (o)

Stabilno$¢ uktadu oznacza, ze dazy on zawsze do ktéregos ze stanéw réwnowagi
trwalej (s), nawet jesli posiada stany rownowagi nietrwatej (n).
Na portretach uktadow nieliniowych moga wy- i

‘ .‘x
stapi¢ niekiedy trajektorie, ktore ilustruja cy-
kliczne zmiany wartosci. Cykl graniczny mozna A
uzna¢ za rodzaj stanu ustalonego (rys. 21-12) X
A —

i stosowac pojecie stabilnego/niestabilnego cyklu
granicznego zaleznie od tego, czy trajektorie
zmierzaja lub oddalajg si¢ od tego cyklu. Cykl
graniczny moze mie¢ ksztatt elipsy (drgania cha-
rakterze sinusoidalnym), ale w uktadach nieliniowych mozliwe sg drgania o bardzo
zlozonym ksztalcie.

Podstawowe wlasnosci trajektorii portretu nieliniowego uktadu na ptaszczyznie fa-
zowej 1 na plaszczyznie stanu sg takie jak uktadéw liniowych (tabela 21-3). O ile ba-
dania reakcji uktadu na rézne wymuszenia w réznych punktach pracy pokazuja, ze
wlasnosci dynamiki uktadow nieliniowych (stabilnos¢, oscylacje) zaleza i od warun-
kéw poczatkowych, 1 od funkcji wymuszajacych (— 18.2.2), to portret fazowy dobrze
ilustruje zaleznos¢ wiasnosci uktadu od warunkéw poczatkowych przy okreslonym
statym wymuszeniu. Wplyw funkcji wymuszajacych mozna zbadaé¢ poréownujac por-
trety nieliniowego uktadu wykonane dla réznych warto$ci wymuszen (zmiana warto-
$ci wymuszenia moze spowodowac¢ nawet zmiane liczby punktow réwnowagi).

y

Rys. 21-12. Stabilny i niestabilny
cykl graniczny
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Tabela 21-3 Wtasnosci trajektorii na ptaszczyznie standw i na plaszczyznie fazowe;j

Trajektorie na ptaszczyznie fazowej | Trajektorie na ptaszczyznie stanu
1° | Punkty rownowagi leza na osi x Punkty réwnowagi leza na przecigciu izoklin
zerowych
2° | Zwrot trajektorii jest okreslony przez|Zwrot trajektorii jest okreslony przez znak
znak pochodnej nad i pod osig x funkcji pochodnych x; i x w obszarach wyzna-
czonych przez izokliny zerowe
3° | Trajektoria przecina o$ x pod katem | Trajektoria przecina izokling zerowa zmiennej
90° (réwnolegle do osi x) x1 réwnolegle do osi x» a izokling zerowa
zmiennej x; rownolegle do osi x;.
4° |W punktach przecigcia trajektorii z| W punktach przecigcia trajektorii z izokling
osig x mozna zmierzy¢ amplitude|zerowa x; mozna zmierzy¢ amplitud¢ drgan
drgan przebiegu x(?) przebiegu x;(7) i tak samo dla x»
5° |Czas przejscia wzdluz trajektorii| Czas przejscia wzdluz trajektorii mozna obli-
mozna obliczy¢ ze wzoru (21-13) czy¢ ze wzoru (21-17)

21.2.4.Przyktady portretow na ptaszczyinie fazowej

Przyktady portretéw réwnan pierwszego rzedu mozna wykonac symulacyjnie, ale bar-
dzo tatwo jest przedstawi¢ funkcje opisujaca trajektorie i wskaza¢ charakterystyczne
cechy portretu nawet dla modeli nieliniowych.

Przyklad 1: Nieliniowy model zbiornika, anali-
zowany wczesniej na podstawie odpowiedzi
skokowych (— 5.3.2). Model ma posta¢ (2-6)

(tzn. 4ir) = £,,, (1) — 4,\28h(0) ), wige funkcja

opisujaca trajektorie to:

Portret ma jeden punkt osobliwy (rozwigzanie
statyczne): h, =

hr=(f0 — 4,280 )1 4.

2
fweO

'Y

ho ho
\\:h

a) b)

Rys. 21-13. Szkic portretu nieliniowego
zbiornika: a) fie = 0; b) fie> 0;

>y

/(2gAi,), a portret rzeczywistego uktadu jest ograniczony do

zakresu />0 (rys. 21-13). Portret (a) przedstawia swobodne oproznianie zbiornika,
gdy fwe=0, a portret (b) wyréwnywanie poziomu w zbiorniku gdy fy.> 0.

Przyklad 2: Rownanie logistyczne (— 2.6.2).
Model (2-80) (N (t)=rN (t)(l -N@®)/K )) pozwala wyzna-

. r
czy¢ funkcje trajektorii: N = _EN > +rN oraz rozwiaza- 0

N

K/\N

nia statyczne (punkty osobliwe): N=0 i N =K. Portret rze-

czywistego uktadu (rys. 21-14) jest ograniczony do zakresu
N > 0. Analiza portretu wykazuje, ze punkt osobliwy N =0

Rys. 21-14. Szkic portretu
réwnania logistycznego

jest stanem réwnowagi nietrwatej, a punkt N=K jest stanem rdwnowagi trwatle;.
Uktad jest globalnie stabilny — jesli tylko poczatkowa liczebnos$¢ populacji N # 0, to
populacja osiaga stan rownowagi wypehniajac pojemnos¢ srodowiska (K).
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Przyklad 3: Wahadlo matematyczne (— 2.4.3)

Model (2-40) mozna zapisac jako: @(¢) + asin(@(¢))=0.
Punkty osobliwe portretu to ¢ =0 oraz wielokrotnosci £
Portret uktadu (rys. 21-15) ilustruje nie tylko charaktery-
styczne wahania wokoét stanu réwnowagi trwatej (¢ =0)
o amplitudzie zaleznej od warunkow poczatkowych, ale

takze mozliwo$¢ przejscia cigzarka przez stan rownowagi Rys. 21-15. Szkic portretu
nietrwa}ej ((g = j:n) wahadla matematycznego

Przyklad 4: Rownanie van der Pola (— 2.5.3).

Nieliniowy model (2-69) ma postaé: ¥(r) — u(l— x* (1) }i(r) + x(t) = 0., z ktérej wynika
jedno rozwigzanie statyczne (punkt osobliwy): x =0. Jesli tylko uktad nie startuje
od rozwigzania statycznego (zerowych warunkéw poczatkowych), to trajektorie por-

tretu daza do stabilnego cyklu granicznego, a ksztalt krzywej granicznej zalezy
od wartosci wspotczynnika u (rys. 21-16).

]
e

L L N . -0 L L L :

a) 2 ] z 4x b) -4 2 0 2 4 X

Rys. 21-16. Portret fazowy rownania van der Pola dla: a) u =0.5; b) u = 5.

Punkt osobliwy x =0 jest stanem rownowagi nietrwatej. Dla pozostatych warunkéw
poczatkowych uktad dochodzi i utrzymuje okresowe zmiany wartosci (rys. 21-17).
X X

R0y N

4 - : ; 4 - - - : ;
a) o 10 0 s b) 0 20 40 60 80 1005

=)

ra

Rys. 21-17. Przebiegi czasowe rownania van der Pola dla: a) 4 =0.5; b) u = 5.
Drgania odpowiadajace stabilnemu cyklowi granicznemu maja podobny charakter jak
niegasngce drgania w rdwnaniu oscylacyjnym (portret typu centrum).
21.2.5.Przyktady portretdw na ptaszczyinie stanow [6]

Typowe zastosowanie portretdéw fazowych w badaniach wlasnosci dynamiki zilus-
trujg przyktady dla modeli uktadow biologicznych. W tego typu modelach badanie
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reakcji uktadu wokot punktu réwnowagi ma niewielkie znaczenia, najwazniejsza jest
analiza standw nieustalonych i wptyw warunkow poczatkowych.

Przyklad 1: Réwnania Lotki-Volterry (— 2.6.3)  '®

Model (2-82) ma postaé: %
V(t)=r,V(0)—aV ()P(1) :
P(t) = baV (1) P(t) - r,p P(1)
z ktérego wynikaja dwa punkty réwnowagi: ) : s
1) V=0,P=0;2) V=ryl(ab), P = rula. Mo 0w 2 »n o ¥V
Portret fazowy (rys. 21-19) zawiera trajektorie Rys. 21-18. Portret fazowy row-
cykliczne, ktore maja podobny charakter jak tra- nan Lotki-Volterry

jektorie na portrecie typu centrum (tabela 21-1) (rv=r=02,a=0.1,56=02)

— obejmuja punkt réwnowagi (2), a uktad zlinearyzowany w tym punkcie ma par¢ bie-
gunéw urojonych (— 21.1.2). W poblizu punktu (1) natomiast trajektorie maja charak-
ter siodta — uktad zlinearyzowany w tym punkcie ma jeden biegun dodatni i jeden
ujemny. Trajektorie cykliczne wskazuja na wystgpowanie przebiegéw okresowych
(rys. 21-19), a wielko$¢, okres i1 ksztalt oscylacji zalezy od poczatkowej liczebnosci
populacji Vi P.

[ F
40
30
; g .
i ] ! L
10
1] 20 40 Lici] BD  10DE a 20 40 60 20 100z

Rys. 21-19. Przebiegi czasowe rdwnania Lotki—Volterry (rv=rsp=0.2,a=0.1, 5 =0.2)

Model ilustruje zjawisko cyklicznosci obserwowane w przyrodzie, cho¢ nie uwzgled-
nia wielu waznych czynnikow, takich jak ograniczone zasoby srodowiska.

Przyklad 2: Populacje Vi P w $rodowisku o ograniczonej pojemnosci K, zgodnie

| {V(t) =, V-V K)=aV(O)P@)
z (2-83) s3 opisane przez: < . , a rownania
P(t)=baV (t)P(t)—r,P(t)

statyczne wyznaczajg trzy punkty rOwnowagi:
1) V=0, P=0; 2) V=K, P=0; 3) V =rp/(ab), P = rv/a(l — ry/(abkK)).

Mozna zlinearyzowa¢ model w tych punktach i zbada¢ lokalng stabil-
no$é/niestabilnos¢ uktadu (— 21.1.2). Portrety fazowe modelu sa znacznie pehniej-
szym opisem ewolucji populacji — pokazuja nie tylko wplyw warunkéw poczatko-
wych, ale takze znaczacy wptyw pojemnosci srodowiska K (rys. 21-20).
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Rys. 21-20. Portret fazowy rownan Lotki—Volterry (#r=rsp=0.2, a =0.1, b =0.2) dla: a) K =30, b) K =8

Nawet gdy srodowisko ma duza pojemnos¢ (K = 30), to ostatecznie, po poczatkowych
oscylacjach, populacje V' i P osiagaja stan rownowagi: V = rp/(ab) < K, co mozna
przesledzi¢ doktadnie na wykresach czasowych (rys. 21-21).

30 10
V F
20
]
10 |
i : : . - ; > o _/_\\u ,
] 20 40 4] B 100z L] 20 40 i} g0 100z

Rys. 21-21. Przebiegi czasowe rdwnan Lotki—Volterry (r-r=rsp=0.2, a =0.1, b =0.2), duze K (K =30)

Mata pojemnos¢ srodowiska (K = 8) natomiast powoduje taki spadek populacji ofiar
(V), ze populacja drapieznikdw (P) nie moze si¢ wyzywic i ginie, a wowczas popula-
cja V osigga maksymalng warto$¢ okreslong przez pojemnos$¢ K (rys. 21-22). Warto
zwroci¢ uwage, ze w tym przypadku punkt réwnowagi (3) wyznaczony przez
V = rep/(ab) jest nierealny (V> K, P <0).

10
i

n

a

i} 20 40 i 4] B0 100z . Li] 20 40 4] 80 100s
Rys. 21-22. Przebiegi czasowe rownan Lotki—Volterry (r-v=rsp=0.2,a= 0.1, b = 0.2), mate K (K =8)

Przedstawione portrety zostaly wykonane metoda symulacji — mozna spodziewac sie,
ze model z ograniczong pojemnoscia srodowiska jest globalnie stabilny (zmierza do
jednego z punktéw rdwnowagi). Formalnie badania doswiadczalne nie stanowig do-
wodu stabilnosci globalnej, potrzebny jest dowod analityczny. Badania, jakie mozna
wykona¢ dla modeli zlinearyzowanych w punktach réwnowagi, pozwalajg okresli¢
tylko stabilnosé¢/niestabilnos$¢ lokalna.
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22. Podsumowanie i zastosowanie
czyli popatrzmy teraz na catos¢

22.1. Podsumowanie metod badania

22.1.1. Wybdr modelu, metody badania i programu

Programy symulacyjne oferuja rozne sposoby definiowania i badania modeli dyna-

miki uktadéw. W ogdlnosci wybor metody zalezy od:

— zatozonego celu — jak model bgdzie wykorzystywany, jakie zjawiska i wlasnosci
beda badane,

— mozliwosci technicznych — jakie funkcje sa dostgpne w wybranym (dostepnym)
programie symulacyjnym,

— umiejetnosci badacza — opanowanie roznych metod daje mozliwos¢ wybrania me-
tody optymalnej (prostej, szybkiej, uniwersalnej, ...) w danym przypadku.

W szczegdlnosei podczas wyboru metody uwzglednia sig:

— typ modelu — czy badany model jest liniowy lub moze by¢ liniowy,

— form¢ modelu — czy pierwotny model ma posta¢ rdwnan rozniczkowych czy tez
transmitancji, czy mozna (warto) przeksztatci¢ go na inng forme,

— wybor zmiennych wejsciowych — czy mozna ograniczy¢ liczbe wejs¢ modelu
przyjmujac, ze niektore z nich majg state wartosci (sg parametrami modelu),

— sposob prezentacji wynikéw — charakterystyki czasowe, wskazniki obliczone na
ich podstawie.

22.1.2. Analogie

Porownujac modele obiektow réznego typu (— 2), mozna zauwazy¢ wiele podobnych
wyrazen, ktore sg podstawa do formutowania analogii. Analogie ulatwiajg przenosze-
nie wiedzy pomig¢dzy dziedzinami i pokazujg znaczenie uniwersalnych metod analizy,
opartych na rownaniach rézniczkowych i transmitancjach. W podreczniku wielokrot-
nie przywotywane sg obiekty nazywane kaskadg wspotdziatajaca i niewspotdziatajaca
— z jednej strony opisywane sa uklady fizyczne — hydrauliczne i cieplne
(—4.5.2,10.2, 13.1), ale przytaczane sg takze przyktady analizy oparte na uniwersal-
nych modelach kaskad (— 4.4, 10.1, 11.2.2, 13.2.2). Podobnie mozna wskaza¢ pary
przyktadéw dla uktadéw mechanicznych i elektrycznych (— 8.3, 10.3, 13.1).

Analogia moze, ale nie musi, oznacza¢ podobienstwa mechanizmow zjawisk, wy-
starczy podobienstwo opisu. Kazda analogia ma swoje ograniczenia — zakres zastoso-
wania — czgsto jest to zatozenie o liniowosci zastosowanego opisu. Mozna sformuto-
wac i stosowac rozne analogie (tabela 22-1).
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Jak mozna zauwazy¢ na podstawie tabeli, najbardziej podobne sa do siebie opisy
uktadow elektrycznych i mechanicznych — spadki napie¢ odpowiadajg sitom,
a tadunki — przesunigciom. Poza tym w obu uktadach wystepuja elementy gromadzace
energi¢ (kondensator, sprezyna) 1 rozpraszajace energi¢ (rezystor, thumik) oraz ele-
menty bezwladnos$ciowe przeciwdzialajace zmianom (cewka, masa). To, co wyrdznia
elementy elektryczne, to duzy zakres liniowos$ci opisu w poréwnaniu do elementow
mechanicznych. Analogie elektryczno-mechaniczng mozna rozszerzy¢ o uktady hy-
drauliczne (pneumatyczne) zamkniete, czyli uktady, w ktorych rozpatruje si¢ prze-
plyw medium wymuszony przez réznic¢ cisnien pod warunkiem, ze przyjmuje si¢
uproszczony, liniowy opis spadku cisnienia. Przeptywajace medium wykazuje pewna
masg i jest $cisliwe — przy przeptywie cieczy uwzglednia si¢ jej mase i zwykle pomija
$cisliwos¢, natomiast przy przeptywie gazu nalezy uwzgledni¢ $cisliwos¢, a mase
mozna poming¢ (nie dotyczy modeli, ktore opisuja termodynamiczne przemiany ga-
zu).

Drugg par¢ bardzo podobnych opiséw stanowig modele obiektow cieplnych i ukta-
dow hydraulicznych otwartych (zbiorniki) — magazynom ciepta odpowiada wypehie-
nie zbiornikow, a strumieniom ciepta (mocy) — przeptywy medium. W obu przypad-
kach bilansuje si¢ zawarto$¢ pewnego rodzaju magazynow (ciepta, objetosci), a ich
stan charakteryzujg zmienne stanu (temperatura, wysokos¢). W poréwnaniu do ukta-
dow mechanicznych i elektrycznych nie wystepuje tu odpowiednik zjawiska bezwtad-
nosci. W obiektach cieplnych mozna za to wskaza¢ charakterystyczne elementy opdz-
niajace, wynikajace z zastosowania przeptywajacego medium jako nosnika ciepta.

Analogie mogg by¢ wykorzystane w konstrukcji modeli dla zupehie réznych ob-
szarow wiedzy. Na przyktad model van der Pola jest stosowany jako element do kon-
strukcji modelu opisujgcego rytm serca, a podstawg sg przede wszystkim analogiczne
przebiegi, jakie mozna uzyskaé¢, badajac model i rzeczywiste serce (w tym wypadku
mozna tez wskaza¢ fizjologiczne podstawy zastosowania modelu van der Pola).

22.2. Inzynierski aspekt badan, czyli zasady realizacji

22.2.1. Cel badan doswiadczalnych

W podreczniku potozono nacisk na badania doswiadczalne prowadzone metodg symu-
lacji, a otrzymywane wykresy statyczne i dynamiczne (czasowe, czestotliwosciowe)
shuzyty do graficznej prezentacji wtasnosci badanych modeli. Jednak wszystkie zasady
poprawnego wykonania tych badan obowigzujg rowniez w badaniach doswiadczal-
nych na rzeczywistych obiektach.

Badania doswiadczalne taczy tez forma wynikéw — bezposrednim efektem badan sa
zazwyczaj charakterystyki (rys. 22-1).
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. . Modelowanie
Obiekt rzeczywisty >
Doswiadczenie ¢
Charakterystyka doéwiadczalna Identyfikacja Model
(statyczna/dynamiczna) >
matematyczny
Weryfikacja ¢
Charakterystyka symulacyjna < Analiza.
(statyczna/dynamiczna) Symulacja

Rys. 22-1. Konstrukcja i weryfikacja modelu

Charakterystyki wynikajace z do§wiadczen na obiekcie (charakterystyki doswiadczal-
ne) mogg by¢ podstawa do identyfikacji modelu, ktéry bedzie wykorzystany w symu-
lacjach. Z kolei porownanie zgodnosci charakterystyk otrzymanych na podstawie mo-
delu i charakterystyk doswiadczalnych mozna wykorzysta¢ do weryfikacji popraw-
nosci i oceny doktadnosci zidentyfikowanego modelu. Prowadzenie badan doswiad-
czalnych na rzeczywistych obiektach czesto jest bardzo utrudnione i kosztowne, a by-
wa, ze nawet niemozliwe czy to ze wzgledow technicznych (urzadzenia potrzebne do
realizacji eksperymentu), czy technologicznych (zaktocenie procesu). Zatézmy jed-
nak, ze wszystkie problemy ograniczajg si¢ do zapewnienia podstawowych warunkéw
wykonania eksperymentu, mozliwosci wygenerowania odpowiednich sygnatéw wy-
muszajacych oraz doktadnosci pomiaru. W kolejnych punktach omoéwimy warunki
poprawnego zdejmowania charakterystyk doswiadczalnych.

22.2.2.Charakterystyki statyczne

Doswiadczalne wyznaczanie charakterystyki statycznej xi(#;) polega na wymuszaniu i

rejestrowaniu wartosci w wybranych punktach rownowagi. W czasie gdy obiekt nie

podlega zakldéceniom (zmienne wejsciowe majg state wartosci), na obiekt podawany

jest wybrany sygnat wejsciowy u; o okreslonej wartosci, a po osiagnieciu stanu roéw-

nowagi przez uktad mierzona jest warto$¢ zmiennej wyjsciowej x;. Powtorzenie tych

operacji dla wystarczajacego zbioru wartosci u; pozwala narysowac charakterystyke

xi(u;) w badanym zakresie.

W rzeczywistych warunkach wartosci zmiennych X;

wyjsciowych sa mierzone zawsze z pewna doktadnoscia,

apoza tym praktycznie nie ma takich okreséw,

w ktorych wszystkie zmienne wejsciowe utrzymywaty

state wartosci, dlatego wyznaczenie charakterystyki sta-

tycznej na podstawie punktow pomiarowych wymaga i

aproksymacji (rys. 22-2). Liniowo$¢ wykresu x;(u;) ozna- Y

cza liniowa zalezno$é jedynie miedzy zmienng x; i u; RS- 22-2. Aproksymacja cha-
., . . . . rakterystyki statycznej xi(u))

w stanie rownowagi w badanym zakresie zmian u;, + uj.

Inne zaleznosci i opis dynamiki uktadu mogg by¢ nieliniowe (— 3.1).

L

Uk
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Porownanie charakterystyk statycznych wyznaczonych na podstawie modelu i cha-
rakterystyk wyznaczonych doswiadczalnie jest jednym z elementéw weryfikacji po-
prawnosci modelu dynamiki (chociaz jedynie w zakresie wlasnosci statycznych). We-
ryfikacja wystepuje takze w odwrotnym kierunku — ogélna wiedza na temat zjawisk
na obiekcie pozwala przewidzie¢ charakter zaleznosci migdzy zmienna wejsciowa
i wyjsciowa (np. liniowy), co utatwia zdejmowanie charakterystyk na obiekcie.

22.2.3.0dpowiedzi czasowe

Najprostsze 1 najczgsciej wykonywane badania dynamiki polegaja na rejestracji reak-
cji uktadu na skokowg zmiang wymuszenia na jednym z wejs¢, ktore wystgpito, gdy
uktad znajdowat si¢ w stanie rownowagi. Dotyczy to badan analitycznych (— 4.2),
symulacyjnych (— 5.2) i doswiadczen na fizycznych uktadach. Stosowane sg szcze-
gblnie w obszarze automatyki jako przygotowanie do projektowania uktadow stero-
wania danym obiektem (procesem). Zdarza si¢ jednak, ze na rzeczywistym obiekcie
nie mozna wykona¢ dtugotrwalej zmiany wartosci sygnatu wejsciowego (np. z powo-
du ograniczen technologicznych) — wowczas alternatywa moze by¢ wygenerowanie
wymuszenia impulsowego i analiza reakcji na to wymuszenie, Mozna tez odtworzy¢
reakcje na wymuszenie skokowe na podstawie zwigzku mi¢dzy odpowiedzig impul-
sowa g(?) i skokowa A(f): g(t)=h(r). W rzeczywistych warunkach problemem jest
rowniez wygenerowanie idealnego wymuszenia skokowego czy impulsowego — stoso-
wane sg zazwyczaj sygnaly przyblizone
(rys. 22-3). Aby zminimalizowa¢ wplyw ! un ! ’ !

tego przyblizenia, zmiany wartosci powin- \
ny nastgpowac jak najszybciej, a wymusze-
nie impulsowe dodatkowo po winno mie¢
krétki czas trwania i jednostkowe pole im-
pulsu. Poza tym wartosci sygnaldw muszg by¢ dostosowane do zakresu zmiennej wej-
Sciowej, wiec bardzo rzadko jest to skok jednostkowy. W praktyce inzynierskiej do-
swiadczenia wykonuje si¢ w dogodnym punkcie pracy a zmiany wartosci wejsciowej
dobiera si¢ tak, aby wywotywaly zauwazalne reakcje (np. zmiana o 5+10% zakresu
pomiarowego). Jesli badany uktad jest liniowy, to wybdr punktu pracy i wielkosci za-
klécenia nie majg wptywu na parametry opisujace wiasnosci dynamiczne, poniewaz
wykresy mozna skalowa¢ i przesuwaé (— 4.2.2). W uktadach nieliniowych badania
wykonuje si¢ w réznych punktach pracy i przy niewielkich zmianach wartosci (na
przyktad 1+5% zakresu).

Rys. 22-3. Przyktady sygnatow wymuszaja-
cych dla odpowiedzi czasowej

22.2.4.0dpowiedzi czestotliwosciowe

Wykonanie charakterystyki czestotliwosciowej wymaga generowania sinusoidalnych
sygnatow wymuszajacych o réznych pulsacjach U,sin(wt) i rejestrowania sinusoidal-
nego sygnalu wyjsciowego w stanie ustalonym X,sin(w? +¢). Techniczne sposoby
generowania sygnatéw sinusoidalnych sg bardzo proste w obwodach elektrycznych
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(generator napigcia), dos¢ proste w uktadach mechanicznych (generator sity), ale na
innych obiektach moze by¢ to bardzo trudne lub niemozliwe (np. gdy sygnatem jest
temperatura, strumien ciepla, przeptyw cie-
czy). Rozwigzaniem moze by¢é wowczas
zamienne uzycie innych sygnaléw okreso-
wych (rys. 22-4) i zinterpretowanie sygnatu
wyjsciowego jako przyblizenia sygnatu si-
nusoidalnego  (przyblizenie za pomoca Ry 22-4. Przyklady sygnalow wymuszaja-
. . . . . cych dla odpowiedzi czgstotliwosciowej
pierwszej harmonicznej). Podobng interpre-
tacje odpowiedzi czgstotliwosciowej stosuje si¢ rowniez w przypadku uktadéw nieli-
niowych. Jesli na wejscie ukltadu nieliniowego zostanie podany sygnal U,sin(w?), to
na wyjsciu w stanie ustalonym wystapi ,,znieksztatcony sinus”, ktory bedzie interpre-
towany jako przyblizenie sygnatu sinusoidalnego (tzw. linearyzacja harmoniczna).
Zdejmowanie charakterystyk czestotliwosciowych na rzeczywistym obiekcie jest
pracochtonne — wymaga catej serii eksperymentow (— 15). Programy symulacyjne
generuja charakterystyki na podstawie wzoréw (bez udziatu algorytmoéw catkowania
numerycznego).

u u

22.3. Stabilnos¢é

22.3.1. Wprowadzenie

W ramach podsumowania badan dynamiki przedstawionych podreczniku oméwimy
mozliwos¢ uogolnienia pojecia stabilnosci uktadu, ktdre jest podstawowa cecha opisu
wlasnosci dynamiki. Formalne definicje stabilnosci stosuja z koniecznosci rézne zato-
zenia, ktére umozliwiajg wykonanie badan analitycznych, na przyktad odwotuja si¢ do
pojecia punktu rownowagi (x.) i zakladajg (czasem milczaco), ze w chwili poczatko-
wej uktad znajduje si¢ poza punktem rownowagi lub zostal z niego wytracony. Punkt
(stan) rownowagi jest szczegdlnym przypadkiem stanu ustalonego, wyznaczonym dla
stalych wartosci sygnaléw wejsciowych, ale tylko takie warunki mozna przedstawié
na portretach fazowych. Proste definicje majg zwykle charakter intuicyjny, np. uktad
stabilny bez wymuszenia samoistnie dazy do stanu rownowagi lub uktad stabilny po
wyprowadzeniu go ze stanu rownowagi uklad wraca do tego stanu. Takie sformuto-
wanie jest obrazowe, ale:

— nie jest precyzyjne — tylko chwilowe wyprowadzenie ze stanu rownowagi, czyli
sygnal typu impuls powoduje powrdt do tego samego stanu, ale wyprowadzenie ze
stanu rownowagi, na przyklad przez sygnat o skokowej zmianie wartosci, powodu-
je przejscie do nowego stanu réwnowagi,

— nie jest ogbélne — trzeba rozr6zni¢ stan réwnowagi w potocznym rozumieniu
i w sensie wynikajacym z matematycznej interpretacji rozwigzan.

W podejsciu inzynierskim, opartym na interpretacji wykreséw czasowych (szczegol-

nie w analizie obwodow elektrycznych), zamiast pojgcia stanu rdwnowagi stosuje si¢

okreslenie stan ustalony — na przyktad stan ustalony w obwodzie pradu statego to state
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wartos$ci pradéw i napig¢, a w obwodzie pradu zmiennego to funkcje okresowe
o ustalonej czestotliwosci. Przejscie od jednego stanu ustalonego do innego stanu usta-
lonego nazywa si¢ stanem przejsciowym (nieustalonym). Pojecie stanu réwnowagi
i stanu ustalonego zazwyczaj mozna uzna¢ za réwnowazne (stad podwdjne nazwy
sktadowych rozwiazania liniowego réwnania rdzniczkowego — 1.4), ale stanem usta-
lonym mozna tez nazwaé niegasnace oscylacje cztonu oscylacyjnego z zerowym thu-
mieniem czy cykle graniczne rownan van der Pola i Lotki—Volterry.

Roézne definicje stabilnosci nie sg sobie rdwnowazne:

— stabilno$¢ asymptotyczna oznacza, ze rozwigzanie x(¢) dazy do stanu rownowagi

(}im x(?) = x,) —mozna uzna¢, ze praktycznie osiaga ono stan rOwnowagi,
—>00

— stabilno$¢ w sensie Lapunowa oznacza, ze rozwigzanie x(f), ktore rozpoczyna si¢
dostatecznie blisko stanu rdwnowagi, pozostanie na zawsze dostatecznie blisko te-
go stanu,

— stabilno$¢ BIBO oznacza ograniczone rozwigzanie x(f) przy ograniczonym wymu-
szeniu u(f) — system stabilny w sensie BIBO nie musi by¢ stabilny w sensie Lapu-
nowa.

Ze wzgledu na wszystkie szczegolne przypadki uktadow mozna mowicé o:

— stabilnosci poszczegdlnych rozwigzan rownania rozniczkowego,

— stabilno$ci punktu rownowagi (stanu rownowagi),

— stabilnosci danego uktadu.

W podreczniku pojecie stabilnosci dotyczy uktadéw opisywanych za pomocg réwnan
rozniczkowych, ktore zawsze mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan roézniczkowych
liniowych lub nieliniowych:

x =f(x,u). (22-1)

Ztozonos¢ problemu w przypadkach nieliniowych powoduje, Zze wyroznia sig:

— stabilno$¢ wewnetrzna (stabilnos¢ ze wzglgedu na warunki poczatkowe) — dotyczy
uktadu jednorodnego (zerowe wejscia u, uktad w stanie swobodnym),

— stabilno$¢ zewnetrzna (stabilno$¢ ze wzglgdu na wymuszenia, ang. Input-to-state
stability, ISS) — dotyczy uktadu z zewnetrznymi wejsciami (uktad poddany dziata-
niom zewngtrznym, uklad ze sterowaniem).

W dalszych rozwazaniach skupimy si¢ gldéwnie na stabilnosci wewnetrznej i przyj-

miemy nieco uproszczony zapis uktadu réwnan:

i=f), (22-2)

gdzie x i f'to zmienne i funkcje wektorowe: x = (x1, ..., X»), fix) = (fi(x), ..., f2(x)). Uktad
ten jest analizowany od pewnej chwili poczatkowej (¢ > fy), a warunki poczatkowe (xo)
sa rozne od stanu rownowagi (x.). Niekiedy zaktada si¢, ze x.= 0, ale uktad (22-2)
moze mie¢ stan rdwnowagi x.# 0. Zalozenie x.= 0 moze uprosci¢ przeksztatcenia, ale
nie jest konieczne w definicji stabilnosci. Definicje stabilnosci i kryteria badania sta-
bilnosci sg dos¢ proste dla uktadéw liniowych (— 22.3.2), ale ich uogdlnienie wyma-
ga uwzglednienia zjawisk, jakie moga wystapi¢ w uktadach nieliniowych (— 22.3.3).
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22.3.2. Uktad liniowy — bieguny, odpowiedz impulsowa i portret fazowy

Jesli rownania (22-1) sa liniowe, to odpowiedz uktadu sktada si¢ z cze$ci swobodnej i
wymuszonej: x(¢) = x,(f) + x.(f). W badaniach dynamiki (— 1.4) uktad jest uznawany
za stabilny, gdy sktadowa swobodna x,(f) z czasem zanika praktycznie do zera. To
znaczy, ze stabilno$¢ zalezy jedynie od rozwigzania réwnan jednorodnych czyli sta-
bilnos¢ wewnetrzna implikuje stabilno$¢ zewnetrzng. Stan ustalony uktadu liniowego
oznacza sktadowa wymuszona (ustalong) x.(f), ktéra zalezy od funkcji podawanej na
wejscie, na przyktad:

— przy wymuszeniu typu stala wartos¢ (takze zerowa, czyli brak wymuszenia), wy-
muszenie skokowe lub impulsowe stanem ustalonym jest punkt réwnowagi
(xw=rconst), czyli okreslone, stale wartosci poszczegdlnych wspotrzednych
X1, ..y Xn (— 4.2) — mOéwimy tez o punkcie/stanie rownowagi statycznej, poniewaz
wartosci wspotrzednych sg wyznaczane z modelu statycznego,

— przy wymuszeniu sinusoidalnym stanem ustalonym jest odpowiedz czgstotli-
wosciowa, czyli przebieg sinusoidalny przeskalowany i przesunigty w fazie
(— 14.1), wyznaczany na podstawie modelu dynamiki,

— ogolniej przy wymuszeniu okresowym stanem ustalonym jest funkcja okresowa o
takiej samej czgstotliwosci jak wymuszenie.

Taka interpretacja stabilno$ci oznacza stabilno$¢ asymptotyczng — rozwigzanie x(f)

dazy do stanu ustalonego wtasciwego dla danego wymuszenia. W uktadach liniowych

stabilno$¢ ma charakter globalny — jesli uktad jest stabilny, to jest stabilny dla kazdych

warunkow poczatkowych i dla kazdego ograniczonego wymuszenia (— 6.2.2, 18.2.1)

— stabilny uktad ma stabilny punkt réwnowagi i kazde rozwiazanie jest stabilne.
Liniowos$¢ uktadu sprawia, ze mozna ja bada¢ na podstawie biegunéw uktadu —

pierwiastkow rownania charakterystycznego (rys. 22-5).

Podstawowe przypadki potoze-

&a gt ¢(x2) &b
- nia biegunéw na plaszczyznie
zespolone;j:

a) biegun rzeczywisty 4= o <0

b) biegun rzeczywisty 4= o >0

¢) biegun rzeczywisty 4= o =0
(pojedynczy i podwojny)

d) para zespolona A = atjw,, a <0

e) para zespolona A = afjw,,0 >0

f) para zespolona A = atjw,, a =0
(para pojedyncza i podwdjna)

Rys. 22-5. Odpowiedz impulsowa a polozenie bieguna
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Precyzyjne okreslenie wlasnosci uktadu wymaga uwzglednienia potozenia i krotnosci
biegunow (tabela 22-1).

Tabela 22-1 Potozenie biegundw a odpowiedzi skokowe A(7) i impulsowe g(7)

Potozenie i krotno$¢ biegunow h(t) = x,(f) + x,(£) 2(8) = x,(f) + x.(%)
pojedynczy |4 < 0 (czlon inercyjny)
biegun ~ |4>0 (ukfad niestabilny)
1ZeCZYWISY| 3 = () (czlon catkujacy) 0+ kit 0 + &
podwojny |4 <0 (czion inercyjny rzedu 2)
biegun rze-| 3 > 0 (uklad niestabilny)

A€M+ X0 B-e*+0

Ap-e* + AxteM+ xu0 Bi-e*+ Byte*+ 0

czywisty [ —¢ (czton catkujacy rzedu 2) A+ Aot + ki B+ Bt
para o <0 (czlon oscylacyjny
zespolona thumiony) . .
R . ol " + + W <o , +

ot jo, o> 0 (czton oscylacyjny A-efsin(itte) + x| Bretsin(idten)

niestabilny)

o = 0 (czlon oscylacyjny " .

nictlumiony) A-sin(w,+ @) + xwo B-sin(w,#+ @)
pgilngegao- o = 0 (podwojny czton oscylacyjny |A4;-sin(w,t+¢) + Bi-sin(w,t+¢) +
{)ona p niettumiony) + Byt sin(w,+@) + xuo |+ Bat sin(w,+¢1)

Bieguny w lewej pdtptaszczyznie (o < 0) zapewniajg asymptotyczng stabilnos¢ uktadu
(sktadowa swobodna zanika z czasem do zera niezaleznie od krotno$ci bieguna). Bie-
guny w prawej potptaszczyznie (a>0) zawsze powoduja niestabilno$é. Bieguny
na osi urojonej to przypadki graniczne:
1° czton catkujacy (A = 0) — stabilnos$¢ rozwigzania zalezy od wymuszenia:
a) odpowiedz impulsowa ma stalg wartos¢ — punkt réwnowagi x,=0, ale
(%) = x,(f) = const # 0, wigc rozwigzanie g(¢) jest ograniczone,
b) odpowiedz skokowa zwigksza si¢ z czasem — uktad nie ma punktu rownowagi,
reakcja jest nieograniczona, wigc rozwigzanie jest niestabilne, chociaz sktadowa
.X's(t) = 0,
2° czton oscylacyjny niettumiony (A = tjw,) — rozwigzanie g(f) i h(f) oscyluje wokot
punktu rownowagi, jest ograniczone,
3° podwdjny czton catkujacy (Ai» = 0) — zarowno rozwigzanie g(¢), jak i 4(f) sa nie-
stabilne,
4° podwdjny czlon oscylacyjny niettumiony (A2 = tjw,) — rozwigzania g(¢) i h(¢) sa
niestabilne.
Rozwiazania dla przypadkow granicznych o pojedynczych biegunach moga by¢ sta-
bilne, ale nie asymptotycznie — dla cztonu catkujacego stabilna jest tylko odpowiedz
impulsowa (1°a), natomiast rozwigzania dla cztonu oscylacyjnego niettumionego zaw-
sze sa stabilne (2°).
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Warto zwrdci¢ uwage na praktyczng interpretacje przebiegdw dla stabilnych przypadkow
granicznych (1°a, 2°). Obserwujac te przebiegi, mozna uznac, ze osiagaja one stan ustalony
(warto$¢ lub oscylacje nie zmieniaja si¢), ale nie jest to stan rownowagi zwigzany ze sktado-
wa wymuszong x,, — w tych szczegdlnych przypadkach pojecia stanu rownowagi i stanu usta-
lonego nie sa rownowazne.

Powyzsza analiza pokazuje, w jaki sposob przypadki graniczne (bieguny na osi Im)
komplikuja oceng stabilnosci uktadu. Ogolne kryteria stabilnosci liniowego ukladu
dowolnego rzedu mozna sformutowac w nast¢pujacy sposob:

— jesli wszystkie bieguny uktadu leza w lewej pdtptaszczyznie (niezaleznie od krot-
nosci), to uktad jest stabilny asymptotycznie,

— jesli cho¢ jeden biegun lezy w prawej potptaszczyznie, to uktad jest niestabilny,

— jesli uktad posiada wielokrotne bieguny na osi Im, to jest niestabilny,

— jesli uktad ma wszystkie bieguny w lewej polptaszczyznie i tylko jednokrotny bie-
gun lub jednokrotng zespolona parg biegunéw na osi Im, to jest to uktad na granicy
stabilnos$ci, a wowczas:

— uktad jednorodny (stabilno$¢ wewnetrzna) stabilny, ale nie asymptotycznie,

— stabilno$¢ uktadu z wymuszeniem (stabilno$¢ zewngtrzna) zalezy od wymusze-

nia:
— jednokrotny biegun — /(¢) niestabilne, g(f) stabilne, ale nie asymptotycznie,
— para zespolona — A(?) i g(¢) stabilne, ale nie asymptotycznie.

Uktady na granicy stabilnos$ci to szczegdlne przypadki obiektow, ktore mozna tatwo

rozpoznaé i wykonac szczegotowa analize, na przyktad:

— w ukladach typu kaskada z pompa wystapig wlasnosci catkujace (— 10.2.1),

— z kolei niettumiony czton oscylacyjny wymaga specjalnych zabiegéw konstruk-
cyjnych i praktycznie zawsze jest idealizacjg rzeczywistego uktadu (— 16.7.2).

Uzupetnieniem opisu stabilnosci uktadéw liniowych pierwszego i drugiego rzedu jest
interpretacja portretéw fazowych. Dla uktadéw liniowych mozna okresli¢ wszystkie
typy portretdw i ich zwigzek z biegunami uktadu (tabela 21-1). Punkt rownowagi jest
punktem osobliwym portretu. Trajektorie na portrecie ukladu stabilnego (stabilny we-
zel/ognisko) zblizaja si¢ do punktu réwnowagi (wystepuje zbieznos¢ wszystkich sta-
néw do punktu rownowagi), a na portrecie uktadu niestabilnego (niestabilny we-
zet/ognisko, siodlo) trajektorie oddalaja si¢ od punktu réwnowagi. Przypadek
graniczny (ognisko) dotyczy pary biegundéw na osi Im — trajektoria zmian stanu uktadu
zalezy od warunkéw poczatkowych.

Portrety fazowe sa wyznaczane przy statej wartosci wszystkich zmiennych wej-
sciowych u(?), ale mozna go wykorzysta¢ nie tylko do analizowania ewolucji stanu od
wybranych warunkéw poczatkowych.
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Przyklad 1: Reakcja na skokowa zmiane u(?).

Portrety uktadu dla u(¢) = uyo 1 dla u(?) = uro r6z- . g
nig si¢ potozeniem punktu osobliwego (+), np. x X \

rys. 22-6. Reakcja uktadu na skokowg zmiang Xp0 x W X

wartosci od 0 do ux odpowiada ewolucji stanu,

ktorg mozna obserwowal na portrecie dla w(ty=upo Uiyt

u(t) = ur, gdy warunkiem poczatkowym (e) jest Rys. 22-6. Ewolucja stanu przy statym
punkt Xpo- wymuszeniu i po skokowej zmianie u(7)

Przyklad 2: Reakcja ukladu po impulsowym
zaktoceniu u(f). Poniewaz zmienna wejsciowa
u(f) przed i po zakldceniu impulsowym ma te
same wartosci, to portret uktadu si¢ nie zmienia
(rys. 22-7 — dwa przyktady portretow). Idealny
impuls powoduje wytracenie uktadu ze stanu
rownowagi — tak jakby ,,przeskoczenie” stanu do
innego punktu na plaszczyznie (e) i ewolucje
stanu wedhug trajektorii, ktéra przechodzi przez ten punkt. Jesli impuls pojawi si¢
w trakcie stanu nieustalonego, to spowoduje zmiang trajektorii po ktérej uktad ewolu-
uje do (lub od) punktu rownowagi. Zmiana trajektorii na portrecie typu centrum ozna-
cza trwatg zmiang¢ parametréw oscylacji (amplitudy).

Rys. 22-7. Ewolucja stanu dwoch uktadow
po impulsowym zaktoceniu u(7)

22.3.3.0godlne definicje stabilnosci [10, 11]

Jesli rébwnania (22-2) sg nieliniowe, to dobrg ilustracja zagadnien zwigzanych ze sta-

bilnosciag uktadu sg portrety fazowe pomimo ograniczen, ktdre trzeba przyjaé podczas

analizy — maksymalnie drugi rzad uktadu i stale wymuszenia (zazwyczaj zerowe).

Analizujac przyktadowe portrety fazowe (— 21.2), mozna zaobserwowaé rozne typy

stanow uktadu, ktore mozna uznac za stan ustalony:

— punkt/punkty rownowagi — wynikaja z rozwigzania rdwnania statycznego, a ich
liczba moze zaleze¢ nie tylko od rodzaju funkcji, ale tez od warto$ci wymuszen
(np. liczba rozwigzan réwnania x*+1 = u zalezy od warto$ci u);

— przebiegi okresowe — szczegdlne rozwigzania rownania rdzniczkowego, ktore
na portretach fazowych majg postac trajektorii zamknigtych, np. centrum (tabela
21-1, rys. 21-15, rys. 21-18), cykl graniczny (rys. 21-16).

Stany rownowagi wynikajace z rozwigzania modelu statycznego sa punktami osobli-

wymi portretow fazowych (nie naleza do zadnej trajektorii). Przytoczone ponizej defi-

nicje stabilnosci sg formutowane w odniesieniu do stanu rdownowagi x., (reprezento-
wanego na rysunkach przez punkt), ale mozna je zinterpretowaé takze w odniesieniu
do trajektorii zamknigtych typu cykl graniczny.

Dane rozwigzanie x(f) jest stabilne, jesli z uptywem czasu (dla ¢t — o) znajdzie si¢

1 pozostanie w ograniczonym otoczeniu stanu rownowagi. Jesli rozwigzanie x(f) dazy

do stanu rownowagi, to jest stabilne asymptotycznie. W uktadach nieliniowych stabil-

nos$¢ moze mie¢ charakter lokalny (czy i do ktérego stanu rownowagi rozwigzanie da-
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zy zalezy od warunkow poczatkowych), dlatego A

formalne definicje stabilnosci sg zwigzane z okre-  RERER R LR

slonym stanem réwnowagi x. i jego otoczeniem 04 X, IS

(rys. 22-8). Stan rownowagi x. jest stabilny, jesli o IS

kazde roz-wigzanie x(f), ktore startuje ,,dostatecznie -

blisko” tego stanu, na zawsze pozostaje ,,dostatecz- >

nie blisko”. Jesli kazde rozwigzanie x(f) nie tylko

pozostaje ,,dostatecznie blisko”, ale dazy do tego Rys. 22-8. Stan rownowagi

stanu rownowagi, to oznacza stabilno$¢ asympto- 1]ego otoczenie

tyczna.

Te opisowg definicj¢ stabilno$ci mozna doktadniej przedstawié na plaszczyznie sta-

néw i sformutowaé w nastepujacy sposob:

— Stan réwnowagi x. jest stabilny, jesli kazda trajektoria, rozpoczynajaca si¢ punk-
cie xo lezacym wewnatrz otoczenia o promieniu J, pozostanie wewnatrz otoczenia
o promieniu ¢ dla dowolnej chwili # > 0 (rys. 22-9).

— Jesli dodatkowo kazda taka trajektoria dazy do stanu x., to stan x. jest stabilny
asymptotycznie (rys. 22-10).

A LT A e

X2 X2

Rys. 22-9. Stabilnos¢ Rys. 22-10. Stabilnos$¢ asymptotyczna

Formalng posta¢ powyzszej definicji stabilnosci, ktéra obejmuje uktady dowolnego

rzgdu, mozna sformutowaé w nastepujacy sposob:

— Stan rownowagi x. rownania (22-2) jest stabilny w sensie Lapunowa, jesli dla
kazdego ¢> 0 istnieje takie 0 >0, ze kazde rozwigzanie x(f) rownania (22-2)
o warunkach poczatkowych spetniajacych nierdwnosc |[x(%) — x.|| < J, spetnia takze
nieré6wnos¢ ||x(¢) — x.|| < € dla kazdego ¢ > ¢.

— Stan rownowagi x. jest stabilny asymptotycznie, jesli jest stabilny w sensie Lapu-
nowa i dodatkowo spetnia nierownos¢ tlirn lx(t)—x,]|=0.

Wszystkie przytoczone definicje dotyczg badania stabilnosci wybranego stanu row-
nowagi x., czyli okreslajg tylko lokalng stabilno$¢/niestabilnos¢ uktadu w pewnym
obszarze wokot stanu rownowagi, a uktady (22-2) moga mie¢ wiele punktow réwno-
wagi. W rozdziale 21.1 opisano posrednig metode badania stabilnosci poszczegdlnych
punktéow rownowagi ukltadu na podstawie zlinearyzowanych modeli (pierwsza meto-
de Lapunowa). Najbardziej ogdlng metod¢ okreslania stabilnosci punktu réwnowagi
uktadow dowolnego rzedu (liniowych i nieliniowych, stacjonarnych i niestacjonar-
nych, ciaglych i dyskretnych) jest druga metoda Lapunowa, nazywana tez kryte-
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rium stabilnosci Lapunowa lub metoda bezposrednig. Metoda polega na probach
skonstruowania dowolnej funkcji ¥(x) (nazywanej funkcja Lapunowa), ktéra speia-
taby nast¢pujace warunki:

1° V(x) =0 wtedy i tylko wtedy gdy x = x.,

2° V(x) >0 dla kazdego x # x. (tzn. dla kazdej trajektorii — kazdego stanu poza x.),

3° V(x) < 0(stabilno$é) lub ¥ (x) < 0 (stabilno$é asymptotyczna) dla kazdego x # x..

Jesli uktad posiada takg funkcje V(x), to jest odpowiednio stabilny lub stabilny asymp-
totycznie. Metoda nie wymaga rozwigzywania rownan stanu, a jej zwigzek
z rOwnaniami stanu wynika z interpretacji pochodnej funkcji Lapunowa:

V(x)= %V(x) = ZZTV £i(x)=VV- f(x)<0. (22-3)
i=1

Przyklad: Uktad oscylacyjny, na przyktad mechaniczny
mi(t) + bx(t) + cx(f) =0 — Fl(t)} _[ Oc Jb}|:xl(t):|

% () m m Le®
Zmienne stanu: x(7) = x(¢) przemieszczenie masy, predkos$¢ masy x, (¢) = x(¢) -
Punkt réwnowagi (x.): x10 = 0, x20 = 0.
Przyktad konstrukcji funkcji ¥(x) jako calkowitej energii uktadu:
1 1
E(x,,x,) :Ecxl2 +me§ >

gdzie poszczegdlne zmienne stanu sg zwigzane z energia ukladu:

— x1 — energia potencjalna zgromadzona w sprezynie: cx? /2,

— X2 —energia kinetyczna poruszajgcej si¢ sprezyny: mx2 /2 .
Witasnosci funkcji E:
1° E(x10, X20) = 0 — w punkcie rownowagi x. energia jest zerowa,
2° E(x1, x2) > 0 — catkowita energia (poza punktem rownowagi) jest dodatnia,
3° Obliczenie pochodnej funkcji E(x1, x2):

B0 =B (05,0 = %chf (4 m (r)] = en (04 (0) + s (0,1)

Podstawiajgc pochodne zmiennych stanu z réwnan stanu, otrzymujemy:
. b
E(x,3) = ex (1), (1) + mxz(r)[—ixl ) —;xz(r)] =—bx; (1)

a) dla b =0 jest E(xl ,x,)=0 — punkt x, stabilny
(catkowita energia jest stata wzdhuz dowolnej trajektorii),
b) dla b> 0 jest E'(xl, x,)= —bxzz (t) < 0 — punkt x, stabilny asymptotycznie.
Interpretacja: a) czton oscylacyjny niettumiony; b) czton oscylacyjny thumiony.
Przyktad ilustruje mozliwos¢ wykorzystania energii catkowitej uktadu jako funkcji

Lapunowa, ale w wielu nieliniowych modelach nie ma odpowiednika takiej wielkosci.
Znalezienie funkcji V(x) jest podstawowym problemem w zastosowaniu metody —
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pomaga doswiadczenie, intuicja i przeglad literatury. Rozszerzenie idei funkcji Lapu-
nowa jest wykorzystywane w badaniu stabilnosci zewnetrznej (ISS), czyli nielinio-
wych uktadow sterowania z zewngtrznymi wejsciami.

22.4. Ciag dalszy nastgpi?

Modele przedstawiane i analizowane w podrgczniku dotycza tylko wybranych obiek-
téw/proceséw elektrycznych, mechanicznych, hydraulicznych, cieplnych, biologicz-
nych. Sg to proste modele deterministycznych zjawisk, ktore mozna konstruowac i
bada¢ na rézne sposoby (rys. 22-11). Wzajemne relacje miedzy réznymi metodami
umozliwiajg z jednej strony wybor metody badawczej, a z drugiej obserwacje¢ obiektu
z roznych perspektyw. Schemat nie zawiera wszystkich mozliwych przeksztatcen, a
jedynie te najczesciej wykorzystywane w obszarze automatyki, w szczegdlnosci doty-
czace wyznaczenia transmitancji i badania stabilnosci obiektu. Ciag dalszy to zapro-
szenie Czytelnika do podjg¢cia wlasnych badan interesujacych obiektow, procesow czy
zjawisk, oraz poszerzanie wiedzy.
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Dynamika uktaddw jest pojeciem stosowanym w odniesieniu do réznorodnych
obiektow L procesow, takich jak uktady elektryczne, mechaniczne, cieplne, hydraulicz-
ne, biologiczne, chemiczne i in. Na czym polega dynamika uktadu i czym jest spowodo-
wana? Jak skanstruowac jej matematyczny model? Po co i jak badac modele dynami-
ki Co i jak mozna policzyc, a jak nalezy przeprowadzi¢ badania symulacyjne?

Odpowiedzi udzielane przez autorke sg ukierunkowane na fizyczng interpretacje
| praktyczne zastosowanie opisywanych modeli i metod. Celem jest przygotowanie
czytelnika do precyzyjnego stosowania pojec L poprawnego wykonywanie badan
doswiadczalnych t analitycznych, czyli ksztattowanie podstawowych umigjetnosct inzy-
nierskich, ktore mozna nastepnie rozwijac z wykorzystaniem opracowan o charakterze
teoretycznym. Podrecznik jest w zwiazku z tym adresowany gtéwnie do studentow
kierunkow inzynierskich, zwigzanych z automatyka { mechatronika, ale takze do szero-
kiego grona 0sob zainteresowanych konstrukcja modelt dynamiki roznych obiektow
| procesow oraz prowadzeniem podstawouwych badan analitycznych t symulacyjnych.
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