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1. Wstep

Podstawowym elementem polityki pieni¢zno-kredytowej w gospodarce rynko-
wej jest stopa procentowa stosowana w transakcjach finansowych. Przy podejmo-
waniu decyzji ekonomicznych szczegodlnie istotng role odgrywa reaina stopa pro-
centowa. W odrdznieniu od nominalnej stopy procentowej jest ona korygowana o
oczekiwane zmiany poziomu cen, dzigki czemu doktadniej odzwierciedla rzeczy-
wisty koszt kredytu.

W procesie wykorzystywania realnych stop procentowych w prowadzonych
analizach ekonomicznych warto rozwazy¢ kwestie zwiazana z ich prawidtowym
pomiarem. Najczg$ciej realna stope procentowa oblicza sig¢, odejmujac biezaca
stopg inflacji obserwowana na rynku od nominalnej stopy procentowe;j. Jednak taki
pomiar ex post nie stanowi doktadnej miary wilasciwej realnej stopy procentowe;j,
ktéra powinny bra¢ pod uwage podmioty gospodarcze, podejmujac decyzje doty-
czace konsumpcji i inwestycji.

Realne stopy procentowe stanowia miar¢ oczekiwanych, realnych zwrotéw z
inwestycji w okreslonym przedziale czasu. W przypadku konsumpcji i inwestycji
istotne sa pomiary ex ante realnych stop procentowych lub inaczej! — oczekiwa-
nych realnych stop procentowych, tzn. réznic pomi¢dzy rynkowymi stopami pro-
centowymi oraz oczekiwanymi zmianami poziomu inflacji w okresie inwestycji.
Oczywiste jest, ze w dowolnym czasie w danym kraju oczekiwania dotyczace
przyszlej inflacji w okresach dtuzszych niz kilka miesigcy moga réznic si¢ znacz-
nie od aktualnego poziomu inflacji. A zatem problem pomiaru realnych stép pro-

* Praca zostalta przygotowana w ramach grantu promotorskiego nr 1H02B/027/30, finansowa-
nego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.

Lw polskiej literaturze przedmiotu te dwa okreslenia s stosowane zamiennie. Zob. np. [1; 15; 17].
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centowych ex ante polega na tym, ze zarowno oczekiwania inflacyjne, jak i same
realne stopy procentowe ex ante sa nieobserwowalne. W teorii ekonomii opraco-
wano wiele miar i sposob6w? formutowania oczekiwan inflacyjnych, lecz wedtug
najlepszej wiedzy autora istnieja tylko nieliczne proby oszacowania wartosci ocze-
kiwanych realnych stop procentowych. Wéréd tych prob nalezy wymieni¢ prace
[6; 19], w ktorych w tym celu wykorzystano wektorowe modele autoregresyjne
oraz prace [5] wykorzystujaca metodologie przetacznikowych modeli Markowa.

Klasa modeli, ktére w sposéb naturalny uwzgledniaja zjawisko nieobserwowal-
nosci, sa modele przestrzeni stanéw. Biorac to pod uwagg, za cel artykulu przyjgto
probe estymacji oczekiwanej realnej stopy procentowej w Polsce za pomoca mode-
lu przestrzeni standéw, a takze wykorzystanie otrzymanych wartosci realnej stopy
procentowej do weryfikacji prawdziwosci hipotezy Fishera, polegajacej na od-
zwierciedlaniu przez zmiany nominalnych stép procentowych fluktuacji oczekiwa-
nego poziomu inflacji.

2. Model teoretyczny

Zgodnie z twierdzeniem wybitnego monetarysty XX w. — Irvinga Fishera, na
poziom nominalnej stopy procentowej skladaja si¢ realna stopa procentowa oraz
stopa inflacji. Stopa nominalna jest wielkoscia pewna, ustalona przez zawieraja-
cych transakcje, stopa realna zas jest wielkoscia oczekiwang i moze by¢ ustalona
dopiero woéwczas, kiedy bedzie znana stopa inflacji. Dlatego tez, rozpatrujac
powyzsza zalezno$é w ujeciu ex ante, Fisher® operuje pojeciem oczekiwanej stopy
inflacji. Rownanie Fishera (1) wyraza matematyczny zwiazek mi¢dzy nominalng i
realng stopa procentowg oraz stopa inflacji:

1+i,=(1+r,)(1+7rf), ()

gdzie: i, —nominalna stopa procentowa,
r, —oczekiwana realna stopa procentowa,
7§ — oczekiwana stopa inflacji.
Po prostym przeksztalceniu réwnania (1), ze wzgledu na bardzo mala wartos¢
w warunkach niskiej inflacji, iloczyn 7,7} nie odgrywa zadnej roli i zazwyczaj jest
pomijany w obliczeniach. Rownanie Fishera upraszcza si¢ zatem do nastgpujace;j
postaci:

. e e
Ly =r+7m, thw,,

2 Zwigzty przeglad zawiera m.in. praca {17].
3 Zob. np. [4].
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iy =r +n'f. 2)

Na podstawie swego rownania Fisher sformutowal hipotez¢ gloszaca, ze nomi-
nalna stopa procentowa rosnie dokfadnie o oczekiwana stopg inflacji lub spada o
oczekiwang stope deflacji. Ten prosty zwiazek 1:1 migdzy nominalng stopg pro-
centowa a oczekiwana stopa inflacji zakladal, ze realna stopa procentowa jest
wzglednie stata w czasie. Fisher przyjal rowniez, ze inflacja jest w pelni przewidy-
walna i nie wplywa na realng stop¢ procentowa [17]. Jesli tylko oczekiwania infla-
cyjne sa prawidfowo mierzone, to wzrost oczekiwanej stopy inflacji 7} jest w petni
odzwierciedlony we wzroscie nominalnej stopy procentowej i, .

Zalozenie o staloéci realnej stopy procentowej ex ante stanowi podstawe
czestej krytyki teorii Fishera. Jest tak, poniewaz niespelnienie tego zalozenia nie
pozwala ocenié¢, w jakim stopniu zmienno$¢é nominalnych stop procentowych spo-
wodowana jest zmianami oczekiwan inflacyjnych, w jakim za$ stopniu wynika ze
zmian realnych stép procentowych. Dlatego tez w niniejszym artykule nie zaktada
si¢ spetnienia tego zatozenia. Wymagane jest jedynie, aby realna stopa procentowa
charakteryzowala si¢ stacjonarnoscia.

W celu identyfikacji nieobserwowalnych wartosci r, najpierw nalezy zdefinio-

waé blad losowy obciazajacy prognozy oczekiwan inflacyjnych*:
w, = ﬂf -y, 3)
gdzie: &, — rzeczywisty poziom inflacji w momencie ¢.
W mysl teorii racjonalnych oczekiwan zaktada sig, ze w, jest procesem

zintegrowanym w stopniu zerowym, czyli w, ~ I(0). Podstawiajac warto$¢ 7§
uzyskana z (3) do rownania (2), otrzymujemy:

iy =, =1 +w,. 4
Réwnanie (4) przedstawia realna stopg procentowa ex post (i, —z,) jako sume

realnej stopy procentowej ex ante i blgdu prognozy inflacji w;. Zostanie ono wyko-
rzystane w dalszej czgsci artykutu.

3. Specyfikacja modelu przestrzeni stanéw

W niniejszym artykule model teoretyczny (rownanie (4)) zostanie zapisany

w notacji przestrzeni stanoéw, dlatego ponizej zwig¢zle przedstawiono ide¢ modeli

przestrzeni stanow>.

4 Wykorzystano tu zmodyfikowane podejscie zaprezentowane w pracy [3].
3 Zaprezentowany tu opis oparty na pracy [16].
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Dynamiczny liniowy gaussowski model przestrzeni stanéw w swojej postaci
podstawowej sktada si¢ z dwoch nastgpujacych rownan:

y, =Hz, + Ax, +w,, )]
z,=Fz,_|+v,, (6)

gdzie: z, — r-wymiarowy wektor nieobserwowalnych stanow,
y, —n-wymiarowy wektor obserwacji,
X, — k-wymiarowy wektor nielosowych zmiennych egzogenicznych,
F - macierz standéw o wymiarach (r x r),
H - macierz wyjscia o wymiarach (n x r),
A - macierz wejscia w rownaniach obserwacji o wymiarach (n x k),
w, — n-wymiarowy wektor bledéw pomiaru, w, ~ N(0,R),
v, —r-wymiarowy wektor zakiocen, v, ~ N(0,Q),
E(w,,v,)=0,dlakazdego tis,
t,s=1,2,...,T.

Postac przestrzeni stanow zawsze wymaga zapisu w postaci dwdch réwnan ma-
cierzowych, dlatego tez (5) jest rownaniem obserwacji, rownanie (6) za$ nosi naz-
weg réwnania stanu. Z postaci tych réwnan wynika, ze proces stanéw z, ma wias-
nos¢ Markowa, a obserwacje (sygnaty) y, sa warunkowo niezalezne przy danym x,.
Estymacja modelu przestrzeni stanow jest rozumiana jako znalezienie najlepszego,
w sensie bledu Sredniokwadratowego, wektora ocen zmiennych stanu z,, przy
danym wektorze y, oraz zatozeniu niezaleznosci w, i v,. Narzedziem estymacji

jest filtr Kalmana®, wykorzystanie ktorego odbywa si¢ na ogét w trzech formach:
predykcji, filtracji oraz wygtadzania. Wszystkie pojgcia oznaczaja estymacj¢ z, na
podstawie roznych zbioréw informacji. Filtr Kalmana jest rowniez podstawa
wyznaczania parametrow ujetych w macierzach 4, F, i H w metodzie najwigkszej
wiarygodnosci.

Podsumowujac, procedure estymacji zastosowana w artykule mozna podzieli¢
na trzy etapy:

1) ustalenie wartosci startowych algorytmu,

2) zastosowanie filtru Kalmana i otrzymanie ocen zmiennej stanu,

3) maksymalizacja wartosci odpowiedniej funkcji wiarygodnosci dla danego wek-
tora stanu i otrzymanie ocen parametréw modelu,

Ze wzgledu na ograniczong objgtos¢ i odmienny cel danej publikacji powstrzy-
mano si¢ od prezentacji odpowiedniego aparatu formalnomatematycznego, ktérego
szczegotowe omoéwienie mozna znalez¢ m. in. w pracach [2; 7; 8;9; 10; 11; 12; 16].

Ponownie odwotujac si¢ do réwnania Fishera (2) i definiujac r, jako:

6 Filtr Kalmana jest to rekurencyjna, algorytmiczna metoda estymacji nicobserwowalnych zmien-
nych stanu oraz parametréw w modelach opisanych w formie réwnaf stanu.
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=i -7 - i, (7)

gdzie u oznacza sredni poziom oczekiwanej realnej stopy procentowej, rownanie
(4) mozna sprowadzi¢ do postaci:

it—ﬂ,=,u+(i,—ﬂf—y)+(7tf—ﬂ',)=,u+r,+w,, 8

gdzie: i, — 7, — realna stopa procentowa ex post,
w, — sktadnik losowy, w, ~ N(0,0,,).
Ponadto zaklada si¢, ze dynamika r, zostanie opisana za pomoca procesu
AR(1):
=@tV )
gdzie: v, — skfadnik losowy, v, ~ N(0,c,),
@ — parametr autoregresji, ]gp| <1.

Przyjmujac we wzorach (5) i (6), ze r=n=1, F=¢, y, =i, —7,, Ax, = 4,
H=1 oraz z, =r,, tatwo jest zauwazy¢, ze rownania (8) i (9) tworza liniowy
model przestrzeni stanéw, w ktorym role réwnania obserwacji odgrywa (8), a role
réwnania stanu — (9). Ostatecznie mozna zapisac:

Y = p+n Wy, 10)
=PtV (1)

Réwnania (10) i (11) beda gléwnym przedmiotem analizy i estymacji w czgsci
empirycznej artykutu.

4. Wyniki empiryczne

Wartosci liczbowe realnej stopy procentowej ex post oznaczonej wyzej jako y,
stanowig jedyne dane wejsciowe niezb¢dne do oszacowania parametrow rozwaza-
nego modelu. Zostaly one wyliczone zgodnie z nastepujaca formuta:

144,
1+ 7,

y, =100- ; (12)

gdzie: i, —$redniomiesigczna stopa procentowa na rynku miedzybankowym’
(WIBOR1M),
7,—wskaznik cen towaréw i ustug konsumpcyjnych (analogiczny miesiac
poprzedniego roku = 100).

7 Stopy procentowe na migdzybankowym rynku pieni¢znym uznaje si¢ powszechnie za rynkowe
ceny pieniadza (zob. np. [17, s. 25]).
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Wykorzystane informacje sa danymi miesi¢gcznymi z okresu od stycznia 1999 r.
do wrzednia 2005 r., a wigc liczba obserwacji wyniosta 81. Ksztaltowanie si¢ y,
w badanym okresie (zob. rys. 1) jest zgodne ze zmianami, ktore w tym czasie za-
chodzity w gospodarce polskiej. Standardowo wykorzystywane testy na obecno$é
pierwiastka jednostkowego (ADF, KPSS) wykazaly niestacjonarno$¢ y,, pomimo
to nie uzyto zadnej procedury transformacji wartosci y,, poniewaz modele prze-
strzeni standw pozwalaja na wykorzystywanie szeregdw niestacjonarnych, a takze
utracona zostataby mozliwos$¢ wartosciowej interpretacji ekonomiczne;j.

0 : Co L S e e g
PP S LSFLPI I NI I I PP IS H S P
ES R é‘*@"’\@"{"édé‘”\&o'@é”\qk S SIS P
Rys. 1. Realna stopa procentowa ex post

Zrédto: opracowanie wiasne.

Oceny parametréw modelu prze- Tabela 1. Oceny parametréw modelu (10)-(11)
strzeni stanow (rownania (10) i
(11)) wraz z odpowiednimi blgdami Parametr U ¢ | 9 | Ov

szacunku, otrzymane® metoda naj-

wigkszej wiarygodnosci, przedsta-
wione zostaly w tab. 1.

Oceny btedow standardowych sa
wzglednie niskie (oprocz biedu dla Zrédto: opracowanie wiasne.
parametru ¢ ,,), CO sugeruje wyso-
ka precyzj¢ oszacowan parametrow.

Ocena parametru |5,8275{0,962310,0002(0,7381

Blad standardowy (1,7125|0,0264]0,1466]0,0581

8 Do przeprowadzenia obliczen wykorzystano program komputerowy autorstwa J. Hamiltona
dostgpny w Internecie pod adresem: http://weber.ucsd.edu/~jhamilto/software.htm.


http://weber.ucsd.edu/~jhamilto/software.htm

154

Oszacowania zmiennej stanu r; zgodnie z definicja (7) mozna interpretowac
jako odchylenia nieobserwowalnej realnej stopy procentowej od jej wartosci

$redniej p. Dlatego tez w celu obliczenia wartosci realnej stopy procentowej ex
ante nalezy skorzysta¢ z nast¢pujacej zaleznosci:

iy = 7f = [+ Py, (13)

gdzie: i, — ¥ — oszacowanie realnej stopy procentowej ex ante,

77 — oszacowanie oczekiwanej stopy inflacji,

M —ocena parametru g,

A~ 9 . .

= tzw. wygtadzone” oceny zmiennej stanu 7,

t=12,..,T.
Wykres wartos$ci oszacowanej realnej stopy procentowej ex ante, obliczone;j
wedtug wzoru (13), wraz z 95% przedzialami ufnosci uwzgl¢dniajacymi niepew-
no$¢ ocen ;t|T’ zostal przedstawiony na rys. 2. Na podstawie tego rysunku mozna

stwierdzi¢, iz oczekiwana realna stopa procentowa w badanym okresie ksztaltowa-
fa si¢ podobnie jak realna stopa procentowa ex post z rys. 1, lecz charakteryzowata
si¢ mniejsza zmiennoscig oraz przecigtnie nizszym poziomem spowodowanym
uwzglednieniem oczekiwan inflacyjnych podmiotéw gospodarujacych. Otrzymane
95-procentowe przedziaty ufnosci sa zadowalajace z charakterystycznym dla etapu
wygtadzania w metodzie filtracji Kalmana nieznacznym ,poszerzeniem” na po-
czatku i koficu préby!?, spowodowanym widocznym na rys. 3 zwigkszeniem war-
tosci bledu sredniokwadratowego dla obserwacji znajdujacych si¢ blisko poczatku i
konica proby.

Po obliczeniu i analizie jakosci otrzymanych ocen realnej stopy procentowej ex
ante mozna przystapi¢ do realizacji drugiego celu sformulowanego we wstegpie
artykutu, polegajacego na weryfikacji hipotezy Fishera, opisanej w punkcie 2. Aby
wykazaé prawdziwos$é hipotezy, nalezy zweryfikowaé, czy oczekiwana realna
stopa procentowa jest procesem stacjonarnym. W literaturze ekonomicznej (np.
prace [6; 17; 19]), ze wzgledu na nieobserwowalnos¢ realnej stopy procentowej ex
ante, proponuje si¢ pewne ominigcie tego problemu, polegajace na analizie
zaleznosci kointegracyjnej miedzy nominalna stopa procentowa i, a zrealizowana
stopa inflacji 7,: jesli oba szeregi i, oraz =z, sa zintegrowane stopnia (1), ale
skointegrowane stopnia CI[1, 1], to realna stopa procentowa ex ante jest procesem
stacjonarnym [(0). Zaleta podejscia prezentowanego w artykule jest mozliwo$é

? Wygladzanie jest to wyznaczanie warunkowych ocen wektora stanu w filtrze Kalmana, gdy
znany jest petny zbidr obserwacji.

19 7ob. np. [10].



15§

~,
-
'------------
T ~

T,l°’_t P P S QQ S Q\' 6\' 'Q\' NN 65-4;@5 NaNg 19 NI ®Q"
%'C\é{qu("d qxgr_;,d $ﬁméd¢®4§éd®"b\q$ d®$& e\d@‘b\qﬁ

Rys. 2. Oszacowana realna stopa procentowa ex anfe wraz z 95-procentowymi przedziatami ufnosci

Zrodio: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Wartosci bigdu $redniokwadratowego dla wygladzonych ocen zmiennej stanu

Zrodlo: opracowanie wilasne.
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bezposredniej weryfikacji hipotezy o stacjonarnosci szeregu czasowego (i, - ;rf)

zdefiniowanego w rownaniu (13). Wyniki trzech najczesciej stosowanych testow!!
na obecnos¢ pierwiastka jednostkowego przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2. Wyniki testow na obecno$é pierwiastka jednostkowego dla szeregu (i, - ;rf)

Nazwa testu ADF Phillips-Perron KPSS
Wartos¢ statystyki testowej -1,984 -0,015 0,847
p-value 0,293 0,954 0,010
Diagnoza szereg niestacjonamny | szereg niestacjonarny | szereg niestacjonamy

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Wszystkie testy przeprowadzono wzgledem poziomu. W tescie ADF dlugos¢
opoznienia w rownaniu testowym zostata ustalona na podstawie kryterium AIC i
wyniosta 2.

Przeprowadzone testy jednoznacznie wskazuja na niestacjonarno$¢ realnej sto-
py procentowej ex ante, a co za tym idzie — na fatszywos¢ hipotezy Fishera dla ba-
danego okresu w Polsce. Niestacjonarnos¢ rozwazanej stopy procentowej moze po-
wodowa¢ szereg negatywnych implikacji dla zatozen wielu modeli w makroeko-
nomii i finansach (zob. np. [18, s. 427]). Uzyskane wyniki znajduja potwierdzenie
w badaniach empirycznych innych autoréw (np. [14]), chociaz praca [13] neguje
ostry podzial na procesy /(1) i I(0) i wskazuje na mozliwo$¢ wystapienia
utamkowych pierwiastkéw jednostkowych w realnych stopach procentowych.

5. Podsumowanie

W artykule dokonano proby oszacowania nieobserwowalnych wartosci oczeki-
wanej realnej stopy procentowej w Polsce w latach 1999-2005. W tym celu zasto-
sowano odpowiednio wyspecyfikowany na gruncie teorii ekonomii gaussowski
liniowy model przestrzeni stanéw oraz metodg filtracji Kalmana. Uzyskane wyniki
empiryczne sa statystycznie istotne i nie wskazuja na wystgpowanie ujemnych
wartosci realnych stop procentowych. Tak otrzymane oszacowania oczekiwanej
realnej stopy procentowej w dalszej czgsci artykulu wykorzystano do weryfikacji
hipotezy Fishera, gloszacej, ze nominalna stopa procentowa rosnie dokladnie o
oczekiwana stope inflacji. Na podstawie przeprowadzonych w tym celu testow
stacjonarno$ci nalezy uznaé, iz dla badanego okresu rozwazana hipoteza nie
znalazta potwierdzenia.

1 Szczegbdlowy opis testéw mozna znaleZé w pracy [8].
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DETERMINING THE EX ANTE REAL INTEREST RATE IN POLAND

USING STATE-SPACE MODEL

Summary

The ex ante real interest rate — the difference between nominal rates and expected inflation — is a

crucial variable in economic decision-making process. Due to nonobservability of expected inflation
rate, appropriate measuring of ex ante real interest rate encounters certain difficulties. In this paper, a
state-space model was employed in order to estimate unobserved expected real interest rate in Poland
between 1999 and 2005. The obtained results are used to verify well-known Fisher effect.
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