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1. Wstep

Wybdr, a wigc identyfikacja postaci analitycznej modelu regres)i, jest jednym z
istotniejszych probleméw analizy danych eksperymentalnych. W ujg¢ciu bayesow-
skim odbywa si¢ on przy uzyciu kryterium prawdopodobienistwa a posteriori praw-
dziwoséci modelu. Prawdziwo$¢ modelu rozumiana jest jako poprawnosc identyfi-
kacji mechanizmu generujacego dane bedace przedmiotem analizy. Mimo ze mo-
del, wedlug ktérego generowane sa dane, jest zdeterminowany (nie jest losowy), w
uj¢ciu bayesowskim okresla si¢ rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze rozpatry-
wanych modeli, wyrazajac w ten sposob niepewno$é badacza wzgledem postaci
modelu. Takie podejscie pozwala réwniez na uwzglgdnienie w analizie subiektyw-
nej wiedzy badacza poprzez okreslenie rozkladu a priori na przestrzeni modeli.
Oznacza to, ze w ujeciu bayesowskim jako zmienne losowe moga by¢ traktowane
nie tylko parametry modelu regresji, ale réwniez jego posta¢ analityczna.

Praktyczne obliczanie prawdopodobienistw modeli w ujeciu bayesowskim wy-
musza zwykle zastosowanie metod numerycznych — gléwnie algorytméw Monte
Carlo (np. algorytm Gibbsa).

Obszerne omdwienie zagadnien zwigzanych z wyborem modelu regresji oraz
zmiennych do modelu mozna znalezé na przykiad w [Bernardo 1995; Congdon
2001; Koop 2003].

2. Wybér modelu regresji

Rozwazmy r konkurujacych modeli regresji i niech model j (j = I,..,r) bedzie

zdefiniowany réwnaniem
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Y(x)=g,(x6")+e,(x), (1)
gdzie: Y (x) - zmienna losowa objasniana,

g; (x, 9(")) — funkcja regresji dlamodelu j (j =1,..,r),

x=[x| X, e xk]T — wektor wartosci zmiennych objasniajacych X, X,,... X,,
. . . A

g :[9&” eg” 95‘;'):[ — wektor k; parametréw modelu j (j=1..r),

€;(x) -—bladlosowy dlamodeluj (j=1,..,r).

Niech M oznacza dyskretng zmienna losowa okres$lajaca, ktéry sposréd rozpa-
trywanych modeli regresji wyraza zwiazek pomi¢dzy zmienna objasniana Y a
zmiennymi objasniajacymi X, X,,..., X, . Zmienna losowa M moze przyjmowac
wartosci od 1 do r, przy czym jesli M = j, oznacza to prawdziwos¢ modelu j

(j=1L.,r).

Zmienna losowa M moze zosta¢ tatwo ujgta w réwnaniu regresji. Zamiast po-
stugiwac sie réwnaniem (1) wiasciwym dla pojedynczego modelu, mozna zdefi-
niowa¢ jedno rozszerzone réwnanie regresji, ktére bedzie zawieralo wszystkie
modele szczegbétowe, a wirdd nich jeden model prawdziwy. Taki rozszerzony mo-
del regresji mozna wyrazi¢ wzorem

Y(X)=Z';:?».,-(gj(x,e(-"))+e.,-(x)). A e{01}, Zr—:)\j=|, 2)

przy czym jedyny sposréd r wspétczynnikéw A (j=1,...r), ktéry jest réwny 1,

identyfikuje numer prawdziwego modelu, a pozostale zerowe wspétczynniki A ;

identyfikuja r—1 modeli nieprawdziwych. Z podanej interpretacji wynika, ze
p(M=j)=p(k, =12, =0)dla j=1..,r.

. . . AT
Parametry A, podobnie jak parametry gt =[6$" U U 6&;’ )] , trakto-

wane sg zatem jako zmienne losowe, co oznacza, Ze mozemy za pomocg Wzoru
Bayesa wyznacza¢ prawdopodobienstwo prawdziwosci modelu (wymaga to
uprzedniego okreslenia rozktadu a priori p(A,,...,A,)). Wnioskowanie o prawdo-

podobienstwie prawdziwosci modelu regresji mozna wigc zastapi¢ wnioskowaniem
o rozkladzie parametréw modelu regresji.

Prawdopodobiefistwo prawdziwosci modelu j mozna zgodnie z wzorem Bayesa
wyznaczy¢ nastgpujaco (zaklada si¢, ze zmienne objasniajace sa nielosowe, a za-

tem p(y,X)=p(y|X)):
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p(M=j) p(y|X.M = j)

p(M=j|Xy)= ST X) , 3)
gdzie: y = [yl Y, " wektor n realizacji zmiennej objasnianej Y,
X Xk
X=|: : | —~ macierz n wartoci k zmiennych objasniajacych
X Xk
X, Xy .0 X,

p(M = jIX,y) - prawdopodobienstwo, ze prawdziwy jest model j, jesli
zaobserwowano dane X, y,

p(M = j) - prawdopodobienstwo a priori prawdziwosci modelu j,

p(y|X,M = j) ~ prawdopodobienstwo zaobserwowania danych X, vy,

jesli prawdziwy jest model j.
Wz6r (3) mozna rozwingé nastgpujaco:

p(M=j)p(y|X.M = j)

p(M = j|Xy)= ) -
p(M = j) Ip(y,em |.X,M - j)de(")

p(v[X) )
p(M =j)

=i gl My = i) detd)
ply|X,M = j,6)p(6|M = j)del.
R Jp( )
Zauwazmy, ze jezeli prawdopodobienstwa a priori p(M = j) sa identyczne dla
kazdego modelu, to wptyw na prawdopodobienstwo modelu ma wylacznie sktadnik:
py|X.m = j)= [ p(y|X.m = j.6)p(e" |m = j)ae.
ol

Obliczanie prawdopodobiefistw modeli wymaga w praktyce zastosowania me-
tod numerycznych (algorytméw Monte Carlo).

3. Wybér zmiennych do modelu

Szczegblnym przypadkiem problemu wyboru modelu jest zagadnienie wyboru
zmiennych do modelu regresji liniowej. Zatézmy, ze zmienna zalezna Y moze by¢ de-
terminowana przez pewien podzbidr zbioru zmiennych niezaleznych X, X,,..., X, .
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Réwnanie regresji zwiazane z jednym z modeli bedzie miato postaé

()= 5, () e, (x). ®

. . . AT
gdzie: gl = [Gf") 9(2./) ei{)} ,
k; —liczba parametréw modelu j,
R —liczba modeli,
x=[x x, - x ]7 — wektor wartosci zmiennych objasniajacych,

xt) — podzbidr wartosci wektora zmiennych objasniajacych o k; skladowych,

£, (xj) - btad modelu .

J

Poza parametrami modelu regresji liniowej 8" w modelu wystepuja dodat-
kowo parametry A,,...,A, . Prawdopodobienstwo modelu moze zosta¢ obliczone za
pomoca wzoru (3).

4. Praktyczne sposoby obliczania prawdopodobienstw modeli

Wybér zmiennych do modelu. Zalézmy, Zze zmienna Y moze by¢ opisana przez
dwie potencjalne zmienne objasniajace X, i X, oraz ze wystarczajace jest rozpatrze-
nie dwéch modeli: pierwszy z nich bgdzie uwzglednia¢ zmienng X, (model 1), drugi

zmienng X, (model 2). Wéwczas réwnanie (5) mozna rozpisa¢ nastgpujaco:
Y (x) =2, (e{" +00)x +e(x, )) +2, (052) +6x, +e(x, ))

Przyjmijmy, Ze zmienna losowa M bedzie réwna 1, jesli prawdziwy jest mo-
del 1, lub 2, jesli prawdziwy jest model 2. Zalozony zostanie normalny rozktad
bledow: €(x,) ~ N(0,0) i €(x,) ~ N(0,T).

Na rysunkach 1 1 2 przedstawione sa wykresy korelacyjne zmiennych x, i x,
wzgledem zmiennej y.

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwa prawdziwosci poszczeg6lnych modeli, na-
lezy okresli¢ prawdopodobienstwa a priori modeli oraz ich parametréw (dane do
przyktadu oraz zastosowane rozklady pochodza z pracy [Carlin, Chib 2001]):
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1

p(M=1)==, p(M=2)=2,

(e" =1) ~ N (3000,1000), (6 |m =2) ~ N (3000,1000),
(69[M =1) ~ N (185,100), (657 |m =2) ~ N (185,100),
(o |M =1) ~ IG (3,180000), (v|M =2) ~ IG(3,180000).

Symbolem IG(-) oznaczono odwrécony rozktad gamma. Przyjeto zalozenie,

ze rozklady parametréw sg a priori niezalezne.
Rozklady a priori parametréw maja zatem postac:
2
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Wyznaczmy nastepnie funkcje wiarygodnosci dla poszczegdlnych modeli:

p(y|m = 16!,60).0?) = Iﬂlp(y,‘M =1.61,60.0%) =
i=|

p(‘cle =2

n

2
n 1 (efl)xiZ + 9(21) - yi)2 1 i i=I (esl)xiz + e(zl) - y')
H P T ? _(o 21tj P

20?
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P(yIM =2,0,00,7) =f1p(y, |M =2,6,60,7) =

i=l

(gl @ _
v (6%, + 6 -y, [ ! ) 207+
exp| — = exp| - .
[.[rm P 27 wor) T 2t

Ostatecznie prawdopodobienstwa modeli mozna obliczy¢ nastgpujaco:
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Obliczenia powyzszych catlek wykonano numerycznie przy uzyciu programu
WINBUGS. Uzyskane wyniki sg nast¢pujace:

p(M =1|X,y)=0,2688,

p(M =2|X,y)=0,6312.

Oznacza to, ze za bardziej prawdopodobny zostal uznany model 2, ktéry
uwzglednia zmienna x, jako zmienng objasniajaca.

Wybér postaci analitycznej modelu. Zalézmy, ze cecha Y moze byc¢ opisana
przez pojedyncza zmienng objasniajaca X. Zaleznos¢ pomiedzy tymi zmiennymi
moze by¢ liniowa lub kwadratowa. Zgodnie z wzorem (2) model przyjmuje postaé

Y(x)=A, (e(l" +0\)x+0\x +g, (x)) +A, (eﬁz’ +8x +e, (x)) . (6)
Analizie zostaly poddane cztery zestawy danych, wygenerowane zgodnie z za-

leznoscia ¥ (x)=ax’+x+4+¢e(x), dla zmiennej losowej €(x) ~ N(0,5) oraz

dla parametru a réwnego 0,2; 0,3; 0,4 i 0,5. Wykresy korelacyjne otrzymanych
danych przedstawiaja rys. 3 do 6.
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Zrédlo: opracowanic wilasne.
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7rédto: opracowanic wilasne.
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Do obliczenia prawdopodobienstw zastosowana zostata metoda zaproponowa-

na w [George, McCulloch 1993]. Obliczenia wykonane zostaty za pomoca progra-
mu WINBUGS.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa modelu kwadratowego
dla réznych wartosci parametru a

o Prawdopodobienstwo
Wartos¢ parametru
modelu kwadratowego
a=0,2 0,076
a=0,3 0,697
a=0,4 0,985
a=0,5 i

7r6dio: obliczenia wlasne.
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BAYESIAN APPROACH TO MODEL AND VARRIABLE SELECTION

Summary

The paper describes Bayesian approach to statistical model identification and to the problem of
variable choice in linear regression model. The model choice bases on the criterion of posterior prob-
ability of model reliability which is understood as the accurateness of identification of data generation
mechanism. Theoretical basis for this approach have been presented as well as several examples of its
application.
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