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1. Logistyczne prawo wzrostu

W teorii ekonomii mozna spotkac si¢ z pogladem, ze kazda dziatalno$¢ wytwor-
cza podlega logistycznemu prawu wzrostu, ktérego odmianami sa np. prawo maleja-
cych przychodéw z ziemi lub prawo relatywnie malejacych efektywnosci naktadow.
Powyzsze prawa oparte sa na dos§wiadczeniu i badaniach empirycznych, a sprowa-
dzaja si¢ do stwierdzenia, ze kazda dziatalno$¢ wytworcza zalezy od wielko$ci na-
ktadow i zastosowanego procesu technologicznego. Mozna powiedzie¢, ze przy
danym procesie technologicznym, po poczatku charakteryzujacym si¢ wolnym
wzrostem, zwigkszenie nakladow powoduje dynamiczne zwigkszenie efektow do
maksimum. Od tego momentu wzrost efektow jest coraz mniejszy az do jego zanik-
nigcia. Po tym okresie w niektorych przypadkach moze nastapi¢ gwattowny spadek.
Podobne zaleznos$ci mozna znalez¢ w naukach dotyczacych przedsigbiorstw, w kto-
rych méwimy o ograniczonym wzro$cie zainteresowania i sprzedazy danego pro-
duktu (cykl zycia produktu) czy ograniczonym wzroscie udziatu w rynku. W kaz-
dym przypadku mamy do czynienia z fazami wzrostu, ktére mozna zidentyfikowac.

W wypadku firm mozna powiedzie¢, ze ich rozwdj jest identyfikowany z inten-
syfikacja sprzedazy. Poszczeg6lne fazy cykli sa rOwniez zauwazalne w przychodach
ze sprzedazy, a co za tym idzie — i w zyskach. Wielko$¢ przychodow ze sprzedazy
firmy jest nierozerwalnie zwigzana ze zmiang zaangazowanego przez firm¢ kapitatu,
cyklami koniunkturalnymi w sektorze i gospodarce oraz cyklem zycia produktu.
Wedtug np. J. Grodinsky’ego [1953], kiedy branza si¢ rodzi, w okresie poczatkowe-
go i szybkiego rozwoju wiele przedsigbiorstw stara si¢ wejs¢ do niej. Nastgpnie ma
miejsce okres dominacji najsilniejszych przedsigbiorstw i eliminacja stabszych. W
tym czasie nadal nastepuje silny wzrost, chociaz tempo staje sie wolniejsze niz w
okresie poczatkowym. Pierwszy etap zgodnie z propozycja Grodinsky’ego to etap
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pionierski, a drugi to etap ekspansji. W etapie koncowym oczekuje si¢, ze branza
przestanie rosna¢ i bedzie funkcjonowaé stabilnie przez dtuzszy okres albo ulegnie
likwidacji.

a) CISCO Inc. (w min dol.) b) McDonald Co. (w min dol.)
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Rys. 1. Ksztaltowanie si¢ w czasie przychoddéw ze sprzedazy wybranych firm

Zrodto: opracowanie wlasne.

Do identyfikacji faz rozwoju firmy, obok przychodow ze sprzedazy, stuza takie
dane, dzieki ktérym mozemy stwierdzi¢, czy firma zwigksza swoja warto$¢. Sa to
przede wszystkim: warto$¢ aktywow i kapitalu wlasnego (szczeg6lnie warto$¢ ryn-
kowa), wielkos¢ zysku operacyjnego i wielkosci miernikow EVA oraz CFROI',
Mozna przy tym stwierdzi¢, ze wielkosci powyzszych parametrow finansowych sg
powiazane z przychodami ze sprzedazy. W zaleznosci od fazy cyklu rozwoju przy-
rost tych danych jest rozny. W okresie poczatkowym wyzej wymienione dane maja
niewielkie wartosci, a ich tempo wzrostu jest nieduze. Po pewnym czasie spotka
albo bankrutuje?, albo rozpoczyna sie dla niej okres intensywnego rozwoju. Na tym
etapie wystgpuje wykladniczy wzrost danych finansowych, takich jak witasnie przy-
chody ze sprzedazy, aktywa, warto$¢ firmy. Wzrost z uptywem czasu jest coraz

! Istnieje wiele wskaznikow zarzadzania wartoscia, ktore nadaja si¢ do identyfikacji faz cyklu zycia
firmy, jednak EVA i CFROI sa najpopularniejsze.
2 Najwiecej spotek bankrutuje w pierwszym roku istnienia (zob. np. [Altman 1983]).
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mniejszy i firma wchodzi w okres stabilnosci. W tej fazie cyklu firma powinna po-
zosta¢ do momentu, w ktérym trzeba bedzie ja restrukturyzowac tak, aby jej warto§¢
1 wielko$¢ aktywow 1 przychodow nie spadly. Mozna zauwazy¢, ze jezeli firma jest
stabilna i dobrze zarzadzana, krzywa przychodéw ze sprzedazy przybiera na ogot
posta¢ krzywej logistycznej. Na rys. 1 przedstawiono ksztaltowanie si¢ przychodow
wybranych firm (Cisco Sys. Inc. McDonaldCo., Prokom SA, KGHM SA).

Dla wszystkich tych firm mozna wyodrgbni¢ fazy cyklu rozwoju firmy. Wszyst-
kie one maja za soba okresy poczatkowe i intensywnego wzrostu. Oprocz firmy
McDonald wszystkie przeszly drobne zahamowanie rozwoju. W przypadku firm
polskich (Prokom i KGHM) kryzys wywotany byl glownie zatamaniem gospodar-
czym w 2000 r. W przypadku firmy CISCO kryzys spowodowat zastoj w branzy.
Nalezy doda¢, ze firma ta w pierwszych kwartalach 2004 r. osiagneta znaczny
wzrost przychodow ze sprzedazy.

Wazrost czy spadek przychodéw uwidacznia si¢ oczywiscie w zyskach, wielkos$ci
gotowki i osiaganej rentownosci. Ksztattowanie si¢ tych parametréw w odrdznieniu
od przychodow, gdzie mamy w wigkszosci zachowany dlugoterminowy trend wzro-
stowy, ma ksztalt sinusoidy.

2. Funkcja logistyczna i loglogistyczna

Matematycznym wyrazem logistycznego prawa wzrostu jest funkcja logistyczna.
Funkcja ta jest jedna z najczesciej uzywanych do opisywania zjawisk ekonomicz-
nych czy przyrodniczych. Jest ona jedynym rozwiazaniem réwnania rézniczkowego
noszacego w ekonomii nazwe prawa Robertsona:

dy -c -
d_)t/ Y yé-vy,, Q)
przy warunku poczatkowym:
~ a
Wyraza si¢ wzorem:
~ a
T @

gdzie: a>0,b>0,c>0.

Krzywa logistyczna jest prostym, dos¢ uniwersalnym, powszechnie stosowanym
na §wiecie i w miar¢ wiarygodnym narzgdziem konstruowania prognoz gospodar-
czych o odleglym horyzoncie. Jest jednoczesnie sposobem mierzenia, obserwacji i
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analizy sprawnosci funkcjonowania oraz efektywnosci dziatania urzadzen technicz-
nych o wielkiej ztozonosci lub systemow gospodarczych duzej skali.

Funkcja ta ma dwie asymptoty y = 0 i y = a, wyznaczajace przedzial zmienno$ci
danego procesu. Gorna okresla poziom nasycenia. Funkcja ta ma jeden punkt prze-
gigcia, oddzielajacy fazg przyspieszonego wzrostu od fazy wzrostu malejacego. Inna
wazna cecha funkcji logistycznej to jej duza elastyczno$¢, pozwalajaca na bardzo
dobre przyblizanie danych empirycznych. Funkcja ta nadaje si¢ doskonale do iden-
tyfikacji poczatkowych faz rozwoju firmy, czyli od fazy powstania poprzez faze
intensywnego rozwoju az do fazy stagnacji. Ma ona jedna powazna wade, ktora jest
asymptota pozioma ograniczajaca wzrost. Wiadomo, ze po intensywnym wzroscie
warto$ci wyzej wymienionych danych finansowych albo nastepuje zatamanie, albo
powolny wzrost.

W wielu przypadkach w ekonomii i finansach okazuje si¢, ze funkcja logistyczna
nie zdaje egzaminu. Dotyczy to glownie zjawisk ,,nicograniczonego wzrostu”. Jak
wiadomo, nie mozna ogranicza¢ takich wielkosci jak np. PKB, place czy w przed-
sigbiorstwach przychody ze sprzedazy oraz warto$¢ firmy (oczywiste jest, ze celem
firmy jest maksymalizacja warto$ci w dtugim terminie). Jezeli nie dojdzie do gwal-
townego spadku ich wartosci po fazie intensywnego wzrostu, to nastgpuje powolny
wzrost (ktorego tempo powinno spada¢ do zera). Sposobem na wyeliminowanie
wady ograniczonego wzrostu funkcji logistycznej jest zmodyfikowanie tej funkcji
przez wprowadzenie do niej np. czynnika In(t). Tak zmodyfikowana funkcja nosi
nazwe funkcji loglogistycznej (logarytmiczno-logistyczna), zaproponowanej przez
Z. Hellwiga [Hellwig, Siedlecki 1989]. Funkcja ta wyraza si¢ wzorem:
aint

re= 1+’ @
gdzie: a>0,b>0,c>0.

Badajac przebieg zmiennosci tej funkcji, mozemy przedstawi¢ podstawowe jej
wlasnosci

alnt

t|mm = 0, (5)

. alnt

lim ——=—

t>o ] 4 eb*‘:t @ (6)

orazdlat; <t
aint, aint,
b—ct b—ct, ' (7)

1+e™ 1+4+e ™
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Funkcja loglogistyczna, jak wida¢, jest funkcja stale rosnaca w catej dziedzinie,
nie ma punktéw ekstremalnych i jest zawsze nieujemna:

Y0 dlat>1. 8)
dt

Funkcje logistyczna i loglogistyczna pozwalaja na daleka ekstrapolacj¢ szeregow
czasowych. Ma to istotne znaczenie przy prognozowaniu faz rozwoju firmy wyko-
rzystujacym logistyczne prawo wzrostu, np. przychodoéw ze sprzedazy czy wielkosci
aktywow.

Zastosowanie funkcji logistycznej i loglogistycznej do wyznaczenia i prognozo-
wania rozwoju firmy Microsoft na podstawie przychodow ze sprzedazy przedstawia
rys. 2. Przedstawiono na nim wygtadzenie i prognozy na lata 2003-2008 przycho-
dow ze sprzedazy, sporzadzone za pomoca omawianej funkcji loglogistycznej zada-
nej wzorem:

~ 11,86881 Int

= 5,866949 —0,3858203 t
l+e

f ¢ +0,097 ,

dla ktorej wspotczynnik determinacji wynosi R?= 0,99879.
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Rys. 2. Przychody ze sprzedazy ich prognoza dla spétki Microsoft Co.

Zrodto: opracowanie wiasne.

Firma Microsoft w latach 2002-2003 weszta w faze stabilnego ,,malejacego”

wzrostu sprzedazy. Faza intensywnego wzrostu dla tej firmy rozpoczeta si¢ w latach
1993-1994.
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3. Wyznaczanie faz cyklu zycia przedsigbiorstwa

Przy prognozowaniu i okres$laniu faz cyklu rozwoju firmy za pomoca funkcji
loglogistycznej i funkcji logistycznej nalezy zwrdci¢ uwage na okreslenie charakte-
rystycznych punktow. Najwazniejsze z nich to punkty przegigcia i punkty, ktore
beda wskazywaly na zmiany: fazy poczatkowej na fazg intensywnego wzrostu oraz z
fazy intensywnego wzrostu na fazg stagnacji.

Funkcja logistyczna ma jeden punkt przegigcia, ktory czgsto jest blisko srodka
fazy intensywnego wzrostu. Funkcje loglogistyczna ma na ogét dwa punkty prze-
gigcia, przy czym pierwszy punkt w modelowaniu cyklu rozwoju ma mniejsze zna-
czenie, drugi za$, podobnie jak w przypadku funkcji logistycznej, wskazuje na ogot
na $rodek fazy intensywnego wzrostu. Punkty przegigcia w obu funkcjach wskazuja
przede wszystkim na zmiang wypuktosci funkcji (z wypuktej do dotu na wypukla do
gory), a wigc zmiang tempa wzrostu. Aby wyznaczy¢ punkty przegigcia, nalezy
okresli¢ miejsca zerowe drugiej pochodnej, rozwiazujac roOwnania:

« dla funkcji logistycznej
3ac’e®  2ac’®  ac’e 0
‘ct +ebj ‘ct +eb;3 ‘ct +eb /‘_ ! (9)

« dla funkcji loglogistycznej

5 5 ~ ~ e )
C2t2eb ct ‘b ct —1Jnt—20teb ct‘+eb ct/_‘_’_eb ct/

]
2 b-ct
t? (+e

Jak wida¢, postacie tych pochodnych nie pozwalaja na tatwe wyznaczenie miejsc
zerowych w zalezno$ci od parametréw b i c. Parametr a nie ma wptywu na miejsce
Zerowe.

Ustalenia momentow zmiany faz cyklu dokonuje sie, wykorzystujac metody
analityczna i ekspercka (ktora wyznacza sie punkt przejscia do fazy intensywnego
wzrostu).

Kiedy zarzadzajacy firma wyznacza moment przejscia do fazy intensywnego
wzrostu, moga sprobowac dopasowaé do posiadanych danych funkcje loglogistycz-
ne lub logistyczne. Moment ten jest istotny, poniewaz zta ocena sytuacji spowoduje
duze bledy. Dopasowanie funkcji jest niezmiernie trudne, nie wiadomo, jak dana
firma moze zachowa¢ sie w przysztosci. Do ewentualnej pomocy mozna wykorzy-
sta¢ dane historyczne, ktore, jak si¢ okazuje, w wielu przypadkach sa bardzo przy-
datne. Znajac postaé¢ analityczng jednej lub kilku funkcji (metoda scenariuszy) oraz
(wyznaczajac metoda ekspercka) moment przejscia firmy w fazg intensywnego
wzrostu, mozna roéwniez wyznaczy¢ moment przejscia w okres stagnacji.

a

=0. (10)
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W tym celu zaklada sig, ze I pochodna w obu tych momentach jest identyczna.
Wyznaczenie momentu przejécia z fazy intensywnego wzrostu oraz punktu przegig-
cia ilustruje przyktad 1.

Pierwsze pochodne funkcji logistycznej i loglogistycznej sa nastgpujace:

« funkcja logistyczna

d aceb+ct
a: ‘b_i_ectf ’ (11)
« funkcja loglogistyczna
d 1+e” +cte®Int
- =4a : (12)

dt t‘+eb_0t?

Przyklad 1
Zat6zmy, ze dana jest nastgpujaca funkcja loglogistyczna, obrazujaca fazy wzro-
stu pewnej firmy:
~ 0,2 Int
FC= 145008t °
Jej pochodna przybiera nastepujaca postac:

1+e> %% +0,06te> "™ Int

t (+ 50,06t 2

~

f'¢ =0,02

Wyznaczony metoda ekspercka moment przejscia do fazy intensywnego wzrostu
wynosi t = 48. Jezeli prawdziwe jest zatozenie, ze I pochodna w tym momencie jest
taka sama jak w momencie przejécia do fazy stagnacji, to wyznaczamy drugi punkt
przejscia, rozwiazujac roOwnanie:

df @8 df

dt dt
gdzie:
%‘:8/: 0,004891 .

Otrzymujemy dwa rozwiazania, przy czym pierwsze to punkt wyznaczony meto-
da ekspercka, czyli t; = 48, a drugie to t, = 128,37.
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Rys. 3. Punkty przegigcia i punkty zmiany faz cyklu rozwoju firmy funkcji loglogistycznej
0,2Int
f(t)= 13 o006

Zrédlo: opracowanie whasne.

W celu wyznaczenia punktu przegigcia nalezy rozwiaza¢ rOwnanie

df (/: 0,
dt
gdzie:
02 0,06%t2e5-006t §5-0.06t _]En t— 20,06t 008t {4 ¢5-0.06¢ :_ (500 3

t2 ‘+ @5-0.06t 3

-~

Otrzymujemy tu dwa rozwiazania t; = 6,282 oraz t, = 85,6428, dla ktorych war-
tosci funkcji wynosza odpowiednio 0,003575 oraz 0,4758. W punktach t; i t, naste-
puje zmiana tempa wzrostu, przy czym t; dla analizy firmy jest nieistotny.

Na rys. 3 przedstawiono wykres omawianej funkcji wraz z zaznaczonymi punk-
tami przegigcia i zmiany faz.
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4. Wykorzystanie trendu uzupelniajgcego (protezy)
do modelowania faz kryzysu i ponownego ozywienia

Funkcje logistyczna i loglogistyczna sa przydatne do opisu firm o prawidlowym
rozwoju, nie przechodzacych zadnych kryzysow. Wiadomo, ze w dtuzszym okresie
wiele firm musi liczy¢ si¢ z Kryzysem, ktory moze by¢ zwiazany z klopotami orga-
nizacyjnymi, recesja w branzy czy gospodarce. Dochodzi wtedy do zatamania logi-
stycznego prawa wzrostu, a wigec dana funkcja loglogistyczna nie daje juz odpo-
wiedniego dopasowania. W firmach przechodzacych kryzys mozemy wyrdzni¢ na-
stepujace okresy:

e przedkryzysowy,

e kryzysowy,

e pokryzysowy.

Do analizy i modelowania sytuacji przedkryzysowej mozna wykorzysta¢ funkcje
loglogistyczna (trend). Sytuacja kryzysowa w kazdej firmie wplywa destrukcyjnie
na wartos$¢ firmy, jej przychody ze sprzedazy czy inne parametry finansowe.

Po kryzysie w wigkszosci przypadkow do modelowania dalszej trajektorii nie
mozna uzywac tej samej krzywej. Jezeli firma nie jest w stanie odrodzi¢ si¢ po za-
famaniu, to bankrutuje.

Po wyjsciu firmy z kryzysu nastepuje wzrost (zob. rys. 3). W zaleznosci od gle-
bokosci kryzysu oraz skutecznosci dziatan antykryzysowych i restrukturyzacji okres
,rekonwalescencji” moze trwac dtuzej lub krocej. Krzywa (funkcje), ktora wykorzy-
stujemy do modelowania sytuacji pokryzysowej, a wigc uzupelniajaca zniszczona
krzywa loglogistyczna lub, inaczej mowiac, funkcje zastepujaca juz istniejaca funk-
cje loglogistyczna, mozna nazwa¢ trendem uzupehiajacym lub proteza®. Proteza ta
powinna:

e liniowo zaleze¢ od trzech parametrow,

e by¢ funkcja monotniczna,

e przy nieograniczonym wzro$cie mie¢ malejaca pochodna.

Na rys. 4 przedstawiono przykladowe trendy uzupehiajace dla danej funkcji
loglogistycznej.

® Proteze mozna rozumieé bardzo szeroko. Pojecie to dotyczy najczesciej organizméw zywych, np.
proteza reki lub nogi. Ogodlnie mozna jednak powiedzie¢, ze jest to zastepstwo uszkodzonej czgsci
substancji stalej lub rekonstrukcji zaleznosci matematycznej.
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s

—— funkcja loglogistyczna —— proteza 1 —— proteza 2

Rys. 4. Funkcja loglogistyczna z trendem uzupehiajacym

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak wida¢ na rys. 4 trend uzupelniajacy moze stanowi¢ nowa funkcja loglogi-
styczna, dla ktorej nalezy oszacowac¢ ponownie parametry.

Ciekawa propozycja protezy moze by¢ zmodyfikowana funkcja hiperboliczna
(loghiperboliczna) postaci:

f(::aln(}%th%. (13)

Dzigki tej modyfikacji funkcja ta spetlnia wszystkie podane wyzej zatozenia. Po-
dobnie jak funkcja loglogistyczna jest monotoniczna i odpowiednio elastyczna, przy
czym nie ma ona punktu przegigcia, a wigc charakteryzuje si¢ malejacym nieograni-
czonym wzrostem.

Zastosowanie trendu uzupetniajacego przedstawiono na przyktadzie zmian wiel-
kosci aktywow firmy Ford (zob. rys. 5). W roku 1998 w firmie tej nastapita sytuacja
kryzysowa, co wptyngto zarowno na spadek wartosci aktywow, jak i na inne para-
metry finansowe. Do 1997 r. bardzo dobrym dopasowaniem w wypadku Forda byta
funkcja loglogistyczna:

~ 50,0610 Int
- 1+ e4,37059—0,937762t

f ¢ +173 .

Jako proteze po zatamaniu zastosowano nowa funkcje loglogistyczng o postaci:

~ 49,048564 Int
- 1+ e—7,33733—3,895159t

fq +232,712 .
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Rys. 5. Aktywa firmy Ford oraz wygltadzenie funkcja loglogistyczna i jej trendem uzupetiajacym

Zrédto: opracowanie wiasne.

Funkcje loglogistyczna i proteze tej funkcji wyznaczono na podstawie danych z
okresu 1990-2001. Jak widac¢ na rys. 5, po sytuacji kryzysowej aktywa firmy weszty
na nowa trajektorie. W tym przypadku sytuacja kryzysowa bylta tylko przejSciowa i
po niej firma przeszta dalej w fazg stabilnego wzrostu.

Literatura

Altman E., Corporate Financial Distress, John Wiley & Sons, New York 1983.

Hellwig Z., Siedlecki J., Krzywa loglogistyczna, jej wlasnosci i wykorzystanie w prognozowaniu roz-
WOju procesow spoteczno-gospodarczych, ,,Prace Naukoznawcze i Prognostyczne” 1989, 4.

Grodinsky J., Investments, The Roland Press, New York 1953.

Pluta W., Planowanie finansowe, PWE, Warszawa 2000.

Stanisz T., Funkcje jednej zmiennej w badaniach ekonomicznych, PWN, Warszawa 1986.

Siedlecki R., Metoda wyznaczania finansowych sygnatow ostrzegawczych w cyklu zycia przedsiebior-
stwa, praca doktorska, AE, Wroctaw 2005.

LOGISTIC AND LOGLOGISTIC FUNCTION IN MODELING
CORPORATE LIFE CYCLE

Summary

In this article firm’s cycle of life is identified. During the firm’s cycle of life changes in revenue,
assets and value are observed. It seems that logistic and loglogistic function are very important for
modeling business cycle in corporate base on revenue, assets and value.
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