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1. Wstep

Metody consensusu maja swoje zastosowanie w sytuacji konfliktu w systemie
rozproszonym. Taki konflikt moze wystapié np. w systemie multiagenckim wspo-
magajacym podejmowanie decyzji finansowych. Przyjmijmy, ze system taki poma-
ga podjaé decyzje, jaki portfel akcji nalezy zbudowaé, aby osiagna¢ zamierzony
zysk, inwestujac na Gieldzie Papierow Wartosciowych. W takim przypadku jeden
agent moze dokonywac analizy fundamentalnej, inny — analizy technicznej itd.
Rozwiazania poszczegdlnych agentéw na pewno bgda sie rézni¢. Uzytkownik
systemu natomiast chce otrzymac tylko jedno rozwiazanie problemu (optymalny
portfel akcji). W takim przypadku mozemy wykorzysta¢ metody consensusu do
uzgodnienia jednego, wspolnego rozwiazania.

W niniejszym artykule przedstawiono metody consensusu w odniesieniu do
hierarchicznych i wazonych niepetnych podziatléw uporzadkowanych. Dotychczas
okreslono metody consensusu dla wielu struktur wiedzy agenta, np. odno$nie do
podziatéw uporzadkowanych, pokry¢ uporzadkowanych, pokryé i podzialow hie-
rarchicznych, niepelnych podziatéw uporzadkowanych, natomiast nie zostaly opra-
cowane metody consensusu w odniesieniu do hierarchicznych i wazonych niepet-
nych podzialéw uporzadkowanych, ktore w wielu przypadkach stanowia strukturg
wiedzy agenta.

2. Hierarchiczny niepelny podzial uporzadkowany

W pracy [2] niepetny podziat uporzadkowany zostat zdefiniowany jako struktu-
ra informacji, z ktérag mamy do czynienia wtedy, gdy ekspert sklasyfikuje elementy
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zbioru tak, ze dany element nalezy tylko do jednej klasy lub nie nalezy do zadne;j
z klas. Uogdélnieniem niepelnego podzialu uporzadkowanego jest hierarchiczny
niepeiny podzial uporzadkowany. Jezeli np. zbiér wszystkich zwierzat chcemy
podzieli¢ na typy, kazdy typ na podtypy, kazdy podtyp na gromady itd., to moze
si¢ zdarzy¢, ze ekspert dokonujacy klasyfikacji nie wie, do jakiego podtypu czy do
jakiej gromady zaliczy¢ dane zwierzg (nic o nim nie wie). Do formalnego opisu
takiej sytuacji wykorzystujemy hierarchiczny niepetny podziat uporzadkowany.

2.1. Definicja hierarchicznego niepelnego podzialu uporzadkowanego

Definicja 1
Hierarchicznym niepetnym podzialem uporzadkowanym skonczonego zbioru
X, ktorego dendrytem jest drzewo T, nazywamy funkcje:

WU 2%
spelniajaca nastgpujace warunki:
a) P(r)=X,
b) P(b) c P(a), jesli wierzcholek b jest synem wierzcholka a,
c) P(b) P(c) =, jesli wierzchotki b i ¢ s3 synami wierzchotka q,

Hl,, P@cx,
gdzie: T — drzewo zorientowane,
r —korzen,

W — zbior wierzchotkow nie bedacych korzeniem,
L — zbidr lisci tego drzewa.
Zbiér wszystkich hierarchicznych niepelnych podzialéw uporzadkowanych
zbioru X o dendrycie T oznaczamy NUp(X).
Przyktad 1
Przyktad hierarchicznego niepetnego podziatu uporzadkowanego:
Przyjmijmy, ze zbior X ={x;, x5, x3, x4, x5, xg} oraz drzewo T ma postaé:

Rys. 1. Drzewo zorientowane T

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Oto przyktadowy hierarchiczny niepetny podzial uporzadkowany dla tego drzewa:

X
J_‘_ﬁ
a b

{x1 %2}| [{x3, x4, x6}

c d
{3} | {xl

Rys. 2. Przykladowy hierarchiczny niepetny podziat uporzadkowany dla drzewa T

Zr6dio: opracowanie wlasne.

2.2. Kryteria rownomiernosci consensusu

Kryteria rOwnomiernosci consensusu moéwig, w jakim stopniu consensus jest
podobny do danych opinii. Jezeli consensus jest w duzym stopniu podobny do
opinii jednego eksperta, a w matym stopniu podobny do opinii innych ekspertow,
to jest on mato réwnomierny. Jezeli natomiast consensus jest w takim samym
stopniu podobny do opinii wszystkich ekspertéw, to jest on bardzo rOwnomierny.

W niniejszym opracowaniu za kryteria roOwnomiernosci w odniesieniu do
consensusu przyjmiemy przedstawiona w pracy [2] funkcje C,, gdzien=1,2, ...,
o0 sygnaturze:

C,:2NUr(X) 5 NU(X).

M A\

Niech dany bedzie profil Z e2VUr(X0) Funkcja w,(x,Z) = Z[a)(x, A )] dla

i=1
n=1,2 .., xeX, M- liczebnos¢ zbioru Z.
Definicja funkeji C,;:
xeCy()yow,(x,Z)= min o,y 2).

Wiasnoscei funkcji C,, zostaly przedstawione w pracach [1; 4] i nie bgdziemy
ich rozpatrywaé¢. Wazne jest natomiast to, dla jakich warto$ci n bedziemy stosowac
metody consensusu. Poniewaz w [1] udowodniono, ze od pewnej wartosci » con-
sensus bgdzie miat taka sama postac, w niniejszej pracy zajmiemy si¢ consensusem
odnosnie do #n = 1 oraz n = 2. Dla wigkszych wartosci n algorytmy wyboru consen-
susu maja bardzo duza ztozono$¢ obliczeniowa, wigc w praktyce sg trudne w zasto-
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sowaniu, poniewaz w procesie przetwarzania danych potrzebna jest duza wydaj-
nos$¢. Chcemy bowiem, aby odpowiedz systemu byla szybka.

Wiadomo, ze dla » = | consensus jest bardzo podobny do jednego z elementow
profilu (profil jest to zbioér odpowiedzi wszystkich ekspertow), natomiast dla n =2
odlegtosci pomigdzy consensusem a elementami profilu moga by¢ wigksze, lecz
bardziej rownomierne. Decyzjeg, ktory consensus jest lepszy, podejmujemy na pod-
stawie charakteru konkretnego zadania, ktore chcemy rozwiaza¢ metoda consensusu.

2.3. Wybor consensusu w odniesieniu do hierarchicznych niepelnych
podzialéw uporzadkowanych

Definicja 2

Jesli P, P' e NUyp(X), to méwimy, ze podzial P’ powstat z podziatu P
w wyniku przesunigcia elementu x € X z liscia a do liscia b, jesli x € P(a) oraz
x € P'(b), a potozenie pozostalych elementéw w tych podziatach jest takie same.

Mozemy okresli¢ wage takich przesunigé: przez Z oznaczamy zbiér wierzchot-
kow drzewa T znajdujacych sig¢ na najkrotszej drodze taczacej liscie a i b. Jezeli
waga wierzchotka jest rbwna odwrotnosci jego glebokosci, to waga przesunigcia
jest réwna sumie wag wierzchotkéw nalezacych do Z.

Definicja 3

Odlegloscia (P, Q) migdzy hierarchicznymi niepeinymi podziatami uporzad-
kowanymi P, Q e NU7(X) nazywamy minimalna sum¢ wag przesuni¢¢ potrzeb-
nych do przeksztalcenia podziatu P w podziatl Q.

Niech 4 begdzie profilem, ktérego elementami sa hierarchiczne niepetne podzia-
ty uporzadkowane. Przyjmujemy nastepujace oznaczenie: a(a, x) — oznacza liczbe
wystapien elementu x w lisciu a drzewa T w podziatach nalezacych do 4.
Twierdzenie 1

Dla danego profilu 4 dowolny element x € X nalezy umiesci¢ w liSciu @ w con-
sensusie C(4), dla ktorego zachodzi nierdwnos¢:

ala,x)2 M/2,

gdzie M jest liczebnoscia zbioru 4.
Dowod 1

Jezeli mowimy o odlegtosci, to zachodzi warunek: y (P, 0) = AQ, P). Dla kaz-
dego elementu x € X, gdzie a(a, x) 2 M/2, odleglos¢ consensusu od M/2+1 ele-
mentow profilu jest rowna 0, natomiast odlegtos¢ M/2 -1 elementéw profilu jest

M/2-1
réwna Zo,- , gdzie o; jest odlegloscia do kazdego elementu profilu, dla ktérego
i=1

o0; > 0. Jezeli element umiesciliby$Smy w innym lisciu drzewa, to co najwyzej od-
legtos¢ M/2 -1 elementéw profilu bedzie réwna zeru, natomiast odlegto$¢ pozo-
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M/2+1
statlych elementow bedzie wynosic Zo,- gdzie o; jest odlegloscia do kazdego
i=1
M/2-1  M[2+1
elementu profilu, dla ktérego o; > 0. Wiadomo, ze Zo,- < Zoi, a wiec twier-
i=1 i=1
dzenie jest prawdziwe.

3. Wazony niepelny podzial uporzadkowany

W pewnych przypadkach ekspert nie moze jednoznacznie stwierdzi¢, czy roz-
patrywany element nalezy do danej klasy. Moze np. powiedzie¢, ze w 70% element
nalezy do jednej klasy, a w 30% do drugiej. Do opisu takiej sytuacji mozemy wy-
korzysta¢ wazony niepetny podziat uporzadkowany.

3.1. Definicja wazonego niepelnego podzialu uporzadkowanego
Definicja 4

K-klasowym wazonym niepetnym podzialem uporzadkowanym skonczonego
zbioru X, nazywamy macierz P = [‘D’j]N pe
x

K
gdzie: pij €[0,1]dlai=1,2,...,N; j=1,2,...,K oraz Zpij <ldlai=12,...,N.
j=1
Zbiér wszystkich K-klasowych podzialow wazonych zbioru X oznaczamy
WNU g (X).
Przyktad 2
Przyktad wazonego podziatu uporzadkowanego:

03 02 02 0,
P=101 03 0,1 0,11f.
04 05 0,6 08

3.2. Kryteria dla consensusu

Kryteria dla consensusu przyjmujemy takie same jak dla hierarchicznych nie-
WNU ¢ (X)

peinych podziatéw uporzadkowanych, z tym ze profilem jest: Z €2
3.3. Wybor consensusu w odniesieniu do wazonych niepelnych podzialéw
uporzadkowanych

Funkcja odleglosci pomigdzy wazonymi niepeinymi podziatami uporzadkowa-
nymi jest okreslona w identyczny sposéb jak odlegto$¢ pomigdzy dwoma punktami
w przestrzeni NxK-wymiarowej.
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Definicja 5
Odlegloscia «(P, Q), gdzie P, Q e WNU g, nazywamy liczbe:

N K 5
K(P, Q) =JZZ(PU -4y

i=1 j=1

Zauwazmy, ze latwiej jest tutaj wyznaczy¢ consensus wedtug kryterium C,,
poniewaz wyznaczanie consensusu wedhug kryterium C; jest problemem zlozonym
z tego wzgledu, ze polega na wyznaczaniu najblizszego punktu do danych punktéw
w NxK-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyznaczymy zatem consensus na
podstawie kryterium C,.

Twierdzenie 2
Macierz R nalezy do consensusu C(4) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

rownosc:
_ 1
i ZPU
PeA

gdzie i=1,2,...,N, j=1,2,...,K, A jest profilem i ma postac: Az{P(i)|k=l,2,...,M},

gdzie p® jest macierza o rozmiarach NxX i p® eWNU .
Dowéd 2

Wyznaczajac consensus wedtug kryterium C,, bierzemy pod uwage kwadraty
odlegtosci, a wigc odlegtos¢ consensusu od profilu:

2

M M K X MN K P
C(A)A=ZJZZ(¢<A>U BT | 235 S ey - )
k=1 \i=1,=1

k=li=1 j=I

Suma ta jest najmniejsza wtedy, gdy kwadrat rdznicy (c(A),j p,sk)) jest

(k)

najmniejszy. Poniewaz p;;’ jest stale dla kazdego elementu profilu, nalezy tak

wyliczy¢ c(4);;, aby roznice c(4);; - p,]k) byly jak najbardziej zblizone do siebie.

Jezeli np. profil sktada si¢ z czterech elementow, dla ktorych p(l) =17, p(z) =3,

PP =3, pf¥ =

w przypadku kryterium Cj, jednak dla kryterium C, odleglos¢ wynosi¢ bedzie

3, to wydawac¢ si¢ moze, ze w consensusie c(A);; =3. Bedzie tak

42 +0? + 0% + 0% = 16. Jezeli natomiast obliczymy S$rednia z p( ), ktéra wynosi 4,

to otrzymamy 32412412 +12 =12. Jest to oczywiscie odleglo$¢ mniejsza, zatem
twierdzenie jest prawdziwe.
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4. Podsumowanie

W artykule przedstawiono metody consensusu w odniesieniu do hierarchicz-
nych i wazonych niepetnych podziatéw uporzadkowanych, ktore sa jedna ze struk-
tur informacji eksperckiej. Zdefiniowano hierarchiczny niepeiny podziat uporzad-
kowany i jego przeksztalcenia w inny hierarchiczny niepetny podziat uporzadko-
wany oraz okreslono funkcje odleglosci, kryteria rownomiernoséci consensusu i
przedstawiono metod¢ consensusu. Te same dziatania przeprowadzono odnosnie
do wazonego niepetnego podziatu uporzadkowanego.

Jezeli stosujemy metody consensusu do rozwigzywania konfliktu, to consensus
jest takim rozwiazaniem, ktére daje stronom konfliktu nast¢pujace korzysci [3]:

— kazda ze stron jest brana pod uwagg w consensusie,

— kazda ze stron konfliktu ,traci” najmniej jak tylko to jest mozliwe,

— kazda ze stron wnost swoj wkiad w consensus,

— wszystkie strony akceptuja consensus,

— consensus jest reprezentacja wszystkich stron konfliktu.

Przedstawione zagadnienia mozna wykorzystaé w rozproszonych systemach
multiagenckich wspomagajacych podejmowanie decyzji finansowych.
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CONSENSUS METHODS FOR SOLVING CONFLICTS
IN HIERARCHICAL AND WEIGHT INCOMPLETE ORDERED
PARTITIONS

Summary

The article presents consensus methods for solving conflicts in hierarchical and weight incom-
plete ordered partitions. The hierarchical and weight incomplete ordered partitions are an agent know-
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ledge structure in many cases. The consensus methods are one of the methods for solving knowledge
conflicts in distributed systems. The article presents a definition of the hierarchical and weight incom-
plete ordered partitions, transformation of the hierarchical and weight incomplete ordered partition in
the other hierarchical and weight incomplete ordered partitions, definition of distance among incom-
plete ordered partitions and the algorithms of consensus methods for two different criteria.
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