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1. Wstep

W literaturze sg szeroko opisywane metody analizy i oceny tradycyjnych ubez-
pieczen na zycie, ktorych istota jest okreslenie podstaw do prowadzenia dziatal-
nosci umozliwiajacej ubezpieczycielowi zapewnienie wyptacalnosci i uniknigcie
ruiny. Podstawa oceny okreslonego przedsigwzigcia, jakim jest ubezpieczenie, jest
analiza procesdw losowych zwiazanych z ubezpieczeniem. Procesami losowymi
badanymi w ubezpieczeniach tradycyjnych sa m.in. wielko$¢ roszczen, taczne
przeplywy pieni¢zne czy strata ubezpieczyciela (por. [2; 7; 10]). W praktyce za$
kazdy prawie produkt ubezpieczeniowy jedynie oparty jest na modelowyn ksztalcie
ubezpieczenia, a w rzeczywistosci jest bardziej ztozony. Stanowto to przestanke
do przeprowadzenia analizy procesu skumulowanych $wiadczen dla tego typu
ubezpieczen, nazywanych ubezpieczeniami wieloopcyjnymi. Do analizy tej wyko-
rzystana zostata glownie metodyka analizy przeptywow pienig¢znych i ich wartosci
aktuarialnych zaproponowana m.in. przez Norberga (por. [8; 9]), podstawe ktorej
stanowia procesy Markowa. [stota proponowanej w pracy analizy jest okreslenie
momentow procesu skumulowanej wyplaty (skumulowanych roszczen) w indywi-
dualnym ubezpieczeniu wieloopcyjnym. Ich znajomos¢ umozliwi ubezpieczycielo-
wi dokonanie poprawnej wyceny ubezpieczenia i oceng jego ,,ryzykownosci”.

2. Model Markowa ubezpieczen wieloopcyjnych

Umowa ubezpieczenia obejmujaca rézne przypadki zyciowe nazywana jest
ubezpieczeniem wieloopcyjnym. Warunki ogolne ubezpieczenia specyfikuja przy-

* Praca naukowa finansowana ze srodkéw KBN w latach 2004-2005 jako projekt badawczy nr
1H02B00926.
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padki zyciowe, ktorych dotyczy umowa ubezpieczenia podstawowego (opcje pod-
stawowe) i ubezpieczen dodatkowych (opcje dodatkowe). Kazdemu z tych przy-
padkéw zyciowych odpowiada odpowiednia opcja polisy ubezpieczeniowej. Inny-
mi sfowy kazdemu przypadkowi zyciowemu osoby ubezpieczonej odpowiada
okreslony stan ze zbioru S ={H,S(,S,,...,S;, D} oznaczajacego przestrzef moz-
liwych stanéw. Zmiana sytuacji zyciowej ubezpieczonego powoduje zmiang stanu
(statusu) polisy ubezpieczeniowej. Model opisujacy dynamike zmian sytuacji
zyciowych osoby ubezpieczonej jest wigc jednoczesnie modelem opisujacym dyna-
miczny charakter aktywizacji mozliwych opcji polisy.

Do opisu zmian stanéw od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia wykorzy-
stywana bgdzie funkcja X(r), gdzie ¢ (¢ € T) oznacza czas, jaki uplynal od rozpo-
czgcia umowy ubezpieczenia. Zauwazmy, ze kazdy przypadek zyciowy jest zdarze-
niem losowym, wiec dla kazdej chwili ¢ X(f) jest zmienng losowa i {X(t)}teT jest
procesem stochastycznym przyjmujacym wartosci ze skoficzonej przestrzeni sta-
now S. Przy modelowaniu ubezpieczen wieloopcyjnych nalezy wigc uwzgledni¢
uwarunkowania losowe, co zwiazane jest z rezygnacja z modeli deterministycz-
nych na rzecz probabilistycznych opartych na wykorzystaniu proceséw stocha-
stycznych. Wsrod modeli probabilistycznych stosowanych w ubezpieczeniach na
zycie i dozycie szczegolne miejsce zajmuja modele Markowa, czyli modele zbudo-
wane z wykorzystaniem procesow Markowa (por. [4; 6; 8]. Sa to rowniez procesy,
ktore umozliwiaja opisanie procesu towarzyszacego ubezpieczeniu wieloopcyjne-
mu.

Podstawowymi wielkosciami okreslajacymi ewolucj¢ procesu {X([)}teT sq

prawdopodobienstwa przejScia migdzy poszczegélnymi stanami z przestrzeni S
w dowolnych momentach trwania ubezpieczenia. Nalezy wiec okresli¢ prawdopo-
dobienstwa warunkowe, pod warunkiem wszystkich mozliwych zdarzen losowych,
ktore zaszly w przesziosci. Zbior wszystkich mozliwych zdarzen losowych, ktére

zaszly do chwili ¢, oznacza sig¢ jako F, i nazywa historig procesu {X(t)}teT' Praw-

dopodobienstwo przejscia wyraza si¢ wowczas nastepujaco: P(X (u) = j|F,). Dla
procesow Markowa prawdopodobienistwo warunkowe P(X (w)= jIF,) nie zalezy

od calej historii procesu {X (t)}, a jedynie od aktualnego stanu tego procesu (czyli
aktywnej opcji polisy) w chwili . Wobec tego prawdopodobienstwo przejscia ze
stanu j w momencie ¢ do stanu £ w momencie u (dla 0 <u <t) zdefiniowane jest
nastgpujaco:

Pjy(u,t) = P(X (1) = K| X (u) = j). (1)

Jesli v = ¢, to prawdopodobienstwo przejscia jest nast¢pujace:
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0 dlaj#,

Pf"(”t)z{l dlaj = k. @

Okreslenie prawdopodobienstwa przejs¢ dla u =t wynika z faktu, ze proces
{X(#)} w momencie t moze znajdowac sig tylko w jednym ze standw.

Prawdopodobienistwo pozostania w stanie j od momentu ¢ do u zdefiniowane
jest nastgpujaco:

Py(u,t)= P(X(2) = j dlau<z<t|X(u) = j). 3)

Interesujaca jest zalezno$¢ migdzy matematyczng notacjg stosowang do opisu
procesow Markowa a tradycyjna notacja aktuarialng stosowana w ubezpieczeniach
zyciowych. Zauwazmy, 7ze w notacji matematycznej wiek wstgpu osoby ubezpie-
czanej nie jest uwzgledniony. Aby méc zastosowaé notacje aktuarialng stosowang
w ubezpieczeniach na zycie, nalezy w sposéb jawny uwzgledni¢ wiek wstepu
ubezpieczonego, ktory oznaczamy przez x. Zauwazmy, ze W momencie ! trwania
umowy ubezpieczenia, ubezpieczony jest w wieku x +¢. W tym celu wykorzystuje
si¢ rownowazny proces Markowa okreslony jako {X(x+1)}, .. Proces ten jest

odpowiednikiem procesu Markowa {X(t)} ktéry uwzglednia w sposéb jawny

tel”’
wiek wstgpu ubezpieczonego. Wdwcezas, zgodnie z notacja aktuarialna, prawdo-

podobienistwa warunkowe dla modelu Markowa oznaczone sa nastgpujaco:
pi = P(X(x+0) =KX ()= )) @
oraz
PV = P(X(x+2)=jdla0<z<X(x) = ). (5)

Zmiany stanéw moga zachodzi¢ w dowolnym momencie trwania ubezpiecze-
nia. Woéwczas zamiast prawdopodobienstw przejscia stosowane sg intensywnosci
przejscia ze stanu 7 do stanu j oznaczane przez (1) 1 zdefiniowane sg nastgpu-

jaco (por. [8; 10]):
Fy(t, u) lim P,‘j(tat*'dt).

M ()= lim—=
v u—>t u-—tI dt—0 dr

(6)

Poniewaz wiek wstepu ma wplyw na indywidualna zachorowalnos¢, rekonwa-
lescencje i umieralnos¢, matematyczna notacja intensywnosci p;(f) musi by¢

interpretowana w nastgpujacy sposob: s, (£) = p;;(x +1) dla¢t>0.
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3. Proces skumulowanych swiadczen

Procesami reprezentujacymi wielkosci wyplaconych swiadczen w ubezpiecze-
niu wieloopcyjnym sa procesy oznaczone: {Cj(t)}, {Dj(t)} oraz {Cjk (t)}. Sa to
odpowiednio: C;(T) to wyplacane w okresie T renty, D;(T) to jednorazowe
$wiadczenia wyptacane z tytutu dozycia okre§lonego wieku oraz C k(1) to jedno-
razowe $wiadczenia wyplacane przez ubezpieczyciela z tytutu zajscia okreslonego
zdarzenia losowego w okresie 7. Swiadczenia te mozemy podzieli¢ na dwa rodza-
je: zwiazane z okreslonym stanem j procesu {X(t)}’eT, obejmujace renty i $wiad-
czenia wyplacane z tytutu dozycia okreslonego wieku, oraz $wiadczenia zwiazane
z przejSciem procesu ze stanu j do stanu k, obejmujace wszystkie pozostate
$wiadczenia jednorazowe. Rozpatrujac platnosci zwiazane ze zmiang stanu, nalezy
zauwazy¢, ze w dowolnym odcinku czasu T proces {X (t)} ,er Moze kilkakrotnie
zmieni¢ stan. Niech Ny (r) oznacza liczbg przejs¢ procesu { X (¢)} ze stanuj do k

w czasie [0, ¢], co zapisuje si¢ nastgpujaco:
Ny () =#{7 €(0,0]: X(v - 0) = j, X(7) =k} .

Odpowiednie zlozenie procesow wielkosci wyptaconych $wiadczen prowadzi
m.in. do ogdlnego procesu skumulowanych $wiadczen nazywanego réwniez
procesem skumulowanych roszczen (por. [1; 10]) oznaczonego w pracy {W(t)}.
Definicja [9]

Wycena strumienia finansowego B(T), czyli funkcja zaktualizowanych (na moment ¢)
wartosci strumienia ptatnosci dokonanych w okresie 7, okreslona jest nastgpuja-
cym wzorem:

ZB,(T) = ﬁt) [u(r)dB(2), ™
T

gdzie u(¢) — funkcja dyskontujaca.
Gdy rozpatrywany jest model kapitalizacji ciaglej, stopy procentowe zastgpo-

wane s3 intensywnoscia oprocentowania. W tym przypadku funkcja dyskontujaca
dana jest wzorem:

St

v(t)=e ¥

Wedlug wzoru (7) wycenia si¢ poszczeg6lne strumienie finansowe zwiazane
z ubezpieczeniem wieloopcyjnym. Innymi stowy, wyznacza si¢ zaktualizowang
wartos¢ wyptacanych rent {C ) (t)}, jak réwniez jednorazowych swiadczen wypla-

canych z tytutu dozycia okreslonego wieku — D (T) i z tytulu zajscia okreslonego
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zdarzenia losowego — C j; (T). Stanowig one podstawg wyceny strumienia finanso-

wego skumulowanych swiadczen W(r). Po uwzglednieniu strumieni ptatnosci cha-
rakterystycznych dla ubezpieczenia wieloopcyjnego zaktualizowana wartos$¢ sku-
mulowanych $wiadczen zgodnie ze wzorami (7)-(8) jest procesem losowym o
nast¢pujacej postaci:
ZW,(N)=[eDaw(r)=3" [e D1, (0)dC () + 3 [e 701 ;(1)dD () +
T J T J T
$wiadczenia zwigzane ze stanem j
+>> Je—5(r")c1~k(r)dek(r), ®)
J k#ET

$wiadczenia zwiazane z przejsciem
procesu ze stanu j do &

1 gdy X(¢) =,
gdzie [ ;(¢) = gdy X (1) j
J 0 gdy X(¢) # J.

Rownowazna posta¢ wzoru (9) jest nastgpujaca:

ZW,(T) =Zje“5(f")1j(r)dm(r)+z 3 je‘5("’)cjk(r)dek(r), (10)
JT J k#j T

o

gdzie {Wj(t)}:eT jest procesem uwzgledniajacym wszystkie swiadczenia zwigzane

ze stanem j.

4. Momenty procesu skumulowanych $§wiadczen

Podstawa wyznaczenia charakterystyk funkcyjnych badanego procesu sa mo-
menty zwykle i mieszane poszczegdlnych zaktualizowanych strumieni pfatnosci.
Wartos¢ oczekiwang zaktualizowanych strumieni ptatnosci ($wiadczenia lub sktad-
ki) oblicza si¢ jako warunkowa warto$¢ oczekiwang platnosci, pod warunkiem
historii procesu {X (t)} (- Do wyznaczenia wariancji, odchylenia standardowego

i innych charakterystyk funkcyjnych potrzebna jest rowniez znajomos¢ momentéw
wyzszych rzedow, dlatego wyprowadzone zostaly wzory na momenty zwykle i
mieszane poszczegolnych strumieni platnosci.

Wartos¢ oczekiwana skiladek placonych przez ubezpieczonego w okresie T
dana jest wzorem:

E(za/(T\|x()=i)=[e 0 _, p¥,,dil (7). (1
J T
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Analogicznie wartos¢ oczekiwang swiadczen zwigzanych z okre$lonym stanem
(rent oraz jednorazowych $wiadczen z tytutu dozycia okreslonego wieku) wyplaca-
nych przez ubezpieczyciela w okresie T oblicza si¢ ze wzoru:

E(zw(D|x(0y=i)= [e7°C0 _ pl, aw; (). (12)

J T
W ubezpieczeniu wieloopcyjnym wyréznia si¢ dwa rodzaje swiadczen zwiaza-
nych z okreslonym stanem: renty oraz jednorazowe $wiadczenia z tytutu dozycia
okreslonego wieku przez ubezpieczonego. Przyjmujac wiegc W()=C;(1), we

wzorze (12) otrzymuje si¢ warto$¢ oczekiwang renty wyptacanej przez ubezpieczy-
ciela, gdy proces {X(t)}teT jest w stanie j, natomiast jesli przyjmie si¢
Vlj-(t) =D, (2), to wzor ten okresla warto$¢ oczekiwana jednorazowych swiadczen

wyplacanych z tytutu dozycia okreslonego wieku.
W przypadku sumy ubezpieczenia wyplacanej przez ubezpieczyciela w mo-
mencie przejscia procesu {X (t)} (e 2€ stanu j do stanu k wartos¢ oczekiwana wy-

znacza si¢ w nastg¢pujacy sposob:
ik . -5(z- j
E(Zc/ (T)lX(t):z):ZZ je O (Dbl (x+)dz. (13)
Jok#jT
Momenty mieszane wyznacza si¢, wykorzystujac twierdzenie Fubiniego o calce

podwdjnej z funkceji o rozdzielonych zmiennych (por. [3]). Moment mieszany skfa-
dek ptaconych przez ubezpieczonego wyznacza si¢ nast¢pujaco:

E(2r1f(R)- 2] (1) | X (1) = ) =

1 1 X =i |
N %%lu(q lix(o=gy1 g(T)ZETJ VI (sy=j) T (X () =1 | =

] 2

(U(t)) > [ o E(I 11yl g () x5y T (N X (1) = 1) =

g JIn

=YY [ [ e P(X(x) = g, X(s) = J|X(0) =)dlT o (£)dIT 5 (5).

g J LT,

Poniewaz proces {X(f)},_ jest procesem Markowa, stosujac notacje aktua-
rialng otrzymuje si¢:
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E(zr8(%,)- 2] (D) X(1) =i) =22 Y 3| [ [e %™

g |5

'(1{r<s} Tt p;cgﬂ s—T pf-/&-r + I{s<r} s—t P;{H r—sijris )dng(r)dnj(s) + (14)

=26
+0 g '[e Tr-—tpx+ts Al g (7).
hnh

Analogicznie wyznacza si¢ moment mieszany renty lub $§wiadczen wyptacanych
przez ubezpieczyciela z tytulu dozycia okre$lonego wieku:

E(ZS,g(T] )- 28} (T; )‘X(t) = i) =20y j je—5fe-5s :

& JNT
'(I{Ks} r—t Pet s—c Pavr + I{:<r} 5=t Pt r—spklgs)ng(T)de (s)+ (15)
+5g/- je_z — ,prdS ()|
UlaX)

W przypadku sumy ubezpieczenia wyplacanej przez ubezpieczyciela moment
mieszany procesu losowego wyznacza sie nastgpujaco:

EX(t):(ZC (1) Cjk(Tz))

= Ex(t)=i ZZ Ju(t)cgh(r)d a2 YL o)) j o(s)e 4 ()N () | =

g h¢g J ok#j

(U(,)) YT [ [ot)u(s)egn(2)e i (5)- E(aN g (r)aN y ()X (1) =i) =

g h#g j k#j T,

SIS [ o) (tre(s)-

(t) g h2g j k2 T T,

' (I{X(T)=g}'ugh(T)I{X(s)=j}#jk (S)lX(t)zi)z
= eZJtZ Zz Z J‘ J‘e—dre—&‘cgh(r)cjk (5)-

g h=g j k=#j T,T,
P(X(7) = g, X(5) = j|X(8) =)t gy (Tt j (s)d .



209

Poniewaz proces {X (t)} jest procesem Markowa, stosujac notacj¢ aktuarialng
otrzymuje sig:

Ex(=i(2CE (1) 26/ (1)) = X 3 3| [ [ e P eqn(@eu s

g h=g j k#j| T,

'[I{rq} Tt p;g“ st Per +I{s<1} 5=t p¥+t -5 piﬁs ],ugh(f)ﬂjk (s)dds+ (16)

-2 }
+(sghé‘jk J.e Tcgh(r)‘r—tp;g%-tﬂgh (v)dr |.
AT,

Momenty mieszane zaktualizowanej wartosci wszystkich rodzajéw $wiadczen
wyznacza si¢ odpowiednio ze wzoru:

EX(:):i(ZSig(TI)'Zka(Tz))=

=E x(1)=i Zu(lt) _[U(T)dS (z) ZZ (t) Ju(s)c k()N i (s) |=

J k#j

(U(Z)) ZZZ jJU(I)U(A)E(I{X(r) g}dS (T)('_/k(s)dN_/k(-S)lX([) )

g Jk*jTh

L33 [ Jo@ue)ej (9 P(X(1)=g,X(5)= | X (0)=i)dSy () (s)ds=

(t) g J k2T

_ 2&222 ,”. &e_&cjk(s)-

g J k1T,
.{I{TQ}Pig(t,r)ng(r,s)+I{KT}p[j(t,s)pjg(s,r)}ng(r)yjk (8)ds.

Po wprowadzeniu notacji aktuarialnej powyzszy wzor przyjmuje postaé:

EX(t):l(ZStg(Tl) zci(r )‘eZ&ZZZH e ¥ (s)-

g J KJTT (17)
'{[{Ks} —t Piri s—rpfir + I{s<r} s—t pgﬂ r-s P¥is }ng () ji (8)dis.

Z punktu widzenia ubezpieczen interesujace sa nastgpujace charakterystyki
funkcyjne procesu: warto$¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie standardowe, po-
zwalajace oszacowaé warto$¢ skumulowanych $wiadczen i okresli¢ precyzje tego
oszacowania. Do wyznaczenia wartosci oczekiwanej i wariancji skumulowanych
swiadczen wystarczy znajomos¢ odpowiednich momentéw poszczegoélnych stru-

mieni platnosci C/(£), D/ (1) i D/ (1).
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Po podstawieniu ich do wzoré6w na wartos¢ oczekiwang i wariancj¢ sumy
zaleznych zmiennych losowych (por. [3]) otrzymuje si¢ warto$¢ oczekiwang i
wariancj¢ skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu wieloopcyjnym. Okreslenie
wielkosci podstawowych charakterystyk tego procesu przeprowadza si¢ w dwdch
etapach. Pierwszy etap to zbadanie wlasnosci i rozktadu catkowitych skumulowa-
nych $wiadczen (nazywanych réwniez catkowita wyplata) zanim jeszcze umowa
zostanie podpisana, z uwzglednieniem wieku oséb ubezpieczanych i1 dlugosci
okresu ubezpieczenia. Analiza ta jest dla ubezpieczyciela podstawa wyceny ubez-
pieczenia. Drugi etap wiaze si¢ z analiza wlasnosci procesu przysztych skumulo-
wanych swiadczen juz w okresie trwania ubezpieczenia z uwzglgdnieniem ewen-
tualnych niedoszacowan w przyszlych platnosciach, w zwiazku ze zmieniajacymi
si¢ w okresie trwania ubezpieczenia aktywnymi opcjami tego ubezpieczenia.
W tym etapie analizy uwzglednia si¢ wigc proces aktywizacji opcji w okresie trwa-
nia ubezpieczenia i dotyczy on uméw ubezpieczenia tradycyjnego z wykupionymi
opcjami dodatkowymi.

5. Podstawe charakterystyki funkcyjne procesu skumulowanych
swiadczen dla przykladowych polis wieloopcyjnych

Indywidualne ubezpieczenie na zycie

Najprostszym przyktadem ubezpieczen wieloopcyjnych sa tradycyjne ubezpie-
czenia na zycie. Ubezpieczenia te obejmuja ubezpieczenie na zycie (UZ), czyste
ubezpieczenie na dozycie (UD) oraz ubezpieczenie na zycie i dozycie (UZD).
Przedmiotem takich ubezpieczen jest zycie ubezpieczonego. W wymienionych
ubezpieczeniach wyodregbnione sa dwa przypadki zyciowe: zycie i $mieré, ktore
oznaczone sa nastgpujaco: [ — ubezpieczony zyje, D — ubezpieczony zmart.

Procesami reprezentujacymi wielkosci roszczen w tego typu ubezpieczeniu

wieloopcyjnym sg {C]—k (t)} oraz {Dj(t)}. Dla tych ubezpieczenr wystepuja nastg-
pujace strumienie ptatnosci:
cdla0<r<n, {d dlat=n,

sag(t)=

0 dlat>n, 0 pozatym.

CHD(t)={

Po uwzgledniieniu strumieni ptatnosci charakterystycznych dla ubezpieczenia
UZ, UD i UZD proces skumulowanych $§wiadczen zgodnie ze wzorem (10) ma
nastepujaca postac:

n
d-e 001, )+ cje“’(s‘”dNHD(s) .

$wiadczenia z tytutu N

dozycia $wiadczenia z tytulu $mierci
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W analizowanym przykiadzie dotyczacym tradycyjnego ubezpieczenia UZ, UD
i UZD (bez opcji dodatkowych) przeprowadzono analiz¢ wlasnosci procesu catko-
witych skumulowanych $wiadczen. W ubezpieczeniach najczesciej uzywanymi
charakterystykami funkcyjnymi sa warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe.
Charakterystyki te dla ubezpieczenia wieloopcyjnego wyznacza si¢ na podstawie
momentéw poszczegélnych przepltywéw pienigznych okreslonych wzorami
(11)-(17). Wykresy przecigtnej catkowitych skumulowanych $§wiadczen i odchyle-
nia standardowego dla ubezpieczenia UZ przedstawiono na rys. 1. Do obliczen
numerycznych przyjgto sumg¢ ubezpieczenia rowna 1 j.p., stope oprocentowania
5% i intensywno$¢ zgonu stosowana przez dunskie towarzystwa ubezpieczeniowe!

postaci (por. [4; 8]): s pp ()= p(x+1)=0,0004+0,0000034674.10%06+0)

wartos$¢ oczekiwana odchylenie standardowe

60 20 60 20

Rys. 1. Wybrane charakterystyki catkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ

Zrodlo: opracowanie whasne.

Wartos¢ oczekiwana calkowitych skumulowanych $wiadczen, jak mozna sig
byto spodziewac, jest rosnaca funkcja okresu trwania ubezpieczenia » dla kazdego
wieku wstepu. Natomiast jezeli rozpatrujemy ja jako funkcj¢ wieku osoby ubezpie-
czanej, to mozemy zaobserwowac, ze dla wieloletnich kontraktéw ubezpieczenio-
wych sg to funkcje rosnace, natomiast dla matych wartosci » jest to funkcja prawie
stata. Doktadnos$¢ oszacowania przecig¢tnych skumulowanych swiadczen mierzy si¢
za pomoca wielkosci odchylenia standardowego. Jego wykres wskazuje, ze dla
ustalonego wieku osoby ubezpieczanej odchylenie standardowej rosnie od n=1 do

maksimum, ktdre osiaga dla n, takiego ze , p, :,lp,f!H =0,7 i nastgpnie maleje, az
do n = 60. Analogicznie, dla ustalonego # odchylenie standardowe jest funkcja ros-
naco-malejaca zmiennej x, ktora osigga maksimum dla x, spelniajacego warunek:

! Polskie firmy ubezpieczeniowe nie udostgpniajg informacji dotyczacych stosowanych funkcji
intensywnosci nie udostgpniaja réwniez danych umozliwiajacych ich aproksymacje.
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n pxznpr =0,7, za wyjatkiem duzych wartosci n, dla ktérych ‘v’xnpr >0,7
1 wowczas mamy funkcje¢ rosnaca. Przedstawione wlasnosci funkcji mozna doktad-
niej przeanalizowaé, rozpatrujac umowe zawarta z ubezpieczonym w okreslonym
wieku. Wybrane charakterystyki funkcyjne catkowitych skumulowanych $wiad-
czen dla ubezpieczenia UZ zawartego z osoba 30-letnig przedstawione sa na rys. 2.

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe

0,14 0.12

0,12

0,1

0,1 max dla n =39, 1,p, = 0,7
0.08 0,08

0,06 0,06

0,04 0,04

0,02 0,02

——n

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Rys. 2. Wybrane charakterystyki calkowitych skumulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UZ
zawartym z 30-latkiem

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Drugim rodzajem najprostszego ubezpieczenia wieloopcyjnego jest ubezpie-
czenie na dozycie UD. Wykresy przecigtnej catkowitych skumulowanych $wiad-
czen, ich drugiego momentu, wariancji i odchylenia standardowego dla ubezpie-
czenia UD przedstawiono na rys. 3.

warto$¢ oczekiwana odchylenie standardowe

Rys. 3. Wybrane charakterystyki catkowitych skamulowanych $wiadczen w ubezpieczeniu UD

Zrodto: opracowanie wilasne.
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W przypadku ubezpieczenia na dozycie UD warto$¢ oczekiwana catkowitych
skumulowanych swiadczen jest malejaca funkcja okresu trwania ubezpieczenia »n
dla kazdego wieku wstepu i jest to zwiazane z malejacym prawdopodobienstwem,
ze nastapi wyplata Swiadczenia. Wielkosc ta, jako funkcja wieku ubezpieczonego
dla dowolnych wartosci n, jest funkcja stata. O dokladnosci oszacowania przeciet-
nych skumulowanych $wiadczen swiadczy wielkos¢ odchylenia standardowego.
Jego wykres wskazuje, ze w ubezpieczeniu UD dla ustalonego wieku osoby ubez-
pieczanej odchylenie standardowe rosnie, osiagajac maksimum w np,,,, a nastep-
nie maleje az do » =60. Analogicznie dla ustalonego » odchylenie standardowe
jest funkcja rosnaco-malejaca z wyjatkiem duzych wartosci n, dla ktérych jest
funkcja malejaca. Przedstawione wiasnosci funkcji mozna przeanalizowaé doktad-
niej, rozpatrujac umowe¢ UD zawartg z m¢zczyzna w wieku 30 lat. Wybrane cha-
rakterystyki funkcyjne (wartos¢ oczekiwana i odchylenie standardowe) catkowi-
tych skumulowanych $wiadczen dla ubezpieczenia UD mezczyzny 30-letniego,
przedstawione sa na rys. 4.

warto$¢ oczekiwana odchylenie standardowe
! 0,07 —
0.8 0,06
0,05
0.6 0,04
0,4 0,03
0,02
0.2 0,01
n n
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 60

Rys. 4 Wybrane charakterystyki catkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UD
30-letniego m¢zczyzny

Zrédlo: opracowanie whasne

Indywidualne ubezpieczenie na zycie z opcja NW

W przypadku ubezpieczenia UZ, UD, UZD z opcja dodatkowa nieszczg$liwy
wypadek NW przedmiotem ubezpieczenia umowy podstawowej jest zycie ubezpie-
czonego w czasie trwania umowy lub Jozycie ubezpieczonego do konca okresu
ubezpieczenia. Natomiast przedmiotem ubezpieczenia umowy dodatkowej jest
zdrowie ubezpieczonego, a ochrong objgte jest catkowite lub czgsciowe trwate
inwalidztwo spowodowane nieszczg¢$liwym wypadkiem. Zgodnie z umowg podsta-
wowa, firma ubezpieczeniowa wyptaca jednorazowe $wiadczenie w wysokosci
¢ j.p- w przypadku Smierci ubezpieczonego lub w wysokosci d j.p. w przypadku
dozycia konca okresu ubezpieczenia (w zaleznosci od przyjetego wariantu UZ, UD
lub UZD). W przypadku doznania przez ubezpieczonego trwaltego uszczerbku na
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zdrowiu w wyniku nieszczesliwego wypadku firma ubezpieczeniowa, zgodnie
z umowa dodatkowa, wyplaca jednorazowo $§wiadczenie w wysokosci 2c¢ j.p.
w momencie uznania inwalidztwa. Strumienie platnosci wynikajace z umowy pod-
stawowej i dodatkowej sg nastgpujace:

d dlat=n,

(1) =ds(0)= {0 poza tym

cdlaO<t<n,

acHD(t)=cSD(t)={

0 dlar>n.

2c dla0<r<n,
c )=
hS 0 dlar>n,

Procesami reprezentujacymi wielkosci roszczen w tego typu ubezpieczeniu wielo-
opcyjnym sa odpowiednio {Dj(t)} oraz {Cjk (t)}. Po uwzglednieniu we wzorze

(9) strumieni ptatnosci charakterystycznych dla ubezpieczenia UZ, UD i UZD
z opcja NW otrzymujemy proces skumulowanych §wiadczen nastgpujacej postaci:

ZW, (t,my=d e ) (I () + Is(m) + c[ e 2D (dN s () + dN g () +

Swiadczenie z tytutu dozycia N .
$wiadczenie z tytutu Smierci

n n
+ bje_é("—’)ls (r)dt + 2cje_5("_t)dNHS(T).
t t

-

swiadczenie z tytutu $mierci

Analiz¢ wlasnosci rozktadu procesu skumulowanych $wiadczen w przypadku
ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi mozna przeprowadzi¢ w dwoéch etapach.
Pierwszy etap to zbadanie rozktadu calkowitych skumulowanych $wiadczen stano-
wiacych dla ubezpieczyciela podstawg wyceny ubezpieczenia. Korzystajac ze wzo-
réw (11)-(17), wyznaczono momenty poszczegdlnych strumieni platnosci stano-
wiacych podstawe wyznaczenia wybranych charakterystyk (wartosci oczekiwanej
i odchylenia standardowego) procesu skumulowanych $wiadczen. Wykresy tych
charakterystyk w ubezpieczeniu UZ z opcja NW zawartego z osoba 30-letnig
przedstawiono na rys. S.

W przypadku ubezpieczenia na zycie z opcja dodatkowa NW zaréwno wartos¢
oczekiwana, jak i odchylenie standardowe wykazuja takie same wlasnosci jak
w przypadku tradycyjnego ubezpieczenia UZ bez opcji dodatkowych. Wartoéé
oczekiwana calkowitych skumulowanych swiadczen jest rosnaca funkcja okresu
trwania ubezpieczenia » dla kazdego wieku wstgpu. O doktadnosci oszacowania
przecigtnych skumulowanych swiadczen $wiadczy wielkos¢ odchylenia standardo-
wego, ktérego wykres wskazuje, ze dla ustalonego wieku osoby ubezpieczanej
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warto$¢ oczekiwana odchylenie standardowe

0,35 0.3 ]
0,3 0,25
0,25 0,2
0.2 0,15
0,15
0.1 0,1
0,05 0,05

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Rys. 5. Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe catkowitych skumulowanych $wiadczen
w ubezpieczeniu UZ z opcja NW dla 30-latka jako funkcje n

Zrédto: opracowanie wilasne.

odchylenie standardowej rosnie do pewnego punktu n,,, spetniajacego warunek:
o Px = 0,7 i1 dalej maleje az do n = 60.

W umowach ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi aktywne opcje zmieniaja
sie w okresie trwania ubezpieczenia. Ubezpieczyciel, dokonujac wyceny ubezpie-
czenia w momencie jego zawierania, nie uwzglednia tych zmian i w ten sposob
mogga powsta¢ ewentualne niedoszacowania przysztych przeptywow pienigznych.
W zwiazku z tym ubezpieczyciel powinien dokonaé analizy procesu skumu-
lowanych swiadczen dla dowolnego momentu ¢ €[0,n] trwania ubezpieczenia,
z uwzglednieniem procesu aktywizacji opcji ubezpieczenia. Analiz¢ t¢ mozna
przeprowadzi¢ dla ustalonego momentu, w taki sam sposéb, jak w przypadku
catkowitych skumulowanych $wiadczen.
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THE MOMENTS OF ACCUMULATED PAYMENTS IN INDIVIDUAL
MULTI-STATE INSURANCE

Summary

In the literature there are described the methods of analyzing and pricing in traditional life
insurance, which permit to describe bases for insurer and estimate the “riskness” of individual
contract. But in practice the traditional life insurance respects only the basic insurance products,
which in reality are more complicated. This reason determined that in my article I consider a multi-
state insurance policies, which are more attractive and better adopted to the needs of clients. With the
life insurance and in particular with the multi-state insurance is connected the analysis of the risk
processes: loss or income of the insurer, total payments stream and accumulated payments. Therefore
the essence of my work is the discussion and analysis of accumulated payments in multi-state
insurance. I used the analysis of financial stream and their actuarial value proposed by Norberg.
I presented the moments of accumulated payments in individual insurance. Knowledge of these
moments permits to correct calculate premiums and reserves as well as to describe and estimate the
»riskness” of individual contract. This is also the basis for further analysis of the insurance portfolio.

Dr Magdalena Homa jest pracownikiem Zakladu Statystyki i Badafn Operacyjnych Uniwersyte-
tu Wroclawskiego.
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