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Wstęp

Standardowe metody stosowane w przypadku estymacji skończenie wymiarowych 
parametrów, jak np. metoda największej wiarogodności czy metoda najmniejszych 
kwadratów, zazwyczaj zawodzą, kiedy próbuje się zastosować je bezpośrednio do 
zagadnień estymacji nieparametrycznej (nieskończenie wymiarowej).

Problem ten można dobrze zilustrować na przykładzie estymacji funkcji gęsto­
ści rozkładu. Załóżmy, że (a?i,..., xn) jest realizacją zmiennych losowych i.i.d. z 
rozkładu absolutnie ciągłego o nieznanej gęstości Wówczas estymator naj­
większej wiarogodności funkcji f0 maksymalizuje kryterium:

n
w=n fM- (i)fc=l

Łatwo zauważyć jednak, że w przypadku, gdy nic więcej nie wiadomo o /o, maksi­
mum (1) nie jest osiągane na przestrzeni wszystkich gęstości.

Innym przykładem, dla którego zastosowanie klasycznych metod estymacji koń­
czy się niepowodzeniem jest nieparametryczna estymacja funkcji regresji m0(:r) = 
E(Y|X = x) na bazie obserwacji (24, y^,..., (xn, yn). Wówczas estymator m0 wy­
znaczony metodą najmniejszych kwadratów minimalizuje

n
R(m) = (2)k=l

W tym przypadku, minimum równe zero jest osiągane dla dowolnej funkcji m, takiej 
że: m^) = yk, k = 1,..., n.

U. Grenander (1981) zaproponował następujące rozwiązanie przedstawionych 
problemów: optymalizujemy określone kryterium (np. maksymalizujemy funkcję 
wiarogodności lub minimalizujemy sumę kwadratów błędów) na pewnym skończe­
nie wymiarowym podzbiorze przestrzeni parametrów S'(m(n)) pozwalając, aby wy­
miar tego podzbioru rósł wraz ze wzrostem rozmiaru próby n. Ciąg podzbiorów 
{S,(m(n))}, na bazie których konstruowany jest estymator Grenander nazwał „si­
tem”, samą procedurę estymacji określając natomiast jako „metodę sita” (method of 
sieves). Jak się okazało, metoda ta prowadzi, nawet w bardzo ogólnych przypad­
kach, do wyznaczenia zgodnych, nieparametrycznych estymatorów (np. Grenander 
(1981), Geman i Hwang (1982)). Poniżej przedstawimy nieco bardziej formalnie ideę 
metody sita.
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Definicja 1 (Sito)
Rodzinę {S(mn)} podzbiorów przestrzeni parametrów A nazywamy sitem jeżeli:

(i) Wymiar m(n) rośnie wraz z n,

(ii) S = Um„ jest zbiorem gęstym w A, tzn.

U = A.
mn

Uwaga 1
Często zamiast (?) zakłada się dodatkowo, że {5^} jest rodziną monotoniczną, tzn.

S(mn) G S(mn+1\

Uwaga 2
Niekiedy jako parametr indeksujący sito przyjmuje się p = £-, (p > 0) (ang. mesh 

size/

Estymator największej wiarogodności amn dla określonego podzbioru Smn C A 
wyznaczamy tak, aby:

Ln(amn) = sup Ln(a)
Ot^Smn

Jednym z najprostszych przykładów sita jest tzw. sito histogramowe, które dla 
problemu estymacji gęstości określamy jako:

Smn = {/ : f -gęstość rozkładu, przedziałami stała na [7^, k € Z

Dla przykładu wymieńmy jeszcze inne stosowane w tym przypadku (estymacja gę­
stości) sito:

Smn = {f : /-gęstość rozkładu, |/'| < f mn p.w.}.

Z kolei dla problemu nieparametrycznej estymacji funkcji regresji najczęściej uży­
wane są sita postaci: 

2
dx < mn ,

gdzie oznacza zbiór funkcji mających absolutnie ciągłe pochodne rzędu p — 1.
Obszerny przegląd wykorzystywanych sit można znaleźć np. u Grenandera (1981) 

oraz w pracy Gemana i Hwanga (1982).
Zakładając, że mamy już estymator amn interesowała nas będzie analiza jego 

statystycznych własności. Szczególnie istotne jest zbadanie zgodności, co może być 
sformułowane na różne sposoby w zależności od struktury przestrzeni parametrów A. 
Kluczowym zagadnieniem w badaniu zgodności jest określenie szybkości wzrostu sita 
określonej przez mn. W praktyce, musimy zagwarantować, aby ciąg mn zmierzał do 
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nieskończoności „odpowiednio wolno”, gdy n —> oo. Szczegółowe warunki (dotyczące 
przede wszystkim własności sita Smn oraz ciągu mn), które gwarantują w ogólnym 
przypadku zgodność estymatorów skonstruowanych z wykorzystaniem metody sita 
przedstawiono m.in. we wspomnianej już pracy Gemana i Hwanga (1982).

Metodę sita można zatem stosować do wielu zagadnień estymacji nieparame­
trycznej. Często otrzymane w ten sposób rezultaty są dualne do innych metod po­
zwalając spojrzeć na nie w nowym świetle (np. Geman i Hwang (1982) lub Walter i 
Blum (1984)). Najprostszym tego przykładem jest wykorzystanie sita histogramo­
wego do estymacji gęstości rozkładu. W tym przypadku otrzymanym estymatorem 
jest dobrze znany histogram o szerokości okna h, = l/mn. Wybierając odpowiednie 
sita możemy otrzymać także: projekcyjny estymator gęstości (tzn. estymator skon­
struowany w oparciu o wielomiany ortogonalne), estymator największej wiarogod- 
ności z funkcją kary (ang. Maximum Penalized Likelihood) lub estymator oparty na 
wielomianowych funkcjach giętych w przypadku nieparametrycznej estymacji funkcji 
regresji.

Interesującym rezultatem jest także zastosowanie do problemu estymacji gęstości 
tzw. sita splotowego (Geman i Hwang (1982))

Smn = lf'.f^= [°° ^exp[-^x-yA F(dy), 
J — oo y Z7T l J J

gdzie F - dowolna dystrybuanta. Elementem zbioru Smn jest wówczas m.in. esty­
mator jądrowy Rosenblatta-Parzena (dla jądra gaussowskiego). Co ciekawe jednak, 
maksymalizacja funkcji wiarogodności na zbiorze Smn prowadzi do estymatora in­
nego niż estymator jądrowy.

Wprowadzona przez Grenandera (1981) metoda sita, której główną ideą jest 
aproksymacja modelu nieskończenie wymiarowego (nieparametrycznego) ciągiem 
skończenie wymiarowych modeli parametrycznych, znalazła również zastosowanie 
w analizie statystycznej szeregów czasowych.

P.Buhlmann (1997,1998) zaproponował algorytm sieve bootstrap, który prowadzi 
do konstrukcji replikacji stacjonarnych szeregów czasowych. W tym przypadku li­
niowy i odwracalny szereg czasowy, który możemy przedstawić jako proces AR^oo), 
tzn.: OO

^0 = l, (3)
j=0

(gdzie {€(}tez jest ciągiem nieskorelowanych zmiennych losowych o F[e(] = 0 oraz 
TAjLo < °o) jest aproksymowany ciągiem procesów autoregresyjnych rzędu p = 
p(n), który rośnie „odpowiednio wolno” wraz ze wzrostem rozmiaru próby, tzn. 
p(n) —> oo (gdy n —> oo) oraz p(n) = o(n).

Warto zaznaczyć, że spopularyzowana przez Efrona (1979) metoda bootstrap 
nie ma jednoznacznego uogólnienia na przypadek szeregów czasowych. Możemy 
wyróżnić dwie klasy metod: oparte na założeniu o postaci modelu (metody para­
metryczne) oraz wolne od założeń o modelu (metody nieparametryczne). Przegląd 
metod replikacji dla szeregów czasowych można znaleźć m.in. w pracach: Carlsteina
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(1992), Shao i Tu (1995), Berkowitza i Kiliana (1996), Hardle, Horowitza i Kreissa 
(2001) lub Biihlmanna (2002).

Za najbardziej ogólną nieparametryczną metodę replikacji dla szeregów uzna­
wany jest tzw. bootstrap blokowy (błock bootstrap, mouing blocks bootstrap). Zasad­
niczą ideą tej metody jest podział danych na bloki obserwacji i konstrukcja replikacji 
bootstrapowych poprzez łączenie wyreplikowanych (losowanych ze zwracaniem) blo­
ków. Metoda blokowa występuje w literaturze w kilku wariantach: bloki mogą być 
rozłączne (np. Hall (1985), Carlstein (1986)) lub zachodzące na siebie (Hall (1985), 
Kiinsch (1989), Politis i Romano (1993)). Wadą bootstrapu blokowego jest niewąt­
pliwie fakt, że otrzymana replikacja nie odzwierciedla w pełni własności wyjścio­
wego szeregu (nie jest stacjonarna i charakteryzuje się nienaturalnym zachowaniem 
w miejscach łączenia wyreplikowanych bloków).

Metoda sieve bootstrap stanowi istotną konkurencję dla metody blokowej. Z jed­
nej strony, sieve bootstrap jest metodą ściśle nieparametryczną — nie postulujemy 
bowiem żadnego skończenie wymiarowego modelu dla danych. Z drugiej, posiada 
łatwość implementacji charakterystyczną dla metod parametrycznych. Jak zauwa­
żają Choi i Hall (2000) oraz Buhlmann (2002) metoda sieve bootstrap daje istotną 
poprawę w stosunku do bootstrapu blokowego dla przypadku liniowych szeregów 
czasowych. Ponadto odpowiedni wybór aproksymującego rzędu autoregresyjnego 
(p(n)) nie ma aż tak krytycznego znaczenia jak wybór długości bloku w przypadku 
bootstrapu blokowego.

Niniejsza rozprawa doktorska podzielona jest na trzy części. Rozdział 1 poś­
więcony został konstrukcji bootstrapowych przedziałów predykcyjnych z wykorzy­
staniem zaproponowanej przez P.Buhlmanna (1997) metody sieve bootstrap. Jak 
wiadomo, prognozowanie to jeden z najbardziej popularnych obszarów zastosowań 
szeregów czasowych. Oprócz wyznaczenia optymalnych predyktorów (prognoz punk­
towych) konieczna jest także ocena ich dokładności, tak aby można było oszacować 
ryzyko związane z decyzjami podejmowanymi w oparciu o te prognozy. Dokładność 
prognoz może być wyrażona m.in. za pomocą średniokwadratowego błędu predyk­
cji (PMSE). Do oceny dokładności prognoz można wykorzystać także predykcyjne 
przedziały ufności. Konstrukcja przedziałów predykcyjnych stanowi zatem ważny 
etap w procesie prognozowania i przeprowadzana jest głównie z zamiarem wskaza­
nia możliwej niepewności towarzyszącej prognozom punktowym.

Założenia o modelu, jak również sam algorytm metody oraz przegląd dotych­
czasowych rezultatów otrzymanych z wykorzystaniem procedury sieve bootstrap za­
mieszczono w Podrozdziale 1.1. Podrozdziały 1.2.2-1.2.5 zawierają m.in. przegląd 
wyników dotyczących konstrukcji przedziałów predykcyjnych, w tym klasyczne po­
dejście Boxa-Jenkinsa oparte na aproksymacji gaussowskiej oraz metody konstruk­
cji wykorzystujące bootstrap (m.in. prace Stine’a (1987), Thombsa i Schucany’ego 
(1990), Cao (1997), Masarotto (1990) i Grigoletto (1998), Alonso, Pena i Romo 
(2002)).

W Podrozdziale 1.2.6 zaproponowano dwie nowe metody konstrukcji bootstra­
powych przedziałów predykcyjnych z wykorzystaniem metody sieve bootstrap: prze­
działy hybrydowe (hybrid bootstrap) oraz przedziały studentyzowane (bootstrap-t).
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Zaproponowane procedury stanowią uogólnienie algorytmu konstrukcji bezwarun­
kowych przedziałów predykcyjnych (zaproponowanego m.in. przez Stine’a (1987), 
Masarotto (1990), Grigoletto (1998) dla procesów AR(p)) na przypadek modeli li­
niowych reprezentowanych jako proces AR(oo).

Rezultaty teoretyczne związane ze zgodnością zaproponowanych metod konstruk­
cji przedziałów predykcyjnych zostały zamieszczone w Podrozdziale 1.3. Udowod­
niono m.in.: twierdzenia o zgodności metody hybrid bootstrap (Twierdzenie 1.3.4) 
oraz metody bootstrap-t (Twierdzenie 1.3.5) oraz przy dodatkowych założeniach 
twierdzenia o jednostajnej (w normie supremum) zgodności obu metod (Twierdze­
nia 1.3.7 oraz 1.3.8). W rozdziale tym podano również związki pomiędzy różnymi 
metodami dowodzenia zgodności metody bootstrap obejmującymi m.in. zgodność w 
metryce Levy’ego oraz zgodność w sensie zaproponowanym przez Belyaeva (1997) 
oraz Belyaeva i Sjóstedt - de Luna (2000) określanym jako słaba aproksymacja ciągu 
rozkładów (weakly approaching sequences).

Oprócz sformułowania i uzasadnienia zgodności rozkładów bootstrapowych, w 
Podrozdziale 1.3.6 rozważono również problem zgodności skonstruowanych prze­
działów predykcyjnych. Zasadnicze rezultaty związane ze zgodnością przedziałów 
ufności zawarto w Twierdzeniu 1.3.9 (Zgodność przedziałów hybrydowych) oraz 
Twierdzeniu 1.3.10 (Zgodność przedziałów studentyzowanych).

W Podrozdziale 1.4 rozważono modyfikację standardowej metody sieve boot­
strap określaną jako bootstrap wygładzony (smoothed bootstrap). Główną ideą bo- 
otstrapu wygładzonego jest replikowanie residuów z rozkładu określonego przez wy­
gładzony estymator dystrybuanty zamiast z rozkładu zadanego przez dystrybuantę 
empiryczną (jak w metodzie standardowej). Uzasadniony został rezultat dotyczący 
zgodności wygładzonej metody bootstrap (Lemat 1.4.1), który stanowi odpowiednik 
Lematu 1.3.6 (Buhlmann (1997)) udowodnionego dla standardowej metody sieve 
bootstrap. Przedstawione zostały również argumenty związane z wykorzystaniem 
bootstrapu wygładzonego do stabilizacji studentyzowanych przedziałów predykcyj­
nych.

Zachowanie zaproponowanych metod konstrukcji przedziałów predykcyjnych zo­
stało zilustrowane poprzez symulacje komputerowe (Podrozdział 1.5). W bada­
niach symulacyjnych rozważono różne (zarówno gaussowskie jak i niegaussowskie) 
rozkłady błędów. Efektywność skonstruowanych przedziałów predykcyjnych porów­
nano z klasyczną metodą Boxa-Jenkinsa poprzez wyznaczenie empirycznych prawdo­
podobieństw pokrycia oraz średniej długości przedziałów. Zbadano również wpływ 
wygładzonej metody bootstrap na stabilizację studentyzowanych przedziałów pre­
dykcyjnych w przypadku prób o małym rozmiarze.

W Rozdziale 2 rozważono zastosowanie metody sita w estymacji intensywności 
multiplikatywnych procesów punktowych. Multiplikatywny model intensywności 
wprowadził O.Aalen (1978), pokazując tym samym, w jaki sposób teoria wielo­
wymiarowych procesów punktowych pozwala na określenie ogólnej struktury, dzięki 
której możemy analizować zarówno modele związane z klasyczną analizą przeżycia 
jak i bardziej złożone modele procesów Markowa.

W naszym przypadku estymator skonstruowano z wykorzystaniem sita histogra­
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mowego (Podrozdział 2.1).
W Podrozdziale 2.2 przedstawiono krótki przegląd dotychczasowych rezultatów 

(m.in. prace: Karra (1987), Leśkowa i Różańskiego (1989a) oraz Leśkowa (1989)).
Konstrukcja histogramowego estymatora intensywności została przeprowadzona 

w 2.3. W Podrozdziale 2.4 zawarte zostały zasadnicze wyniki teoretyczne, w tym 
twierdzenie o zgodności skonstruowanego estymatora (Twierdzenie 2.4.1) oraz twier­
dzenie o asymptotycznym rozkładzie normalnym (Twierdzenie 2.4.2). Otrzymane 
rezultaty stanowią uogólnienie wyników Leśkowa i Różańskiego (1989a).

Rozważono również (Podrozdział 2.5) uogólnienie otrzymanych wyników na przy­
padek wielowymiarowy. W Podrozdziale 2.6 przedstawiono przykłady modeli multi- 
plikatywnych, dla których możemy konstruować estymatory histogramowe intensyw­
ności, w tym m.in. klasyczny model analizy przeżycia uwzględniający cenzurowanie 
obserwacji oraz wielostanowy model Markowa.

Ostatni podrozdział Rozdziału 2 poświęcony jest symulacjom komputerowym, 
które ilustrują zachowanie histogramowego estymatora intensywności. W podroz­
dziale tym rozważono różne rozkłady spotykane w analizie przeżycia oraz zbadano 
wpływ wyboru ciągu m{n) (określającego szybkość wzrostu sita) na wyniki empi­
rycznego prawdopodobieństwa pokrycia wyznaczonego dla asymptotycznych prze­
działów ufności (skonstruowanych w oparciu o twierdzenie o rozkładzie asympto­
tycznym estymatora histogramowego).

Ostatni, trzeci rozdział niniejszej pracy zawiera wyniki związane z zastosowa­
niem metody sita do estymacji funkcji dryfu dla procesów Itó. Jak już wspomi­
naliśmy metoda sita stała się popularnym narzędziem estymacji nieparametrycznej, 
stosowanym również z powodzeniem do estymacji parametrów funkcyjnych procesów 
stochastycznych, takich jak intensywność procesu punktowego czy funkcja dryfu w 
przypadku procesów dyfuzyjnych i modeli semimartyngałowych.

Podrozdział 3.1 zawiera przegląd wyników związanych z wykorzystaniem metody 
sita do estymacji funkcji dryfu dla modeli dyfuzyjnych i semimartyngałowych (prace: 
Gemana i Hwanga (1982), Nguyena i Phama (1982), Leśkowa i Różańskiego (1989b) 
oraz McKeague’a (1986)).

Konstrukcja estymatora największej wiarogodności dla funkcji dryfu procesów 
Itó została przedstawiona w Podrozdziale 3.2. Podobnie jak w Rozdziale 2 estymator 
ten został skonstruowany na bazie sita histogramowego.

Podstawowe własności asymptotyczne estymatora histogramowego funkcji dryfu 
zawarto w podrozdziale 3.3. Wyniki te obejmują: zgodność (Twierdzenie 3.3.1), 
asymptotyczną normalność (Twierdzenie 3.3.2) oraz przy dodatkowych warunkach 
również zgodność w L1 (Twierdzenie 3.3.3). Otrzymane rezultaty stanowią uogól­
nienie wyników Leśkowa i Różańskiego (1989b).

W Podrozdziale 3.4 przedstawiono przykłady wykorzystane następnie do ilustra­
cji zachowania histogramowego estymatora funkcji dryfu z wykorzystaniem symulacji 
komputerowych (Podrozdział 3.5). W podrozdziale tym zbadano m.in. w jaki spo­
sób sposób wybór ciągu m(n) (odpowiedzialnego za szybkość wzrostu sita) wpływa 
na efektywność asymptotycznych przedziałów ufności oraz na kryteria dokładności 
estymatora, takie jak MISĘ I MIAE.

8



Wyniki przedstawione w Rozdziale 1 zostały w części opublikowane w pracach 
A.Zagdańskiego (1999,2001a). Rezultaty Rozdziału 2 zamieszczono w artykułach: 
R.Różański i A.Zagdański (2001) oraz A.Zagdański (2001b). Rozdział 3 zawiera 
wyniki, które będą opublikowane w pracy R.Różańskiego i A.Zagdańskiego (2002).

Symulacje komputerowe wykonano w pakiecie Matlab z wykorzystaniem kom­
puterów Wrocławskiego Centrum Sieciowo-Superkomputerowego oraz komputerów 
Instytutu Matematyki Politechniki Wrocławskiej.

Autor pragnie serdecznie podziękować Panu Prof. Romanowi Różańskiemu za 
opiekę naukową oraz wiele cennych uwag pomocnych przy pisaniu tej rozprawy.
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Rozdział 1

Bootstrapowe przedziały 
predykcyjne z wykorzystaniem 
metody sieve bootstrap

1.1 Metoda sieve bootstrap

1.1.1 Założenia o modelu
Niech {Xt}tez będzie procesem stacjonarnym o wartościach rzeczywistych i war­
tości oczekiwanej A[Azt] = /ix- Jeżeli {Xt}tEZ jest procesem całkowicie niedetermi- 
nistycznym wówczas wiadomo z tw. Wolda (np. Anderson 1971 —> dodatek A ), że 
{Xt — ^x}tez może być przedstawiony jako jednostronny proces ruchomej średniej 
rzędu nieskończonego (MA(oo)), tzn.oo

Xt - = 52 ^0 = 1, 6 Z, (1.1)
l=o

gdzie {ejtez jest ciągiem nieskorelowanych zmiennych losowych o E[et] = 0 i 
^0] < 00 •

Będziemy wymagali również aby proces (1.1) był odwracalny, zawężając tym 
samym nieco klasę dopuszczalnych procesów stacjonarnych. Odpowiednie warunki 
gwarantujące odwracalność (sformułowane np. u Anderson’a 1971, Tw. 7.6.9 —> do­
datek A) pozwalają na przedstawienie {Xt}teZ jako procesu autoregresyjnego nie­
skończonego rzędu (AR(oo)), tzn.OO

52 — ^x) = > 0o = 1, i € Z, (1.2)
j=o

gdzie <^2 < oo.
Przyjmując następujące oznaczenia:OO

#(d = 52 hz^ ło = z 6
1=0
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oo
^0 = 1, Z eC, 

3=0

możemy przedstawić Xt w reprezentacji MA(oo) lub AE(oo):

model AR(oq) : $(B)(Xt — px) = £t

lub

model MA(oo) : (Xt — p,x) = \k(B)ef,

gdzie B oznacza operator przesunięcia wstecz, tzn. B Xt = Xt^. Przy powyższych 
oznaczeniach ^(z) = l/$(z).

Oznaczmy również przez Et = cr({es : s < t}) cr-ciało generowane przez {€s}‘=_00.

Założenia dla modelu:

(Ar) Xt - Hx = E^o^t-j, = 1 (t € Z) gdzie {et}tez ciąg stacjonarny i 
ergodyczny oraz EfąlJi-i] = 0, = cr2 < oo, E|et|s < oo dla
pewnego s > 4.

(Al) Xt - px = E^o^t-J, = 1 (i € Z) gdzie {et}tez ciąg i.i.d. oraz E[e(] = 
0, E\et|s < oo dla pewnego s > 4.

(A2) jest oddzielona od zera dla |z| < 1, EJ^o^l^l < oo dla pewnego 
naturalnego r.

(B) p = p(n) —> oo, p(n) = o(n) (n oo) oraz <^p = (^i,„,..., 0p,n) spełniają 
empiryczne równania Yule’a-Walkera, tzn.:

Pp —7p>
gdzie fp = [7(2 - j)]^, 7P = (7(1),... ,7(p))', gdzie 7 jest estymatorem 
funkcji autokowariancji zdefiniowanym jako:

1 n-bl70') = “ E - X)(X,+b|.„ - X), i>I < n - 1, n t=l
gdzie X = ^Xt.

1.1.2 Algorytm metody
Zasadniczą ideą metody sieve bootstrap jest aproksymacja procesu Xt za pomocą 
procesów autoregresyjnych rzędu p = p(n) rosnącego „odpowiednio wolno” wraz ze 
wzrostem rozmiaru próby n, tzn. p{n) —> 00 gdy (n —»• 00) ale p{n) = o{n\ Innymi 
słowy, aproksymujemy nieskończenie wymiarowy model nieparametryczny (który 
możemy przedstawić jako proces AR^oo)) ciągiem skończenie wymiarowych modeli 
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parametrycznych - procedura dobrze znana jako metoda sita (Grenander (1981)). 
Poniżej przedstawiamy szczegółowo opis konstrukcji replikacji za pomocą metody 
sieve bootsrap.

Algorytm konstrukcji replikacji
Krok 1
Niech Xi,... ,Xn będzie realizacją procesu {Xt}teZ- Wykorzystując sugestię Biihl- 
manna (1997) wybieramy aproksymujący rząd p = p(n) wykorzystując kryterium 
Akaike (AIC) dla dopuszczalnego zakresu [0,pmaa;(n)] gdzie Pmai^} rośnie wraz ze 
wzrostem n. W praktyce przyjmujemy pmax(n) = 101og10(n) (Wielkość standardowo 
stosowana w pakietach statystycznych).
Krok 2
Estymujemy współczynniki dla modelu AR(p(n)), tzn. ,..., (j)^ w oparciu o 
obserwacje {AJ”=1. Estymatory = (<£i,..., są wyznaczone metodą Yule’a- 
Walker’a (Brockwell, Davies, 1987, str.232-233).

gdzie rp oraz są określone jak w założeniu B.
Biorąc pod uwagę złożoność obliczeniową, bardziej efektywnie możemy wyzna­

czyć estymatory Yule’a-Walker’a wykorzystując rekurencyjny algorytm Durbin’a- 
Levinson’a :

0n = 

—

7(1)
7(0)’

= 7(0) [1 -

.-i

Wykorzystanie powyższych zależności rekurencyjnych uwalnia nas od konieczności 
odwracania macierzy wymaganej przy bezpośrednim wyznaczeniu (f)p.
Krok 3
Wyznaczamy residuap(n)

£t,n — 5 ' Xt—ji ^Ojn — I, — p + 1, . . . , 
j=0

Krok 4
Konstruujemy replikację obserwacji. W tym celu centrujemy uprzednio wyznaczone 
residua

1
n — p— £t,n 52 £t,n> 

t=p+l
t = p + 1,..., n,
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a następnie losujemy residua s* t z rozkładu określonego przez dystrybuantę empi­
ryczną na bazie {£t,n}”=P+i> tzn- U.d. ~ A,n, gdzie

• Do estymacji parametrów aproksymującego procesu autoregresyjnego możemy 
wykorzystać inną metodę niż metoda Yule’a-Walker’a. Niektórzy autorzy 
proponują zastąpienie metody Yule’a-Walker’a (Y-W) metodą najmniejszych 
kwadratów (np. Kilian, Berkowitz i Birgean (1999), Chang i Park (2001)). 
Metoda Y-W jest zalecana w przypadku małych prób ponieważ zawsze daje 
model przyczynowy (MAtoo)) (Brockwell i Davis (1987)). Wraz ze wzrostem 
rozmiaru próby obie metody estymacji stają się równoważne.

1 "= 52 l[et,n<u]-
'ó p t-p+1

Krok 5
Ostatecznie określamy replikację bootstrapową {Aj*, ... , A*}  poprzez zależność re- 
kurencyjną

p(n)
^^nX^=S^ ^0,n = l. (1.3)
j=0

W praktyce, generujemy replikację {A*}  rozpoczynając rekurencję od pewnych war­
tości początkowych, np. równych wyreplikowanym innowacjom e*.

1.1.3 Uwagi do założeń i algorytmu
• W metodzie sieve bootstrap przyjmujemy kluczowe założenie, że obserwacje 

Xi,..., Xn są skończoną realizacją procesu AB(oo) jak w 1.2.
Zauważmy, że reprezentacja ta obejmuje ważną klasę modeli ARMA(p, q):

p q
At — 52 + 52j=l k=l

t E Z,

Bi
bl

io
te

ka
Po

l. W
ro

cł
.

z odwracalnym wielomianem ruchomej średniej, tzn. ^(z) = ^_0ipkZk, z G 
C ma wszystkie pierwiastki na zewnątrz koła jednostkowego {z € C, \z\ < 1}.

• Buhlmann (1997) zauważa, że alternatywnie moglibyśmy w algorytmie kon­
strukcji replikacji wykorzystać aproksymację ciągiem procesów ruchomej śred­
niej. Aproksymacja autoregresyjna jako metoda liniowa jest bardziej popu­
larna, szybsza i znana jako skuteczna technika w różnych sytuacjach (Berk 
(1974), An i inni (1982), Hannan (1987)).

• Jak podkreśla Buhlmann (1997) metoda sieve bootstrap jest łatwiejsza w zasto­
sowaniu niż np. bootstrap blokowy w przypadku gdy mamy dane o nierównych 
odstępach czasowych lub szeregi o wielu brakujących obserwacjach.
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• Założenie .42 jest spełnione dla modeli o wielomianowe zanikających współ­
czynnikach (lub równoważnie Modele ARMA(p, g) spełniają
to założenie z wykładniczo zanikającymi współczynnikami {^j}- Zauważmy 
także, że założenie 42 implikuje, że $(z) jest oddzielona od zera dla \z\ < 1 
oraz E“o/ l^l < oo.

• W literaturze proponowane są różne metody wyboru rzędu p(n) dla aproksy­
mującego procesu autoregresyjnego.
Podobnie jak Biihlmann (1997) wybieramy rząd p^n), który minimalizuje kry­
terium AIC przy założeniu gaussowskich innowacji. Shibata (1980) pokazał 
optymalność AIC dla predykcji w modelu AR(oo). Ponadto zastosowanie kry­
terium AIC jest zalecane w przypadku estymacji wariancji estymatora 0 = Xn 
(Biihlmann (1997,2002)).
Warto zauważyć, że do wyboru rzędu p(n) możemy wykorzystać narzędzia 
graficzne takie jak prewhitening (Biihlmann (1997)). W tym przypadku do­
pasowujemy model autoregresyjny dla kilku wartości p, wyznaczamy residua i 
konstruujemy estymator gęstości spektralnej. Wybieramy wówczas taką war­
tość p, dla której estymowane spektrum jest bliskie stałej.
Alonso, Pena i Romo (2001) proponują aby do estymacji rzędu p(n) aprok- 
symującego modelu autoregresyjnego wykorzystać kryterium AICC (wersja 
kryterium AIC o skorygowanym obciążeniu), które nakłada większą karę dla 
modeli dużego rzędu w odróżnieniu do kryterium AIC. Ponadto, jak pokazali 
Hurvich i Tsai (1989) zmiana wartości maksymalnego dopuszczalnego rzędu, 
tzn. pmax(n) ma mniejszy wpływ na AICC niż na kryteria AIC czy BIC. 
Alonso, Pena i Romo przyjęli pmaI(n) = n/10 wielkość rekomendowaną przez 
Bhansali’ego (1983)
Biihlmann (2002) stwierdził, że dotychczasowe badania symulacyjne sugerują, 
że efektywność metody sieve bootstrap jest stosunkowo nieczuła ze względu na 
wybór aproksymującego rzędu autoregresyjnego, jeżeli tylko wybrany rząd jest 
rozsądny.

• Badania teoretyczne i symulacyjne wykazały, że dla klasy liniowych i odwra­
calnych szeregów czasowych metoda sieve bootstrap charakteryzuje się dużą 
dokładnością, zazwyczaj lepszą niż bardziej ogólna nieparametryczna metoda 
replikacji jaką jest bootstrap blokowy.
Biihlmann (1997) pokazał, że w przypadku estymatora średniej 0 = E"-i 
wykorzystując kryterium AIC do określenia aproksymującego rzędu autoregre­
syjnego p(n) otrzymujemy:

nVar\6^ - nVarfy = Op^rT^^)

jeżeli tylko współczynniki autoregresyjne maleją odpowiednio szybko,
tzn. < const • j~v (u > 2). W szczególności, jeżeli (pj maleją wykładniczo
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otrzymujemy:

nVar*(#*) — nVar(0) = Op(n

dla dowolnego k > 0.
Powyższe wyniki pokazują, że metoda sieve bootstrap adaptuje się automa­
tycznie w zależności od stopnia zanikania w wyjściowej strukturze zależności. 
Ta pożądana własność nie występuje w przypadku bootstrapu blokowego.
Metoda sieve bootstrap okazała się efektywna nie tylko w przypadku estymacji 
wariancji.

1.1.4 Przegląd wyników
Otrzymaną replikację szeregu możemy wykorzystać w wielu różnych zagadnieniach 
związanych z analizą statystyczną szeregów czasowych. W szczególności, jeżeli 
mamy statystykę Tn = Tn(Xi,..., Xn) będącą mierzalną funkcją n obserwacji, mo­
żemy określić odpowiadającą jej statystykę bootstrapową T* następująco: T* = 
Tn(Xi,..., X*). Przedstawimy teraz przegląd wyników otrzymanych z wykorzysta­
niem metody sieve bootstrap.

Biihlmann (1997) udowodnił zgodność metody sieve bootstrap dla wielu róż­
nych statystyk Tn, w tym dla średniej arytmetycznej i pewnej klasy estymatorów 
nieliniowych postaci: n—m+l

Tn = m + l)-1 52t=l
gdzie g = (51,..., gqy oraz f : Rq —> Rq, (q,q > 1) spełniają określone warunki 
gładkości. Klasa ta obejmuje m.in. próbkową autokowariancję, autokorelację, czę­
ściową autokorelację oraz estymatory Yule’a-Walker’a dla modeli autoregresyjnych.

Biihlmann (1998) rozważył także uogólnienie metody sieve bootstrap na przy­
padek niestacjonarnych szeregów czasowych postaci:

Yt — s(t) + Zt, t 6 Z,

gdzie s(t) jest deterministycznym trendem a Zt jest szumem stacjonarnym o śred­
niej zero. Zaproponowana metoda została wykorzystana następnie do konstrukcji 
nieparametrycznych przedziałów ufności dla funkcji trendu.

Berkowitz, Birgean i Kilian (1999) przedstawili interesujące porównanie nie­
parametrycznych metod replikacji dla szeregów czasowych spotykanych w ekonomii. 
Badania symulacyjne oparte były na szeregach dotyczących: nominalnej stopy pro­
centowej (3-miesięczne treasury bills), stopy wzrostu produkcji przemysłowej, stopy 
inflacji cen konsumpcyjnych, stopy wymiany Yen-Dolar. Kryterium wykorzystanym 
do porównania różnych metod było empiryczne prawdopodobieństwo pokrycia dla 
przedziałów ufności skonstruowanych dla gęstości spektralnej oraz funkcji odpowie­
dzi impulsowej.
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Pośród rozważanych w porównaniu nieparametrycznych metod replikacji, obej­
mujących m.in. różne wersje bootstrapu blokowego, bootstrap stacjonarny, boot- 
strap oparty na dekompozycji Cholesky’ego znalazły się także dwie wersje metody 
sieve bootstrap: „encompassing sieve bootstrap” oraz „AIC sieve bootstrap”. W 
przypadku metody „encompassing sieve bootstrap” dopasowujemy aproksymujący 
model AR{pmax(n)), gdzie pmax^) jest górnym ograniczeniem czyli maksymalnym 
dopuszczalnym rzędem dla aproksymującego modelu autoregresyjnego. Z kolei w 
metodzie „AIC sieve bootstrap” wybieramy rząd aproksymującego procesu autore­
gresyjnego p(n) w oparciu o kryterium AIC, pod warunkiem, że p(n) < pmax(™)-

Najbardziej dokładną zarówno w przypadku funkcji odpowiedzi impulsowej jak 
i gęstości spektralnej okazała się metoda „encompassing sieve bootstrap”, która daje 
dokładne bootstrapowe przedziały ufności dla małych prób, pod warunkiem, że za­
dbamy o odpowiedni dobór rzędu aproksymacji autoregresyjnej.

Berkowitz, Birgean i Kilian sugerują, że zastosowanie „oszczędnych” {parsimo- 
nwus) aproksymujących modeli autoregresyjnych otrzymanych z wykorzystaniem 
kryterium doboru rzędu modelu takich jak np. AIC, jak sugerował to Buhlmann 
(1997), nie wydaje się być obiecujące dla modeli nieskończenie wymiarowych. Na­
wet kryterium AIC, znane jako najbardziej liberalne w tej klasie wykazuje tendencje 
do niedoszacowania w przypadku małych prób. Autorzy opracowania podkreślają 
także potrzebę rozwijania dalszych badań dotyczących wyboru rzędu modelu aprok­
symującego dla określonego rozmiaru próby, w szczególności opracowanie pewnego 
rodzaju metod kciuka, które pozwoliłyby praktykom na stosowanie w swoich bada­
niach nieparametrycznych metod replikacji.

Choi i Hall (2000) stosując algorytm sieve bootstrap pokazali własności dru­
giego rzędu dla przypadku przedziałów ufności skonstruowanych poprzez kalibrację 
przedziałów pierwszego rzędu z wykorzystaniem podwójnego bootstrapu.

Chang i Park (2001) rozważyli wykorzystanie metody sieve bootstrap do tes­
towania pierwiastków jednostkowych dla ogólnych procesów liniowych. Otrzymany 
test stanowi bootstrapową wersję testu ADF (Augmented-Dickey-Fuller) zapropo­
nowanego przez Said’a i Dickey’a (1984). Udowodniono własności asymptotyczne 
przy istotnie słabszych założeniach niż te przyjęte przez Said’a i Dickey’a. Symu­
lacje pokazują, że wykorzystanie metody sieve bootstrap przynosi znaczącą poprawę 
rozmiaru testu dla skończonych prób.

1.2 Predykcja przedziałowa

1.2.1 Optymalny predyktor liniowy
Wiadomo (np. Brockwell i Davies, 1987, str. 159-162), że dla procesu stacjonar­
nego o średniej 0, najlepszą (w sensie odległości średniokwadratowej) kombinacją 
liniową 1, Ad,..., Xn prognozującą Xn+fl, (h > 1) jest projekcja ortogonalna Xn+h 
na domkniętą podprzestrzeń liniową sp{X11..., Xn}. Możemy zatem przedstawić 
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h-krokowy predyktor jako:

Pn-^n+h — Psp {Xi,...,Xn} ^n+h-

Powyższy predyktor możemy wyznaczyć z odpowiednich równań projekcyjnych. 
Bardziej efektywne jest jednak wykorzystanie algorytmu rekurencyjnego np. algo­
rytmu innowacji (Brockwell i Davies, 1987, str.167-168), tzn.

n+h—1
Pn^n+h — ) @n+h-1 ,j(-^n+h—j -^n+h—j)i

j=h
(1.4)

gdzie jednokrokowe prognozy Xm+1 są dane przez

0
E™i 9mAXm+1^

,m = 0
Xm+l— j) > 1

natomiast współczynniki 9mj wyznaczamy z zależności rekurencyjnej

9m,m—k
7(0),

- ^) - E*Zo 9k,k-j9m,m-jVj\ k = 0,1,...,m - 1, 
7(0) -E^C^w

Ponadto, średniokwadratowy błąd predykcji (PMSE), mierzący niepewność zwią­
zaną z odpowiednimi prognozami możemy wyrazić jako

n+h—1
— E(Xn+h ~ PnXn+h)2 = 7(0) “ $2 3n+h-l,j ^n+h-l-j- 

j=h
(1-5)

1.2.2 Przedziały predykcyjne
Oprócz wyznaczenia optymalnych predyktorów konieczna jest także ocena ich do­
kładności, tak aby można było oszacować ryzyko związane z decyzjami podejmo­
wanymi w oparciu o te prognozy. Jak wspomniano, dokładność prognoz może być 
wyrażona m.in. za pomocą średniokwadratowego błędu predykcji (PMSE). Do oceny 
dokładności prognoz można wykorzystać także predykcyjne przedziały ufności.

Konstrukcja przedziałów predykcyjnych stanowi zatem ważny etap w procesie 
prognozowania i przeprowadzana jest głównie z zamiarem wskazania możliwej nie­
pewności towarzyszącej prognozom punktowym.

Jak zauważa Chatfield (1998) wyznaczenie prognoz przedziałowych może być 
godne szczególnej uwagi dla praktyków zajmujących się zagadnieniami związanymi 
z planowaniem i podejmowaniem decyzji. Wśród argumentów przemawiających za 
potrzebą konstrukcji przedziałów predykcyjnych wymieniona jest m.in możliwość 
zaplanowania różnych strategii i przeanalizowania różnych scenariuszy dla całego za­
kresu możliwych wyników wskazywanych przez przedział predykcyjny, a także moż­
liwość bardziej gruntownego porównania prognoz uzyskanych różnymi metodami.

Podamy teraz formalną definicję przedziału predykcyjnego.
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Definicja 1.2.1 (Przedział predykcyjny)
Przedziałem predykcyjnym nazywamy losowy przedział skonstruowany na bazie 

przeszłych obserwacji X = (X1; X2,..., Xn) dla przyszłej (nieznanej) wartości Xn+h, 
h > 1. Przedział predykcyjny dla Xn+h na poziomie ufności 1 — 2a definiujemy jako

ma = limami,
tal: aby P(LW < < R(X)) = 1 - 2a.

Warto zauważyć, że w literaturze występuje pewna niejednoznaczność w stoso­
wanej terminologii. Przedziały predykcyjne określane są jako: forecast limits (Wei 
(1990)), prediction bounds (Brockwell i Davis (1987)), forecast region (Hyndman 
(1995)). Najpowszechniej używane jest jednak określenie prediction interuals.

Chatfield (1998) zauważa także, że autorzy monografii na temat analizy szere­
gów czasowych poświęcają zbyt mało uwagi zagadnieniom związanym z prognozą 
przedziałową ograniczając się najczęściej do klasycznej metody Boxa-Jenkinsa.

1.2.3 Gaussowskie przedziały predykcyjne
Dla stacjonarnego procesu gaussowskiego możemy konstruować przedziały predyk­
cyjne wykorzystując fakt (Brockwell i Davies, 1987, str.175), że błąd predykcji 
Xn+h — PnXn+h ma rozkład normalny o średniej zero i wariancji <7n(fi).

Gaussowski przedział predykcyjny (na poziomie ufności 1 — 2a) jest zatem nas­
tępującej postaci:

^G^h) — [PnXn+h $1—a ^n(hfi PnXn+h + $1— a <7n(/l)], (1-6)

gdzie $1-0 oznacza kwantyl rzędu (1 — a) standardowego rozkładu normalnego.
Gaussowskie przedziały predykcyjne, powszechne znane w literaturze jako prze­

działy predykcyjne Boxa-Jenkinsa, konstruowane są więc przy założeniu, że rozkład 
zakłóceń jest normalny i ewentualne odstępstwa od normalności mogą mieć nieko­
rzystny wpływ na ich dokładność. Ponadto, stosując metodę Boxa-Jenkinsa nie 
uwzględniamy zmienności związanej z estymacją parametrów modelu. Wszystko 
to może powodować, że tak skonstruowane przedziały będą charakteryzowały się 
mniejszym niż nominalne prawdopodobieństwem pokrycia.

W przypadku niegaussowskich szeregów czasowych do konstrukcji przedziałów 
predykcyjnych możemy wykorzystać metodę bootstrap.

1.2.4 Bootstrapowe przedziały predykcyjne — przegląd wy­
ników

Przedstawimy teraz przegląd wyników dotyczących konstrukcji bootstrapowych prze­
działów predykcyjnych.

Stine (1987) zaproponował konstrukcję bootstrapowych przedziałów predyk­
cyjnych dla procesów autoregresyjnych znanego rzędu (ARfipf). Przedstawimy teraz 
pokrótce ideę algorytmu Stine’a:
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• Zakładając, że dysponujemy obserwacjami X — (Xb ... ,Xn) będącymi reali­
zacją procesu:

Xt — 3 + </ą Xt-i + 02 Xt-2 + • ■ • + 0p Xt~p +

możemy wyznaczyć estymatory 0 = (t/ą,..., </>p) wykorzystując metodę naj­
mniejszych kwadratów.

• Wyznaczamy residua:

= Xi - 6 - <^i X^ - ... - ę)pX^p i = p+l,p + 2,... ,n

oraz estymator wariancji

• Generujemy replikację obserwacji X_* = (X*, . ..,X*) rozpoczynając od lo­
sowo wybranego początkowego bloku X£ = (XI +1,..., Xq) i wykorzystując 
następnie zależność rekurencyjną:

X* — 3 + X*_x + ... + X*_p + e* i — 1, 2,..., n,

gdzie {e*} są replikowane z rozkładu określonego przez następujący estymator 
dystrybuanty (wykorzystany zamiast standardowo stosowanej w tym przy­
padku dystrybuanty empirycznej):

1 - Fn(—x), x < 0

Jak podkreśla Stine estymator ten posiada pewne własności minimaksowe, a 
skalowanie powoduje, że e* ma pożądaną wariancję. Zauważmy, że E*(ć*) = 0 
oraz ^(e*)2 = d2.

• Estymujemy nieznany rozkład błędu predykcji

△n(^) — Xn_|./l Xn_|_^

odpowiednim rozkładem bootstrapowego błędu predykcji

△n(^) — -^n+h ^n+hi

gdzie: Xn+h ~ estymator optymalnego predyktora liniowego, X*+h jest opty­
malnym predyktorem liniowym dla X^+h skonstruowanym na bazie X*,..., X*.
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• W praktyce do estymacji kwantyli rozkładu błędu predykcji możemy wyko­
rzystać metodę Monte Carlo zakładając, że dysponujemy odpowiednio dużą 
liczbą replikacji bootstrapowych:

Zakładając, że rozkład błędu jest symetryczny i o skończonych momentach, tzn. 
P(et < z) = Fe(x) = 1 — Fe(—x) oraz < oo, dla k = 1,2,... Stine udowodnił 
zgodność skonstruownych przedziałów predykcyjnych.

Stine rozważył dodatkowo również wykorzystanie metody bootstrap do estymacji 
średniokwadratowego błędu predykcji (PMSE).

Thombs i Schucany (1990) wykorzystali metodę bootstrap do konstrukcji wa­
runkowych przedziałów predykcyjnych dla modeli autoregresyjnych znanego rzędu 
{AR^p)). Główną ideą jest w tym przypadku aproksymacja warunkowego rozkładu 
przyszłej wartości Xt+h pod warunkiem Xt_p+i,..., Xt. Do generowania replika­
cji bootstrapowych Thombs i Schucany wykorzystali oprócz standardowej (Jorward) 
również wsteczną (backward) reprezentację modelu autoregresyjnego.

Zasadnicze etapy algorytmu Thombsa i Schucany’ego są następujące:

• Zakładając, że dysponujemy obserwacjami X = (At_n+i, Xt_n+2, • • • , W) bę­
dącymi realizacją procesu AR(p) estymujemy parametry modelu 
(j, 01,..., (j)p) wykorzystując metodę najmniejszych kwadratów.

• Wyznaczamy scentrowane i przeskalowane residua wsteczne (backward)-.

n — 2p

1 n~p \
----  52 ^3 I

gdzie

fi? — Xi 5 (F X^-[ ... d>p X^p i — 1,2,..., t p.

Niech Fe oznacza dystrybuantę empiryczną określoną na zbiorze residuów

• Konstruujemy replikację bootstrapową obserwacji. W tym celu określamy p 
ostatnich wartości w replikacji równym ostatnim wartościom wyjściowego sze­
regu

X* = Xj dla j = t - p + 1,..., t.

Wartości replikacji dla wcześniejszych chwil j otrzymujemy następująco:

Xj =5 + ^1 -Xj+i + ■ ■ ■ + 0p ^j+p + J = K 2,.. •, i — p, 
gdzie bootstrapowe replikacje residuów e* są generowane z rozkładu o dystry- 
buancie Fe.
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• Estymujemy parametry modelu AR(p) na bazie replikacji

* Y* Y* Y*1 ’ * * * ’ ^t—p^ ^t—p+1’ ’ ’ ’ ’ .
otrzymując replikacje bootstrapowe estymatorów 6*, (/>*.

• Generujemy bootstrapowe residua forward {a*} z rozkładu o dystrybuancie 
empirycznej Fa określonej na zbiorze scentrowanych i przeskalowanych resi­
duów {u2}, i = p + 1,..., i, tzn.

n — 2p di j dj
n~P^

gdzie

di — Xi 6 Xi—i ... (pp Xi~p i — p -|- l,p -I- 2,..., t.

• Konstruujemy replikacje przyszłych wartości wykorzystując zależność rekuren-
cyjną

X*+j — 6* + Xt+j-i + ... + fpXt+j.p + a*+j, j — 1,2,..., h.

• Wyznaczamy oszacowanie rozkładu warunkowego na bazie B replikacji, tzn.:

# Wt. < *1

• Wyznaczamy warunkowy przedział bootstrapowy dla Xt+h na poziomie ufności 
(1 - 2«).

liŚfe), ] = [%(a), %(1 - a)],

gdzie Q'b = G’b~'.

Należy zaznaczyć, że teoretyczne rozkłady Fa i Fe (odpowiednio dla błędów 
forward i backward) są takie same jeżeli są one gaussowskie. Dla szeregów niegaus- 
sowskich powinniśmy jednak pamiętać o ich rozróżnieniu. Ponadto, w przypadku 
niegaussowskim, residua backward nie są niezależne ale jedynie nieskorelowane. Roz­
wiązaniem tego problemu byłoby replikowanie jedynie residuów forward, a następnie 
wykorzystanie związku pomiędzy tymi dwoma rodzajami błędów do generowania re­
plikacji residuów backward

Thombs i Schucany przyjmując naturalne założenia, że {W,} jest stacjonarnym 
procesem autoregresyjnym, dla którego E(at) = 0 oraz |cz^|} < co (dla pewnego 
k > 2) pokazali słabą zbieżność bootstrapowego rozkładu warunkowego G^(-) do 
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teoretycznego rozkładu warunkowego Gxt+/jx(’) gdy n -> oo, a w konsekwencji 
również zgodność skonstruowanych bootstrapowych przedziałów predykcyjnych.

Cao (1997) zaproponował modyfikację algorytmu Thombsa i Schucany’ego, 
która pozwala na poprawę efektywności obliczeniowej. Zasadniczą ideą tej modyfi­
kacji jest rezygnacja z konstrukcji replikacji backward, a w konsekwencji nie uwzględ­
nianie zmienności związanej z estymacją parametrów. W odróżnieniu do algorytmu 
Thombsa i Schucany’ego nie są więc konstruowane replikacje bootstrapowe wyjścio­
wych obserwacji X*,..., X#, które odzwierciedlają strukturę korelacyjną prognozo­
wanego szeregu, ale jedynie replikowane są przyszłe (nieznane) wartości szeregu.

W tym przypadku replikacje przyszłych wartości otrzymujemy następująco:

^t+j = ^ + <^i + ... + 4>pXt+j^p + d*+j, j = 1,2,... ,h,

gdzie są replikacjami bootstrapowymi residuów, wygenerowanymi z rozkładu 
o dystrybunacie Fa (określonej na zbiorze scentrowanych i przeskalowanych residuów 
{dj, i = p + 1,..., t, wyznaczonych jak w algorytmie Thombsa i Schucany’ego).

Cao udowodnił (w tym samym sensie jak Thombs i Schucany), że zapropono­
wana metoda konstrukcji przedziałów jest asymptotycznie zgodna. Przeprowadzone 
symulacje komputerowe wykazały istotną poprawę efektywności obliczeniowej w po­
równaniu z metodą Thombsa i Schucany’ego.

Dodatkowo, Cao otrzymał też obiecujące wyniki symulacyjne, w przypadku gdy 
zastąpimy dystrybuantę Fa jądrowym estymatorem F^ przy generowaniu replikacji 
residuów a*. Procedura ta znana jest jako bootstrap wygładzony (ang. smoothed 
bootstrap). Bardziej szczegółowo problem ten będziemy omawiali w rozdziale 1.4.

Masarotto (1990) wykorzystał metodę bootstrap do konstrukcji przedziałów 
predykcyjnych dla procesu AR{p) o skończonym, ale nieznanym p, w oparciu o 
optymalny predyktor liniowy. Przyjmując założenie, że ) < oo oraz rząd modelu 
jest estymowany poprzez minimalizację kryterium postaci:

k
DnW = H log I1 “ &] + kf(n),1=1

gdzie /(n) -ł 0 gdy n —> oo, Masarotto pokazał asymptotyczną zgodność skons­
truowanych przedziałów predykcyjnych. Warto zauważyć, że postać Dn obejmuje 
m.in. takie kryteria jak: Akaike AIC, kryterium Hannana i Quinna oraz kryterium 
Schwartza.

Grigoletto (1998) wprowadził modyfikację metody Masarotto, która pozwala 
na istotną redukcję wariancji estymatorów kwantyli rozkładu błędu predykcji.

Kim (2001) rozważył konstrukcję przedziałów predykcyjnych dla wektorowych 
modeli autoregresyjnych znanego rzędu (modele VAR) z wykorzystaniem podejścia 
bootstrap-after-bootstrap.

Warto zauważyć, że metoda bootstrap-after-bootstrap, zastosowana po raz pierw­
szy przez Kiliana (1998a) do konstrukcji przedziałów ufności dla funkcji odpowiedzi 
impulsowej dla modeli VAR, ma wbudowaną procedurę korekcji obciążenia. Za­
stosowanie tej korekcji pozwala na uzyskanie poprawy w stosunku do standardowej 
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metody bootstrap, która — szczególnie w przypadku prób o małym rozmiarze — 
mogła produkować obciążone replikacje, z powodu obciążenia obecnego przy esty­
macji parametrów modelu autoregresyjnego.

Kim stosuje, podobnie jak Thombs i Schucany (1990), podejście warunkowe (wa­
runkowanie ze względu na p - ostatnich obserwacji) wykorzystując do konstrukcji 
replikacji wsteczną (backward) reprezentację modelu autoregresyjnego. Aby uogólnić 
konstrukcję na przypadek wielowymiarowy zastosowana została metoda Bonferro- 
niego (Liitkepohl (1991)).

Przeprowadzono szereg symulacji komputerowych, które potwierdziły, że w więk­
szości przypadków zaproponowana przez Kima metoda konstrukcji przedziałów pre- 
dykcyjnych zachowuje się znacznie lepiej niż metoda oparta na aproksymacji gaus­
sowskiej oraz standardowa metoda bootstrap (Thombsa i Schucany’ego). Poprawa 
widoczna jest szczególnie w przypadku prób o małym i umiarkowanym rozmiarze 
oraz w przypadku modeli autoregresyjnych o pierwiastkach charakterystycznych bli­
skich jednostkowym.

Niewątpliwie wadą zaproponowanego podejścia jest ograniczenie możliwości jego 
stosowania do modeli AR znanego rzędu. Ponadto, podobnie jak w przypadku al­
gorytmu Thombsa i Schucany’ego, asymptotyczna poprawność algorytmu wymaga 
przyjęcia założenia o normalności innowacji, ponieważ residua backward są nieza­
leżne jedynie w przypadku kiedy residua forward są gaussowskie. Rozwiązaniem al­
ternatywnym w przypadku niegaussowskich innowacji byłoby replikowanie residuów 
forward, o których z założenia wiemy że są niezależne, a następnie generowanie re­
plikacji residuów backward wykorzystując związek pomiędzy tymi dwoma rodzajami 
residuów (Breidt i inni (1992)).

Zauważmy, że przedstawione powyżej metody konstrukcji bootstrapowych prze­
działów predykcyjnych oparte były na założeniu o skończenie wymiarowej postaci 
modelu, tzn. przyjmowaliśmy, że model AR(p) jest dobrze dopasowany dla naszych 
danych.

Alonso, Pena i Romo (2002) rozważyli ostatnio uogólnienie metody Thombsa 
i Schucany’ego (1990) oraz Cao (1997) na przypadek ogólnej klasy procesów linio­
wych. Nieparametryczne warunkowe przedziały predykcyjne w tym przypadku skon­
struowane są z wykorzystaniem metody sieve bootstrap. Przeprowadzone symulacje 
Monte Carlo pokazują, że zaproponowana metoda charakteryzuje się lepszymi wy­
niki dotyczącymi średniego pokrycia i długości przedziałów i stanowi alternatywę 
dla standardowej (gaussowskiej) procedury konstrukcji przedziałów predykcyjnych.

1.2.5 Równoczesne przedziały predykcyjne
Do tej pory, mówiąc o konstrukcji przedziałów predykcyjnych ograniczaliśmy się do 
przypadku przedziału predykcyjnego dla pojedynczej obserwacji i ustalonego ho­
ryzontu czasowego h. Bardziej złożonym problemem jest wyznaczenie równoczes­
nego obszaru (regionu) predykcyjnego dla określonego zbioru przyszłych obserwa­
cji. W tym przypadku mogą wystąpić dwie sytuacje: prognoza przedziałowa ma 
być wyznaczona dla pojedynczej zmiennej w różnych horyzontach czasowych, tzn.
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{Xn+h, h = 1,..., K} albo też dla K zmiennych w tym samym (ustalonym) hory­
zoncie czasowym (Xn+h = Xn+htl,..., Xn+h,K).

Do konstrukcji równoczesnych przedziałów predykcyjncyh możemy wykorzystać 
metodę Bonferroniego (Liitkepohl (1991)), która oparta jest na następującej nierów­
ności probabilistycznej:

1=1 1=1
gdzie Ei,i = 1,..., A' są zdarzeniami: {Xn+i G I(i)} (odpowiednio {Xn+hti G 
oraz Ef jest dopełnieniem zdarzenia Ei.

Jeżeli skonstruujemy przedziały predykcyjne na poziomie ufności [1 — ■ 100%
dla wszystkich wartości {Xn+h, h = 1,..., K} (odpowiednio dla każdej z K składo­
wych wektora X_n+h) otrzymamy łączny obszar predykcyjny, który z prawdopodo­
bieństwem co najmniej (1 — a) 100% zawierał będzie K zmiennych jednocześnie.

Dla gaussowskich szeregów czasowych możemy konstruować dokładne obszary 
predykcyjne wykorzystując odpowiednie kwantyle wielowymiarowego rozkładu nor­
malnego.

Cheung, Wu i Chan (1998) przedstawili interesujące porównanie różnych 
metod konstrukcji równoczesnych obszarów predykcyjnych dla modeli ARIMA. Po­
równanie obejmuje metodę dokładną oraz dwie metody aproksymacyjne oparte na 
nierównościach Bonferroniego wyższego rzędu oraz nierównościach typu produkto­
wego. Przedstawiono też - ważne dla praktyków - argumenty przemawiające za 
potrzebą konstrukcji obszarów predykcyjnych szczególnie w takich obszarach zasto­
sowań jak ekonomia i business.

Kim (2001) zaproponował ostatnio metodę konstrukcji bootstrapowych rów­
noczesnych przedziałów predykcyjnych dla wektorowych modeli autoregresyjnych 
(VAR) wykorzystując nierówność Bonferroniego. Przeprowadzone badania symula­
cyjne potwierdziły efektywność zaproponowanej procedury.

1.2.6 Przedziały predykcyjne z wykorzystaniem metody sieve 
bootstrap

Wykorzystując metodę sieve bootstrap rozważymy teraz uogólnienie algorytmu kon­
strukcji bezwarunkowych przedziałów predykcyjnych (zaproponowanego m.in. przez 
Stine’a (1987), Masarotto(1990) i Grigoletto(1998) dla procesów AR(p\) na przypa­
dek modeli liniowych reprezentowanych jako proces AR(oo).

Przedział predykcyjny będziemy konstruowali aproksymując nieznany rozkład 
błędu predykcji Xn(h) lub odpowiednio rozkład unormowanego błędu predykcji 
Tn(h) = Xn(h) /an{h) dla estymatora optymalnego predyktora liniowego skonstru­
owanego na bazie obserwacji Xi,... ,Xn z uwzględnieniem aproksymacji AR(p(n\).

Główną ideą wykorzystania metody sieve bootstrap w kontekście prognozowa­
nia jest wygenerowanie replikacji X±,... ,X* na podstawie obserwowanego szeregu
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Xi,..., Xn, a następnie rozszerzenie tej replikacji do przyszłej chwili n + h. Replika- 
cje przyszłych wartości X^+h możemy łatwo wyznaczyć wykorzystując aproksymację 
autoregresyjną (A/?(p(n))):

^n+h. ^1 ^n+h—1 + • • • T ^p^n) ^■n+h—p(n') T ^n+hf

gdzie 0*,..., - bootstrapowe replikacje estymatorów wyznaczone na bazie
V* V*Ai,..., An.

Rozważymy teraz dwie metody konstrukcji przedziałów predykcyjnych

• Hybrydowe przedziały predykcyjne
W tym przypadku aproksymujemy nieznany rozkład błędu predykcji

△n(h) — Xn+h PnXn+fl

odpowiednim rozkładem bootstrapowym

△» := X*n+h - P*X*M

gdzie:
PnXn+h - estymator optymalnego predyktora liniowego dla Xn+h wyznaczony 
na podstawie obserwacji %i,..., Xn z uwzględnieniem aproksymacji AR{p(n)), 
P*X*+h - optymalny predyktor liniowy dla X*+h wyznaczony na podstawie 
obserwacji X*,..., X*.
Metoda ta określana jest w literaturze jako hybrid bootstrap (Shao i Tu (1995)). 
Oznaczając przez ę* i q^_a odpowiednie kwantyle rozkładu otrzymujemy 
bootstrapowy przedział predykcyjny

IbW = [PnXn+h + q^ PnXn+h + ęt-J- (1-7)

W praktyce estymujemy q* i q*_a w oparciu o B replikacji (gdzie B odpowied­
nio duże).

• Studentyzowane przedziały predykcyjne
Innym algorytmem, który możemy wykorzystać do konstrukcji przedziałów 
predykcyjnych jest metoda studentyzacji (bootstrap-t). Nieznany rozkład sta­
tystyki

rp z 7 \ ^^n-ł-h PnXn-^-h
Pd1) — - /i \ >dn (h)

jest w tym przypadku estymowany rozkładem bootstrapowym

V* _ p* V* rp* z > \   ^n+h rn^n+h
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gdzie ó^h) oraz d*2(/i) są odpowiednimi błędami średniokwadratowymi pre­
dykcji (PMSE).
Studentyzowany przedział predykcyjny jest ostatecznie postaci:

^B—t (^) — [in^n+h + ta (Tn(J~l), PnXn^fl + t^_a dn(/i)], (1-8)

gdzie i* and t*_a są kwantylami T*(h), które możemy estymować jak poprzed­
nio wykorzystując odpowiednio dużą liczbę replikacji bootstrapowych.

1.3 Rezultaty dotyczące zgodności

1.3.1 Określenie zgodności metody bootstrap
W rozdziale 1.2 zaproponowaliśmy wykorzystanie metody sieve bootstrap do aproksy­
macji nieznanego rozkładu błędu predykcji Xn{h) (lub odpowiednio unormowanego 
błędu predykcji Tn{h)). Uzasadnienie poprawności tej aproksymacji wiąże się naj­
częściej z koniecznością udowodnienia twierdzeń o zgodności. Przedstawimy teraz 
pokrótce ogólną koncepcję zgodności metody bootstrap.

Definicja 1.3.1 (Słaba i mocna zgodność rozkładów^
Niech p - oznacza metrykę na = {wszystkie rozkłady na

Oznaczmy także:

H„(x) = P(T„ < x),

»» = P*(T* < x),

gdzie „gwiazdka” — jak zwykle w przypadku metody bootstrap — oznacza rozkład 
warunkowy (pod warunkiem obserwacji X^,..., Xn).

Wówczas:

• H* jest zgodnym estymatorem Hn w metryce p (słabo p - zgodnym) jeżeli

p{H^ Hn) A 0 gdy n —> oo.

• H* jest mocno zgodnym estymatorem Hn (mocno p - zgodnym) jeżeli

p{H^Hn) —>0 p.w. gdy n—> oo.

Do najczęściej stosowanych metryk p należą: metryka supremum metryka 
Levy’ego pL oraz metryka Mallowsa dr.

Definicja 1.3.2 (Metryka supremum)

poo(F,G) = sup|F(S)-G(s)|
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Definicja 1.3.3 (Metryka Levy’ego)

Pl(F, G) := inf{e > O : F(x — e) — e < G{x) < F(x + e) + e, xE Jł}.

Definicja 1.3.4 (Metryka Mallowsa)
Niech Fr,s = {G G / |x|r dG(x) < 00}. Dla dwóch rozkładów F oraz G z 
określamy ich odległość Mallowsa jako:

dfiF, G) = mf (E\\X -

gdzie tx,y jest zbiorem wszystkich możliwych rozkładów par (X, Y), których rozkła­
dami brzegowymi są odpowiednio F i G.

Informacje o wzajemnych relacjach pomiędzy różnymi rodzajami metryk proba­
bilistycznych można znaleźć np. w pracy Gibbsa i Su (2002).

Stosunkowo niedawno Belyaev (1997) oraz Belyaev i Sjóstedt - de Luna (2000) 
zaproponowali inną definicję zgodności rozkładów określaną jako słaba aproksymacja 
ciągu rozkładów (weakly approaching seąuences).

Definicja 1.3.5 (Słaba aproksymacja ciągu rozkładów)
Niech [Xn, Zn} oraz {KJ będą dwoma ciągami zmiennych losowych, Xn,Yn G 71, 

Zn € Zn, gdzie Xn,Zn są zdefiniowane na tej samej przestrzeni probabilistycznej 
P). Wówczas ciąg rozkładów warunkowych {£(Xn|Zn)} słabo aproksymuje 

ciąg {£(yn)} według prawdopodobieństwa, jeżeli dla dowolnej funkcji ciągłej i ogra­
niczonej h{-) G CfiW) :

E[h(Xn)\Zn\ — E[h(Ynf] -^0.

Będziemy dalej oznaczali:

E(Xn\Zn)^E(Yn) gdyn^^.

Uwaga 1.3.1
W przypadku gdy mamy dwa ciągi rozkładów bezwarunkowych C(Xn) i £(Yn) przyj­
mujemy następującą definicję:

£(Xn) EfY.fi) gdy 00

wtedy i tylko wtedy gdy:

V h(-) G CfiN) E[h(Xfi] - E[h(Yfi] —> 0.

Definicję słabej aproksymacji ciągu rozkładów można także uogólnić na przypadek 
dwóch ciągów rozkładów warunkowych (Belyaeu i Sjóstedt - de Luna (2000)).

Poniżej przedstawiamy najważniejsze rezultaty udowodnione przez Belyaeva i 
Sjóstedt - de Luna (2000), które podają związki nowo wprowadzonego pojęcia ze 
zbieżnością funkcji charakterystycznych oraz zbieżnością według rozkładu.

Zasadniczą rolę w cytowanych poniżej wynikach odgrywa założenie o ciasności 
ciągu {K}.
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Definicja 1.3.6 (Ciąg ciasny)
Ciąg zmiennych losowych {Ki} będziemy nazywali ciasnym (ang. tight) wtedy i tylko 
wtedy, gdy:

V c > O 3 zbiór zwarty Ce C X, taki że: P(Yn C^) < e dla n = 1, 2,...

Ustalmy następujące oznaczenia dla funkcji charakterystycznych:

fa^zM 
^Yn (t)

ECltXn\Zn)

Twierdzenie 1.3.1 (Twierdzenie o ciągłości)
Niech {Xn, Zn} oraz {Tn} będą dwoma ciągami zmiennych losowych jak w Definicji

1.3.5. Ponadto, niech będzie ciągiem ciasnym. Wówczas

gdy n —> oo,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego t E %łk

$Xn\zn(t) ~ 0 gdy n—> oo.

Lemat 1.3.1 (Podciągowa charkteryzacja bliskości rozkładów )

Niech Yn będzie ciągiem ciasnym. Wówczas następujące warunki są równoważne:

(i) C(Xn) £(Yn) gdy n oo

(ii) Dla dowolnego podciągu {n*,}, takiego że E(Ynk) —£(Yó) dla pewnej zmien­
nej losowej Yq, zachodzi również C{Xnk) —£(1q), gdy k —> oo.

(iii) Dla dowolnego podciągu istnieje podciąg {n^p} oraz zmienna losowa Yo, 
takie że: £(YnkW) £(T0) oraz C(XnkW) C(Y0), gdy l -> oo.

Lemat 1.3.2 (Zbieżność w metryce Levy’ego) 
Niech {UJ będzie ciągiem ciasnym.
Wówczas

m £(Kn) <=> pL{Fn, Gn) —> 0 gdy n -> oo,

gdzie Pl oznacza metrykę Levy’ego natomiast Fn i Gn oznaczają dystrybuanty roz­
kładów odpowiednio Xn oraz Yn.

Zauważmy, że aby zastosować Lematy 1.3.1 oraz 1.3.2 do dowodzenia zgodności 
metody bootstrap wymagane będzie ich uogólnienie na przypadek rozkładów wa­
runkowych. Problem ten będziemy rozważali w rozdziale 1.3.2.
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1.3.2 Fakty pomocnicze
Stochastyczne relacje Op*(-) i

Dla badania asymptotyki aproksymacji bootstrapowej wygodnie nam będzie zdefi­
niować i określić podstawowe własności dla stochastycznych relacji Op*^) i OpĄ-), 
które są odpowiednikami relacji oP(-) i OP(-) (zdefiniowanymi np. u Serflinga (1991)).

Definicja 1.3.7 („ Op*(l) według prawdopodobieństwa”)
Mówimy, że

X* = Op*{l) wg prawdopodobieństwa

wtedy i tylko wtedy, gdy:

^>0 P(P*(|X*| > 5^ > e) < p dian = 1,2,....

Definicja 1.3.8 („ op*(l) według prawdopodobieństwa”)
Mówimy, że

X* = Op*(l) według prawdopodobieństwa

wtedy i tylko wtedy, gdy:

P(P*(|X*| > 6) > e) < p dla n>N.

Zauważmy, że zgodnie z przyjętą definicją:

X* = Op*(l) wg p-stwa <=> X* 0 wg p-stwa.

Definicje 1.3.7 oraz 1.3.8 możemy łatwo uogólnić na przypadek dowolnego ciągu an, 
tzn. będziemy przyjmowali, że:

*
X* = Op*(an) wg. p-stwa <=> —- = Op*(l) wg. p-stwa

On

oraz
*

X* = oP*(an) wg. p-stwa <=> —- = op*(l) wg. p-stwa.

Fakt 1.3.1 Przypuśćmy, że:

(i) X* = Op*(l) wg. prawdopodobieństwa,

(ii) Y* 0 wg. prawdopodobieństwa.

Wówczas

X* Y* 0 wg. prawdopodobieństwa.

Symbolicznie możemy zapisać: op*(l) Op* (1) = op*(l) według prawdopodobieństwa.
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Dowód Faktu 1.3.1
Mamy pokazać, że:

^„>0 3n P(P*(\X*Y*\ > 5) > e) <t] dla n>N.

Z założenia X* = Op*(l) wg. prawdopodobieństwa, tzn.

Ve-^>o P(P*(\X*\ > >€^<7]' dla n = 1, 2,....

Niech e, 5 oraz tj będą dowolnymi, ustalonymi, dodatnimi liczbami rzeczywistymi. 
Przyjmijmy e' = e/2 oraz r/' = r//2. Wówczas istnieje takie że:

P{P\\X^n\ > 5^) > e/2) < 77/2 dla n = 1,2,....

Zauważmy, że:

UWI>«) = p*(|xm > U*„*l > W+
+p*(KU*I > KI < W (1-9)

< p*(WI>5.w) + p*(|k*|>5/5..,,.).
Z (1.9) wynika, że:

p(p*(|x;y*| > 5) >e) <
< p(p*(|x:i > 5..,^)+p*(ki > 5/5..,^) > £).

Dalej możemy oszacować:

p(p*(KI > 5.,,^) + p*(|y*| > > £) <
< P(P*(M > ferf) > e/2 lub P*(K| > 5/5..,,.) > e/2)
< P(F(\X'\>5^)>ll2) + P(P\\Y;\>6/^
< )?/2 + P(P*(|y*|>5/5^)>e/2).

Na mocy założenia (żż) dla dostatecznie dużych n możemy zapisać:

P(P*(K*| > 5/5..,,.) > e/2) < ,/2. (1.12)

Ostatecznie zatem (1.10),(1.11) i (112) implikuje, że dla dowolnych e, 5,77 > 0

P(P*(I*X*I > 5) > e) < ,/2 + ,/2 = , 

dla dostatecznie dużych n, co kończy dowód Faktu 1.3.1.

Fakt 1.3.2 Niech

(ii)

wg. prawdopodobieństwa,

K-^o.

(V
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Wówczas

X* + Yn O wg. prawdopodobieństwa.

Zapisując symbolicznie: op*(l) + op(l) = op*(l) według prawdopodobieństwa.

Dowód Faktu 1.3.2.
Mamy pokazać, że:

^,^>0 P(P\\X* + Yn\>^>e)<p dla n>N.

Niech e, 5, r] będą dowolnymi, ustalonymi, dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Za­
uważmy, że:

p(p*(|x; + r„|>ó)>e)<
< p(p*(|x:i + im > ó) > e)
< Wlfl > «/2 V |r„| > <5/2) > e)
< > <5/2) + P*(|y„| > <5/2) > e)
< P(P*(|^| > <5/2) > e/2 V P*(|y„| > S/2) > e/2)
< P(P’(K\ > <5/2) > e/2) + P(P*(|K| > <5/2) > e/2)
= A + A-

Oszacujmy teraz kolejno składniki oraz A-
Z założenia (i) dla dostatecznie dużego n mamy:

A = pęp\m > Ó/2) > e/2) < g/2.

Stosując dla drugiego składnika nierówność Markowa otrzymujemy:

A — P(P\\Yn\ > S/2) > e/2)
A(A* l{|yn|><s/2} > e/2)
A(l(|yn|><5/2)

e/2

e/2)

Z założenia (ii) dla odpowiednio dużego n mamy, że

A < 77/2.

Otrzymaliśmy więc, że dla dowolnych e, 6,77 > 0:

P(P*(|X; + y„| > <5) > e) < d/2 + ,/2 = D 

dla dostatecznie dużego n, co kończy uzasadnienie Faktu 1.3.2.

□

Fakt 1.3.3 Załóżmy, że:

(i) \P\X:<u)-P(X<u)\-^0,
dla dowolnego u będącego punktem ciągłości dystrybuanty Fx,
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(ii) Y* O wg. prawdopodobieństwa,

(iii) Vn 0.

Wówczas

\P\X^ + Y* < u) - P(X + Vn<u)\^.

Dowód Faktu 1.3.3
Dla dowolnego e > 0 możemy zapisać

P’K + Y* <u) =
= p*(K + K < «, KI < 0 + + y* < «, KI > e)
< P*(K + Yi < «. KI < f) + ^(Kl >
< p*(^<« + £) + p*(KI>«)-

Z założenia (ii) otrzymujemy dla odpowiednio dużego n:

^*(1^*I > e) < « wg. p-stwa , 

gdzie k > 0 dowolne.
Otrzymaliśmy zatem:

p*K + y; <u)< p*(k <« + «) + « wg. p-stwa.

Z drugiej strony mamy:

p*(K <»-<) =
= p*(K < « -«,KI >^ + < « - e,KI <f)
< p*(KI > f) + p*(K < “ - KI < £)
< P*(KI >«) + < « -«. K* <«)
< p*(KI >«) + p'K + y; < u).

Wykorzystując ponownie (1.13) otrzymujemy:

P*(Xn + y„* <u)> P*(X* <u-e)-K wg. p-stwa

Postępując analogicznie możemy pokazać, że:

P(X + Vn < u) < P(X < u + e) + k.

oraz

P(X +Vn<u)> P(X < u — e) — n.

Wybierając e tak aby u ± e były punktami ciągłości dystrybuanty Fx 
jemy na mocy założenia (i), że:

\P*(X* < u± e) - P(X < u ± e)| < k wg. p-stwa.

(1-13)

(1-14)

(1.15)

(1.16)

(1-17) 

otrzymu-

(1-18)
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Wykorzystując teraz kolejno oszacowania (1.14), (1.17) oraz (1.18) otrzymujemy:

P^X( + Y* <u)~ P{X + Vn<u)<
< P(X < u + e) — P(X < u — e) + 3k wg. p-stwa.

Z drugiej strony stosując kolejno (1.15), (1-16) i (1.18) dostajemy:

P\X* + Y* <u)~ P{X + Vn<u)>
> P{X < u — e) — P(X < u + e) — 3k wg. p-stwa.

(1.19)

(1.20)

Ponieważ u jest punktem ciągłości dystrybuanty Fx oraz 6 i k były dowolnie 
małe, dodatnie, otrzymujemy ostatecznie:

p*W + y; < a) - P(X + V„ < u) -ił 0.

co kończy dowód Lematu 1.3.3.

Lemat 1.3.3 (Modyfikacja Lematu Słuckiego) 
Przypuśćmy, że:

(i) X* X wg. prawdopodobieństwa,

(ii) Y* c wg. prawdopodobieństwa,
(gdzie c 0 jest pewną stałą).

Wówczas

wg. prawdopodobieństwa.

Dowód Lematu 1.3.3

Dla wygody dowodu załóżmy, że c > 0. Dowód przypadku c < 0 przebiega 
analogicznie.

Niech u będzie punktem ciągłości dystrybuanty rozkładu zmiennej losowej Xjc. 
Dla dowolnego e, takiego że 0 < 6 < c możemy napisać:

< u) =
= P^ < u, K - c| < e) + P*^ < a, K - c| > e).

Bez utraty ogólności rozważań możemy przyjąć dalej, że u > 0. 
wówczas:

(1-21)

Otrzymujemy

(1-22)
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Możemy przedstawić lewą i prawą stronę w oszacowaniu (1.22) jako:

P*(X„* <«(«-£), K*-c|<£)=
= < u(c - £» - F{X* < u(c - £), |F» - c| > e)

oraz

< «(c + £), |r*-c| <£) = ,, , ,
= < u(c + £)) - P\X* < u(c + £), K - c| > £).

Wykorzystując (1.21)—(1.24) otrzymujemy, że:

P'^ <«(£-£))- P'(X* < M(c - e), |y* - c| > £) <
< P'& < «) - P'(^: < «, K - c| > e) < (1.25)
< P'K < u(c + e)) - P*{X‘ < u(c + £), K* - c| > e).

Zauważmy teraz, że założenie {ii) (Y* -M c wg. p-stwa) implikuje, że:

P*& < u, 
P\X*<u{c~e),

K* - c| 
K* - c| 
K -

>e)
> e)
> <0

<^(K*-c|>e) = oP(l), 
<P\\Y*-c\>e) = OP(1), 
<P^\Y^-c\>e) = Ml).

(1-26)

Stosując (1.26) do oszacowania (1.25) otrzymujemy:

P'(X'n<u(c~t))-oP(l) < P*^ < «) - Ml)
< P*(Aj<u(c+e))-oP(l). (1.27)

Dobierając e, tak aby u(c — e) oraz u(c+e) były punktami ciągłości dystrybuanty 
rozkładu zmiennej losowej X, otrzymujemy na mocy założenia (ż), że:

P*(X* < u(c — e)) — Op(l) -M P(X < u(c — e)) 

oraz

P*(X* < u(c + e)) - op(l) -M P(X < n(c + e))

Z drugiej strony, ponieważ e może być dowolnie małe i u było z założenia punktem 
ciągłości dystrybuanty zmiennej losowej X/c otrzymujemy ostatecznie, że:

co kończy dowód Lematu 1.3.3.

□
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Charakteryzacja podciągowa bliskości rozkładów

Wykorzystując omówioną w poprzednim podrozdziale koncepcję słabej aproksymacji 
ciągu rozkładów (Belyaev (1997), Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) udowodnimy 
teraz rezultat będący uogólnieniem Lematu 1 (Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) na 
przypadek rozkładów warunkowych. Wynik ten będzie wykorzystany następnie w 
dowodzie Lematu 1.3.5 oraz w dowodzie twierdzenia o zgodności metody bootstrap-t.

Lemat 1.3.4 Niech Yn będzie ciągiem ciasnym. Wówczas następujące warunki są 
równoważne:

(i) ąXn\Zn} £{Yn} gdy n oo

(ii) Dla dowolnego podciągu {n&}; takiego że £(Ynk) £(Yq) dla pewnej zmien­
nej losowej Yo, zachodzi również £(Xnk\Znk) £(Y0) według prawdopodo­
bieństwa, gdy k —> oo.

(iii) Dla dowolnego podciągu {nk} istnieje podciąg {nk(i)} oraz zmienna losowa Yo, 
takie że: C(Ynk^ £(Vó) oraz C(Xnkęi)\Znk^ £(Y0) według prawdo­
podobieństwa gdy l —» oo.

Dowód Lematu 1.3.4.

W => (ii) ”
Z założenia Yn jest ciągiem ciasnym, a zatem z tw. o ciągłości (Tw. 2, Belyaev (1997), 
Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) otrzymujemy, że dla dowolnego t € R:

0 gdy n -> oo, (1-28)

gdzie j)xn(-\Zn), oznaczają odpowiednie funkcje charakterystyczne.
Rozważmy teraz podciąg {n^}, dla którego £(Ynk) £(ło) gdy k oo, dla 

pewnej zmiennej losowej Yq. Zbieżność słaba rozkładów implikuje zbieżność funkcji 
charakterystycznych dla dowolnego ttR:

W —» 4% W gdy k -> oo.

Zauważmy, że z (1.28) wynika również:

fc, - ^Ynk W 0 gdy k -ł oo.

(1-29)

(1.30)

(1.29) i (1.30) implikuje, że :

MĄ gdy k -> oo,

a to na mocy twierdzenia o ciągłości (Tw.2, Belyaev i Sjóstedt- de Luna (2000)) 
oznacza, że:

£(Xnk\ZnĄ £(Y0) wg. prawdopodobieństwa, gdy k oo.
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„ (ii) => (iii) ”
Ponieważ z założenia {Yn} jest ciągiem ciasnym, to z tw. Prohorowa (Billingsley, 
(1968)) otrzymujemy, że dla dowolnego podciągu istnieje podciąg {nk(l)}, taki 
że: -C^m)
Z (ii) otrzymujemy, że również

^Xnkw\Znk^) C(Y0) wg. p-stwa gdy l -> oo.

„ (iii) (?)”
Zgodnie z Definicją 2 (Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) mamy pokazać, że E[h(Xn)\Zn\ —
E[/i(yn)] —0 dla dowolnej funkcji h(-) ciągłej i ograniczonej.

Niech h(-) € Cb(X). Oznaczmy:

An := E[h(Xn)^Zn] — E(h(Yn)]

Z (iii) otrzymujemy, że dla dowolnego podciągu {nk} istnieje podciąg {nk(l)}, 
taki że:

oraz

FNMI —»«W)I

(1-31)

(1-32)

gdy l —> oo. Z (1.31) i (1.32) wynika natomiast, że

Ank(i) = E[h(XnkW)\ZnM] - E[h(YnM)] -^>0 gdy Z —> oo.

Z Tw. 1.6.1 (Serfling, (1991)) istnieje podciąg {nk(lm)}, taki że:

Ank(im) —> 0 z p-stwem 1, gdy m oo.

Otrzymaliśmy więc, że dla dowolnego podciągu {nk} istnieje podciąg {nk(lm)} 
taki że

Ank{im) —* 0 z p-stwem 1, gdy m -» oo,

a to na mocy Tw.20.5 (Billingsley, (1987)) oznacza że An 0.
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Zbieżność w metryce Levy’ego

Kolejny rezultat związany jest z równoważnością słabej aproksymacji ciągu rozkła­
dów ze zbieżnością w metryce Levy’ego. Wynik ten stanowi uogólnienie Lematu 10 
(Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) na przypadek rozkładów warunkowych.

Lemat 1.3.5 Niech {W} będzie ciągiem ciasnym.
Wówczas

£(K) Pl(F*, Gn) ^0 gdy

gdzie oznacza metrykę Levy’ego natomiast F* i Gn oznaczają dystrybuantę roz­
kładu warunkowego Xn pod warunkiem Zn oraz odpowiednio dystrybuantę rozkładu 
Yn-

Dowód Lematu 1.3.5.
=>”

Załóżmy, nie wprost, że

Wówczas istnieje podciąg {nk} oraz ó > 0, dla których: 

d(PL(F*k,GrM>6, (1.33)

gdzie d(-, •) oznacza metrykę zbieżności według prawdopodobieństwa (np. Loeve, str. 
175, p.9).

Na mocy ciasności ciągu {W} otrzymujemy z tw. Prohorowa, że dla podciągu 
{n^} istnieje podciąg {nk(l)} taki że

^YnkW) -^4 £(y0) gdy l -4- oo

dla pewnej zmiennej losowej Yo.
Z Lematu 1.3.4(ii) otrzymujemy, że również:

C^n^Zn^p) £(ko) wg. prawdopodobieństwa, gdy l -4 oo.

Oznaczając przez Go dystrybuantę rozkładu zmiennej Yo możemy teraz oszacować:

< Pl^Fn^Go) + Pl^Gn^Go).

Ponieważ zbieżność słaba jest równoważna zbieżności w metryce Levy’ego otrzymu­
jemy ostatecznie, że

PL^F*k^,Gnk^ -£4 0

co jest sprzeczne z (1.33).

Przypuśćmy, nie wprost, że istnieje taka funkcja ciągła i ograniczona ho(-), dla której

E[h0(Xn)\Zn]-E[h0^

37



Wówczas istnieje podciąg {n^} oraz 5 > 0, dla których:

(1.34)

gdzie d(-,-) oznacza, jak poprzednio, metrykę zbieżności według prawdopodobień­
stwa.

Z tw. Prohorowa, otrzymujemy że dla podciągu {n^} istnieje podciąg {nk(l)}, 
taki że

F{YnkW) m) gdy Z -> 00

dla pewnej zmiennej losowej Yo o dystrybuancie Gq- Z tego wynika w szczególności, 
że:

> BfMU)] gdy l -» 00. (1.35)

Ponieważ
PlIF*^, Co) < Pl^F*^, + pL(Gnk(l), G0),

oraz zbieżność słaba jest równoważna zbieżności w metryce Levy’ego otrzymujemy,
że również p^F*^, Go) 0 gdy l —> 00, a to implikuje że:

£'[ńo(XnA.(/))|Znfc(;)] —^[^(Po)] gdy Z —> 00. (1.36)

Z (1.35) i (1.36) wynika następnie, że:

£Z[ho(Wnj;(;))|ZnA;(/)] — E[h0(Ynk(q)] 0 gdy Z —> 00,

co daje sprzeczność z (1.34).

Uogólnienie twierdzenia Cramera-Wolda

Sformułujemy teraz uogólnienie klasycznego twierdzenia Cramera-Wolda na przypa­
dek ciągu wektorów losowych słabo aproksymujących się (ang. weakly approaching).

Tw. to pozwala sprowadzić problem uzasadnienia zgodności rozkładów wielowy­
miarowych do badania zgodności rozkładów kombinacji liniowej składowych. Wynik 
ten może być wykorzystany do uzasadnienia zgodności wielowymiarowych (równo­
czesnych) przedziałów predykcyjnych.

Twierdzenie 1.3.2 Niech Xn = (XnX,..., Xnk) oraz Yn = (Ynl,... ,Ynk) będą 
dwoma ciągami wektorów losowych. Załóżmy ponadto, że Y_n 3est ciągiem ciasnym. 
Wówczas:

£(Y„)£(Aj ^n,l + • • . + Afc Xntk^Zn) wa(P £(A1 Ki,l + . . . + Afc Ynk)

dla dowolnego wektora A = (Ai,..., Xk)
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Dowód Tw. 1.3.2

Ponieważ Y_n jest z założenia ciągiem ciasnym, to z tw. o ciągłości dla rozkła­
dów słabo aproksymujących się (Tw. 2, Belyaev (1997), Belyaev i Sjóstedt (2000)), 
wiadomo że:

ÓWJZ.U) - Órjl) 0 gdy n oc, (1.37)

dla dowolnego t G Rk, gdzie

= ^(exp(z £ tj XnJ)\Zn)
j=i

oraz
k

= £(exP(* Z h ynj)).
>1

Weźmy t = A • s, gdzie A G Rk i s E R dowolne.
Wówczas

= £(exp(?$E*=1 XjXn>j)\Zn) - ^(exp(zs^=1 XjYn^ (1.38)= ^A1Xn,1 + ...+AjcXnTZn(s) - </>Aiyn,i+...+Afcyn,*,(«)•
(1.37) i (1.38) oznacza, że dla dowolnego s G R:

<h1xn,i+...+xkxn,k\zn(s') - (/>x1Yn,1+...+xkYn<k(s) 0.

Stosując ponownie tw. o ciągłości otrzymujemy, że

£(Ai Xnj + ... + Xk Xn^Zn) e—4 £{Xi Yn^ + ... + Xk Yn,k).

Zauważmy, że na mocy cytowanego już twierdzenia o ciągłości:

(/)XlXnA + ...+XkXn^k\Zn{^ - </>X1Yn,1+...+XkYntk(s) 0

dla dowolnego s E R.
W szczególności dla s = 1 otrzymujemy: 

k k
\Xn,j)\Zn) - E(exp(i XjYn^ = <^xn|zn(A) - <£yn(A) 0,j=i j=i

Ponieważ XERk było dowolne, to stosując jeszcze raz tw. o ciągłości (Tw. 2, Belyaev 
(1997), Belyaev i Sjóstedt (2000)), otrzymujemy, że:

£(X„|Z„) « £(y„).

□
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Twierdzenie o ciągłości

Kolejne twierdzenie ustanawia związek pomiędzy punktową zgodnością ciągów dys- 
trybuant, a zbieżnością funkcji charakterystycznych.

Twierdzenie 1.3.3 Jeżeli:

(i) ciąg Yn jest ciasny,

(ii) P*(X* <u)~ P(Yn <u) 0 dla u eE,
gdzie: E jest zbiorem gęstym w R oraz miara Lebesgue’a zbioru Ec jest równa 
0, F*(-) oznacza jak poprzednio rozkład warunkowy (pod warunkiem obserwa­
cji),

to

~ —> 0 dla dowolnego t 6 R.

Ponadto, zbieżność ta jest jednostajna względem t w każdym skończonym prze­
dziale wartości t.

Dowód Twierdzenia 1.3.3

Przyjmijmy następujące oznaczenia:

^(■) = P‘KM
GM = P(Y,M

= S-M^^GMY

Z założenia (i), Yn jest ciągiem ciasnym, tzn.

VK>0 35k>0 P(\Yn\ > 8k) < k dla n = 1,2,....

Niech k = e/12, gdzie e > 0 - dowolne, ustalone. Wówczas istnieje takie że

F(|Kn| > < e/12 dla n = 1, 2,....

Ponieważ E jest z założenia zbiorem gęstym, możemy wziąć S'e, 8" € E takie, że 
5't < — Y oraz ó" > bt. Wówczas otrzymujemy

P(Yn <8'tV Yn> 5") < P(\Yn\ > 5e) < e/12.

Przedstawmy teraz:

/
<5' ró" roo

PtxdF^ + / e^dF^x) + / e^dF^x) = Fnl + Fn2 + Pn3,-OO Jo^ Jo"
oraz

e^dGn{x) + 4' e^dGn^ + e^dG^x)
— Inl + ^n2 + dn3-
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Rozważmy różnicę

r6” . .42 - 42 = e^dF^x) - EtxdGn{x)

Stosując wzór na całkowanie przez części otrzymujemy:

r6"- Ini = e'“(F*n(x) - G„(x» |£ - ii (F-(x) 
Jo,

Gn{x))eitx dx.

Dalej mamy

I4z 421 <
< KK) - G„W)| + |F*M') - G„m | + M /f KM - G„(x)| dx

Ponieważ <5/4/ € E to na mocy założenia (żż) otrzymujemy, że dla odpowiednio 
dużego n:

KW “ G»W)I < «/9, wg. p-stwa (1.39)

oraz

IW - Gn(ó")| < «/9, wg. p-stwa. (1.40)

Niech Ti < t < T2, gdzie Ti, T2- dowolne, ustalone. Oznaczmy K = max(|Tj|, |T2|) 
Wówczas

Ponieważ |4£(z) — Gn (z) | jest jednostajnie ograniczone względem n oraz z założenia 
zbiega do 0 według prawdopodobieństwa (dla prawie wszystkich x), to z wersji tw. 
o zbieżności zmajoryzowanej dla ciągu procesów stochastycznych (Andersen i inni, 
(1993), Proposition II.5.3) otrzymujemy, że dla dostatecznie dużego n :

f6”« [ KM
JS<

Gn(x)| dx < e/9 wg. p-stwa. (1.42)

Ostatecznie zatem (1.39),(1.40),(1.41) i (1.42) implikuje:

< e/9 + ć/9 + e/9 = e/3 wg. p-stwa.

Rozważmy teraz

Enl -Inl= EtxdF^x) - / eltxdGM. 
J—oo J — oo

Możemy oszacować

I4!-4i|< / \eltx\dF^x~)+ \e'ix\dGn(x) = F*^ 
J —oo J— oo
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Z założenia o ciasności Yn otrzymujemy, że:

Gn^ = P(Yn < J') < P(Yn <6'tVYn> 5^
< P(\Yn\ > d£) (1.43)
< e/12.

Z drugiej strony, ponieważ 5' G E z założenia (iż) otrzymujemy również, że

W) < IW) - Gn(O + (1-44)

Otrzymane oszacowania (1.43) i (1.44) pozwalają nam napisać:

|/*i - 4i| < e/6 + e/6 = e/3 wg. p-stwa.

Postępując analogicznie jak powyżej możemy pokazać, że:

143 ~ 431 < e/3 wg. p-stwa.

Ostatecznie zatem otrzymaliśmy, że dla dostatecznie dużego n i dowolnego t G 
(T1,T2):

l^(t) - < I4i - 4i| + 142 - 4z| + I4s - 4s| < e wg. p-stwa,

co kończy dowód Twierdzenia 1.3.3.

1.3.3 Zgodność metody hybrid bootstrap
Sformułujemy teraz lematy pomocnicze wykorzystane następnie w dowodzie zgod­
ności metody hybrid bootstrap.

Lemat 1.3.6 (Biihlmann (1997), Lemat 5.4)
Niech spełnione będą założenia AY dla s = 4, A2 dla r = 1 oraz B dla p(n) 

o((n/log(n))1/2). Wówczas dla dowolnego t G Z:

e* et według prawdopodobieństwa.

Lemat 1.3.7 Przypuśćmy, że spełnione są założenia A2 dla r > 1 (r G N) oraz B 
dla p(n) = o((n/ log(n))1^2r+2^). Wówczas

oo

j=p(n)+l
pW)

+ 52(^1 “ = Op(l).1=1
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Dowód Lematu 1.3.7
Oznaczmyoo p(n)

4“ H" S2.
j=p(n)+l j=l

Oszacujmy pierwszy składnik.

E|Si| — U S>=p(n)+1 Ti+l-jl 
< BE£pW+1 i^i |x„+l_, 
< JEX? W.

Z założenia A2, wynika że < oo5 a stąd (np. Lemat 2.1, Buhlmann
(1995)) otrzymujemy również, że TSjLof |^j| < oo.

Dalej mamyOO oo
E /Ml > E (pwrwJ=p(n)+1 J=p(n)+1

a to oznacza, że EJ^p(n)+i IMI = °(p(n) r)- Ostatecznie otrzymujemy więc EjSi| 
o(p(n)“r).
Wykorzystując teraz nierówność Markowa dostajemy, że dla dowolnego e > 0

P(\Si\ > e) < E\Si\/e, 

czyli Sr = oP(p(n) r) 
Oszacujmy teraz S2.

|S2| = 1
= I + ^.n -
< I-WW +1
= Ii +I2,

gdzie = ((/•l.n, • ■ •) ^71),nY spełnia teoretyczne równania Yule’a-Walkera, tzn.

rp(O^p(n)-
gdzie rp(n) = [7(2 - j)]Pi^=v lpW = (7(1), • ■ • ,7(p(^)))'-

Do oszacowania Ii wykorzystamy rozszerzoną nierówność Baxtera (Deistler i 
Hannan (1988), Tw. 6.6.12, str. 271)

p(n) 00

E 1^'17=0 J=p(n)+1
gdzie c-stała zależna od modelu teoretycznego.
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Możemy więc zapisać:

El, =

< #X? • c ■ £~,w+> W = “W")"’')-

Aby oszacować I2 wykorzystamy nierówność Cauchy’ego oraz tw. 2.1 (Hannan i 
Kavalieris (1986)):

= 077 max “ ^”1 A?=i AIh-j-

Oszacujmy teraz ^E® X^+1_j.

Niech c > 0 dowolne. Weźmy p = EX(/e. Wówczas z nierówności Czebyszewa 
otrzymujemy:

(App(n) y2 \
V Ej=l ^n+l-j 1

a to oznacza że
p(O ____, E a^ = oP(077).

V=1
Ostatecznie zatem

Ą = OP (p(n)(log(n)/n)1/2) = OP (^n/log^))2^1^ .

co kończy dowód lematu 1.3.7.

Lemat 1.3.8 (Proposition 3.5, Alonso, Pena i Romo (2001))
Niech będą spełnione założenia: Al dla s = 4, A2 dla r > 1 (r G N} oraz B 

dla p(n) — o(\n/ log(n)) 2r+2). Ponadto, niech = (ę!>i,n, • ■ ■, ^p(n),«) spełniają 
teoretyczne równania Yule’a-Walkera, tzn.:

Fp(n) ^p(n) —p(n) ’

gdzie rp(n) = [7(1 - j}]7p(n) = (7(1),..., 7(pW))'- 
Wówczas

max |0* — (/)j>n\ X-). o według prawdopodobieństwa.
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Fakt 1.3.4 Przy założeniach jak w Lemacie 1.3.8

max — j)j\ O według prawdopodobieństwa.

Dowód Faktu 1.3.4
Możemy oszacować

max < max |0* - ^,n| + max |^>n - ^>n| + max \^n -i<7<p(n)
W dowodzie Proposition 3.5 (Alonso, Pena i Romo (2001)) pokazane zostało, że:

- (r-l)
max |^ — </>,n| = <9p*((n/l°g(n)) według prawdopodobieństwa. l<j<p(n) J

Ponadto, Hannan i Kavalieris ((1986), Tw. 2.1) udowodnili, że:

max \(/)j<n - ^>jn\ = O(71og(n)/n) p.w.
^<j<p\n)

oraz

max \j)^n - = O(i71og(n)/n) + o(p(n)~r} p.w.

Ostatecznie zatem 
- o—omax — <^,| = Op*((n/log(n)) <2r+2>) według prawdopodobieństwal<7<p(n) J

co kończy uzasadnienie Faktu 1.3.4.

□

Uwaga 1.3.2
Dla uproszczenia notacji będziemy oznaczali estymator optymalnego predyktora linio­
wego wyznaczonego na bazie X\,... ,Xn z uwzględnieniem aproksymacji AR(p(n)) 
jako Xn+h, zamiast stosowanego w rozdziale 1.2 oznaczenia PnXn+h. Analogicznie 
zamiast P*X*+h przyjmujemy oznaczenie X*+h.

Kolejne dwa fakty podają zależności rekurencyjne dla błędu predykcji i odpo­
wiednio bootstrapowego błędu predykcji.

Fakt 1.3.5 (Wzór rekurencyjny dla błędu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h E N) oraz dla dostatecznie dużego n:

Xn+h ^n+h — A-n+h—j) + (^j ^j^-^-n+h—jAd" £j=p(n)-ł-l + ^n+h-
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Dowód Faktu 1.3.5
Wykorzystując reprezentację AR(oo) dla szeregu Xt możemy zapisać:oo

Xn+h — j Xn+h—j 4* (1.45)J=1
Ponieważ dla dostatecznie dużego n mamy p(ri) > h, możemy przedstawić predyktor 
Xn+h w zależności od prognoz dla wcześniejszych kroków 1, 2,..., h — 1 następująco:

^n+h = h^n+h-l + • • • + (j>h-lXn+i + j>hXn + . . . + Óp(n)-W+/t-pH • (1-46)

Odejmując (1.46) od (1.45) otrzymujemy już tezę Faktu 1.3.5.

□

Fakt 1.3.6 (Wzór rekurencyjny dla bootstrapowego błędu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h^N) oraz dla dostatecznie dużego n:

h-1
Xn+h ” ^n+h = 52 ^j(Xn+h-j ~ ^n+h-j) + en+h~

1=1

Dowód Faktu 1.3.6

Postępując analogicznie jak w dowodzie Faktu 1.3.5 możemy przedstawić:

^n+h ^l^n+h—1 + ■ • • 4" ^p(n)-^n+/i-p(n) 4" Cn+h> (147)

oraz predyktor dla X*+h skonstruowany na bazie obserwacji X*,..., X* :

^n+h = ^l^n+h-1 + ■ • • 4- ^_iW*+1 + 4- ... 4- <^p(n)-^n+A-p(n)- (148)

Odejmując teraz (1.48) od (1.47) otrzymujemy już wzór rekurencyjny na bootstra- 
powy błąd predykcji.

□

Fakt 1.3.7 (Stochastyczna ograniczoność błędu predykcji) 
Dla dowolnego, ustalonego h = 1, 2,...

Xn+h -^-n+h ~ Op(l).

Dowód Faktu 1.3.7

Do uzasadnienia Faktu 1.3.7 wykorzystamy rozumowanie indukcyjne. 
(h = l)
Wykorzystując Lemat 1.3.7 otrzymujemy

Xn+1 ^n+1 = ^2j=l — 4" zój=p(n)+l 4" Cn+1
= °p(1) 4” ói+l 
= Op(l).
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(h — dowolne)
Przyjmijmy założenie indukcyjne:

■^n+k -^n+k — Op(l) dla 1 < k < h 1.

Korzystając z zależności rekurencyjnej (Fakt 1.3.5) oraz Lematu 1.3.7 otrzymujemy 
dla horyzontu h:

^n+h ~ ^n+h = ^i{.Xn+h-i ~ ^n+h-i) + ~ +
+ 52j=p(n)+l ^jKn+h-j + tn+h

^ię^-n+h—i ^n+h—i) 3“ Qp(l) + ^n+h-

Wykorzystując dalej założenie indukcyjne dla (Xn+h-i — Xn+h^i), gdzie (1 < i < 
h — 1) otrzymujemy ostatecznie, że:

Xn+h ~ Xn+fl = Qp(l).

Fakt 1.3.8 (Stochastyczna ograniczoność bootstrapowego błędu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego h — 1,2,...

Xjl+h — X^+h = Op*(l) według prawdopodobieństwa.

Dowód Faktu 1.3.8

Przyjmijmy, że h = 1. Niech e > 0 będzie dowolne, ustalone. Wówczas wyko­
rzystując nierówności Czebyszewa oraz Lemat 5.3 (Biihlmann,(1997)) otrzymujemy:

p*(|x;+1-^+i| >s<) = /"(K+iUW
< M<h)2M)

Biorąc 5t = dEel/e otrzymujemy ostatecznie, że:

V£>o 3óe>0 F*(|X*+1 - X*+1| > 5j) <e wg. p-stwa, 

a to oznacza, że:

X*+1 — A"*+1 = Op*(l) według prawdopodobieństwa.

Uzasadnienie Faktu 1.3.8 dla dowolnego h otrzymamy przeprowadzając rozumowanie 
indukcyjne, podobnie jak w dowodzie Faktu 1.3.7.
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Fakt 1.3.9 Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h E N) możemy przedstawić 
błąd predykcji jako:

Xn+h -^-n+h — J + • • ' + ^n+h-1 + ^n+h + °p(1)>

gdzie dljh, ■■■, dh-i,h~ funkcje ciągłe oraz £hl = (0i,..., fa-r)- 

Dowód Faktu 1.3.9.
W uzasadnieniu wykorzystamy indukcję względem h.
(h=l)
W tym przypadku mamy:

Xn+1 — Xn+1 = Cn+1 + (Sj=i — 0j)Xn+l-J + Ej^p(n)+1 <fjXn+1_j)
= ói+l + Op(l)

przy czym ostatnia równość jest konsekwencją Lematu 1.3.7.
(h-dowolne)
Przyjmijmy założenie indukcyjne, że dla horyzontu k, takiego że 1 < k < h — 1, 
możemy przedstawić błąd predykcji Xn+k — Xn+k jako:

Xn+k Xn-^k —
— . . . , 0fc-l) 6n+i + . . . + dk-ljtf^l, . . . , 0fc-l) Ói+fc-1 + en+k + Op(l)

Dalej, korzystając kolejno z zależności rekurencyjnej (Fakt 1.3.5) oraz z Lematu 
1.3.7 otrzymujemy:

Xn+h ~ Xn+h = Ej=l f>j{Xn+h-j ~ Xn+h-j) + Ej£l(0j ~ 0j)^"n+/i-j + 

+ Ej=p(n)+1 (/)jXn+h-j + Cn+h.
= Xn+h—j') d* ^-n+h + Qp(l)
— Ej=i <t>j\Xn-^h—j Xn+fl—j')F

+ ~ (Xn+/l^j — Xn+/l_j) + Cn+h + Op(l)
= E-^PU^-Xn+h-j) + Cn+h + Op(l), 

przy czym ostatnia równość jest konsekwencją stochastycznej ograniczoności błędu 
predykcji (Fakt 1.3.7) oraz wynikającego z Tw. 2.1 Hannana i Kavalierisa (1986) 
faktu, że maxi<j<p(n) \f>j - 0j| = oP(l).

Wykorzystując teraz założenie indukcyjne dla każdego ze składników Xn+h_j — 
Xn+h-j, otrzymujemy ostatecznie tezę dla horyzontu h, co kończy dowód Faktu 
1.3.9.

□

Fakt 1.3.10 Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h G N) możemy przedstawić 
bootstrapowy błąd predykcji jako:

y-k _ Vk _^n-łrh ^n+h
= di^^^ C+i + ■ • • + d/l_i)/l(^/i_1) + e*+ll 4- oP*(l),

gdzie di^,..., dh-ith.~ funkcje ciągłe, (jak w reprezentacji błędu predykcji (Fakt 1.3.9) 
) oraz = (0i,..., ^_i).
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Dowód Faktu 1.3.10
Zauważmy najpierw, że dla h = 1 mamy:

V ★ V ★   ★
^■n+1 ^n+1 ^n+1’

Z kolei, korzystając z Faktu 1.3.6 dla dowolnego h możemy napisać:

- x*+k = s?;/ = 
+ - ^n+h-j) + en+A

= ^)=i ^'(^n+h-j “ ^n+h-j) + en+h +

W ostatniej równości wykorzystaliśmy Fakt 1.3.4, tzn. :

max |ó* — ód 0l<J<p(n) J J
oraz Fakty 1.3.8 i 1.3.1. Rozumowanie indukcyjne analogiczne jak w dowodzie Faktu 
1.3.9 kończy uzasadnienie Faktu 1.3.10.

□

Przejdźmy teraz do sformułowania i udowodnienia zasadniczego rezultatu doty­
czącego zgodności metody hybrid bootstrap.

Twierdzenie 1.3.4 (Zgodność metody hybrid bootstrap)
Przypuśćmy, że spełnione są założenia: Al dla s = 4, A2 dla r >2 oraz B dla 

?(«) = “((j^)37^)- Wówczas

\P'(.X;+k - < u) - P(Xn+h - Xn+h < w)| = oP(l) (1.49)

dla dowolnego u będącego punktem ciągłości dystrybunaty zmiennej losowej 
ei + • • • + 4_i,/l(^/i_1) + eh, gdzie = (^,..., ^_i).

Dowód Twierdzenia 1.3.4.
Dla przejrzystości dowodu, przedstawiamy go w dwóch krokach, dla h = 1 oraz dla 
dowolnego h.

Krok I: h = 1

Wykorzystując reprezentację AR(oo) dla procesu Xt mamyOO^n+1 — -^n+l—j + €n+l-7=1
Estymator optymalnego predyktora jednokrokowego dla Xn+1 skonstruowany na 

bazie aproksymacji procesem AR(p(n)) wyraża się jako:

•Wi+1 — (j)\Xn + . . . + p(n)+l•
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Analogicznie możemy przedstawić najlepszy predyktor liniowy dla X*+1, skonstru­
owany na bazie obserwacji X^, ...,X^ gdzie X*+1 = ^X*+1_j + e*+1:

^n+l = + • ' ' + ^n^n+l-p^'

Wykorzystując Lemat 1.3.7 oraz fakt, że et jest ciągiem i.i.d. i e* jest warunkowo 
ciągiem i.i.d. otrzymujemy:

|F*(X*+1 - X*+1 < u) - P(Xn+1 - Xn+1 < u)| =
= l^*«+i < «) “ P^n+i <u - - ^Xn+1_j++ Sj=p(n)+1 ^^n+l-j))|
= |F*(e*+1 < u) - P(en+1 < u - op(l))|
= |^*(^ < u) - < u - Op(l))|
< |-P*(el <u)~ P^ < u)| + |P(ći < u) - P(€1 + Op(l) < u)|

Stosując Lemat 5.4 (Biihlmann, (1997)) oraz Lemat Słuckiego otrzymujemy, że 
dla dowolnego u będącego punktem ciągłości rozkładu et

|P*(X;+1 - X*+1 < u) - P(X„+1 - X„+1 < «)| = Op(l), 

co kończy dowód Kroku I.

Krok II: h dowolne

Wykorzystując reprezentację błędu predykcji (Fakt 1.3.9) oraz bootstrapowego 
błędu predykcji (Fakt 1.3.10) możemy napisać:

P\X^n+h - X*+h <u)~ P(Xn+h - Xn+h < u) =
= Cn+l + • • • + dh-l,h^h-l^ ^n+h-1 + ^n+h + °P*(1) < w) +

~P{d\,h{^h_}) en+i + . . . + d/l_li/l(0ft_1) €n+h-l + Cn+h + Op(l) < w) (1.50)
= P*£* + ... + dh_ith^hl) Ph_x + + op*(l) < u)+

~P(dl,h{^h_1) €1 + • • • + d/i-l,/i(0ft_1) e/i-l + eh + Op(l) <

gdzie </>h_1 = (0i,..., ^-i). W ostatniej równości wykorzystaliśmy fakt, że et 
jest ciągiem i.i.d. oraz e* jest warunkowo ciągiem i.i.d.

Zauważmy, że na mocy Lematu 5.4 (Buhlmann, (1997)) oraz wspomnianych 
własności e* i et otrzymujemy, że:

4 + • • ■ + eh-l + eh < “) +— €1 + . . . + ^-1,^(0/i_1) 6^-1 + < w) ----- > 0, (1-51)

dla dowolnego u będącego punktem ciągłości dystrybuanty zmiennej losowej 
ei + • ■ • + eh-l + eh-

Wykorzystując (1.50) oraz Fakt (1.3.3) otrzymujemy ostatecznie, że:

P\X^n+h - X^n+h < u) - P{Xn+h - Xn+h <U)-^0 

co należało dowieść.
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□

Wnioski z Tw. 1.3.4

(i) Zbieżność funkcji charakterystycznych
Ponieważ zbiór punktów, dla których zachodzi Tw.1.3.4 jest zbiorem gęstym 
w R i jego dopełnienie ma miarę Lebesgue’a 0 oraz ciąg An(h) = Xn+h — Xn+h 
jest ciągiem ciasnym (Fakt 1.3.7), to na mocy twierdzenia o ciągłości (Tw. 
1.3.3) otrzymujemy także zbieżność funkcji charakterystycznych, tzn:

^A‘(/l)W “ <^An(/»)W * 0

dla dowolnego t 6 R, gdzie i <^a„(/i) są funkcjami charakterystycznymi 
odpowiadającymi A*(h) i An(A).

(ii) Zgodność w sensie Belyaeva (słaba aproksymacja)
Wykorzystując ciasność ciągu Xn{h) oraz odpowiednią wersję twierdzenia o 
ciągłości (Tw. 1.3.1) otrzymujemy dalej, że zbieżność funkcji charakterystycz­
nych (Wniosek (i)) jest równoważna słabej aproksymacji ciągu rozkładów, tzn. 
że:

£*(XJ+4 - £(X„+ł - gdy n—>00.

(iii) Zgodność w metryce Levy’ego
Wykorzystując Lemat 1.3.5 oraz jak poprzednio ciasność An(h) otrzymujemy 
równoważność słabej aproksymacji ciągu rozkładów (Wniosek (ii)) ze zbieżno­
ścią dystrybuant w sensie metryki Levy’ego, tzn.:

-A 0 gdy n -> oo,

gdzie pl oznacza metrykę Levy’ego natomiast Fa*^) i oznaczają dystry- 
buantę rozkładu warunkowego A*(h) oraz odpowiednio dystrybuantę rozkładu 
An(F).

1.3.4 Zgodność metody bootstrap-t
Sformułujmy na wstępie kilka podstawowych faktów związanych z postacią błędu 
predykcji (PE) oraz średniokwadratowego błędu predykcji (PMSE).

Jak poprzednio, niech Xt będzie procesem stacjonarnym, o którym zakładamy 
dodatkowo, że jest przyczynowy i odwracalny, tzn.:

OO oo
Xt = 52 et-j, = M G Z, 52 < °°>

j=0 j=0
(1-52)
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oraz

y 0o — 1, i € Z, < oo, (1.53)
j=o j=o

gdzie {et}te2 jest białym szumem o E[et] = 0 i E[e2] = er2 .
Przyjmijmy następujące oznaczenia:

Xn+h - najlepszy liniowy predyktor średniokwadratowy dla Xn+h skonstruowany 
pod warunkiem, że znamy całą historię {Xn, Xn_i,..

-Zn+h ~ najlepszy liniowy predyktor średniokwadratowy skonstruowany na bazie ob­
serwacji {Xn,..., Xi}.

Fakt 1.3.11 (Postać predyktora teoretycznego)

Xn+h — ( ^j^n+h—j
j=h

Dowód Faktu 1.3.11
Najlepszy predyktor średniokwadratowy dla Xn+h możemy przedstawić jako:

Xn+h — E(Xn+/1|Xn, Xn~i, • • •)•

Wykorzystując teraz fakt, że:

E(e,|Xn,X„_1,...) = P’
(O, ł N n 

otrzymujemy tezę Faktu 1.3.11.

□

Jako natychmiastowe wnioski z Faktu 1.3.11 otrzymujemy postać błędu predykcji 
(Fakt 1.3.12) oraz średniokwadratowego błędu predykcji (Fakt 1.3.13):

Fakt 1.3.12 (Błąd predykcji (PE))

j=o

Fakt 1.3.13 (Średniokwadratowy błąd predykcji (PMSE))
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Dowód Faktu 1.3.13
Wykorzystując postać błędu predykcji (Fakt 1.3.12) otrzymujemy:

E(xn+h - xn+hy = ^e^^-,)2— -^(Z^O Zj=0 ^n+h-j^n+h-j)
=

W ostatniej równości wykorzystaliśmy fakt, że {et} tworzą ciąg nieskorelowany o 
Eet = 0 i Eeł = cr2.b Ł

□

Odnotujmy jeszcze równość obu predyktorów oraz średniokwadratowych błędów 
predykcji w szczególnym przypadku, kiedy Xt jest procesem AR(p).

Fakt 1.3.14 (Predyktor i PMSE dla AR(p))
Jeżeli Xt jest procesem AR(p) oraz n > p, to:

yn _  y^n+h -^-n+h,)

a w następstwie:

E(Xn+h - = E{Xn+h - Xn+kf.

Przypomnijmy, że dla prognoz opartych na aproksymacji procesem AR(p(n\) stoso­
wane były następujące oznaczenia:

Xn+h - predyktor dla Xn+h wyznaczony na bazie modelu AR(p(ny) z estymowanymi 
współczynnikami (</>i,..., 0p(n)), na bazie obserwacji {Xi,..., Xn},

X*+h _ predyktor dla obserwacji X*+h wyznaczony na bazie modelu AR(p(n)) o 
współczynnikach (j)*,..., i na bazie obserwacji {X*,..., X*}.

Ustalmy również oznaczenia dla błędów predykcji (PE):

△n(h) — Xnjrfl Xn^-h, ~ — ^n+/r
Oznaczmy teraz średniokwadratowe błędy predykcji:

a2(h) - średniokwadratowy błąd predykcji (PMSE) dla predyktora teoretycznego 
Xn+h wyznaczonego na bazie modelu AR(oo),

^(h) - PMSE dla predyktora wyznaczonego na bazie modelu AR(p(n)) o znanych 
współczynnikach — (^i,n> ■ • •, 0p(n),n) spełniających teoretyczne równania 
Yule’a-Walkera, tzn.:

lŹp(n)
gdzie rpW = [7(ż - j)]^, yp(n) = (7(1), • •. ,7(p(n)))',
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~ PMSE dla predyktora bootstrapowego X*+h

Ponadto, niech oznacza oszacowanie średniokwadratowego błędu predykcji 
a2 (h) uzyskane po zastąpieniu nieznanych współczynników modelu AR(p(ny) ich 
estymatorami (ęd,..., otrzymanymi metodą Yule’a-Walkera.

Zauważmy, że Fakty 1.3.13 oraz 1.3.14 pozwalają nam zapisać:

^2(d) =

d*2(d) = d^Ej-oM*2, 

gdzie:

“ współczynniki rozwinięcia MA(po) odpowiadające procesowi AR(p(ri)} o
współczynnikach ..., </>p(n),n),

{i/jj}’jL0 - współczynniki rozwinięcia MA(oo) dla procesu AR{p{n)) o estymowanych 
parametrach (</>!,..., </»p(n)), 

- współczynniki rozwinięcia MA(oo) dla procesu AR^p^n)) o replikowanych 
parametrach (^,..

Sformułujmy teraz fakty pomocnicze, które następnie będą wykorzystane w do­
wodzie twierdzenia o zgodności metody studentyzowanej.

Lemat 1.3.9 Niech spełnione będą założenia: Al dla s = 4, A2 dla r > 2 (r E N)
oraz B dla p{n) = o((n/log(n))2r+2). Wówczas:

max — ^ul —> 0 wg. p-stwa. I<u<p(n)

Dowód Lematu 1.3.9.
Wykorzystując ideę dowodu zaproponowaną przez Biihlmanna ((1995), Tw. 3.2) 

możemy napisać:oo oo
+ => ^u = (T~2 +

j=0 j=0
oraz OO oo

d*2,0u = +j) => = d*-2 + j).
j=0 j=0
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Wówczas:

=
= k*“2 E£L0 7*(u + 7) - O"-2 EJlo 7(u + J) I
= |<7*—2 Ej=0 7*(u + j) - OT-2 E“0 7(u + j)|
= I<7*—2 Ej=o ) 7*(u + j) +

+<7*-2 E^(u + j) - a-2 E~ 0 <h 7(« + J) I
= k*-2 Ej=0 - 0>) 7*(w + 7) + k*~2 - ^~2) E?2o 0J 7*(“ + »+

+^~2 Ej=0 ^(7*(w + j) - 7^ + j)) - ^~2 E^p(n)+1 + 7)1
< |<7*~2 Ej=o(^ - + + |(^*-2 - <7~2) Ej=o ^7*^ + ^ +

+ k~2 Ej=o ^(7*(w + 7') - 7(w + 7))| + k-2 E^pH+i ^7(« + 7)1
= 7i + I2 + h + A-

Oszacujemy teraz poszczególne składniki.

(A) II < Ó'* 10* - ^1 |5*(u +j)|
- oSJ1*’ " ^(V + J,i

Wykorzystując Fakt 1.3.4, tzn.

max kj - ^'l = OP*((n/\ogn) W) wg. p-stwa

otrzymujemy:

v - (r-O , , , , . _ (r~2) x7i = Op*((n/ logn) (2r+^ • p^n}) = Op*((n/logn) ł^+2)) wg. p-stwa .

(A)

h < |a* 2 - a 2| ■ IX’S0ń*(« + l)l
= |<7*"2 - u-2|-ó-—2 ■ |SjL"o0)P*(« + »l
< |<7*"2 - ff‘2h a*’2 J Eg,’0y|
< Ml) ■ S“o W-

W powyższym oszacowaniu wykorzystaliśmy Lemat 5.3 (Biihlmann,(1997)). 
Ponieważ EJlo kjl < 00 otrzymujemy ostatecznie, że:

72 — op(l)-

73 < o 2 E^=0 kjl • |7*(« + j) - 7(« + 7)1
- +_ +। s>=o)

< j-2 max max |7*(u + j) -7(^ + 7)! E^o 1^1

< max |7*(A:) - 7(/c)I E^o \^\l</c<2p(n)
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Oznaczmy p(n) = 2 • p(n). Ponieważ EJ^o \(/>j\ < °°> pozostaje do pokazania, 
że:

max |?*(A:) — 7(fc)| 0 wg. prawdopodobieństwa.l<A:<p(n)
Zauważmy, że dlap(n) = o((n/log n)2i-+2) (założenie B) otrzymujemy, że rów­
nież p(n) = 2p(n) = o((n/logn)27^). Dalej, wykorzystamy analogiczne osza­
cowanie jak w dowodzie Proposition 3.5 ( Alonso, Pena i Romo, (2001)). W 
tym celu ustalmy następujące oznaczenia dla norm wektorowych:

||z|U = maxi<i<i l^l, 
Wi = SŁiW.
IWI2 =

gdzie x = (aą,... ,xk).
Otrzymujemy wówczas:

Ę(n) -2p(n)li“ HĄ(n) "W11 ~ W) ~ 7^

gdzie Ą(n) = • • •, 7*(pW)) i 7p(n) = (7(1), • • •, 7(pW)), a następnie:

(pH)1/2 ||Ą(n) -7p(n)ll2 = Op*((n/log(n))"^) wg. p-stwa.

Ostatecznie, pokazaliśmy więc, że:

(r-l)
I3 = Op*((n/log(n)) <2r+2) ) wg. p-stwa.

(A)
A < O- 2E^p(n)+l 1^1 |7(« + j)l 

= EJ~p(n)+l|^||p(« + j)l 
< Ej=p(n)+1 l^jl

Założenie A2 implikuje dalej, że

h = o(p(n) r)

Lemat 1.3.10 Niech, spełnione będą założenia: A2 dla r G N 
p(n) = o((n/log^))27^) Wówczas:

(r > 1), B dla
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Dowód Lematu 1.3.10.
Wiadomo, że średniokwadratowy błąd predykcji (PMSE) dla predyktora h-krokowego 

możemy przedstawić jako:

h-1

j=o

gdzie er2 - wariancja białego szumu, natomiast współczynniki rozwinięcia
MA(oo) dla procesu Xt.

Podobnie możemy przedstawić:/i—i
1=0

gdzie <72- estymator wariancji białego szumu otrzymany metodą Yule’a-Walkera, 
{ipj} - współczynniki rozwinięcia MA(oo) dla modelu AR(p(nY) o estymowanych 
współczynnikach (0X,..., <Ź>p(n)).

Wykorzystaliśmy tutaj dobrze znany fakt (Brockwell, Davis (1987)), że model 
autoregresji o współczynnikach estymowanych metodą Yule’a-Walkera jest zawsze 
przyczynowy (ang. causal).

Z Twierdzenia 3.2 (Biihłmann, (1995)) wiadomo, że

sup = O((log(n)/n)1/2) + O(p(n}~r) p.w.
jeN

oraz

| d2 - t2| = O((log(n)/n)1/2) + o(p(n)-r) p.w.

Stąd łatwo otrzymujemy już tezę Lematu 1.3.10.

□

Lemat 1.3.11 Przy założeniach jak w Lemacie 1.3.9

a~W w9- p-stwa.

Dowód Lematu 1.3.11
Jak poprzednio możemy przedstawić

3=0

oraz analogicznie:
h-1

j=o
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gdzie d*2 = Var*e* = E*e^2 oraz - współczynniki rozwinięcia MA(oo) dla
procesu AR(p(nY) o współczynnikach

Z Lematu 5.3 (Biihlmann, (1997)) otrzymujemy, że: d*2 — er2 0. Z tego 
wynika, że również

d*2 — a2 -A-> 0 wg. p-stwa.

Zastosowanie Lematu 1.3.9 kończy uzasadnienie Lematu 1.3.11.

Sformułujemy teraz podstawowy rezultat dotyczący zgodności metody studen- 
tyzowanej wykorzystując przedstawioną w rozdziale 1.3.1 koncepcję słabej aproksy­
macji ciągu rozkładów.

Twierdzenie 1.3.5 (Zgodność metody bootstrap-t)
Przypuśćmy, że spełnione są założenia Al dla s = 4, A2 dla r > 2 (r E N) oraz B 
dla p(n) = o((n/Wówczas

\°nW ) U#)/

Dowód Twierdzenia 1.3.5.
W dowodzie wykorzystamy podciągową charakteryzację bliskości rozkładów (Le­

mat 1 (Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000)) i jego uogólnienie Lemat 1.3.4).
Na mocy Lematu 1.3.4

/•* / A ^(p) p ( An(h) \
U W

<=> Vpodciągu {nk} Bpodciąg {n^} Sio — zm. losowa, takie że :

£(To) wg- p-stwa

oraz

^nkl (^)

Z twierdzenia o zgodności metody hybrid bootstrap (Tw. 1.3.4) wiemy, że£*(△»)
Na mocy Lematu 1.3.4 oznacza to, że

V{nj;} 3{nfc(} 3Ao, takie że:
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£(Ao) wg. p-stwa 

oraz

lub w innej notacji

△o Wg- p-stwa,

△ni ----- 1 Ag-,bKi u

Z Lematu 1.3.10 i 1.3.11 otrzymujemy, że: 

d*(/r) wg. p-stwa

oraz

°nW a(h).

Weźmy teraz dowolny podciąg {n^}. Niech {n^} będzie podciągiem ciągu {rpt}, 
dla którego:

A* W △o Wg. p-stwa

oraz

AnklW Ao-

Wówczas otrzymujemy również, że:

wg. P-stwa 

oraz

°nklW a^h).

Ponieważ = const. (nie zależy od n), to korzystając z Lematu Słuckiego oraz 
jego uogólnionej wersji (Lemat 1.3.3) otrzymujemy:

oraz
^nkl (^) d Ag
^nklW a(h),

a to na mocy Lematu 1.3.4 oznacza, że:

/>* ( \ wa(P) n f \
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1.3.5 Zgodność jednostajna
Na wstępie sformułujemy kilka faktów pomocniczych wykorzystanych następnie w 
dowodzie twierdzeń o jednostajnej zgodności metody hybrid bootstrap oraz bootstrap- 
t.

Definicja 1.3.9 (Rodzina funkcji jednakowo ciągłych)
Rodzinę F funkcji f określonych na R będziemy nazywali rodziną funkcji jednakowo 
ciągłych, jeżeli:

Ve >0, 35 > 0, |x - 7/| < 5 => l/W e
dla dowolnej funkcji f E J-.

Lemat 1.3.12 Jeżeli ciąg dystrybuant {Gn} jest ciągiem funkcji ciągłych, zbieżnym 
jednostajnie, to {Gn} jest rodziną funkcji jednakowo ciągłych.

Dowód Lematu 1.3.12.
Mamy pokazać, że dla dowolnego e > 0 istnieje takie S > 0, że jeżeli |rc — y\ < 5 to

\Gn(x)-GM\<e dla n=l,2,...

Niech e > 0 będzie dowolne, ustalone. Ponieważ z założenia Gn jest ciągiem zbież­
nym jednostajnie, to z kryterium Cauchy’ego wynika, że istnieje taka liczba natu­
ralna N, że:

sup |Gn(x) — < e/3 dla n > N.
xER

Zauważmy dalej, że dla dowolnego i, Gi(-) jako dystrybuanta ciągła w każdym punk­
cie x € R jest również funkcją jednostajnie ciągłą. Możemy zatem dla {Gi, i = 
1,..., N} znaleźć takie 5 > 0, że jeżeli |z — y\ < 5 to

1^^) - 67^7/)! < e/3 dla 1 < i < N.

Z kolei dla |rr — j/| < 5 i n > N otrzymujemy:

IG^z) - Gn(y)\ <
< |Gn(x) — Gjv(:r)| + |Gyv(a;) — G^(y)\ 4- |G/v(j/) — Gn(y)| < e.

(1-54)

(1.55)

Ostatecznie zatem (1.54) i (1.55) oznacza, że dla |z — y\ < ó

\Gn(x) - Gn(y)\ < e dian = 1,2,...

co kończy dowód Lematu 1.3.12.
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Lemat 1.3.13 Jeżeli {et} jest ciągiem zmiennych losowych i.i.d. o rozkładzie ciąg­
łym, to

Gn^ = P(Xn+h - Xn+h < ■)

jest ciągiem dystrybuant ciągłych, zbieżnym jednostajnie.

Dowód Lematu 1.3.13.
Zauważmy najpierw, że przyjęte założenia o ciągu {c(} implikują ciągłość roz­

kładu Xt, a w konsekwencji również ciągłość rozkładu błędu predykcji Xn+h — Xn+h.
Wykażemy teraz, że ciąg dystrybuant Gn odpowiadających błędom predykcji 

Xn+h — Xn+h jest jednostajnie zbieżny.
Na mocy Faktu 1.3.9 możemy dla dowolnego h przedstawić błąd predykcji jako:

^n+h. -^-n+h ~ + • • • + en+h-l + Cn+h + Op(l),

gdzie d1<h,..., dh-i,h~ pewne funkcje ciągłe oraz = (^,...,
Z przyjętego założenia o niezależności i jednakowym rozkładzie ciągu {et}, t = 

1,2,... otrzymujemy, że:

Xn+h -^n+h > ei + • • • + Ch-i + eh.

Założenie o ciągłości rozkładu et implikuje również ciągłość rozkładu granicznego
Q+i + • ■ • + ó+a-i + et+h, a to na mocy tw. Póly’a oznacza

jednostajną zbieżność ciągu dystrybuant Gn.

Lemat 1.3.14 Jeżeli {ej jest ciągiem zmiennych losowych i.i.d. o rozkładzie ciąg­
łym, to

Hn^ = P n+h ^-n+h

jest ciągiem dystrybuant ciągłych, zbieżnym jednostajnie.

Dowód Lematu 1.3.14.
Dowód przebiega analogicznie jak dla Lematu 1.3.13. Wykorzystujemy dodat­

kowo Fakt 1.3.10, tzn. że:

Twierdzenie 1.3.6 (Uogólnienie tw. Polya)
Jeżeli F* => F według prawdopodobieństwa, oraz F jest funkcją ciągłą (na R), to:

supl^nW ~F(t)\ 0
teR
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Dowód Twierdzenia 1.3.6
Niech rn := Pl{F*, F) oznacza odległość Levy’ego dla dystrybuant F* i F.
Z założenia F* F według prawdopodobieństwa, co implikuje, że rn —0.
Na mocy definicji metryki Levy’ego mamy:

F(rr - rn) - rn < F*(F) < F(x + r„) + rn VxeR.

Otrzymujemy dalej, że:

(F(x - rn) - F(x)) -rn< F*(xj - F(x) < (F(x + rn) - F(x^ + rn VxeR.

Stąd wynika, że:

sup(F(z - rn) - F(z)) - rn < sup(F*(z) - F{x)) < sup(F(z + rn) - F(x\) + rn. X XX

Ponieważ F jest z założenia funkcją ciągłą na R, to jako dystrybunata jest rów­
nież funkcją jednostajnie ciągłą, co oznacza, że:

Ve>0 3ó>0 sup |F(:r) — F(x — ń)| < e dla \h\ < 5. 
x&R

Otrzymujemy stąd, że:

F(|rn| < 5) < F(sup \F(x) - F(x - rn)| < e),
X

a to, ponieważ ć jest dowolne i rn —0 implikuje, że

sup \F(x) - F(x - rn)| 0. X

Przeprowadzając analogiczne rozumowanie można pokazać, że również

sup \F(x + rn) — F(x)| 0.
X

Ostatecznie zatem otrzymujemy, że:

suP(Fn(^) - FW) °> X

co kończy dowód Twierdzenia 1.3.6.

□

Belyaev i Sjóstedt-de Luna (2000) pokazali, że przy umiarkowanych założeniach 
otrzymujemy jednostajną zgodność dystrybuant dla ciągów zmiennych losowych 
słabo aproksymujących się według prawdopodobieństwa.

Lemat 1.3.15 (Lemat 9, Belyaev i Sjostedt-de Luna, (2000))
Niech [Xn, Zn} oraz Yn będą dwoma ciągami zmiennych losowych (jak w Definicji 

1.3.5). Niech {Gn} będzie dystrybuantą rozkładu {L^} natomiast Fn(s\Zn) dystry- 
buantą rozkładu warunkowego Xn pod warunkiem Zn. Jeżeli:
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(i) {Kj jest ciasny,

(ii) {Gn} jest ciągiem funkcji jednakowo ciągłych,

(iii) ąxn । zn) ^Yn)

to

sup |Fn(s I Zn) - Gn(s)| O gdy n —> oo. 
seR

Sformułujmy teraz główne rezultaty dotyczące jednostajnej zgodności metody 
hybrid bootstrap oraz bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.7 (Jednostajna zgodność metody hybrid bootstrap')
Przypuśćmy, że spełnione są założenia: Al dla s = 4, A2 dla r > 2 oraz B dla 

p^n) = Dodatkowo załóżmy, że {e<} jest ciągiem zmiennych losowych
i.i. d. o rozkładzie ciągłym. Wówczas

sup \P (Xn+h — Xn+fl < — P (Xn^h — Xn+h < a?) I > 0.

Dowód Twierdzenia 1.3.7
Zauważmy najpierw, że przyjęte założenia implikują punktową zgodność me­

tody hybrid-bootstrap (Tw. 1.3.4), a w konsekwencji także zgodność w sensie słabej 
aproksymacji rozkładów, tzn.:

- X^) « £(X„+h - Xn+k).

Ponieważ {ej jest z założenia ciągiem i.i.d. o rozkładzie ciągłym, to na mocy Lematu 
1.3.13 otrzymujemy, że ciąg dystrybuant {Gn} odpowiadających błędom predykcji 
Xn(h) = Xn+h — Xn+h jest ciągiem dystrybuant ciągłych, zbieżnym jednostajnie. 
Dalej, korzystając z Lematu 1.3.12 otrzymujemy, że {Gn} jest rodziną funkcji jed­
nakowo ciągłych.

W rozdziale 1.3.3 pokazaliśmy, że ciąg rozkładów błędów predykcji Xn(h) jest 
ciągiem ciasnym.

Ostatecznie, stosując Lemat 1.3.15 otrzymujemy już jednostajną zgodność me­
tody hybrid bootstrap.

□

Analogicznie możemy sformułować i udowodnić twierdzenie o jednostajnej zgod­
ności metody bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.8 (Jednostajna zgodność metody bootstrap-t)
Przypuśćmy, że spełnione są założenia Al dla s = 4, A2 dla r > 2 (r G N) oraz B 

dla p(n) = o(fn/ log(n)) 2^+2). Dodatkowo załóżmy, że {ej jest ciągiem zmiennych 
losowych i.i.d. o rozkładzie ciągłym. Wówczas

sup P*
x£R

n+h ^n+h j _ p
. / i X I -Z

J
x

dn{h)
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Dowód Twierdzenia 1.3.8
Dowód przebiega analogicznie jak w przypadku Tw. 1.3.7. Wykorzystujemy ko­

lejno: Tw. 1.3.5 (Zgodność metody bootstrap-t), Lemat 1.3.14, Lemat 1.3.12 oraz 
Lemat 1.3.15.

□

Uwaga 1.3.3
Zauważmy, że zasadniczą ideą dowodu Tw. 1.3.7 oraz Tw. 1.3.8 było wykorzystanie 
Lematu 1.3.15 (Lemat 9, Belyaeu i Sjostedt-de Luna (2000)) podającego warunki, 
których spełnienie gwarantuje, że ciągi rozkładów zgodne w sensie słabej aproksyma­
cji są również zgodne jednostajnie.

Alternatywnie można uzasadnić powyższe twierdzenia wykorzystując fakt, że błąd 
predykcji oraz bootstrapowy błąd predykcji są zbieżne według rozkładu (i odpowiednio 
według rozkładu warunkowego) do tej samej granicy, tzn.:

Xn+h — Xn+h €1 + • ■ • + ^h-1 +

oraz

—> ei + • • • + 6/1-1 + 6/1

według prawdopodobieństwa, gdzie — (0i,..., ę^/i-i). W tym przypadku tezę o 
zbieżności jednostajnej ciągu dystrybuant otrzymamy stosując tw. Póły ’a oraz jego 
uogólnioną wersję (Tw. 1.3.6).

1.3.6 Zgodność przedziałów predykcyjnych
W Podrozdziale 1.3.1 omówiliśmy ogólną koncepcję zgodności metody bootstrap. 
Przedstawione zostały także najczęściej wykorzystywane odległości (takie jak: me­
tryka supremum, odległość Levy’ego, etc.) będące miarami bliskości rozkładu boot- 
strapowego i rozkładu aproksymowanego.

Badając asymptotyczne zachowanie bootstrapowych przedziałów ufności najbar­
dziej interesuje nas jednak czy i ewentualnie jak szybko, prawdopodobieństwo po­
krycia dla skonstruowanego przedziału zbiega do nominalnego poziomu ufności, gdy 
rozmiar próby n —> oo. W ten sposób definiowana jest zgodność oraz dokładność 
(ang. accuracy) bootstrapowych przedziałów ufności (Definicja 4.1 i 4.2, Shao i Tu 
(1995)).

Aby lepiej porównać właściwości skonstruowanych przedziałów ufności niekiedy 
rozważa się także inne miary dokładności, takie jak np. długość przedziału. Zagad­
nieniom tym poświęcimy więcej miejsca w Podrozdziale 1.5.

Warto zauważyć, że dla danych i.i.d. zgodność rozkładu bootstrapowego zazwy­
czaj implikuje zgodność bootstrapowych przedziałów ufności (Tw. 4.1, Shao i Tu 
(1995)), podczas gdy wynikanie odwrotne może nie zachodzić (Przykład 3.8, Shao i 
Tu (1995)).

Podamy teraz formalną definicję zgodnego przedziału predykcyjnego.
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Definicja 1.3.10 (Zgodny przedział predykcyjny)
Przedział predykcyjny /(h) o nominalnym poziomie ufności (1 — 2a), skonstruowany 

dla przyszłej (nieznanej) wartości Xn+h, (h>l) będziemy nazywali zgodnym jeżeli

P(Xn+heI(hy)—> 1 - 2cn, gdy n—> oo.

W uzasadnieniu zgodności przedziałów predykcyjnych zasadniczą rolę odgrywać 
będą rezultaty dotyczące zbieżności kwantyli dla słabo zbieżnego ciągu dystrybuant. 
Dlatego też sformułujemy teraz odpowiednie fakty pomocnicze.

Definicja 1.3.11 (Kwantyl rzędu a)
Kwantylem rzędu a rozkładu o dystrybuancie G będziemy nazywali:

= inf{z : G^) > a}.

Lemat 1.3.16 ( Lemat 1.2.1, Politis i Romano (1999))

Jeżeli {Gn} jest ciągiem dystrybuant zbieżnych słabo do dystrybuanty G (ozn. Gn - 
G) oraz G jest ciągła i ściśle rosnąca w y = to

G~\a) —» gdy n—> oo.

Lemat 1.3.17 stanowi uogólnienie powyższego wyniku na przypadek rozkładów 
warunkowych.

Lemat 1.3.17 Jeżeli {F*} jest ciągiem dystrybuant zbieżnych słabo do dystrybuanty 
F według prawdopodobieństwa {ozn. F^ => F wg. p — stwa) oraz F jest ciągła i 
ściśle rosnąca w y = F~l{ot), to

F^'^ -4 F-\a) wg. p-stwa.

Dowód Lematu 1.3.17.
Niech d > 0 będzie dowolne, ustalone. Oznaczmy przez y kwantyl rzędu a odpowia­
dający rozkładowi o dystrybuancie F, tzn. y = F-1(ai). Niech y — e oraz y + e będą 
punktami ciągłości dystrybuanty F, gdzie 0 < e < 8.

Wówczas z założenia otrzymujemy, że:

Fn(y - e) F(y - 0

oraz

Fn(y + 0 F(y +<0
Zauważmy, że F{y — e) < a oraz F{y + e) > a.

Określmy teraz kwantyl rzędu a dla rozkładu o dystrybuancie F*,

A*’1 U) inf{a; : F*(x) > a}.
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Zauważmy, że:

P^~\a)<y + e) = P(a < F^y + e)) 
= P(a-F(y + e) 
< F^y + e) - F^y + e)).

Ponieważ z założenia F*(y 4- e) — F(y + e) —0 oraz a — F(y + e) < 0 otrzymujemy, 
że:

P^F^1^ < y + e) -» 1 gdy n—> oo. (1.56)

Analogicznie można pokazać, że:

P(F*~\a)>y-e)->l gdy n—> oo. (1.57)

Z (1.56) i (1.57) wynika natomiast, że

P(y - e < Fn~\a) < y +e) -> 1 gdy n—(i-58)

Pokazaliśmy więc, że dla dowolnego, ustalonego e > 0 :

F(|F*-1(a) - y\ < e) -» 1 gdy n-> oo, (1.59)

to oznacza, że:

F^^-^y = F~\a), (1.60)

co kończy dowód Lematu 1.3.17.

□

Odnotujmy jeszcze prosty wniosek będący natychmiastową konsekwencją Lematu 
1.3.17 oraz faktu, że zbiór punktów nieciągłości dla dowolnej dystrybuanty F jest 
co najwyżej przeliczalny.

Wniosek 1.3.1
Jeżeli F* => F wg. p — stwa, to zbiór

{t: F* ^t) F ^t) wg. p-stwa } 

jest co najwyżej przeliczalny.

Zauważmy, że Wniosek 1.3.1 stanowi uogólnienie analogicznego rezultatu (Lemat 
1.5.6, Serfling (1991)) udowodnionego dla przypadku słabej zbieżności ciągu dystry- 
buant (tzn. Gn => G).

Przejdźmy teraz do sformułowania i udowodnienia zasadniczych rezultatów zwią­
zanych ze zgodnością przedziałów predykcyjnych.

66



W Podrozdziale 1.2 zdefiniowaliśmy bootstrapowy przedział predykcyjny skon­
struowany z wykorzystaniem metody hybrid bootstrap na nominalnym poziomie uf­
ności (1 — 2a):

Ib W — [^n+h + ę* , Xn+h + g*_Q], (1-61)

gdzie ę* oraz q*_a są kwantylami rozkładu bootstrapowego błędu predykcji &nW =

Analogicznie określony był studentyzowany przedział predykcyjny:

lB—t(h) — [An4-/t + ^Qdn(fi), + t1_aan(fi)], (162)

gdzie t* oraz t*_a są kwantylami bootstrapowego rozkładu unormowanego błędu 
predykcji T*(fi) =

Zastępując nieznane kwantyle ę*, q*_a oraz t^, t*_a ich estymatorami uzyskanymi 
za pomocą metody Monte Carlo, na bazie B bootstrapowych replikacji statystyk 
A* (fi) i T*(h), otrzymujemy odpowiednio:

Ib W — [Xn+/i + q* , Xn+h + ę*_a],

oraz

iB—t^h) — T ta , Xn+fo + i^_a <7n(fi)].

(1.63)

(1-64)

Twierdzenie 1.3.9 (Zgodność przedziałów hybrydowych)
Niech spełnione będą założenia: Al dla s — 4, A2 dla r > 1 oraz B dla p(n) = 

o((n/log(n))1^2r+2^). Ponadto, niech ca, Ci_Q - kwantyle rozkładu zmiennej losowej 
Ae<h (określonej jak w dowodzie) będą punktami ciągłości dystrybuanty tego rozkładu.

Wówczas

P(Xn+h e IbW) —> 1 - 2a, gdy n —> oo.

Dowód Twierdzenia 1.3.9
Zauważmy, że:

P(Xn+h 6 /^(fi)) = P(Xn+h + qa < Xn+h < Xn^h + q^_a)
— — Xn+h Xn+h < Qi-a)
= P{Xn+h Xn+h < Ql—a) Pę^-n+h Xn^.h < <ja)

Aby uzasadnić zgodność przedziałów Ib W wystarczy zatem pokazać, że przy n 
zmierzającym do oo:

P(Xn-\-h Xn-^-h < Ql—a) ~ 1 

oraz

P(.Xn.^h Xn+h Qa)
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Przypomnijmy, że na mocy Faktów 1.3.9 oraz 1.3.10 możemy przedstawić błąd 
predykcji i odpowiednio bootstrapowy błąd predykcji jako:

Xn+h Xn^fl —
= ^1,/iG^-i) en+l + • • • + Cn+h-i + €n+h + op(l)

oraz
Y* - Y* -■^n+h ^~n+h
= en+i + • • • + e*+h_1 + e*+h + oP*(l),

gdzie ^h_1 = (015...
Oznaczmy

Xe>h ^l,h(^h_1) €1 + ■ • • + G^-i^C^-J 6h-l + Ch-
Wówczas
△n(h) — ^-n+h -^n+h Ae^. (1.65)

Na mocy Lematu 5.4 (Biihlmann, (1997)) otrzymujemy również:

△*(h) = X*+h ~ Ku A^h według prawdopodobieństwa. (1.66)

Niech qi-a oznacza kwantyl rzędu (1 — a) rozkładu błędu predykcji An(h) — 
Xn+h — Xn+h- Oznaczmy również przez ci_Q kwantyl rzędu (1 — a) rozkładu zmien­
nej losowej Ponieważ z założenia Ci_Q jest punktem ciągłości dystrybuanty 
rozkładu zmiennej losowej Ae^, to na mocy Lematu 1.3.16, Lematu 1.3.17 oraz 
zgodności kwantyli próbkowych mamy:

qi-a-qi-a = op(l), 

qi—a Cl—a o(l), 

q*-a ~ q*-a = Op(l).

Możemy zatem napisać:

P(Xn+h — < ?i—Q)
= P(Xn+/l - Xn+h < (q*_a ~ q*-a) + (q*_a ~ qi-a) + (qi-a - Ci_a) + Ci-a)
— P(^n+/i Xn+h + Op(l) < Ci—a).

Na mocy Lematu Słuckiego

Xn+h Xn+h + Op(l) Ae,h, 

a to oznacza, że:

PęXn^-h Xn+h + op(l) < Ci—Q) PęAe ^ < Ci—a) — 1 a

jeżeli tylko Ci_Q jest punktem ciągłości dystrybuanty rozkładu zmiennej Ae^.
W analogiczny sposób możemy uzasadnić, że:

P(-^n+/i Xnjrfl < 9q) Ol

jeżeli ca jest punktem ciągłości dystrybuanty zmiennej A^h, co kończy dowód Tw.1.3.9.
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Podobny rezultat otrzymujemy dla przedziałów predykcyjnych skonstruowanych 
w oparciu o metodę bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.10 fZgodność przedziałów studentyzowanych^
Niech spełnione będą założenia: Al dla s = 4, A2 dla r > 2 oraz B dla p{n) — 

o{(n/ log(n))1^2r+2)). Ponadto, niech ua, Ui_a - kwantyle rozkładu zmiennej losowej 
At,h/cr(łi) (określonej jak w dowodzie) będą punktami ciągłości dystrybuanty tego 
rozkładu.

Wówczas

P(Xn+h € h-tW) —> 1 - 2a, gdy n —> oo.

Dowód Twierdzenia 1.3.10.

Oznaczmy przez ti_Q kwantyl rzędu (1 — a) rozkładu unormowanego błędu pre­
dykcji Tn(h) = Xn(h')/an(h). Ponadto, niech oznacza kwantyl rozkładu zmien­
nej losowej gdzie a(h) określone jak w Podrozdziale 1.3.4, zmienna losowa
Ae,h jest określona jak w dowodzie Tw.1.3.9.

Wykorzystując Fakt 1.3.10 otrzymujemy, że crn(h) —cr(h), a to na mocy (1.65) 
oraz Lematu Słuckiego implikuje:

_ An(h) d > Aę,h 
an(h) a(h)' (1-67)

Analogicznie, wykorzystując Fakt 1.3.11, (1.66) oraz uogólniony Lemat Słuckiego 
(Lemat 1.3.3) otrzymujemy:

(1.68)

Ponieważ, z założenia Ui_a jest punktem ciągłości dystrybuanty rozkładu zmien­
nej losowej At^/(j{hj wykorzystując Lemat 1.3.16, Lemat 1.3.17 oraz zgodność 
kwantyli próbkowych otrzymujemy:

^l-a łl-a

11—a ^1—a

= oP(l), 
= o(l)> 
= Op(l).

(1.69)

Zbieżność kwantyli (1.69) oraz Lemat Słuckiego implikują, że:

— P(Tn(hj < (t*_Q — t*_a) + (t*_a — ti-a) + (ti-a — Ui-a) + U1_Q) (1-70)
= P(Tn(h) + op(l) < —> P(^ < ui-a) = 1 - a, 

o ile Ui_a jest punktem ciągłości dystrybuanty rozkładu ACth/a(h).
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W podobny sposób możemy uzasadnić, że:

P —> a. (1.71)

Na mocy (1.70) i (1.71) otrzymujemy już tezę Twierdzenia 1.3.10.

Uwaga 1.3.4
Zauważmy, że zgodność przedziałów hybrydowych udowodniliśmy dla poziomu uf­
ności (1 — 2a), takiego że ca,Ci_a - kwantyle rozkładu zmiennej losowej A^h = 

ei + • ■ • + eh-i + S(ł punktami ciągłości dystrybuanty tego
rozkładu. Analogiczny warunek sformułowany był dla przedziałów predykcyjnych 
skonstruowanych na bazie metody bootstrap-t.

Jeżeli założymy dodatkowo, że dystrybuanta rozkładu et jest funkcją ciągłą otrzy­
mamy zgodność bootstrapowych przedziałów predykcyjnych (hybrydowych i studenty- 
zowanych) na dowolnym poziomie ufności (1 — 2a).

1.4 Bootstrap wygładzony
W standardowej metodzie bootstrap, do generowania replikacji residuów, tzn. e* 
wykorzystywana była dystrybuanta empiryczna Ft,n określona na zbiorze estymo- 
wanych i następnie scentrowanych residuów {A}"=p(nj+i ■

Niekiedy rozważa się modyfikację standardowej metody bootstrap określaną w 
literaturze jako bootstrap wygładzony (ang. smoothed bootstrap). Główną ideą bo­
otstrapu wygładzonego jest generowanie obserwacji z rozkładu określonego przez 
wygładzony estymator dystrybuanty, tzn.:

Fe,h(x) =
i n—p(n) _ 

n - p(n) ^^~h

gdzie K(z) = ff^ K(u) du, natomiast funkcja jądrowa K jest symetryczną funkcją 
gęstości rozkładu.

Alternatywnie możemy przedstawić estymator Ftyh jako:

Fe^x) = / fe,h^dt, 
J —oo

gdzie /^(^-jądrowy estymator gęstości rozkładu, tzn.

A.hO) = 1^ (  ̂) F^dy) = i n-p(n) 
----------- y k 
(n — p(n))h

W dalszej części przez {e*A} będziemy oznaczali zmienną losową o dystrybunacie 
Ft,h.
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Zauważmy, że próba bootstrapowa generowana z rozkładu o dystrybuancie Fch 
nie będzie zawierała powtarzających się obserwacji. Sytuacja taka ma często miejsce 
w przypadku standardowej metody bootstrap i wydaje się być nie do zaakceptowa­
nia gdy mamy do czynienia ze zmiennymi losowymi o rozkładzie ciągłym. Co więcej, 
powtarzające się obserwacje w replikacji mogą prowadzić np. do niestabilności stu- 
dentyzowanych przedziałów ufności będącej konsekwencją faktu, że estymator błędu 
standardowego może być w tym przypadku bliski zeru. Bardziej szczegółowo pro­
blem ten będzie omówiony w rozdziale 1.4.4.

1.4.1 Przegląd wyników
Nadaraya (1964) udowodnił (przy umiarkowanych założeniach), że Fe^ ma tą 
samą asymptotyczną średnią i wariancję jak dystrybuanta empiryczna Fn.

Azzalini (1981) otrzymał natomiast rezultaty dotyczące błędu średniokwadra- 
towego (MSE), pokazujące asymptotyczną poprawę w estymacji dystrybuanty F za 
pomocą wygładzonego estymatora F^h zamiast dystrybuanty empirycznej Fn jeżeli 
F spełnia pewne warunki regularności.

Wielu autorów, począwszy od pomysłodawcy metody bootstrap B. Efrona, ana­
lizowało możliwe zalety związane z generowaniem replikacji obserwacji z wykorzy­
staniem gładkiego estymatora F^.

Efron (1982) wykorzystując symulacje komputerowe porównał zachowanie bo- 
otstrapu wygładzonego i standardowej metody bootstrap wykorzystując jako funk­
cje jądrowe dwuwymiarowy rozkład normalny (N-smoothed) oraz rozkład jedno­
stajny na rombie (U-smoothed). Rozważanymi przez niego statystykami były prób- 
kowy współczynnik korelacji pn i jego transformacja stabilizująca wariancję, tzn. 
Źn = IMC1 +Pn)/(1 - Pn)]-

Analizując współczynnik zmienności oraz błąd średniokwadratowy otrzymano, że 
bootstrap wygładzony (dla obu użytych jąder) przynosi istotną poprawę w stosunku 
do bootstrapu niewygładzonego w przypadku Tn = ć/)n ale jedynie nieznacznie gdy 
Tn — Pn-

Wyniki symulacji nie dają jednak w ogólnej sytuacji odpowiedzi na pytanie czy 
powinniśmy stosować wygładzenie.

Silverman i Young (1987) badali zachowanie estymatorów dla parametrów po­
staci: A(F) = Ja(x)dF(x). Analizując MSE pokazali, że w pewnych przypadkach 
jest możliwa poprawa zachowania estymatorów poprzez wygładzanie. Otrzymane 
warunki nie mają jednak jasnej interpretacji statystycznej, a ponadto w większości 
rozważanych problemów wygładzanie może mieć tylko drugorzędny efekt na zacho­
wanie estymatorów, w tym sensie że wariancja optymalnie wygładzonego estymatora 
jest tego samego rzędu co wariancja estymatora niewygładzonego i oba estymatory 
są asymptotycznie równoważne.

Wang (1989) badał wpływ wygładzania na estymację gęstości rozkładu staty­
styki y/n(X — p,) (w ustalonym punkcie x). Pokazał, że przy określonych założeniach 
estymator oparty na bootstrapie wygładzonym ma mniejszy MSE niż estymator nie- 
wygładzony. Nie daje to jednak definitywnego rozstrzygnięcia ponieważ w niektó­
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rych przypadkach bootstrap wygładzony nie koniecznie jest lepszy.
Cytowane powyżej rezultaty pokazują, że w przypadku gdy n jest odpowiednio 

duże i niewygładzony estymator bootstrapowy ma rząd zbieżności n~1/2 nie możemy 
oczekiwać aby wygładzenie przyniosło istotną poprawę. Z odmienną sytuacją mamy 
do czynienia gdy statystyka Tn nie jest wystarczająco gładka, w tym sensie, że 
niewygładzony estymator ma wolniejszy rząd zbieżności (np. zbiega dużo wolniej 
niż n-1/2) co występuje np. dla kwantyli próbkowych.

Falk i Reiss (1989) analizując zachowanie bootstrapowych estymatorów dla 
kwantyli próbkowych pokazali, że

- Lim] < *}

ma szybszy rząd zbieżności niż

- /•-■(()] < 4.

przy czym zbieżność Hboot(x) do

Hn{x} = Pl^F”1^) - F-1(t)] < x}

jest rzędu n-1/4.
Hall, DiCiccio i Romano (1989) badali wpływ wygładzania na estymację 

wariancji kwantyli próbkowych. Oznaczmy odpowiednio przez Vb00t oraz Vsb00t wa­
riancję uzyskaną z wykorzystaniem standardowej metody bootstrap oraz metody 
wygładzonej. Vboot ma rząd zbieżności n-1/4, który nie jest zadowalający. Przyjmu­
jąc określone warunki regularności (dotyczące m.in. gęstości rozkładu oraz funkcji 
jądrowej K) oraz przy odpowiednim doborze szerokości okna hn otrzymano, że Vsboot 
ma rząd zbieżności n~r^2r+1\ gdzie r jest rzędem jądra tzn.

f\xrK{x)\dx < oo
fxłK(x')dx = 1 dla j = 0,
f x^ K(z) dx = 0 dla 1 < j < r — 1
/ xr K(x) dx 0.

Wybierając jądro rzędu r możemy otrzymać rząd zbieżności dla Vsb00t' n-1/2+t° dla 
dowolnego €o > 0.

Uwaga 1.4.1
Zauważmy, że jedynie w przypadku r = 2 jądro K może być rozkładem prawdo­
podobieństwa, ale Vsboot = K(-^n,/i) Fsł dalej dobrze określone nawet gdy Fn^ nie 
jest dystrybuantą rozkładu. Lee i Young (199^) zaproponowali zastosowanie tzw. 
„poprawki ujemności” jądra K, tak aby Fn^ była dystrybuantą rozkładu.

W omówionych powyżej pracach wpływ wygładzania na poprawę dokładności 
estymacji mierzony był z wykorzystaniem błędu średniokwadratowego. Otrzymane 
wyniki nie wykazały jednak znaczącej poprawy MSE związanej z wykorzystaniem
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F^h. Z istotną poprawą mamy jednak do czynienia przyjmując jako kryterium po­
równawcze prawdopodobieństwo pokrycia dla bootstrapowych przedziałów ufności.

Polansky i Schucany (1997) rozważając stosunkowo ogólny tzw. gładki model 
(smooth function model) (obejmujący np. takie parametry jak średnia i wariancja) 
pokazali, że wybierając szerokość okna rzędu n-1/4 (a nie n-1/5 jak w przypadku 
estymacji gęstości) można otrzymać redukcję pierwszego rzędu dla błędu pokrycia 
w przypadku jednostronnych przedziałów kwantylowych. Metoda kwantylowa z wy­
korzystaniem bootstrapu wygładzonego staje się więc tak dokładna jak bootstrap-t 
albo BCa.

Analogiczną redukcję można przeprowadzić także dla przedziałów ufności, które 
mają już dokładność drugiego rzędu (np. dwustronny przedział kwantylowy lub 
jednostronny przedział studentyzowany). W tym przypadku optymalna szerokość 
okna jest rzędu n-1/2

Cao (1997) zastosował ideę bootstrapu wygładzonego do konstrukcji warunko­
wych, bootstrapowych przedziałów predykcyjnych dla procesów AR(p). Otrzymał 
obiecujące wyniki symulacyjne dotyczące prawdopodobieństw pokrycia, które wyka­
zują przewagę metody wygładzonej nad standardową metodą bootstrap opartą na 
dystrybuancie empirycznej.

1.4.2 Zgodność wygładzonej metody bootstrap
Wykorzystując strukturę splotową estymatora Ftth możemy przedstawić:

= e* + h ■ Ui, (1.72)

gdzie e* ~ i.i.d. o dystrybuancie empirycznej Fe<n, oraz u, ~ i.i.d. o dystrybuancie 
K. Reprezentacja (1.72) pozwala m.in. łatwo generować liczby losowe z rozkładu 
Fe,^

Lemat 1.4.1 Załóżmy, że spełnione są warunki: Al dla s = 4, A2 dla r = 1 oraz 
B dla p(n) = o{(n/log(n)yF).Ponadto, niech h = h{n) —> 0 gdy n —> oo. Wówczas:

€th —> et wg. prawdopodobieństwa.

Dowód Lematu 1.4.1.
Niech oraz (/)^ oznaczają funkcje charakterystyczne odpowiadające dystry-
buantom F^n,Feih oraz K. Wówczas możemy zapisać:

CaW = <(2) ^k^-

Z Lematu 5.4 (Buhlmann (1997)) otrzymujemy, że e* > et wg. prawdopodo­
bieństwa. To oznacza, że

wg. prawdopodobieństwa,

gdzie jest funkcją charakterystyczną odpowiadającą et.
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Oczywiście ponieważ h = h(n) —> 0 gdy n —> oo, to (^(hz) —> 1. 
Ostatecznie zatem, z Lematu Słuckiego otrzymujemy, że:

wg. prawdopodobieństwa

co jest równoważne zbieżności według rozkładu, tzn.:

^t,h wg. prawdopodobieństwa.

1.4.3 Dobór szerokości okna h
Istotnym, a zarazem niełatwym zagadnieniem związanym ze stosowaniem boot­
strapu wygładzonego jest dobór optymalnej szerokości okna h. W tym celu możemy 
wykorzystać algorytm zaproponowany przez Cao (1997).

Wiadomo (Azzalini (1981)), że wielkością asymptotycznie minimalizującą MISĘ 
jest

, [ 1-i 1/3
l(AzW)<feXn-p(n))/(/W<0 ’

gdzie K- jądro o nośniku [—1,1]. (W symulacjach przyjęto jądro Bartletta). 
Estymujemy I = J(/'(a;))2 dx. (Hall i Marron (1987))

f =_______1 V I ~ Cj I
(n - g3 \ g

gdzie g- tzw. „pilot bandwidth”.
Asymptotycznie optymalnym wyborem szerokości g jest

l‘/9
9° ~ - pWW A-TU/W2)2.

Dla jądra gaussowskiego i przy założeniu normalności rozkładu mamy

- f 80?r Y/9
\^3(n — p(n))2J

którą możemy estymować

~ f 807r V9 -
\3(n — p(n))2J a

Ostatecznie schemat doboru szerokości okna wygląda następująco:

9o —> 1 > ^amise-
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1.4.4 Stabilizacja studentyzowanych (bootstrap-t) przedziałów 
ufności

Badania symulacyjne potwierdziły, że metoda bootstrap-t zachowuje się bardzo do­
brze analizując błąd pokrycia, nawet dla prób o małym rozmiarze. Z drugiej jednak 
strony te same badania wykazują, że otrzymane przedziały mogą być niestabilne 
i zbyt szerokie (np. Polansky i Schucany (1997)) szczególnie dla prób o małej i 
średniej długości.

Przyczyny takiej sytuacji mogą być następujące:

(i) Metoda bootstrap-t jest wrażliwa na obserwacje odstające (Efron i Tibshirani 
(1993)),

(ii) Dla wielu funkcjonałów estymator błędu standardowego jest niestabilny i wy­
magana jest transformacja stabilizująca wariancję (np. dla współczynnika ko­
relacji),

(iii) Dla prób o małym rozmiarze jest wysoce prawdopodobne, że estymator błędu 
standardowego d* może być bliski (lub nawet równy) zeru powodując tym 
samym, względnie duże wartości T*. Sytuacja taka jest następstwem dyskret­
nej natury estymatora Fn, która powoduje występowanie powtarzających się 
obserwacji w replikacji.

Efron (1992) próbował rozwiązać opisany wyżej problem dodając ad hoc stałą 
do estymatora błędu standardowego co stabilizowało rozkład bootstrapowy. Nie 
zostało jednak przedstawione odpowiednie uzasadnienie teoretyczne takiej poprawy.

Polansky (2001) zaproponował ostatnio dwie metody stabilizujące końce prze­
działów studentyzowanych w przypadku małych prób i jednocześnie zachowujące na 
odpowiednim poziomie prawdopodobieństwo pokrycia:

• metodę addytywna polegającą na dodaniu stałej do replikacji estymatora <7*,

• metodę wygładzoną opartą na replikowaniu z ciągłego, nieparametrycznego 
estymatora Fn^-

Rezultaty teoretyczne w pracy Polansky’ego pokazują, że przy odpowiednim do­
borze szerokości okna zachowana jest dokładność drugiego rzędu dla przedziałów 
studentyzowanych skonstruowanych z wykorzystaniem powyższych metod. Badania 
symulacyjne porównujące średnią długości przedziałów i odchylenie standardowego 
długości wykazały natomiast skuteczność obu zaproponowanych metod w reduko­
waniu niestabilności z jednoczesnym zachowaniem na odpowiednim poziomie praw­
dopodobieństwa pokrycia.

Warto zauważyć, że procedury zaproponowane przez Polansky’ego stanowią kon­
kurencję dla metody stabilizacji wariancji wprowadzonej przez Tibshiraniego (1988), 
która może okazać się zawodna w przypadku małych prób i prowadzi do redukcji 
średniej długości przedziałów za cenę wzrostu błędu pokrycia.
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W rozdziale 1.5 poświęconym symulacjom komputerowym będziemy badali czy 
zastosowanie bootstrapu wygładzonego ma wpływ na poprawę stabilności studen- 
tyzowanych przedziałów predykcyjnych skonstruownych z wykorzystaniem metody 
sieve bootstrap.

1.5 Symulacje komputerowe
Aby zilustrować zachowanie zaproponowanych metod konstrukcji przedziałów pre­
dykcyjnych przeprowadzono symulacje komputerowe. W badaniach rozważono nas­
tępujące modele:

(Ml) ARMA(1,V, Xt = 0.8Xt_1-0.6st_1+st,

(M2) 4B(48), X, = = (-1)>+17.5/(j + i)3 (j = 1,...,48),

(M3) ARFIMA(0,d,0\ (1 - B)d Xt = et, dla d = 0.3,
gdzie operator Xd = (1 — B)d jest określony jak np. u Hoskinga (1981). Za­
uważmy, że dla d € ( — 1/2,1/2) tak zdefiniowany Xt jest procesem stacjonar­
nym, który możemy przedstawić jako proces AR(oo), Hosking (1981).

Rozważyliśmy następujące rozkłady dla szeregu zakłóceń et:

(N) standardowy rozkład normalny: N(0,1),

(t) unormowany rozkład Studenta: t(3)/\/3,

(logN) unormowany rozkład logarytmiczno-normalny: (logN(0,1) — y/e}/— 1),

(M) mieszanka rozkładów normalnych: 0.9 N(—1,1) -I- 0.1 N(9,1).

Przedziały predykcyjne były konstruowane wykorzystując klasyczną metodę Boxa- 
Jenkinsa (opartą na aproksymacji gaussowskiej) oraz dwie metody wykorzystujące 
algorytm sieve bootstrap, tzm: hybrydowe przedziały predykcyjne oraz studentyzo- 
wane (bootstrap-t) przedziały predykcyjne.

Przedziały gaussowskie były wyznaczone przy założeniu, że znamy postać mo­
delu, z którego wygenerowano dane.

W przypadku bootstrapowych przedziałów predykcyjnych do wyznaczenia pre- 
dyktorów oraz odpowiednio błędów średniokwadratowych prognoz wykorzystano na­
tomiast aproksymację procesem AR{p{n)).
W symulacjach przyjęto następujące parametry:

• rozmiary próby: n = 25, 50,100, 500,

• ilość replikacji bootstrapowych: B = 1000,

• liczba powtórzeń Monte Carlo: 1000.
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Aproksymujący rząd autoregresyjny p(n) wybrany był na podstawie minimaliza­
cji kryterium AIC (Akaike Information Criteria) dla zakresu p(n) € [0,101og10(n)] 
(który jest domyślnym zakresem np. w pakiecie S-PLUS ). Wyniki wyboru Paic(™) 
dla modeli M1-M3 zawiera tabela 1.1.

Rysunki 1.1-1.6 przedstawiają przykładowe przedziały predykcyjne skonstru­
owane dla wszystkich rozważanych modeli (M1-M3) na nominalnym poziomie uf­
ności 95%.

Dokładność skonstruowanych przedziałów predykcyjnych była badana poprzez 
wyznaczenie empirycznych prawdopodobieństw pokrycia oraz średnich długości prze­
działów (E^Zength)) na bazie 1000 powtórzeń Monte Carlo. Porównania prze­
prowadzono dla nominalnych poziomów ufności 80% i 95% oraz dla horyzontów 
h = 1,..., 5. Oprócz empirycznych prawdopodobieństw pokrycia wyznaczono rów­
nież (w nawiasach) błędy standardowe. Poniżej przedstawiono tylko wybrane wy­
niki.

Możemy zaobserwować, że we wszystkich analizowanych przypadkach przedziały 
studentyzowane charakteryzują się lepszymi wynikami pokrycia empirycznego niż 
przedziały hybrydowe.

W przypadku prób o małym rozmiarze (n=25) wyniki pokrycia dla przedziałów 
bootstrapowych nie zawsze są jednak zadowalające, co może być związane z obcią­
żeniem obecnym przy estymacji parametrów modelu.

Ponadto, studentyzowane przedziały predykcyjne charakteryzują się znacznie 
lepszymi wynikami pokrycia niż gaussowskie przedziały Boxa-Jenkinsa w przypadku 
dwumodalnego (M) rozkładu błędów, co jest szczególne widocznie dla modelu Ml.

Dla nominalnego poziomu ufności 80% możemy zaobserwować (np. Tabela 1.7, 
podobne wyniki otrzymano dla pozostałych modeli), że dla szeregów innych niż 
gaussowskie, przedziały Boxa-Jenkinsa są zbyt konserwatywne z czym związana jest 
również ich największa średnia długość.

Dodatkowo, w porównaniach uwzględniono również zastosowanie bootstrapu wy­
gładzonego (Podrozdział 1.4). Wyniki doboru optymalnej szerokości okna zawarto 
w Tabeli 1.6.

Przeanalizowano m.in. wpływ bootstrapu wygładzonego na poprawę stabilności 
studentyzowanych przedziałów predykcyjnych dla przypadku małych prób (n=25). 
Podobnie jak u Polansky’ego (2000) analiza oparta była na porównaniu średnich 
długości przedziałów (Tabela 1.4) oraz odchyleń standardowych długości (Tabela 
1.5). Możemy zaobserwować, że w tym przypadku zastosowanie bootstrapu wygła­
dzonego przynosi redukcję odchylenia standardowego długości oraz dla rozkładów 
błędów innych niż normalne również zmniejszenie średniej długości przedziałów. Po­
nadto, zaobserwowanej poprawie towarzyszy zachowanie empirycznych prawdopo­
dobieństw pokrycia na podobnym poziomie jak w przypadku standardowej metody 
bootstrap (Tabela 1.2).

Dodatkowo, możemy zaobserwować, że zastosowanie bootstrapu wygładzonego 
przynosi poprawę wyników pokrycia empirycznego w przypadku metody hybrid bo­
otstrap (Tabela 1.2 i 1.3). Ceną za tą poprawę jest jednak wzrost średniej długości 
przedziałów (Tabela 1.4).
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Rys. 1.1: Gaussowskie przedziały predykcyjne dla modelu Ml i rozkładu N(0,l): 
prawdziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadratami), prognozy (linia kropkowana 
z kwadratami), przedziały gaussowskie (linia kropkowana).

Rys. 1.2: Bootstrapowe przedziały predykcyjne dla Ml i rozkładu N(0,l): praw­
dziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadratami), prognozy (linia kropkowana z 
kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka), sieve bootstrap-t (linia 
kropkowana).
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Rys. 1.3: Gaussowskie przedziały predykcyjne dla modelu M2 i rozkładu 
logarytmiczno-normalnego: prawdziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadra­
tami), prognozy (linia kropkowana z kwadratami), przedziały gaussowskie (linia 
kropkowana).

Rys. 1.4: Bootstrapowe przedziały predykcyjne dla M2 i rozkładu logarytmiczno- 
normalnego: prawdziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadratami), prognozy 
(linia kropkowana z kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka), 
sieve bootstrap-t (linia kropkowana).
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Rys. 1.5: Gaussowskie przedziały predykcyjne dla modelu M3 i rozkładu mieszanki: 
prawdziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadratami), prognozy (linia kropkowana 
z kwadratami), przedziały gaussowskie (linia kropkowana).

Rys. 1.6: Bootstrapowe przedziały predykcyjne dla M3 i rozkładu mieszanki: praw­
dziwe przyszłe wartości (linia ciągła z kwadratami), prognozy (linia kropkowana z 
kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka), sieve bootstrap-t (linia 
kropkowana).
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Tabela 1.1: Tabela estymacji rzędu p(n) z wykorzystaniem kryterium AIC.

Model Rozkład n estymacja p(n] za pomocą AIC
E(paic) std{pAic) min(pAic) max(pAic)

Ml

N
25
50

100

0.88 1.24 0 8
1.52 1.89 0 16
2.35 2.32 0 20

t
25
50

100

0.70 1.06 0 7
1.45 1.67 0 14
2.22 2.23 0 20

logN
25
50

100

0.79 1.21 0 8
1.45 1.78 0 13
2.27 2.16 0 18

M
25
50

100

0.84 1.30 0 10
1.48 1.85 0 12
2.36 2.28 0 18

M2

N
25
50

100

1.56 1.03 0 8
2.05 1.54 1 15
2.77 2.12 1 19

t
25
50

100

1.48 0.89 0 7
1.96 1.36 1 12
2.52 1.66 1 16

logN
25
50

100

1.46 0.85 0 8
1.93 1.50 1 14
2.52 1.73 1 14

M
25
50

100

1.54 1.03 0 10
2.09 1.63 1 14
2.65 1.99 1 19

M3

N 100
500

2.26 2.13 0 20
5.40 3.48 1 26

t 100
500

2.23 2.24 0 18
5.47 3.63 1 26

logN 100
500

2.06 1.79 0 16
5.57 4.11 1 26

M 100
500

2.25 2.26 0 17
5.40 3.60 J_________ 25
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Model Rozkład h Box-Jenkins 
pokrycie

hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed standard smoothed

1 94.8%(0.702) 89.1%(0.985) 92.2%(0.848) 91.4%(0.887) 92.6%(0.828'
2 94.3%(0.733) 90.2%(0.940) 92.3%(0.843) 92.3%(0.843) 92.1%(0.853:

N 3 95.6%(0.649) 90.2%(0.940) 92.7%(0.823) 92.2%(0.848) 92.8%(0.817;
4 94.6%(0.715) 88.5%(1.009) 92.3%(0.843) 92.6%(0.828) 92.9%(0.812'
5 94.3%(0.733) 89.5%(0.969) 92.5%(0.833) 92.4%(0.838) 92.9%(0.812;
1 95.9%(0.627) 93.1%(0.801) 94.4%(0.727) 94.9%(0.696) 95.0%(0.689;
2 95.3%(0.669) 92.6%(0.828) 92.8%(0.817) 94.0%(0.751) 93.9%(0.757;

t 3 95.0%(0.689) 91.5%(0.882) 91.5%(0.882) 91.9%(0.863) 92.1%(0.853;
4 96.3%(0.597) 91.8%(0.868) 92.9%(0.812) 93.2%(0.796) 93.3%(0.79i;

Ml 5 96.2%(0.605) 92.1%(0.853) 92.9%(0.812) 92.9%(0.812) 93.0%(0.807;
1 96.6%(0.573) 85.3%(1.120) 89.0%(0.989) 92.5%(0.833) 93.4%(0.785}
2 95.8%(0.634) 84.3%(1.150) 88.2%(1.020) 91.5%(0.882) 92.3%(0.843;

logN 3 97.5%(0.494) 85.6%(1.110) 89.1%(0.985) 91.3%(0.891) 92.6%(0.828}
4 96.2%(0.605) 85.0%(1.129) 89.3%(0.977) 91.9%(0.863) 93.0%(0.807)
5 95.4%(0.662) 84.6%(1.141) 88.0%(1.028) 90.4%(0.932) 92.2%(0.848)
1 89.7%(0.961) 84.6%(1.141) 87.6%(1.042) 93.5%(0.780) 93.2%(0.796)
2 90.7%(0.918) 87.1%(1.060) 89.5%(0.969) 95.3%(0.669) 94.9%(0.696)

M 3 90.0%(0.949) 86.9%(1.067) 89.4%(0.973) 95.5%(0.656) 94.5%(0.721)
4 91.6%(0.877) 85.6%(1.110) 88.2%(1.020) 95.1%(0.683) 95.3%(0.669)
5 89.3%(0.978) 85.0%(1.129) 87.1%(1.060) 94.9%(0.696) 94.9%(0.696)
1 94.5%(0.721) 89.3%(0.978) 92.0%(0.858) 92.4%(0.838) 92.9%(0.812)
2 95.5%(0.656) 85.2%(1.123) 88.3%(1.016) 90.6%(0.923) 90.3%(0.936)

N 3 95.0%(0.689) 81.3%(1.233) 85.9%(1.101) 90.2%(0.940) 90.1%(0.944)
4 93.8%(0.763) 81.7%(1.223) 85.3%(1.120) 89.3%(0.978) 89.4%(0.973)
5 95.8%(0.634) 82.6%(1.199) 87.3%(1.053) 90.4%(0.932) 90.2%(0.940)
1 95.7%(0.641) 91.6%(0.877) 92.4%(0.838) 94.1%(0.745) 93.7%(0.768)
2 95.8%(0.634) 85.8%(1.104) 87.0%(1.064) 89.7%(0.961) 90.0%(0.949)

t 3 95.5%(0.656) 84.8%(1.135) 86.9%(1.067) 90.8%(0.914) 90.8%(0.914)
4 94.8%(0.702) 82.7%(1.196) 85.8%(1.104) 90.4%(0.932) 90.7%(0.918)

M2 5 95.0%(0.689) 84.5%(1.144) 86.1%(1.094) 90.8%(0.914) 90.2%(0.940)
1 95.9%(0.627) 83.9%(1.162) 88.8%(0.997) 91.4%(0.887) 92.6%(0.828}
2 95.8%(0.634) 77.0%(1.331) 80.8%(1.246) 87.7%(1.039) 88.4%(1.013;

logN 3 96.0%(0.620) 76.3%(1.345) 80.0%(1.265) 87.2%(1.057) 87.5%(1.046}
4 96.2%(0.605) 75.8%(1.354) 78.7%(1.295) 87.1%(1.060) 87.8%(1.035;
5 97.0%(0.539) 77.3%(1.325) 79.5%(1.277) 87.0%(1.064) 87.4%(1.049;
1 91.7%(0.872) 87.1%(1.060) 89.3%(0.978) 94.7%(0.708) 94.6%(0.715'
2 93.5%(0.780) 79.1%(1.286) 82.4%(1.204) 93.5%(0.780) 93.4%(0.785;

M 3 96.0%(0.620) 76.3%(1.345) 79.1%(1.286) 92.3%(0.843) 91.8%(0.868'
4 96.3%(0.597) 78.1%(1.308) 80.6%(1.251) 92.3%(0.843) 92.5%(0.833;
5 96.7%(0.565) 79.1%(1.286) 81.8%(1.220) 92.9%(0.812) 93.0%(0.807;

Tabela 1.2: Tabela pokrycia empirycznego dla n=25, poziom ufności 95%.



Model Rozkład h Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed standard smoothed

1 94.7%(0.708) 90.8%(0.914) 92.5%(0.833) 93.0%(0.807) 92.4%(0.838'
2 95.7%(0.641) 92.8%(0.817) 94.0%(0.751) 94.2%(0.739) 93.7%(0.768’

N 3 94.4%(0.727) 92.6%(0.828) 93.7%(0.768) 93.9%(0.757) 93.8%(0.763;
4 94.3%(0.733) 92.5%(0.833) 93.7%(0.768) 93.3%(0.791) 94.0%(0.75T
5 95.3%(0.669) 92.9%(0.812) 93.5%(0.780) 93.8%(0.763) 93.4%(0.785;
1 96.0%(0.620) 93.0%(0.807) 93.6%(0.774) 95.3%(0.669) 95.0%(0.689;
2 95.7%(0.641) 93.3%(0.791) 93.6%(0.774) 94.8%(0.702) 94.2%(0.739;

t 3 95.8%(0.634) 92.6%(0.828) 93.0%(0.807) 93.8%(0.763) 93.7%(0.768;
4 95.7%(0.641) 93.7%(0.768) 93.8%(0.763) 95.7%(0.641) 94.7%(0.708;

Ml 5 95.6%(0.649) 93.2%(0.796) 93.8%(0.763) 94.5%(0.721) 94.5%(0.721(
1 96.7%(0.565) 87.1%(1.060) 89.5%(0.969) 93.4%(0.785) 94.9%(0.696)
2 95.7%(0.641) 86.7% (1.074) 89.8%(0.957) 93.2%(0.796) 93.6%(0.774)

logN 3 96.2%(0.605) 88.6%(1.005) 90.5%(0.927) 93.8%(0.763) 94.7%(0.708)
4 95.4%(0.662) 87.6%(1.042) 89.7%(0.961) 92.8%(0.817) 94.0%(0.751)
5 97.1%(0.531) 88.5%(1.009) 90.7%(0.918) 93.7% (0.768) 94.8%(0.702)
1 91.3%(0.891) 90.4%(0.932) 92.3%(0.843) 94.8%(0.702) 95.0%(0.689)
2 90.4%(0.932) 90.3%(0.936) 91.6%(0.877) 95.3%(0.669) 95.3%(0.669)

M 3 89.6%(0.965) 89.8%(0.957) 90.8%(0.914) 94.1%(0.745) 94.4%(0.727)
4 89.4%(0.973) 90.0%(0.949) 91.5%(0.882) 95.6%(0.649) 95.7%(0.641)
5 89.4%(0.973) 89.4%(0.973) 90.8%(0.914) 94.8%(0.702) 95.3%(0.669)
1 94.9%(0.696) 89.8%(0.957) 91.8%(0.868) 92.6%(0.828) 92.8%(0.817)
2 95.3%(0.669) 88.2%(1.020) 90.3%(0.936) 91.7%(0.872) 91.6%(0.877)

N 3 95.0%(0.689) 89.6%(0.965) 90.8%(0.914) 92.5%(0.833) 93.1%(0.801)
4 94.9%(0.696) 88.2%(1.020) 89.7%(0.961) 92.0%(0.858) 92.0%(0.858)
5 95.0%(0.689) 88.2%(1.020) 90.5%(0.927) 91.9%(0.863) 92.1%(0.853)
1 96.7%(0.565) 92.3%(0.843) 93.6%(0.774) 94.8%(0.702) 94.9%(0.696)
2 96.4%(0.589) 91.7%(0.872) 92.2%(0.848) 94.4%(0.727) 94.0%(0.751)

t 3 96.1%(0.612) 88.7%(1.001) 90.3%(0.936) 92.5%(0.833) 91.8%(0.868)
4 95.6%(0.649) 88.1%(1.024) 89.0%(0.989) 91.2%(0.896) 90.8%(0.914)

M2 5 95.4%(0.662) 89.0%(0.989) 89.5%(0.969) 92.1%(0.853) 92.1%(0.853)
1 96.2%(0.605) 88.4%(1.013) 91.4%(0.887) 94.6%(0.715) 95.0%(0.689)
2 95.1%(0.683) 86.2%(1.091) 88.4%(1.013) 93.0%(0.807) 92.7%(0.823)

logN 3 95.3%(0.669) 85.4%(1.117) 86.0%(1.097) 91.7%(0.872) 92.3%(0.843)
4 95.2%(0.676) 85.8%(1.104) 86.4%(1.084) 90.6%(0.923) 91.0%(0.905)
5 96.0%(0.620) 85.2%(1.123) 86.1%(1.094) 90.8%(0.914) 90.5%(0.927)
1 90.0%(0.949) 90.4%(0.932) 92.1%(0.853) 95.3%(0.669) 95.5%(0.656)
2 93.8%(0.763) 88.3%(1.016) 89.7%(0.961) 95.8%(0.634) 95.6%(0.649)

M 3 95.2%(0.676) 84.9%(1.132) 86.5%(1.081) 93.1%(0.801) 93.6%(0.774)
4 95.8%(0.634) 85.1%(1.126) 86.5%(1.081) 92.3%(0.843) 92.6%(0.828)
5 94.8%(0.702) 84.1%(1.156) 84.9%(1.132) 92.1%(0.853) 91.7%(0.872)

Tabela 1.3: Tabela pokrycia empirycznego dla n=50, poziom ufności 95%



Model Rozkład li Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed standard smoothed

1 3.920 3.693 3.910 3.907 3.925
2 3.998 3.733 3.984 3.993 4.015

N 3 4.047 3.768 4.029 4.044 4.067
4 4.077 3.784 4.043 4.071 4.081
5 4.097 3.793 4.054 4.083 4.097
1 3.920 4.129 4.154 4.390 4.328
2 3.998 4.137 4.192 . 4.466 4.388

t 3 4.047 4.129 4.210 4.482 4.415
4 4.077 4.155 4.220 4.486 4.417

Ml 5 4.097 4.161 4.224 4.498 4.428
1 3.920 3.743 3.820 4.288 4.274
2 3.998 3.767 3.859 4.380 4.358

logN 3 4.047 3.775 3.883 4.419 4.394
4 4.077 3.790 3.884 4.427 4.412
5 4.097 3.797 3.903 4.422 4.424
1 3.920 3.728 3.806 4.443 4.411
2 3.998 3.766 3.853 4.550 4.505

M 3 4.047 3.793 3.873 4.595 4.551
4 4.077 3.804 3.896 4.622 4.570
5 4.097 3.809 3.907 4.626 4.602
1 3.920 3.724 3.969 4.096 4.118
2 5.373 4.233 4.621 5.051 5.069

N 3 5.867 4.420 4.828 5.387 5.399
4 6.094 4.504 4.924 5.527 5.542
5 6.190 4.547 4.979 5.597 5.610
1 3.920 4.109 4.164 4.535 4.471
2 5.373 4.375 4.564 5.467 5.388

t 3 5.867 4.520 4.725 ' 5.842 5.728
4 6.094 4.591 4.810 5.976 5.899

M2 5 6.190 4.629 4.852 6.071 5.955
1 3.920 3.494 3.604 4.164 4.152
2 5.373 3.777 3.938 5.204 5.158

logN 3 5.867 3.933 4.102 5.637 5.511
4 6.094 4.020 4.181 5.789 5.642
5 6.190 4.073 4.231 5.851 5.735
1 3.920 3.700 3.802 4.491 4.490
2 5.373 4.085 4.273 5.565 5.541

M 3 5.867 4.308 4.477 5.960 5.913
4 6.094 4.419 4.581 6.134 6.087
5 6.190 4.478 4.648 6.235 6.179

Tabela 1.4: Porównanie średniej długości dla bootstrapu klasycznego i wygładzonego
dla n=25 i poziomu ufności 95%.



Model Rozkład h hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed standard smoothed

N

1
2
3
4
5

0.755
0.730
0.713
0.710
0.706

0.722
0.722
0.715
0.713
0.715

0.748
0.748
0.736
0.754
0.754

0.697
0.703
0.706
0.708
0.706

Ml

t

1
2
3
4
5

2.196
2.188
2.090
2.175
2.175

2.150
2.133
2.126
2.131
2.124

2.481
2.505-
2.440
2.495
2.511

2.458
2.457
2.425
2.376
2.423

logN

1
2
3
4
5

2.704
2.703
2.698
2.698
2.694

2.721
2.748
2.756
2.744
2.738

3.188
3.332
3.351
3.386
3.340

3.125
3.336
3.369
3.369
3.328

M

1
2
3
4
5

0.844
0.847
0.855
0.860
0.868

0.833
0.850
0.876
0.876
0.876

1.013
1.043
1.070
1.095
1.087

0.989
1.023
1.058
1.067
1.079

N

1
2
3
4
5

0.732
0.778
0.842
0.868
0.893

0.701
0.848
0.919
0.959
0.972

0.792
0.985
1.137
1.203
1.248

0.752
0.976
1.127
1.195
1.224

M2

t

1
2
3
4
5

2.269
2.221
2.232
2.256
2.266

2.212
2.205
2.226
2.270
2.268

2.561
3.200
3.529
3.589
3.728

2.523
3.053
3.291
3.379
3.490

logN

1
2
3
4
5

2.204
2.197
2.235
2.281
2.319

2.226
2.246
2.300
2.319
2.356

2.874
4.190
4.778
4.917
4.833

2.705
3.755
4.126
4.164
4.277

M

1
2
3
4
5

0.858
1.084
1.212
1.268
1.303

0.872
1.133
1.256
1.306
1.342

1.014
1.389
1.582
1.678
1.737

1.030
1.397
1.572
1.665
1.719

Tabela 1.5: Porównanie odchylenia standardowego długości przedziałów dla boot-
strapu klasycznego i wygładzonego dla n=25 i poziomu ufności 95 %.



Tabela 1.6: Wyniki doboru optymalnej szerokości okna.

Model Rozkład n dobór szerokości okna hopt
E{hopt) stdęhopt') min{hOpt) max {h opt)

Ml

N
25
50

100

0.8363 0.2678 0.3737 4.4116
0.6238 0.1090 0.3478 1.0458
0.4759 0.0603 0.3020 0.6754

t
25
50

100

0.6115 0.2346 0.2478 5.6813
0.4466 0.0915 0.2120 1.4692
0.3337 0.0439 0.2295 0.6493

logN
25
50

100

0.4308 0.1901 0.1390 3.1441
0.3128 0.0910 0.1509 0.9732
0.2252 0.0490 0.1288 0.5795

M
25
50

100

0.4219 0.1036 0.1503 1.0913
0.3060 0.0540 0.1495 0.6175
0.2231 0.0273 0.1561 0.3725

M2

N
25
50

100

0.8664 0.2684 0.2795 3.7220
0.6161 0.1100 0.3349 1.0859
0.4726 0.0601 0.2977 0.6970

t
25
50

100

0.6327 0.1835 0.2507 2.1583
0.4431 0.0829 0.2321 0.9076
0.3331 0.0461 0.2237 0.8995

logN
25
50

100

0.4433 0.1569 0.1421 1.3011
0.3209 0.1004 0.1543 1.2801
0.2249 0.0470 0.1381 0.5201

M
25
50

100

0.4613 0.1412 0.1731 1.4685
0.3130 0.0534 0.1825 0.5334
0.2214 0.0282 0.1414 0.3683
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Model Rozkład h Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t
pokrycie E(length) pokrycie E(length) pokrycie E(length)

1 80.7%(1.248) 2.564 77.9%(1.312) 2.489 79.2%(1.284) 2.546
2 81.2%(1.236) 2.678 78.3%(1.304) 2.596 80.2%(1.260) 2.661

N 3 82.3%(1.207) 2.725 79.9%(1.267) 2.646 81.2%(1.236) 2.714
4 79.2%(1.284) 2.752 76.4%(1.343) 2.663 77.7%(1.316) 2.734
5 80.8%(1.246) 2.770 78.4%(1.301) 2.671 80.1%(1.263) 2.741
1 88.0%(1.028) 2.564 76.4%(1.343) 1.907 78.1%(1.308) 2.012
2 88.8%(0.997) 2.678 78.2%(1.306) 2.042 79.8%(1.270) 2.162

t 3 88.5%(1.009) 2.725 78.2%(1.306) 2.087 80.6%(1.251) 2.213
4 87.8%(1.035) 2.752 78.9%(1.290) 2.115 80.2%(1.260) 2.241

M3 5 87.9%(1.031) 2.770 77.2%(1.327) 2.127 78.9%(1.290) 2.257
1 93.2%(0.796) 2.564 76.6%(1.339) 1.601 81.6%(1.225) 1.741
2 92.4%(0.838) 2.678 74.1%(1.385) 1.752 79.4%(1.279) 1.913

logN 3 92.0%(0.858) 2.725 75.1%(1.368) 1.807 78.3%(1.304) 1.970
4 93.1%(0.801) 2.752 74.2%(1.384) 1.841 79.0%(1.288) 2.010
5 93.4%(0.785) 2.770 77.0%(1.331) 1.851 80.8%(1.246) 2.022
1 90.7%(0.918) 2.564 79.7%(1.272) 2.099 81.2%(1.236) 2.134
2 89.4%(0.973) 2.678 77.5%(1.321) 2.309 79.6%(1.274) 2.358

M 3 90.4%(0.932) 2.725 77.2%(1.327) 2.372 78.4%(1.301) 2.427
4 89.7%(0.961) 2.752 76.9%(1.333) 2.403 78.9%(1.290) 2.459
5 91.9%(0.863) 2.770 78.6%(1.297) 2.404 80.0%(1.265) 2.464

Tabela 1.7: Wyniki pokrycia empirycznego oraz średniej długości przedziałów dla 
modelu M3, n=100 i nominalnego poziomu ufności 80%.

87



Model Rozkład h Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t
pokrycie E(length) pokrycie E(length) pokrycie E(length)

1 95.3%(0.669) 3.922 93.4%(0.785) 3.808 93.6%(0.774) 3.912
2 95.3%(0.669) 4.095 93.1%(0.801) 3.976 94.0%(0.751) 4.091

N 3 95.0%(0.689) 4.167 94.5%(0.721) 4.056 94.8%(0.702) 4.173
4 95.2%(0.676) 4.209 93.2%(0.796) 4.071 94.1%(0.745) 4.192
5 95.4%(0.662) 4.237 93.8%(0.763) 4.088 94.3%(0.733) 4.213
1 95.7%(0.641) 3.922 92.6%(0.828) 3.672 94.1%(0.745) 3.937
2 96.0%(0.620) 4.095 93.3%(0.791) 3.841 94.2%(0.739) 4.158

t 3 95.6%(0.649) 4.167 93.9%(0.757) 3.921 95.1%(0.683) 4.232
4 95.5%(0.656) 4.209 93.6%(0.774) 3.961 94.3%(0.733) 4.280

M3 5 96.3%(0.597) 4.237 93.7%(0.768) 3.968 94.6%(0.715) 4.293
1 95.8%(0.634) 3.922 92.3%(0.843) 3.349 95.8%(0.634) 3.799
2 96.5%(0.581) 4.095 92.5%(0.833) 3.573 96.2%(0.605) 4.034

logN 3 95.3%(0.669) 4.167 91.5%(0.882) 3.647 95.0%(0.689) 4.117
4 96.5%(0.581) 4.209 92.7%(0.823) 3.700 95.6%(0.649) 4.178
5 96.2%(0.605) 4.237 91.3%(0.891) 3.682 95.0%(0.689) 4.184
1 90.7%(0.918) 3.922 94.1%(0.745) 3.949 95.6%(0.649) 4.173
2 90.1%(0.944) 4.095 93.4%(0.785) 4.065 95.1%(0.683) 4.317

M 3 90.9%(0.910) 4.167 93.5%(0.780) 4.122 96.1%(0.612) 4.384
4 90.7%(0.918) 4.209 93.6%(0.774) 4.157 95.5%(0.656) 4.418
5 93.2%(0.796) 4.237 93.2%(0.796) 4.169 94.8%(0.702) 4.436

Tabela 1.8: Wyniki pokrycia empirycznego oraz średniej długości przedziałów dla 
modelu M3, n=100 i nominalnego poziomu ufności 95%.
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Rozdział 2

Zastosowanie metody sita do 
estymacji intensywności 
multiplikatywnych procesów 
punktowych

2.1 Metoda sita
Wprowadzona przez U. Grenandera w 1981 r. metoda sita stała się od tego czasu 
popularnym narzędziem estymacji nieparametrycznej.

Różne sita były wykorzystywane przez autorów do estymacji parametrów funk­
cyjnych procesów stochastycznych, takich jak procesy punktowe należące do multi- 
plikatywnego modelu intensywności, procesy dyfuzyjne czy też modele semimartyn- 
gałowe. (np. Grenander (1981), Geman i Hwang (1982), Prakasa Rao (1999)).

Przypomnijmy, że rodzina S(mn) podzbiorów przestrzeni parametrów A jest 
nazywana sitem jeżeli wymiar mn rośnie wraz z n oraz S(n) jest zbiorem gęstym 
w A.

W naszym przypadku będziemy zakładali, że rodzina S(mn) jest sitem histo­
gramowym, to znaczy:

{
m(n)

aeA: a(s) = ^lBI>m(n)(s) 
i=i

(2.1)

gdzie 1b; m(n) oznacza indykator zbioru

v 1
l,m(n') ymęny

oraz

dla l — 2,..., m(n)
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gdzie xi > O, x2 > O, s e [0,1].
Zauważmy, że ciąg definiuje partycję odcinka [0,1] na podprzedziały o dłu­
gości l/m(n). Ciąg {m(n)} odpowiada natomiast za szybkość wzrostu sita S(mn).

Jak już wspominaliśmy we Wstępie zasadniczą ideą metody sita jest optymaliza­
cja określonego kryterium (np. maksymalizacja funkcji wiarogodności) na pewnym 
podzbiorze przestrzeni parametrów S(mn}, a następnie pozwolenie aby podzbiór ten 
„rósł” wraz ze wzrostem rozmiaru próby.

W naszym wypadku estymator największej wiarogodności an skonstruowany dla 
sita S(mn) jest określony następująco:

Ln(an) = mąx Ln(a aeS(mn) (2.2)

gdzie Ln jest funkcją wiarogodności.
W przypadku sita histogramowego możemy stosunkowo łatwo wyznaczyć do­

kładną postać estymatora an.

2.2 Przegląd wyników
Karr (1987) zakładając, że obserwujemy ciąg niezależnych procesów {Ni},i = 
1,..., n o multiplikatywnym modelu intensywności:

Xi(t) = a(t} Yi(t},

otrzymał zgodny w L1 estymator funkcji a(t) wykorzystując metodę największej 
wiarogodności dla sita postaci:

S{mn) = {a : (l/mn) < < mn\ — mn dla t G [0,1]}.

Leśkow i Różański (1989a) stosując sito histogramowe skonstruowali zgodny 
i asymptotycznie normalny estymator największej wiarogodności a(t) zakładając, 
że dysponujemy ciągiem n kopii procesów Ni^, i = l,...,n o multiplikatywnej 
strukturze intensywności. Założenia, dla których otrzymano wyniki asymptotyczne, 
w tym m.in. warunki mieszania i oddzielenie od zera wartości oczekiwanej procesu 
Yi(t), mogą jednak w praktyce okazać się trudne do zweryfikowania.

Leśkow (1989) zaproponował konstrukcję wygładzonego metodą jądrową esty­
matora histogramowego

= (l/bn) I K((t- s}/bn) d(s) ds.
Jo

przy założeniu, że a jest funkcją okresową o znanym okresie. Przy podobnych 
założeniach jak w pracy Leśkowa i Różańskiego (1989a) otrzymano twierdzenia o 
zgodności i asymptotycznym rozkładzie skonstruowanego estymatora.

Leśkow (1993) rozważył także konstrukcję estymatora największej wiarogod­
ności w oparciu o metodę sita dla prawie-okresowych modeli procesów stochastycz­
nych.
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2.3 Estymacja intensywności w modelu multiplika- 
tywnym

Aalen (1978) wprowadził tak zwany multiplikatywny model intensywności, poka­
zując tym samym, w jaki sposób teoria wielowymiarowych procesów punktowych 
pozwala na określenie ogólnej struktury, dzięki której możemy analizować zarówno 
modele związane z klasyczną analizą przeżycia jak i bardziej złożone modele proce­
sów Markowa. Przedstawimy teraz pokrótce założenia modelu Aalena.

Niech (Q, JF, P) będzie przestrzenią probabilistyczną, na której określony jest 
ciąg procesów punktowych {Nn(t),t G [0,1], n E N}. Będziemy zakładali, że procesy 
te są adaptowane do filtracji G [0,1], n G N}. Rozważamy takie modele,
dla których intensywność stochastyczna an(t) procesu N^t), t G [0,1] istnieje i może 
być zdefiniowana jako:

an(t) = lim (^-P(Nn(t + h) - > l|Pn,t-)
n—>0

Zakładamy, że proces punktowy N^t^t G [0,1], należy do klasy multiplikatywnych 
modeli intensywności, a zatem funkcja intensywności an(i) ma postać:

= Yn^ «ok), (2-3)

gdzie Yn(t) jest nieujemnym, lewostronnie ciągłym procesem, o prawostronnych gra­
nicach (lub bardziej ogólnie procesem przewidywalnym), ce0 jest natomiast nieznaną 
funkcją nieujemną, którą będziemy estymowali. Procesy Nn są więc zdefiniowane 
jako:

Nn(t) = [ ds + Mn{t\ t G [0,1],

gdzie Mn(t) jest martyngałem względem filtracji {Pn,t} (lub bardziej ogólnie lokal­
nym martyngalem).

Niech Pn = {P™, a G A} będzie zbiorem miar probabilistycznych odpowiadają­
cych procesom punktowym {Nn(t), t G [0,1], n G N}. Jako przestrzeń A możemy 
przyjąć podzbiór £^[0,1]. Wiadomo (Liptser i Shiryayev (1981) lub Prakasa Rao 
(1999)), że gęstość miary P” w odniesieniu do P~ miary generowanej przez proces 
Poissona o jednostkowej intensywności jest następującej postaci:

dPn ( Y N 1—= exp < log(a(s)Yn(s^dNn(s") + (1 - a(s)yn(s)) ds k (2.4)
dP Uo Jo J

Logarytm prawej strony (2.4) będziemy oznaczali przez Ln(a).
Estymator największej wiarogodności an skonstruowany dla sita S(mn) jest zde­

finiowany przez następujące równanie:

Ln(an) = max Ln(a)
a€S(mn)

(2.5)
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Zauważmy, że funkcja wiarogodności Ln(a) dla sita histogramowego S(mn) bę­
dzie funkcją m(n) zmiennych Ln(xi,..., xm^. Stosując standardowe obliczenia 
(podobnie jak Leśkow i Różański (1989a)) możemy wyznaczyć postać estymatora

Lemat 2.3.1 (Estymator histogramowy)
Estymator największej wiarogodności an wyznaczony dla sita histogramowego S(mn) 
ma następującą postać:

V f R 'i“”(s) = f y faL lc—> W’ (2'6)Z=1 WdU

gdzie Ci^ = {fBlm(n) yn(u) du > 0}, l = 1,..., m(n).
Dla ustalonego s G [0,1] oznaczmy przez l(n, s) 6 {1,... taką liczbę, że 

s £ Ą(n,s),m(n)- Kładąc Bm^n^ — i = estymator (2.6)
może być zapisany w następującej, prostszej postaci:

an(s)
Nn(Bm(nf)

du (2-7)

Uwaga 2.3.1 (Wygładzony estymator histogramowy)
Możemy również rozważyć wygładzenie otrzymanego estymatora histogramowego 

a^t) wykorzystując metodę jądrową (podobnie jak Leśkow (1989)). Procedura ta 
prowadzi do estymatora postaci:

= (1/M [ K((t 
Jo ^/bn) dn(s) ds, (2-8)

gdzie K{-)- funkcja jądrowa, bn - szerokość okna.

2.4 Zgodność i asymptotyczna normalność histogra­
mowego estymatora sitowego.

Będziemy zakładali dalej, że spełnione są niektóre z następujących warunków:

(C.l) Istnieje ó > 0 oraz funkcja y : [0,1] —> R+, dodatnia i ciągła w s, taka że:

sup tG[s—5,s+5] - ston

(—^ oznacza zbieżność według prawdopodobieństwa).

(C.2) Funkcja ao(s) jest ciągła na [0,1].

(C.3) Szybkość wzrostu sita mn — ny2.
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(C.4) Istnieje 5 > O, a > | oraz dodatnia stała C^a^s), taka że:
^tG[s—5,s+5] 1^0($) ®o(^)| — S) \t s| .

Twierdzenie 2.4.1 (Zgodność estymatora histogramowego)
Jeżeli spełnione są warunki (C.l) do (C.3) wówczas estymator największej wiaro- 

godności an(s) określony w (2.6) jest zgodny dla każdego s G [0,1], to znaczy:

Ms)
dla dowolnego s G [0,1] gdy n —> oo.

Dowód Twierdzenia 2.4.1
Wykorzystując założenie o multiplikatywnym modelu intensywności oraz dekompo­
zycję Dooba-Meyera możemy przedstawić proces Nn(t) jako:

Nn(t) = / a0{u)Yn(u) du + Mn(t), t G [0,1], n e N,

gdzie Mn(t) jest martyngałem względem filtracji
Przedstawmy różnicę dn(s) — cto(s), s € [0,1] w następującej postaci:

an(s) - o0(s) =
A=Mn(Bm(n))+A= f (ao(u)-ao(s))yn(u) du
* v m(n) (2.9)

gdzie Mn(Bm(n)) jest przyrostem martyngału Mn na przedziale 
Sformułujemy i udowodnimy następnie lemat pomocniczy.

Lemat 2.4.1
Ciąg -^=Mn(Bmęn)) A0 gdy n —> oo. 

yn

Dowód Lematu 2.4.1
Rozważmy ciąg martyngałów t G [0,1]. Ciąg ten jest również ciągiem
elementów losowych przestrzeni P([0,1]) (przestrzeń funkcji prawostronnie ciągłych 
posiadających lewostronne granice z topologią Skorohoda).

Na mocy twierdzenia Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciąg ^Mn(-) jest zbieżny 
według rozkładu w P([0,1]) do elementu M(-), który jest ciągłym gaussowskim 
martyngałem o niezależnych przyrostach, dla którego EM2(tj = $ a(u)y(u) du.

Wykorzystując dalej Tw.5.5 (Billingsley (1968)) o słabej zbieżności ciągu odwzo­
rowań ciągłych elementów losowych otrzymujemy, że:

gdzie B^^ — (tm(n) (s), tm(n)+i (s)], tm^n^s) s, tm(n)-i-i($) kończy dowód
Lematu 2.4.1
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□

Powróćmy teraz do dowodu Tw.2.4.1.
Z założeń (C.l), (C.2) oraz (C.3) wynika, że:

oraz

a0(s))Yn(u) du 0,

(2-10)

(2.H)

Stosując Lemat 2.4.1 oraz (2.10) i (2.11) otrzymujemy ostatecznie, że (2.9) zbiega 
do zera według prawdopodobieństwa, co kończy dowód Tw.2.4.1.

Przyjmując założenia C1-C4 możemy otrzymać rezultat związany z asympto­
tycznym rozkładem an.

Twierdzenie 2.4.2 (Asymptotyczna normalność)
Niech {si,... ,sp} będzie dowolnym skończonym zbiorem punktów z odcinka [0,1]

Jeżeli spełnione są warunki (C.l) do (C-4) wtedy ciąg wektorów losowych

n^^aj^ - o0(si),..., an(sp) - ao(sP)) 

zbiega według rozkładu, gdy n oo, do p-wymiarowego rozkładu normalnego o 
średniej zero i diagonalnej macierzy kowariancji S, o elementach na przekątnej <Ji =

Dowód Twierdzenia 2.4.2
Aby udowodnić Tw.2.4.2 pokażemy najpierw zbieżność rozkładów jednowymiaro­
wych.
Możemy zapisać:

^(dn(s) - a0(s)) =
+ni J (aoW-aoWftW*1

\ * J_____ \ v____ m(n) ____ ________________ ;

v m\n}

(2.12)

Pokazaliśmy już (wzór 2.10), że mianownik (2.12) zbiega według prawdopodobień­
stwa do gis). Zauważmy, że założenie (C.4) implikuje, że drugi składnik w liczniku 
(2.12) jest zbieżny do zera według prawdopodobieństwa.

Na mocy wspomnianego już Tw. Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciąg ^Mn(-) jest 
zbieżny według rozkładu w D([0,1]) do elementu M(-), który jest ciągłym gaussow­
skim martyngałem o niezależnych przyrostach.

Oznaczmy odpowiednio przez Qn i Q miary generowane przez ^Mn(-) oraz M(-) 
w D([0,1]).
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Niech A oznacza następującą klasę podzbiorów D([0,1]):

A = {A C D([0,1]) : A = Q {x : z(Ms)) < : x(i/(s)) < yi}} ,
k

gdzie {ifc(s)} i {^(s)} są skończonymi lub nieskończonym podzbiorami zbiorów 
i {tm(n)+i(s)}, dla dowolnych liczb rzeczywistych {zaJ, {yi}.

Na mocy Tw.3 (Topspe (1967)) otrzymujemy, że A jest klasą (^-jednostajną.
Otrzymaliśmy zatem, iż:

sup |Qn(A) - Q(A)| —> 0.
AeA

Łatwo zauważyć, że cr-algebra cr(X) generowana przez klasę A jest również klasą 
^-jednostajną.

Niech Fn i Gn oznaczają dystrybuanty rozkładów ^Mn(Bm(n)) oraz M(Bm(n)). 
Ponieważ cr(^Mn(tm(n)(s)); ^M„(tm(n)+1(s)), n > 1) C cr(X) jest klasą (^-jednostajną, 
otrzymujemy że

sup\Fn(x) - Gn(z)| —> 0.
X

(2-13)

Oczywiście, n* (M(Bm(n))) —U, gdzie U jest zmienną losową o rozkładzie normal­
nym o wartości oczekiwanej zero i wariancji równej ao^y^s).

A zatem z (2.13) wynika, że również: U.
Pokazaliśmy więc, że licznik w (2.12) zbiega według rozkładu do zmiennej losowej 

U oraz, że mianownik w (2.12) zbiega według prawdopodobieństwa do y^s), co 
oznacza asymptotyczną normalność o średniej zero i wariancji równej

Stosując Lemat Słuckiego oraz Twierdzenia Cramera-Wolda otrzymujemy tezę 
Tw.2.4.2.

Uwaga 2.4.1 (Wybór ciągu m(n))
Zauważmy, że założenie (C.3) może być zmienione. Ciąg mn = n1^2 możemy 

zastąpić ciągiem mn zmierzającym do nieskończoności wolniej niżn1^2. Dla takiego 
wyboru m(n) otrzymujemy zgodność estymatora an(sy

Aby otrzymać twierdzenie o rozkładzie asymptotycznym estymator an(s) musimy 
przyjąć dodatkowe założenia o gładkości estymowanej funkcji ao oraz zastąpić ciąg 
n1/4 (w Tw.2.4.2) ciągiem normalizacyjnym

Zakładając na przykład, że funkcja ao jest różniczkowalna w s oraz mn jest ta­
kie, że —> 00, —> 0 otrzymujemy, że &n(s) Jes^ asymptotycznie normalny
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2.5 Przypadek wielowymiarowy
Przedstawiona w poprzednich rozdziałach metoda estymacji może być uogólniona 
na przypadek wielowymiarowy. Wprowadźmy teraz niezbędne oznaczenia i definicje.

Definicja 2.5.1 (Wielowymiarowy proces punktowy)
Proces stochastyczny k-wymiarowy N = [{Afi(t), A^t),..., Nk(t)}, t E [0,1]], który 
zlicza występowanie k różnych rodzajów zdarzeń będziemy nazywali wielowymiaro­
wym procesem punktowym jeżeli:

• wszystkie składowe Nj,j = 1,... ,k są procesami punktowymi,

• procesy składowe nie mają skoków w tym samym momencie.

Niech = (Atn)i,..., Nn,k) będzie ciągiem Ze-wymiarowych procesów punktowych 
o procesie intensywności:

= {An>i(t),..., Anifc(t)}, t e [0,1].

Załóżmy ponadto, że An należy do klasy multiplikatywnych modeli intensywności, 
tzn.

Xn,h^ = ahYn^P), h = l,...,k, te [0,1],

gdzie aoth(t) jest nieujemną funkcją deterministyczną a Yn^ jest procesem przewi­
dywalnym jak opisano w rozdziale 2.3.
Określając proces intensywności stochastycznej dla ciągu wielowymiarowych proce­
sów punktowych Nn = (Nn,i,..., A^) jako:

An(t) = {An,i(t),..., An)fc(t)}, t e [0,1]

będziemy zakładali, że spełnione są założenia modelu multiplikatywnego, tzn.

An,h(t) = ahYn,h(t), dla h = l,..,k te [0,1].

Wiadomo (Andersen (1993)), że logarytm funkcji wiarogodności możemy przedsta­
wić następująco:

r r i pi 'i
An(oii, • • •, <afc) — > / log^oih^s^Yn^h^)) dNn / ah(s)Ynji(s) ds ).

h=l l Jo Jo )

Możemy teraz wyznaczyć estymator największej wiarogodności an.

Lemat 2.5.1
Estymator największej wiarogodności an = (an,i,..., an,k) skonstruowany dla sita 

histogramowego S(n) jest następującej postaci:

m(n) NIP 1
h = l,..,k (2.14)

1=1 JBt^ W) au

gdzie Ci,m(n) — m^n) du > 0}, l 1,..., m(n).
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Dla ustalonego s G [0,1] możemy przedstawić estymator (2.14) w prostszej 
postaci. Oznaczając — -Sz(n,s),m(n) i — C)(n,s),m(n); gdzie l^n, G
{1,..., m(n)} jest takie, że s G estymator anth(s) możemy zapisać jako:

= C"M' (2.15)

Przyjmując założenia analogiczne do tych z przypadku jednowymiarowego (roz­
dział 2.3) możemy otrzymać twierdzenia związane ze zgodnością i asymptotyczną 
normalnością histogramowego estymatora sitowego (2.14).

(D.l) Istnieje 8h > 0 oraz funkcja yh : [0,1] —> R+, dodatnia i ciągła w s, taka że:

sup 
tep-Jh.s+Jh]

Yn,h^ 
n - yh(f) 0.

(D.2) Funkcja a0,h^s) jest ciągła na [0,1].

(D.3) Szybkość wzrostu sita histogramowego mn = n1^2.

(D.4) Istnieje 6h > 0, /3 > | oraz stała dodatnia C(a0,h,s), taka że:

|ao,h(s) - ao.hWI < C(&o,h, s) \t - s^.

Twierdzenie 2.5.1 (Zgodność)
Jeżeli spełnione są założenia (D.l) - (D.3) wówczas estymator największej wiaro- 

godności an(s) = (on>i(s),..., 0^(5)) zdejiniowany jak w (2.14) jest zgodny dla 
dowolnego s G [0,1].

Twierdzenie 2.5.2 (Asymptotyczna normalność)
Niech s G [0,1]. Jeżeli zachodzą warunki (D.l) do (D.j) wówczas ciąg wektorów 

losowych 

- Q0,i(s), ■ ,dni/;(s) Oo,fc(s))

zbiega według rozkładu, gdy n —> oo, do k-wymiarowego rozkładu normalnego o 
średniej zero i diagonalnej macierzy kowariancji S, o elementach Uj = , i =

2.6 Przykłady
(i) Estymacja funkcji hazardu w modelu bez cenzurowania obserwacji.

Niech {Xi,... ,Xn}, n G N będzie ciągiem nieujemnych zmiennych losowych 
o jednakowym rozkładzie, określonym przez dystrybuantę F, funkcję gęstości

97



/ oraz funkcję hazardu a0(i) = ^p^y Możemy założyć, że Xi są ciągiem i.i.d. 
(podobnie jak zakładali Ramlau-Hansen (1983) i Aalen (1978)). Niech

n
Nn(t) = ^l(Xk<tY 

k=i

Wtedy intensywność stochastyczna procesu Nn(t) jest postaci:

Tl
= «oW 52 > *)•fc=l

W tym przypadku wszystkie założenia naszych twierdzeń są spełnione i mo­
żemy konstruować zgodny i asymptotycznie normalny estymator histogramowy 
Oo-

(ii) Cenzurowanie.
Załóżmy, że zmienne losowe Xi, X?,..., Xn, n 6 N są określone jak powyżej 
oraz dodatkowo niech {Ti} będzie ciągiem zmiennych losowych obcinających, 
to znaczy: albo obserwujemy Xi albo obserwujemy jedynie, że W jest więk­
sze niż Ti. W tym modelu cenzurowania, zakłada się, że momenty obcinające 
{T}"=1 są ciągiem i.i.d. oraz dodatkowo, że są niezależne od {W}- Wprowa­
dzając zmienną losową Di (nazywaną indykatorem obcięcia), która przyjmuje 
wartości 0-1 dysponujemy obserwacjami zmiennych losowych (W,Ą), gdzie 
Xi = Xi jeżeli Di = 1 oraz Xi < Xi jeżeli Di = 0. Niech

n
yn(t) = £i(W>i) i=i

oraz
n

7Vn(i) = £l(W<t, Ą = l). 
i=i

Funkcja intensywności an(i) procesu Nn(t) jest postaci:

an(i) = Yn(t) a0(t)

i możemy konstruować estymator histogramowy an dla eto-

(iii) Cenzurowanie Ii-go rodzaju. (Przykład III.2.2, Andersen (1993)).
Xi, X2,..., Xn - i.i.d. jak w przykładzie (i). W tym przypadku, przyjmu­
jemy jako zmienne losowe obcinające Ti = Xr(ny gdzie Xr(n) oznacza moment 
r(n)-tej awarii. Tak określone cenzurowane zmienne losowe Xlt X2,..., Xn nie 
są niezależne, niemniej jednak dalej pozostajemy w klasie multiplikatywnych 
modeli intensywności.
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(iv) Wielostanowy model Markowa.
Załóżmy, że obserwujemy n ubezpieczonych (n polis) reprezentujących grupę 
jednorodną i że każda polisa opisana jest skończonym zbiorem stanów J = 
{1, 2,..., j}. Wówczas przyjmujemy Xk(t), k = 1,..., n jako niezależne łań­
cuchy Markowa określające stan Zc-tej polisy.
Definiujemy ciąg procesów punktowych:
Nijk = ilość bezpośrednich przejść ze stanu i do j (i j, i j) obserwowanych 
dla A-tej polisy w przedziale [0, t] .
Przyjmujemy Yik — 1 jeżeli A;-ta polisa jest w stanie i w chwili t~ (tzn. bezpo­
średnio przed i), w przeciwnym wypadku Yik = 0:

Wówczas proces Nijk(t) ma funkcję intensywności:

^ijk — Yik(t\

gdzie aij jest intensywnością przejścia ze stanu i do stanu j (ż ± j). Analo­
gicznie jak poprzednio definiujemy proces:

n
Njj. = ^2 Nljk^, i,j E J 

k=l

określający w tym wypadku całkowitą liczbę przejść i i4 j w przedziale [0, t] 
oraz proces

n
Y. = Y,Yik^ 

k—1

interpretowany jako łączna liczba polis znajdujących się w stanie i w chwili 
t~. Wówczas z uwagi na to, że żadne dwa przejścia (zmiany stanów) nie 
występują równocześnie oraz ze względu na przyjętą jednorodność populacji 
otrzymujemy, że proces Nij\t) ma funkcję intensywności w postaci

Mt) = a^Y^t).

Warto zauważyć, że wiele modeli spotykanych w teorii niezawodności czy też 
analizie przeżycia jest szczególnym przypadkiem przedstawionego powyżej wie- 
lostanowego modelu Markowa. Najprostszym przykładem jest przedstawiony 
w (ii) klasyczny model przeżycia, w którym występują tylko dwa stany (życie 
- śmierć). Inne modele to np. model ryzyk konkurujących {competing risks) 
lub tzw. model choroby - śmierci (ilness-death). Szczegółowy przegląd różnych 
modeli można znaleźć np. u Andersena i Borgana (1985) lub w monografii 
Andersena i innych (1993).

99



(v) Estymacja funkcji hazardu dla wymienialnych zmiennych losowych.
Niech {Ad,..., Xn} będzie ciągiem zmiennych losowych o jednakowym rozkła­
dzie, warunkowo niezależnych pod warunkiem pewnej <7-algebry B. Przy tych 
założeniach {W} tworzy ciąg wymienialnych zmiennych losowych.
Określając teraz

M(t) - 1(W < i)

oraz 
n

Nn(t) = ^Ńl{t) 
i=l

i wykorzystując dalej rozważania związane z łączeniem składowych warunkowo 
niezależnych (Rozdział II.4.3, Andersen (1993)) otrzymujemy, że Nn(t) ma 
multiplikatywną postać intensywności.

2.7 Symulacje komputerowe
Aby zilustrować zachowanie estymatora histogramowego intensywności przeprowa­
dziliśmy symulacje komputerowe. Wygenerowano n = 500 niezależnych czasów życia 
Xi,..., Xn z rozkładów Weibulla, logarytmiczno-normalnego, gamma oraz Gom- 
pertza. Rozkłady te są szczególnie popularne w analizie przeżycia (np. Klein i 
Moeschberger (1998)).

Funkcje hazardu i parametry wykorzystywane w symulacjach są przedstawione 
w poniższej tabeli. I oznacza niekompletną funkcję gamma.

Rozkład Funkcja hazardu Parametry

Weibulla yptp 1 7 = 2, p = 0.5

Log-normalny M_o <7-1 a -

Gompertza deat 9 = 0.2, a = 2

Gamma A^-^pł-At) a-i 5-9

Dodatkowo, symulowane czasy życia były obcinane przez n niezależnych zmiennych 
losowych Ti,... ,Tn (momenty obcięć) generowanych z rozkładu wykładniczego o 
średniej 1.
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Przyjmujemy Xi = min(Xj,Tj) oraz indykator obcięcia Di = l(Xi = dla i = 
1,... ,n. Wówczas proces punktowy Nn(-) jest określony przez

7Vn(t) = £l(W<t,Ą = l). 
i=i

Proces ten możemy interpretować jako całkowitą liczbę obserwowanych śmierci (awa­
rii) na przedziale [0, i], a jego intensywność an jest postaci:

an(t) = a0(t)yn(t),

gdzie

yn(t) = £i(W>t) 
i=i

jest liczbą obiektów w stanie ryzyka bezpośrednio przed chwilą t.
Rysunki 2.1-2.4 przedstawiają estymator histogramowy funkcji hazardu skon­

struowany dla wszystkich rozważanych rozkładów na przedziale [0,1] oraz dla m(n) = 
y/n. Wyznaczono również 95% punktowe (pointwise) przedziały ufności w oparciu 
o asymptotyczny rozkład normalny oraz estymator wariancji.

Dla każdego rysunku: teoretyczną funkcję hazardu oznaczono linią ciągłą (—), 
estymator histogramowy linią kropkowaną (• • ■), przedziały ufności oznaczono jako 
linia kreska-kropka (— • —).

Dokładność skonstruowanych przedziałów ufności była badana poprzez wyzna­
czenie empirycznych prawdopodobieństw pokrycia na bazie 1000 powtórzeń Monte 
Carlo. Tabela 2.1 zawiera wyniki pokrycia empirycznego dla wybranych punktów 
oraz różnych wyborów ciągu m(n\ Oprócz ciągu m(n) = y/n wykorzystaliśmy w sy­
mulacjach również m(n) = n4/9 oraz m(n) = n2^5, które spełniają warunki określone 
w Uwadze 2.4.1.

Możemy zauważyć, że wybierając ciąg m(n) = y/n nie w każdym przypadku 
otrzymujemy zadowalające wyniki pokrycia empirycznego, co jest szczególne wi­
doczne dla punktów brzegowych odcinka [0,1] i np. rozkładów Weibulla, logarytmiczno- 
normalnego i gamma.
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Rys. 2.1: Estymator histogramowy dla rozkładu Weibulla.

Rys. 2.2: Estymator histogramowy dla rozkładu log-normalnego.
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Rys. 2.3: Estymator histogramowy dla rozkładu gamma.

Rys. 2.4: Estymator histogramowy dla rozkładu Gompertza.
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Rozkład m(n) 0.01 0.12 0.23 0.33 0.44 0.55 0.65 0.76 0.87 0.97

22 49% 95% 96% 94% 93% 90% 88% 90% 79% 71%

Weibull 16 91% 89% 95% 93% 91% 92% 91% 86% 90% 82%

12 52% 95% 96% 91% 93% 92% 93% 86% 91% 88%

22 39% 89% 91% 95% 94% 93% 93% 90% 91% 87%

LogN 16 71% 72% 92% 95% 93% 93% 92% 91% 93% 92%

12 59% 93% 92% 95% 93% 94% 93% 92% 92% 92%

22 39% 87% 82% 90% 92% 92% 91% 89% 86% 84%

Gamma 16 59% 71% 94% 90% 90% 91% 92% 90% 90% 92%

12 75% 91% 92% 92% 93% 92% 93% 91% 91% 91%

22 95% 86% 90% 92% 92% 93% 91% 92% 93% 92%

Gompertz 16 95% 90% 93% 92% 94% 92% 94% 92% 93% 93%

12 93% 95% 92% 94% 94% 93% 92% 94% 94% 93%

Tabela 2.1: Wyniki pokrycia empirycznego. Nominalne prawdopodobieństwo po- 
krycia=95%.
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Rozdział 3

Zastosowanie metody sita do 
estymacji funkcji dryfu dla procesów 
Itó

3.1 Przegląd wyników
Jak wspominaliśmy już w rozdziale 2 metoda sita była z powodzeniem stosowana 
do estymacji parametrów funkcyjnych procesów stochastycznych, takich jak multi- 
plikatywne procesy punktowe czy procesy dyfuzyjne. Przedstawimy teraz przegląd 
wyników związanych z estymacją funkcji dryfu dla procesów dyfuzyjnych i modeli 
semimartyngałowych.

3.1.1 Estymacja dla procesów dyfuzyjnych
Geman i Hwang (1982), wykorzystując sito oparte na układzie ortonormalnym 
otrzymali zgodny (w normie L2) estymator nieznanej funkcji a(-) dla modelu:

dX(t) = a(t) dt + dW(t) t G [-1/2,1/2],

gdzie PP(t) jest procesem Wienera.
Nguyen i Pham (1982) uogólnili powyższy rezultat na przypadek modelu

dX(t) = a(t)X(t) dt + dW(t), X(O) = zo.

Leśkow i Różański (1989) wykorzystując sito histogramowe skonstruowali 
zgodny i asymptotycznie normalny estymator nieznanej funkcji «(•) w bardziej ogól­
nym modelu dyfuzyjnym

dX(t) = X(t^dt + dW(i).

105



3.1.2 Modele semimartyngałowe
McKeague (1986) otrzymał zgodny (w normie E2) estymator stosując sito oparte 
na układzie ortonormalnym dla modelu semimartyngałowego:

dX(t) = y(i)a(i) dt + dM(t), i € [0,1], (3-1)

gdzie: X = (Xi,... ,Xn), a = (cą,... ,apy jest wektorem nieznanych funkcji 
deterministycznych, Y = {(Yij))nxp jest macierzą procesów czynnikowych, M —

..., Mny, gdzie Mi jest kwadratowo całkowalnym martyngałem.
Warto zauważyć (np. Prakasa Rao (1999)), że szczególnymi przypadkami modelu 

(3.1) są:

(a) Proces dyfuzyjny

dX(i) = a{t)b{Xt) dt + a(t, Xt) dWt, t G [0,1], Xo = rj.

W tym przypadku Y(t) = b{Xt) i Mt = a(s, Xs) dWs.

(b) Proces punktowy - model Aalena
N = {N{ty^ - proces punktowy o intensywności

j=i

gdzie aj jest nieznaną, nieujemną funkcją ciągłą oraz Yj(t) jest nieujemnym 
procesem przewidywalnym.

(c) Proces dyfuzyjny z komponentą skokową

dX(t) = /3{t)b{Xt) dt + a{t, Xt) dWt + E dNt,

gdzie Xo = rj, No = 0, t > 0.

Estymatory zaproponowane w wymienionych w 3.1.1 i 3.1.2 publikacjach były kon­
struowane na bazie n niezależnych (lub spełniających pewne warunki mieszania) 
kopii procesów, co może w pewnych wypadkach stanowić ograniczenie ich stosowal­
ności.

106



3.2 Estymacja funkcji dryfu
Niech P) oznacza przestrzeń probabilistyczną z ciągiem filtracji Roz­
ważmy proces Itó Xn(t), t G [0,1] zdefiniowany jako:

dXn(t) = a(t)Dn(t) dt + Vn(Xn, t) dW^t), Xn(0) = 0. (3.2)

Będziemy przyjmowali dalej następujące założenia: 

(A. 1) Wn(t) jest standardowym procesem Wienera, adaptowanym do filtracji {Xn)t}.

(A.2) Dn(t) i Xn(t) są uzgodnione z filtracją oraz Vn(Xn(-), t) jest adaptowany 
do filtracji generowanej przez Xn na [0,T], ponadto prawie wszystkie realizacje 
Dn(j i KG) są funkcjami ciągłymi zmiennej t.

(A.3) |Rn(t)( > 0 P p.w.

Z Tw.7.18 (Liptser i Shiryayev (1981)), otrzymujemy że miara generowana przez 
proces Xn jest absolutnie ciągła względem miary pyu odpowiadającej procesowi Yn 
zdefiniowanemu jako dYn(t) = Vn(Yn,t) dWn(t). Gęstość miary p,™ w odniesieniu do 
PYn ma postać:

d^g 
dpyn

= exp (3.3)

Będziemy oznaczali dalej logarytm powyższej gęstości jako Ln(a).
Standardowe obliczenia (przeprowadzone analogicznie jak w pracy Leśkowa i Ró­

żańskiego (1989b)) prowadzą do wyznaczenia estymatora największej wiarogodności.

Lemat 3.2.1 Estymator największej wiarogodności an wyznaczony dla sita histo­
gramowego S(n) ma następującą postać:

mW Ib ^mdXn(t)
an(s) = £ 1b( f ,G0 lCl f Js), (3.4)x / / p Dz (t) ii ^1,171(71) x / ^ltm{n) x /' x /

'=1 V^t) M

gdzie = {Jb; m(n) vj(t) dt > 0}, l = 1,..., m^n).

Niech s G [0,1] będzie ustalone, wybierzmy l(n, s) G {1,..., m(n)}, takie że 
s € A(n,s),m(n)- Oznaczając Bm^s) = Bi(n,s),m(n) możemy zapisać estymator &n(s) 
w prostszej postaci:

» / X \^dXn(t)
--- -------  n2 --------- lc / ■“V / r £>* (f) ,,

V2W

(3-5)
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3.3 Zgodność i asymptotyczna normalność histogra­
mowego estymatora sitowego.

Sformułujemy teraz założenia, dla których możemy otrzymać rezultaty związane ze 
zgodnością oraz rozkładem asymptotycznym estymatora (3.4).

(B.l) Istnieje ó > 0 oraz funkcja y : [0,1] —> R+, dodatnia i ciągła w s, taka że:

sup tG [s—<5,s+5] W)" yU

(B.2) Funkcja a(s) jest ciągła na [0,1].

(B.3) Szybkość wzrostu sita mn = n / .1 2

(B.4) a spełnia lokalny warunek Hóldera, tzn. istnieje 6 > 0, /3 > oraz stała 
dodatnia C(a, s), taka że:

-i- f tfWdt Jsm(n)G) FM

Rozważmy teraz następujący ciąg martyngałów

Mn(t) = ~ CĘ^dWM, 
y/n Jo Vn(u)

który jest także ciągiem elementów losowych przestrzeni D([0,1]). Z Twierdzenia 
Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciąg Mn(/) jest zbieżny według rozkładu w Z?([0, 1]) 
do elementu M(-), który jest ciągłym, gaussowskim martyngałem o niezależnych 
przyrostach i dla którego EM2(t) = y(u) du.

<5,s+5] |a(s) — a(t)\ < C(a, s) |i — s^.

Twierdzenie 3.3.1 (Zgodność estymatora histogramowego)
Jeżeli spełnione są założenia (B.1)-(B.3) wówczas estymator największej wiaro- 

godności określony jak we wzorze (3.4) lub (3.5) jest estymatorem punktowo 
zgodnym dla każdego s € [0,1], tzn.

dla dowolnego s G [0,1] gdy n —> oo.

Dowód Twierdzenia 3.3.1
Aby udowodnić zgodność estymatora dn(s) przedstawmy różnicę an(s) — o(s), s G 
[0,1] w następującej postaci:

(3.6)
an(s) - a(s) =
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Wykorzystując Tw.5.5 (Billingsley (1968)) o słabej zbieżności ciągu odwzorowań 
ciągłych elementów losowych, otrzymujemy, że:

Mn($)) — ^n(^m(n)+l (^)) Mn(tm(n) ($)) 0,
gdzie 7?m(n)($) — ^m(n') ($) > ^m(n)+l ($)] , ^m(n)($)
Na mocy założeń (B.l), (B.2) oraz (B.3) mamy:

^m(n)+l($) B.

oraz

L r P^p
/n V„2(t)

dt y(s), (3.7)

(3.8)

co implikuje, że (3.6) zbiega do zera według prawdopodobieństwa.

Twierdzenie 3.3.2 (Asymptotyczna normalność)
Niech {si,..., sp} będzie dowolnym skończonym zbiorem punktów z przedziału [0,1].

Jeżeli spełnione są warunki (B.l) - (B.j) wówczas ciąg wektorów losowych

n1/4(&n(s^ - a^),..., an(sp) - a(sp))

zbiega według rozkładu, gdy n —> oo, do p-wymiarowego rozkładu normalnego o 
średniej zero i diagonalnej macierzy kowariancji S z elementami na przekątnej: az — 
-Ar, i = 1,...,p.

Dowód Twierdzenia 3.3.2
Aby udowodnić Twierdzenie 3.3.2 pokażemy najpierw zbieżność rozkładów jedno­
wymiarowych.
Możemy zapisać:

n4(dn(s) - a(s)) =
(3.9)
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W dowodzie Tw.3.3.1 pokazaliśmy (wzór 3.7), że mianownik we wzorze (3.9) zbiega 
według prawdopodobieństwa do y^s).

Zauważmy, że na mocy założenia (B.4) pierwszy składnik w liczniku (3.9) zbiega 
do zera według prawdopodobieństwa.

Na mocy wspomnianego już Twierdzenia Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciąg Mn(-) 
jest zbieżny według rozkładu w D([0,1]) do elementu M(-), który jest ciągłym, gaus­
sowskim martyngałem o niezależnych przyrostach.

Oznaczmy przez Qn i Q miary generowane odpowiednio przez Mn(-) i M(-) w 
O(|0.1]).



Niech A oznacza następującą klasę podzbiorów £>([0,1]):

A= {Ac D^O,1]) : A = Q {x : x(tk(sY) < xk} D Q {x : x{ti(s^ < yt}} , 
k i

gdzie {ifc(s)} i {^(s)} sd skończonymi lub nieskończonymi podzbiorami zbiorów 
{M«)(s)} 1 a {xk}, {yi} są dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Z
Twierdzenia 3 (Topspe (1967)) wynika, że A jest klasą (^-jednostajną. Otrzymujemy 
więc:

SUp|Qn(A)-Q(A)| —>0. 
AeA

Łatwo zauważyć, że cr-algebra cr(M) generowana przez klasę A jest również klasą 
(^-jednostajną.

Niech Fn i Gn oznaczają dystrybuanty rozkładów odpowiednio i
Ponieważ cr(M„(tm(n)(s)); Mn(tm(n)+i(s)), n > 1) C a(X), gdzie cr(X) 

klasa (^-jednostajna, otrzymujemy że:

sup \Fn(x) - Gn(z)| —> 0. (3.10)
X

Oczywiście, n?(M(Bm(n)(s))) U, gdzie U jest zmienną losową o rozkładzie 
normalnym o wartości oczekiwanej zero i wariancji równej y(s). Z (3.10) wynika, że 
również (Mn(Bm(n)(s))) U.

Udowodniliśmy więc, że licznik (3.9) zbiega według rozkładu do zmiennej losowej 
U oraz mianownik w (3.9) jest zbieżny według prawdopodobieństwa do y^s). W 
ten sposób uzasadniliśmy, że (3.9) jest asymptotycznie normalny o średniej zero i 
wariancji

Pokażemy teraz zbieżność rozkładów dwuwymiarowych. Możemy zapisać

[n^dn^) - a(si)),nl(dn(s2) - a(s2))] =

(n)(sÓ

(a(t)—a(s2)) dt

dt + (3.11)
(n)(s2) VnW

Na mocy wcześniejszych rozważań zauważmy, że pierwszy składnik w (3.11) jest 
zbieżny do 0 według prawdopodobieństwa.

Aby pokazać asymptotyczną normalność drugiego składnika w (3.11) wprowa­
dzimy następujące oznaczenia:

dWn^)

i = 1,2.
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Wykorzystując podobną argumentację jak w przypadku jednowymiarowym można 
pokazać, że dla dowolnych t =

(t > Yn} = ^1 Ki,l + ^2 Ki,2 ----- * ^1 ^0,1 + D ^0,2,
gdzie T0,i i ^o,2 są niezależnymi zmiennymi losowymi, o rozkładzie normalnym o śred­
niej zero i wariancji odpowiednio y(si) oraz y^s^). Na mocy Twierdzenia Cramera- 
Wolda otrzymujemy asymptotyczną normalność wektora

Oznaczmy Rn>i = ti/Zn^ i = 1,2. Możemy zapisać

Stosując Lemat Słuckiego otrzymujemy:

(.Rn,Y^\ --- > —(--- 7 ^0,1 d----- 7—7^0,2-
x-------- ' y(s2)

Wykorzystując ponownie Twierdzenie Cramera-Wolda dostajemy zbieżność dla 
przypadku dwuwymiarowego. Dowód dla przypadku p-wymiarowego przebiega ana­
logicznie.

□

Uwaga 3.3.1
Założenie (B.3) określające szybkość wzrostu sita, może być zmienione. Ciąg m(n) = 
y/n możemy zastąpić dowolnym ciągiem m(n) zbieżnym do nieskończoności wol­
niej niż y/n. Warunek ten gwarantuje zgodność estymatora a(C). Aby otrzymać 
wyniki związane z rozkładem asymptotycznym musimy przyjąć dodatkowe założenia 
dotyczące gładkości estymowanej funkcji a(t) oraz przyjąć jako ciąg normalizacyjny 
(7^ przykładu, zakładając że funkcja a jest różniczkowalna w s oraz m(n)
jest takie że —> oo, ? —> 0 otrzymujemy że an(s) jest asymptotycznie nor-771^71 J TTLyTLj

malny AN(a(s),

Przyjmując dodatkowe założenia (B.5)-(B.7), możemy otrzymać wyniki zwią­
zane ze zgodnością w L1 estymatora histogramowego a(t).

(B.5) Funkcja jest oddzielona od zera, tzn. Istnieje a > 0, taka że:

D2M1
VnW n

inf te[o,i]
> (J P — prawie wszędzie.

(B.6) Funkcja y(f) określona w zał. (B.l) spełnia:

D^1 ł _ ylA —> 0E Vte[o,i] ,

ponadto Vn E^^- jest ciągłą funkcją argumentu t.
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(B.7) Dla a(t) zachodzi globalny warunek Hblder’a, tzn. istnieją stałe dodatnie C(a) 
i /3, takie że: \a(t) — a(s)| < C(a)|i — sp.

Twierdzenie 3.3.3 (Zgodność w L1)
Załóżmy, że warunki (B.l) - (B.3) pozostają prawdziwe. Przyjmijmy dodatkowo, 

że spełnione są założenia (B.5) - (B.7). Wówczas estymator histogramowy a^s) 
jest estymatorem zgodnym w L1, tzn.

|dn(s) — a(s)| ds -BZ, 0.

Dowód Twierdzenia 3.3.3
Założenie (B.5) pozwala nam zapisać:

E |ó„(s) - a(s)| <
- a(S)) dl + dW„(t) |

Z założenia (B.6) wynika, że istnieje stała dodatnia Ci taka, że dla dowolnego t G 
[0,1] oraz n G N:

E
K2W -

C^n.

Stosując teraz warunek Hóldera (założenie B.7) oraz nierówność Cauchy’ego 
otrzymujemy, że: Ejoin(t) — a(t)| < cr-1(C(a!)Cin_^2 _|_ y/C(n~1^4').

Pokazaliśmy więc:

lim E |dn(t) — a(t)| = 0. n-too
Stosując twierdzenie o zbieżności zmajoryzowanej oraz twierdzenie Fubiniego otrzy­
mujemy ostatecznie, że:

lim E [ |d„(s) - a(s)\ds = 0, 
71—>OO Jo

a to na mocy nierówności Czebyszewa daje już tezę Twierdzenia 3.3.3.

3.4 Przykłady
(I) Niech Zn(t) oznacza ciąg procesów dyfuzyjnych określonych jako:

dZn(t) = a (i) dt + —dWn(t), Zn(W) = B iG [0,1]

112



W tym przypadku, estymacja nieznanej funkcji dryfu a(t) jest asymptotycznie 
równoważna estymacji funkcji regresji w modelu :

Yi = + asi, ż = l,2,

gdzie ti = natomiast Ei jest ciągiem i.i.d. z EEi = 0 oraz Yar^Si) = 1.

(II) Niech Yk(t), k = 1, 2, ...,n będzie ciągiem niezależnych kopii procesu dyfuzyj­
nego, określonym jako:

dYk(t) = a(t)a(t, Yk)dt + dWk(t),

gdzie Yk (0) = Y jest zmienną losową, natomiast ^(t) jest procesem Wienera. 
Określmy ciąg procesów Xn(t):

dXn(t) - £nk=1a(t,Yk)dYk(t)

= a(0 (H=1 O dt + n=1 a(t, Yk)dWktf.

Otrzymaliśmy więc: 
n

dXn(t) = (^ «2(^ ^)) dt + dMn{t\
k=l

gdzie

d < M^t) >= a2(t, Yk)) dt.
k=l

Określając dalej:

otrzymujemy:

d < Mn(t) >= —- v \ d < Mn(t) >= dt
2-jk=i a O, ik)

oraz

dXn{t) Yk)}dt +
k=l

n
£«2(t,n) dMnęt). 
k=i

Wykorzystując teraz Tw.5.12 oraz Tw.7.17 (Liptser i Shiryaev (1981)) proces 
Xn{t) możemy ostatecznie przedstawić w postaci modelu Itó rozważanego w 
rozdziale 3.2:

dXn{t) = at^Dn^t) dt + Vn(Xn, i) dWn{t).
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3.5 Symulacje komputerowe
W badaniach symulacyjnych rozważono przykłady (I) i (II) przedstawione w 3.4. 
Dane były generowane dla następujących modeli:

(Ml) dZ^t) = a(t) dt + —= dW^t}, Zn(0) = 0, <7 = 1,

n
(M2) dXn(t) = ^Yk(t) dYk(t), 

k=i
gdzie Yk są niezależnymi kopiami procesu dyfuzyjnego Y(t), dla którego:

dYk(t) = a(t) Yk(t) dt + dWk(t\ Yk{^ ~ N(Q, 1).

Dla obu modeli symulacje były przeprowadzone dla dwóch różnych funkcji dryfu:

• a(t) = sin(47ri),

• a(t) = t2.

Rysunki 3.1-3.4 przedstawiają estymator histogramowy funkcji dryfu (linia krop­
kowana) dla modelu Ml i M2 uzyskany dla n = 500 oraz m(n) = y/n.

Dodatkowo skonstruowano 95% przedziały ufności, w oparciu o asymptotyczny 
rozkład normalny i estymator wariancji.

Efektywność skonstruowanych przedziałów była badana z wykorzystaniem em­
pirycznych prawdopodobieństw pokrycia wyznaczonych na bazie 1000 prób Monte 
Carlo.

W symulacjach uwzględniono trzy różne wybory ciągu m(n):

• m(n) = y/n,

• m(n) = n4/9,

• m(n) = n2/5, 

spełniające założenia określone w Uwadze 3.3.1.
Tabele 3.1-3.6 zawierają procentowe wyniki pokrycia dla wybranych punktów 

przedziału [0,1] oraz estymowane błędy standardowe (w nawiasach).
Możemy zauważyć, że efektywność przedziałów ufności dla modeli Ml oraz M2 i 

sinusoidalnej funkcji dryfu (a(t) = nie jest zadowalająca jeśli wybierzemy
= n2/5, a więc zmierzające do nieskończoności zbyt wolno. Dla pozostałych 

wyborów m(n) otrzymujemy podobne pokrycie, bliskie nominalnemu (95%).
Dla pozostałych modeli (o parabolicznej funkcji dryfu) wyniki pokrycia empirycz­

nego otrzymane dla wszystkich analizowanych ciągów m(n) są podobne i wybierając 
m(n) inne niż y/n nie uzyskujemy istotnej poprawy.
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Niemniej jednak, prawdopodobieństwa pokrycia otrzymane dla m(ri) = y/n cha­
rakteryzują się większą zmiennością dla różnych punktów odcinka [0,1]. Warto za­
uważyć, że dla wszystkich analizowanych przypadków mniejsza wartość m(n) pro­
wadzi do węższych przedziałów ufności.

Dokładność estymatora histogramowego może być analizowana również w od­
niesieniu do kryteriów dokładności dopasowania, takich jak MIAE = E |ó(rz) — 
a(u))\du, czy MISĘ = E fo(a(u) — a(u))2 du. Przypomnijmy, że w rozdziale 3.3 
przedstawione były wyniki teoretyczne związane ze zgodnością estymatora histogra­
mowego w L1 (Tw.3.3.3).

Tabele 3.7-3.10 zawierają wyniki błędów MIAE i MISĘ wyznaczonych na bazie 
1000 realizacji Monte Carlo dla modeli Ml i M2 oraz dla trzech różnych wyborów 
ciągów m(n). Możemy zaobserwować, że oba kryteria zachowują się w przybliżeniu 
podobnie w zależności od wyboru m(n). Dla obu modeli i funkcji dryfu = t2 
obserwujemy, że zarówno MIAE jak i MISĘ maleją wraz z m(n). Z drugiej strony, 
dla sinusoidalnej funkcji dryfu nie obserwujemy tak regularnej tendencji, tzn. dla Ml 
i alt) — sin(47rt) najlepsza wartość jest osiągana dla ciągu m(n) = n4/9, podczas 
gdy dla M2 wartości obu kryteriów są najmniejsze kiedy = y/n.
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Rys. 3.1: Estymator histogramowy oraz przedziały ufności dla Ml i a(t) = sin(47ri)

Rys. 3.2: Estymator histogramowy oraz przedziały ufności dla Ml i a(t) = i2
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Rys. 3.3: Estymator histogramowy oraz przedziały ufności dla M2 i a(t) = sin(47rt)

Rys. 3.4: Estymator histogramowy oraz przedziały ufności dla M2 i a(t) = i2
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t a(i) = sżn(4 % i) a(i) = i2

0.0227 93.9%(0.757) 95.8%(0.634)

0.0680 95.7%(0.641) 93.3%(0.791)

0.1133 94.8%(0.702) 95.9%(0.627)

0.1593 95.3%(0.669) 94.8%(0.702)

0.2047 94.1%(0.745) 94.1%(0.745)

0.2500 95.8%(0.634) 96.1%(0.612)

0.2953 94.6%(0.715) 95.3%(0.669)

0.3407 94.9%(0.696) 94.3%(0.733)

0.3867 94.4%(0.727) 95.7%(0.641)

0.4320 94.4%(0.727) 95.3%(0.669)

0.4773 94.8%(0.702) 94.8%(0.702)

0.5227 95.2%(0.676) 94.4%(0.727)

0.5680 94.0%(0.751) 94.7%(0.708)

0.6133 94.9%(0.696) 94.7%(0.708)

0.6593 95.4%(0.662) 96.0%(0.620)

0.7047 95.1%(0.683) 95.1%(0.683)

0.7500 94.2%(0.739) 94.4%(0.727)

0.7953 95.9%(0.627) 94.1%(0.745)

0.8407 94.4%(0.727) 95.4%(0.662)

0.8867 95.5%(0.656) 95.2%(0.676)

0.9320 95.0%(0.689) 95.9%(0.627)

0.9773 95.1%(0.683) 94.7%(0.708)

Tabela 3.1: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu Ml i m(n)
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t a(i) = sinawi) a(i) = t2

0.0313 94.5%(0.721) 95.6%(0.649)

0.0940 94.1%(0.745) 95.7%(0.641)

0.1560 96.2%(0.605) 95.3%(0.669)

0.2187 95.0%(0.689) 94.8%(0.702)

0.2813 95.2%(0.676) 94.9%(0.696)

0.3440 95.196(0.683) 95.0%(0.689)

0.4060 94.3%(0.733) 94.6%(0.715)

0.4687 95.1%(0.683) 94.4%(0.727)

0.5313 93.6%(0.774) 94.5%(0.721)

0.5940 95.7%(0.641) 94.3%(0.733)

0.6560 95.6%(0.649) 95.8%(0.634)

0.7187 95.9%(0.627) 95.2%(0.676)

0.7813 95.7%(0.641) 93.3%(0.791)

0.8440 95.0%(0.689) 95.7%(0.641)

0.9060 93.8%(0.763) 93.8%(0.763)

0.9687 95.2%(0.676) 94.2%(0.739)

Tabela 3.2: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu Ml i m(n) = n4/9
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t = sm(4 7ri) a(£) = i2

0.0413 94.8%(0.702) 94.6%(0.715)

0.1253 94.1%(0.745) 95.5%(0.656)

0.2080 94.9%(0.696) 95.4%(0.662)

0.2920 94.8%(0.702) 94.6%(0.715)

0.3753 93.4%(0.785) 95.0%(0.689)

0.4580 95.1%(0.683) 94.7%(0.708)

0.5413 93.8%(0.763) 94.7%(0.708)

0.6247 93.7%(0.768) 95.4%(0.662)

0.7080 95.3%(0.669) 94.2%(0.739)

0.7913 95.4%(0.662) 93.9%(0.757)

0.8747 92.6%(0.828) 94.4%(0.727)

0.9580 93.7%(0.768) 95.4%(0.662)

Tabela 3.3: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu Ml i m(n) = n2^5
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t a(t) = sin(Ą n t) = t2

0.0233 94.0%(0.751) 94.4%(0.727)

0.0683 95.4%(0.662) 95.5%(0.656)

0.1133 93.4%(0.785) 94.0%(0.751)

0.1583 95.4%(0.662) 95.6%(0.649)

0.2050 94.9%(0.696) 95.1%(0.683)

0.2500 94.7%(0.708) 94.6%(0.715)

0.2950 93.5%(0.780) 93.2%(0.796)

0.3417 94.8%(0.702) 94.9%(0.696)

0.3867 95.8%(0.634) 95.5%(0.656)

0.4317 95.2%(0.676) 95.2%(0.676)

0.4767 95.5%(0.656) 95.4%(0.662)

0.5233 95.8%(0.634) 96.0%(0.620)

0.5683 93.9%(0.757) 94.4%(0.727)

0.6133 95.2%(0.676) 95.6%(0.649)

0.6583 95.0%(0.689) 95.2%(0.676)

0.7050 95.8%(0.634) 95.8%(0.634)

0.7500 96.9%(0.548) 96.5%(0.581)

0.7950 94.6%(0.715) 94.7%(0.708)

0.8417 94.8%(0.702) 94.4%(0.727)

0.8867 94.7%(0.708) 95.0%(0.689)

0.9317 94.3%(0.733) 94.3%(0.733)

0.9767 94.6%(0.715) 95.0%(0.689)

Tabela 3.4: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M2 i m(n) = y/n
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t a(i) = sżn(4 7r i) a(i) = t2

0.0317 95.0%(0.689) 95.1%(0.683)

0.0933 95.7%(0.641) 96.0%(0.620)

0.1567 95.0%(0.689) 94.5%(0.721)

0.2183 94.0%(0.751) 94.2%(0.739)

0.2817 94.5%(0.721) 94.4%(0.727)

0.3433 95.0%(0.689) 95.6%(0.649)

0.4067 95.0%(0.689) 95.0%(0.689)

0.4683 95.8%(0.634) 96.1%(0.612)

0.5317 95.4%(0.662) 95.5%(0.656)

0.5933 94.1%(0.745) 95.3%(0.669)

0.6567 95.4%(0.662) 95.2%(0.676)

0.7183 95.5%(0.656) 95.6%(0.649)

0.7817 94.9%(0.696) 95.3%(0.669)

0.8433 94.9%(0.696) 95.3%(0.669)

0.9067 94.8%(0.702) 95.3%(0.669)

0.9683 94.3%(0.733) 94.6%(0.715)

Tabela 3.5: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M2 i m(n) —
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t a(i) = sźn(4 7ri) a(£) = t2

0.0417 95.3%(0.669) 95.8%(0.634)

0.1250 92.8%(0.817) 94.0%(0.751)

0.2083 94.9%(0.696) 95.0%(0.689)

0.2917 93.8%(0.763) 94.6%(0.715)

0.3750 93.1%(0.801) 94.2%(0.739)

0.4583 94.6%(0.715) 95.3%(0.669)

0.5417 94.2%(0.739) 94.8%(0.702)

0.6250 93.2%(0.796) 94.4%(0.727)

0.7083 95.1%(0.683) 95.0%(0.689)

0.7917 94.8%(0.702) 94.5%(0.721)

0.8750 93.0%(0.807) 95.5%(0.656)

0.9583 94.3%(0.733) 95.1%(0.683)

Tabela 3.6: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M2 i m(n) = n2/5

Tabela 3.7: Wyniki MIAE dla modelu Ml.

a(ż) n m

y/n n4/9 n2/5

sin (47ft) 500

1000

0.192

0.156

0.191

0.151

0.208

0.163

i2 500

1000

0.167

0.142

0.144

0.118

0.125

0.102
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Tabela 3.8: Wyniki MIAE dla modelu M2.

n m(n)

y/n «4/9 n2/5

sin (47ri) 500 0.161 0.169 0.193

1000 0.129 0.131 0.150

t2 500 0.131 0.112 0.099

1000 0.111 0.093 0.081

Tabela 3.9: Wyniki MISĘ dla modelu Ml.

n m(n)

y/n n4/9 n2/5

sin (47ri) 500 0.058 0.057 0.068

1000 0.038 0.036 0.041

i2 500 0.044 0.033 0.025

1000 0.032 0.022 0.016

Tabela 3.10: Wyniki MISĘ dla modelu M2.

n m(n)
y/n n4/9 n2/5

sin (4ttż) 500 0.041 0.045 0.059

1000 0.026 0.027 0.035

t2 500 0.028 0.020 0.016

1000 0.020 0.014 0.010
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Dodatek A: Wybrane zagadnienia 
teorii prognozy dla procesów 
stacjonarnych

W dalszej części będziemy przyjmowali następujące oznaczenia:

M = sp{Xt, t e Z} ,

M.n = sp{Xt, —oo < t < n}
Al-oo = Pl^-oo .Mn-domknięta liniowa podprzestrzeń przestrzeni Ad
a2 = E [An+i — Pmu An+i]2 - jednokrokowy średniokwadratowy błąd predykcji.
PMnXn+i- rzut ortogonalny Xn+1 na podprzestrzeń Mn.

Definicja 1 (Proces deterministyczny i regularny)
Proces {Xt}teZ jest nazywany deterministycznym wtedy i tylko wtedy, gdy:

c2 = E [Xn+i — PMnXn+i]2 = 0

(tzn. Xn+i może być całkowicie prognozowalne przez element przestrzeni Xin ) łub 
równoważnie <=> Xt € Ad-oo dla każdego t.

Proces, dla którego er2 — E [Xn+i — Pmu An+i]2 > 0 jest nazywany regularnym.

Twierdzenie 1 (Dekompozycja Wolda)
Jeżeli Xt jest regularnym i stacjonarnym procesem stochastycznym o wartości 

oczekiwanej E Xt = 0 wówczas możemy przedstawić go jednoznacznie jako:OO
Xt = ^^Zt^ + Vt, (3.12)

j=o

gdzie

• -00 = 1 oraz 0 ^2 < oo,

• Zt - jest białym szumem o EZt = 0 i EZ2 = er2,

• Zt E M.t dla każdego t G Z,

• E(Zt K) = 0 dla wszystkich s, t E Z,
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• Vt E A4-OO dla każdego t E Z,

• {Vt} jest procesem deterministycznym.

Definicja 2 (Proces całkowicie niedeterministyczny)

Proces stacjonarny Xf jest nazywany całkowicie niedeterministycznym wtedy i 
tylko wtedy, gdy: M.-oo = {0}.

W tym przypadku w dekompozycji Wolda nie występuje komponenta determini­
styczna i proces może być przedstawiony jako MA(oo), Xt = Zt-j.

W dalszym ciągu będziemy zakładali, że /(A) jest gęstością spektralną stacjo­
narnego procesu Xt (o wartościach rzeczywistych i średniej zero). Zakładamy do­
datkowo, że / jest odcięta od zera. Wówczas zachodzi:

Twierdzenie 2 (Wzór Kołmogorowa)
Jednokrokowy średniokwadratowy błąd predykcji dla stacjonarnego procesu {W} 

wyraża się jako:
cr2 = 2% exp ([ ln/(A)dA).

I 2% J-n J

Fakt 1 Proces Xt jest regularny (tzn. cr2 > 0,1 <=> In/(A) dX > —00.

Fakt 2 Jeżeli dla procesu Xt istnieje gęstość spektralna /(A) i spełniony jest wa­
runek In/(A) dX > — 00. wówczas możemy przedstawić go jako proces MA(oo), 
tzn. Xt = 0 Zt-j, ^ = 1,1 E Z, gdzie E“ 0 < 00.

Twierdzenie 3 (Warunki gwarantujące odwracalność, Tw.7.6.9, Anderson (1971)) 
Jeżeli /(A) jest ograniczona wówczas:

możemy przedstawić proces Xt jako (f>jXt_j = Zt, gdzie 4o = 1 oraz $ < 
00 <=> funkcja ^{z) = 1^1 < 1 ze fo^ dX jest ograni­
czona gdy p —> 1.
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