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Wstep

Standardowe metody stosowane w przypadku estymacji skoriczenie wymiarowych
parametréw, jak np. metoda najwiekszej wiarogodnos$ci czy metoda najmniejszych
kwadratow, zazwyczaj zawodza, kiedy probuje sie zastosowaé je bezposrednio do
zagadnien estymacji nieparametrycznej (nieskonczenie wymiarowe;j).

Problem ten mozna dobrze zilustrowaé¢ na przyktadzie estymacji funkcji gesto-
Sci rozktadu. Zalozmy, ze (z,,...,2,) jest realizacjg zmiennych losowych i.i.d. z
rozkladu absolutnie ciaglego o nieznanej gestosci fy(z). Wowezas estymator naj-
wiekszej wiarogodnosci funkeji fo maksymalizuje kryterium:

7

L(f) = I f(zx). (1)
k=1
bLatwo zauwazy¢ jednak, ze w przypadku, gdy nic wiecej nie wiadomo o f, maksi-
mum (1) nie jest osiagane na przestrzeni wszystkich gestosci.

Innym przykladem, dla ktérego zastosowanie klasycznych metod estymacji kori-
czy si¢ niepowodzeniem jest nieparametryczna estymacja funkeji regresji mo(z) =
E(Y|X = z) na bazie obserwacji (z1,v1),..., (Zn,yn). Wowczas estymator mg wy-
znaczony metoda najmniejszych kwadratéw minimalizuje

R(m) = 3~ (v = m(a)" @)

W tym przypadku, minimum réwne zero jest osiggane dla dowolnej funkcji 7, takiej
2 lEL) = Uy b = 10t

U. Grenander (1981) zaproponowal nastepujace rozwigzanie przedstawionych
probleméw: optymalizujemy okreslone kryterium (np. maksymalizujemy funkcje
wiarogodno$ci lub minimalizujemy sume kwadratow bledéw) na pewnym skoricze-
nie wymiarowym podzbiorze przestrzeni parametréw S(m(n)) pozwalajac, aby wy-
miar tego podzbioru rést wraz ze wzrostem rozmiaru proby n. Ciag podzbiorow
{S(m(n))}, na bazie ktérych konstruowany jest estymator Grenander nazwal ,si-
tem”, sama procedure estymacji okreslajac natomiast jako ,metode sita” (method of
sieves). Jak si¢ okazalo, metoda ta prowadzi, nawet w bardzo ogélnych przypad-
kach, do wyznaczenia zgodnych, nieparametrycznych estymatoréw (np. Grenander
(1981), Geman i Hwang (1982)). Ponizej przedstawimy nieco bardziej formalnie idee
metody sita.



Definicja 1 (Sito)
Rodzine {S(my)} podzbioréw przestrzeni parametréw A nazywamy sitem jezeli:

(i) Wymiar m(n) ro$nie wraz z n,

(1) S = Up, S(my) jest zbiorem gestym w A, tzn.

USm, = A.

Mp

Uwaga 1
Czesto zamiast (i) zaktada si¢ dodatkowo, zZe {Sy,, } jest rodzing monotoniczng, tzn.

S(my) C S(mpy1).

Uwaga 2
Niekiedy jako parametr indeksujgcy sito przyjmuje sie p = an’ (x> 0) (ang. mesh
size).

Estymator najwigkszej wiarogodnosci ¢, dla okreslonego podzbioru S,,, C A
wyznaczamy tak, aby:
L.(é&m,) = sup Lg(a).
a€Smy,

Jednym z najprostszych przykltadéw sita jest tzw. sito histogramowe, ktore dla
problemu estymacji gestosci okreslamy jako:

St = {f . f -gestosé rozkladu, przedzialami stala na [’:n;l, min),k g Z} !

Dla przyktadu wymienmy jeszcze inne stosowane w tym przypadku (estymacja ge-
stosci) sito:

Sm, = {f : f-gestos¢ rozkladu, |f'| < fm, pw.}.

Z kolei dla problemu nieparametrycznej estymacji funkcji regresji najczesciej uzy-
wane sg sita postaci:

2

dz < mn} )

S.mn={a:a€\11,/

gdzie ¥ oznacza zbior funkcji majacych absolutnie ciaglte pochodne rzedu p — 1.

Obszerny przeglad wykorzystywanych sit mozna znalez¢é np. u Grenandera (1981)
oraz w pracy Gemana i Hwanga (1982).

Zakladajac, ze mamy juz estymator &,, interesowala nas bedzie analiza jego
statystycznych wlasnosci. Szczegoélnie istotne jest zbadanie zgodnosci, co moze byé
sformulowane na rézne sposoby w zaleznosci od struktury przestrzeni parametrow A.
Kluczowym zagadnieniem w badaniu zgodnosci jest okreslenie szybkosci wzrostu sita
okreslonej przez m,. W praktyce, musimy zagwarantowaé, aby ciag m,, zmierzal do

dP
@a(m)
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nieskoriczonosci ,,odpowiednio wolno”, gdy n — co. Szczegolowe warunki (dotyczace
przede wszystkim wlasnosci sita Sy, oraz ciagu m,), ktore gwarantuja w og6lnym
przypadku zgodnos¢ estymatoréw skonstruowanych z wykorzystaniem metody sita
przedstawiono m.in. we wspomnianej juz pracy Gemana i Hwanga (1982).

Metode sita mozna zatem stosowa¢ do wielu zagadnieri estymacji nieparame-
trycznej. Czesto otrzymane w ten sposob rezultaty sa dualne do innych metod po-
zwalajac spojrze¢ na nie w nowym $wietle (np. Geman i Hwang (1982) lub Walter i
Blum (1984)). Najprostszym tego przykladem jest wykorzystanie sita histogramo-
wego do estymacji gestosci rozktadu. W tym przypadku otrzymanym estymatorem
jest dobrze znany histogram o szerokosci okna h = 1/m,. Wybierajac odpowiednie
sita mozemy otrzymac takze: projekcyjny estymator gestosci (tzn. estymator skon-
struowany w oparciu o wielomiany ortogonalne), estymator najwigkszej wiarogod-
nosci z funkcja kary (ang. Mazimum Penalized Likelihood) lub estymator oparty na
wielomianowych funkcjach gietych w przypadku nieparametrycznej estymacji funkcji
regresji.

Interesujacym rezultatem jest takze zastosowanie do problemu estymacji gestosci
tzw. sita splotowego (Geman i Hwang (1982))

® m 2 9
Smn = {frf(x) = /_w \/%exp{—%(l‘—y) } F(dy), }

gdzie F' — dowolna dystrybuanta. Elementem zbioru S, jest wowczas m.in. esty-
mator jadrowy Rosenblatta-Parzena (dla jadra gaussowskiego). Co ciekawe jednak,
maksymalizacja funkcji wiarogodnosci na zbiorze S,,, prowadzi do estymatora in-
nego niz estymator jadrowy.

Wprowadzona przez Grenandera (1981) metoda sita, ktorej glowng ideg jest
aproksymacja modelu nieskorniczenie wymiarowego (nieparametrycznego) ciagiem
skonczenie wymiarowych modeli parametrycznych, znalazla réwniez zastosowanie
w analizie statystycznej szeregébw czasowych.

P.Biihlmann (1997,1998) zaproponowal algorytm sieve bootstrap, ktory prowadzi
do konstrukcji replikacji stacjonarnych szeregéw czasowych. W tym przypadku li-
niowy i odwracalny szereg czasowy, ktéry mozemy przedstawi¢ jako proces AR(o0),
tzn.:

o0
Z(rﬁj Xt—j = €, ¢0 = 11 (3)
7=0
(gdzie {€;}icz jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowych o Ele;] = 0 oraz
=0 qi:f— < 00) jest aproksymowany ciagiem proces6w autoregresyjnych rzedu p =
p(n), ktory rosnie ,odpowiednio wolno” wraz ze wzrostem rozmiaru proby, tzn.
p(n) — oo (gdy n — o0) oraz p(n) = o(n).

Warto zaznaczy¢, ze spopularyzowana przez Efrona (1979) metoda bootstrap
nie ma jednoznacznego uogoélnienia na przypadek szeregéw czasowych. Mozemy
wyr6zni¢ dwie klasy metod: oparte na zalozeniu o postaci modelu (metody para-
metryczne) oraz wolne od zalozen o modelu (metody nieparametryczne). Przeglad
metod replikacji dla szeregéw czasowych mozna znalez¢é m.in. w pracach: Carlsteina
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(1992), Shao i Tu (1995), Berkowitza i Kiliana (1996), Hirdle, Horowitza i Kreissa
(2001) lub Biihlmanna (2002).

Za najbardziej og6lng nieparametryczng metode replikacji dla szeregéw uzna-
wany jest tzw. bootstrap blokowy (block bootstrap, moving blocks bootstrap). Zasad-
nicza idea tej metody jest podzial danych na bloki obserwacji i konstrukcja replikacji
bootstrapowych poprzez taczenie wyreplikowanych (losowanych ze zwracaniem) blo-
kow. Metoda blokowa wystepuje w literaturze w kilku wariantach: bloki moga by¢
rozlaczne (np. Hall (1985), Carlstein (1986)) lub zachodzace na siebie (Hall (1985),
Kiinsch (1989), Politis i Romano (1993)). Wada bootstrapu blokowego jest niewat-
pliwie fakt, ze otrzymana replikacja nie odzwierciedla w pelni wlasnosci wyjscio-
wego szeregu (nie jest stacjonarna i charakteryzuje sie nienaturalnym zachowaniem
w miejscach laczenia wyreplikowanych blokéw).

Metoda sieve bootstrap stanowi istotna konkurencje dla metody blokowej. Z jed-
nej strony, sieve bootstrap jest metoda $cisle nieparametryczng — nie postulujemy
bowiem zadnego skonczenie wymiarowego modelu dla danych. Z drugiej, posiada
tatwosé implementacji charakterystyczng dla metod parametrycznych. Jak zauwa-
zaja Choi i Hall (2000) oraz Biihlmann (2002) metoda sieve bootstrap daje istotng
poprawe w stosunku do bootstrapu blokowego dla przypadku liniowych szeregow
czasowych. Ponadto odpowiedni wybor aproksymujacego rzedu autoregresyjnego
(p(n)) nie ma az tak krytycznego znaczenia jak wybor dlugoscei bloku w przypadku
bootstrapu blokowego.

Niniejsza rozprawa doktorska podzielona jest na trzy cze$ci. Rozdzial 1 pos-
wiecony zostal konstrukeji bootstrapowych przedzialow predykcyjnych z wykorzy-
staniem zaproponowanej przez P.Biihlmanna (1997) metody sieve bootstrap. Jak
wiadomo, prognozowanie to jeden z najbardziej popularnych obszaréw zastosowan
szeregow czasowych. Oprocz wyznaczenia optymalnych predyktoréw (prognoz punk-
towych) konieczna jest takze ocena ich dokladnosci, tak aby mozna bylo oszacowac
ryzyko zwiazane z decyzjami podejmowanymi w oparciu o te prognozy. Dokladno$é
prognoz moze by¢ wyrazona m.in. za pomocg $redniokwadratowego bledu predyk-
cji (PMSE). Do oceny dokladnosci prognoz mozna wykorzystaé¢ takze predykcyjne
przedzialy ufnosci. Konstrukcja przedzialow predykcyjnych stanowi zatem wazny
etap w procesie prognozowania i przeprowadzana jest glownie z zamiarem wskaza-
nia mozliwej niepewnosci towarzyszacej prognozom punktowym.

Zalozenia o modelu, jak réwniez sam algorytm metody oraz przeglad dotych-
czasowych rezultatow otrzymanych z wykorzystaniem procedury sieve bootstrap za-
mieszczono w Podrozdziale 1.1. Podrozdzialy 1.2.2-1.2.5 zawieraja m.in. przeglad
wynikéw dotyczacych konstrukeji przedzialow predykcyjnych, w tym klasyczne po-
dejscie Boxa-Jenkinsa oparte na aproksymacji gaussowskiej oraz metody konstruk-
cji wykorzystujace bootstrap (m.in. prace Stine’a (1987), Thombsa i Schucany’ego
(1990), Cao (1997), Masarotto (1990) i Grigoletto (1998), Alonso, Penia i Romo
(2002)).

W Podrozdziale 1.2.6 zaproponowano dwie nowe metody konstrukcji bootstra-
powych przedzialow predykcyjnych z wykorzystaniem metody sieve bootstrap: prze-
dzialty hybrydowe (hybrid bootstrap) oraz przedzialy studentyzowane (bootstrap-t).



Zaproponowane procedury stanowig uogolnienie algorytmu konstrukcji bezwarun-
kowych przedzialow predykcyjnych (zaproponowanego m.in. przez Stine’a (1987),
Masarotto (1990), Grigoletto (1998) dla procesow AR(p)) na przypadek modeli li-
niowych reprezentowanych jako proces AR(c0).

Rezultaty teoretyczne zwigzane ze zgodnoScig zaproponowanych metod konstruk-
cji przedzialéw predykcyjnych zostaly zamieszczone w Podrozdziale 1.3. Udowod-
niono m.in.: twierdzenia o zgodnosci metody hybrid bootstrap (Twierdzenie 1.3.4)
oraz metody bootstrap-t (Twierdzenie 1.3.5) oraz przy dodatkowych zalozeniach
twierdzenia o jednostajnej (w normie supremum) zgodnosci obu metod (Twierdze-
nia 1.3.7 oraz 1.3.8). W rozdziale tym podano réwniez zwigzki pomiedzy roéznymi
metodami dowodzenia zgodnoéci metody bootstrap obejmujacymi m.in. zgodnos$é¢ w
metryce Lévy’ego oraz zgodno$é w sensie zaproponowanym przez Belyaeva (1997)
oraz Belyaeva i Sjostedt - de Luna (2000) okreslanym jako staba aproksymacja ciggu
rozkladow (weakly approaching sequences).

Oprocz sformulowania i uzasadnienia zgodnosci rozkladéw bootstrapowych, w
Podrozdziale 1.3.6 rozwazono réwniez problem zgodnosci skonstruowanych prze-
dzialéow predykcyjnych. Zasadnicze rezultaty zwiazane ze zgodno$cig przedzialow
ufnosci zawarto w Twierdzeniu 1.3.9 (Zgodno$¢ przedzialéw hybrydowych) oraz
Twierdzeniu 1.3.10 (Zgodno$¢ przedzialow studentyzowanych).

W Podrozdziale 1.4 rozwazono modyfikacje standardowej metody sieve boot-
strap okreslana jako bootstrap wygladzony (smoothed bootstrap). Gléwna idea bo-
otstrapu wygladzonego jest replikowanie residuéw z rozktadu okreslonego przez wy-
gladzony estymator dystrybuanty zamiast z rozkltadu zadanego przez dystrybuante
empiryczng (jak w metodzie standardowej). Uzasadniony zostal rezultat dotyczacy
zgodnos$ci wygladzonej metody bootstrap (Lemat 1.4.1), ktory stanowi odpowiednik
Lematu 1.3.6 (Biithlmann (1997)) udowodnionego dla standardowej metody sieve
bootstrap. Przedstawione zostaly réwniez argumenty zwiazane z wykorzystaniem
bootstrapu wygladzonego do stabilizacji studentyzowanych przedzialéw predykeyj-
nych.

Zachowanie zaproponowanych metod konstrukeji przedzialéw predykcyjnych zo-
stalo zilustrowane poprzez symulacje komputerowe (Podrozdzial 1.5). W bada-
niach symulacyjnych rozwazono rézne (zaré6wno gaussowskie jak i niegaussowskie)
rozklady bledow. Efektywno$é¢ skonstruowanych przedzialéw predykcyjnych poréw-
nano z klasyczna metoda Boxa-Jenkinsa poprzez wyznaczenie empirycznych prawdo-
podobienstw pokrycia oraz $redniej dlugosci przedzialow. Zbadano réwniez wplyw
wygladzonej metody bootstrap na stabilizacje studentyzowanych przedzialéw pre-
dykcyjnych w przypadku proéb o malym rozmiarze.

W Rozdziale 2 rozwazono zastosowanie metody sita w estymacji intensywnosci
multiplikatywnych procesé6w punktowych. Multiplikatywny model intensywnosci
wprowadzil O.Aalen (1978), pokazujac tym samym, w jaki sposob teoria wielo-
wymiarowych proceséw punktowych pozwala na okreslenie ogblnej struktury, dzieki
ktorej mozemy analizowa¢ zaréwno modele zwigzane z klasyczng analizg przezycia
jak i bardziej ztozone modele proceséw Markowa.

W naszym przypadku estymator skonstruowano z wykorzystaniem sita histogra-



mowego (Podrozdziat 2.1).

W Podrozdziale 2.2 przedstawiono krétki przeglad dotychczasowych rezultatow
(m.in. prace: Karra (1987), Leskowa i Rozanskiego (1989a) oraz Leskowa (1989)).

Konstrukeja histogramowego estymatora intensywnosci zostala przeprowadzona
w 2.3. W Podrozdziale 2.4 zawarte zostaly zasadnicze wyniki teoretyczne, w tym
twierdzenie o zgodnosci skonstruowanego estymatora (Twierdzenie 2.4.1) oraz twier-
dzenie o asymptotycznym rozkladzie normalnym (Twierdzenie 2.4.2). Otrzymane
rezultaty stanowia uogoélnienie wynikéw Leskowa i Rozanskiego (1989a).

Rozwazono rowniez (Podrozdziat 2.5) uogélnienie otrzymanych wynikéw na przy-
padek wielowymiarowy. W Podrozdziale 2.6 przedstawiono przyklady modeli multi-
plikatywnych, dla ktérych mozemy konstruowac estymatory histogramowe intensyw-
nosci, w tym m.in. klasyczny model analizy przezycia uwzgledniajacy cenzurowanie
obserwacji oraz wielostanowy model Markowa.

Ostatni podrozdzial Rozdzialu 2 poswiecony jest symulacjom komputerowym,
ktore ilustruja zachowanie histogramowego estymatora intensywnosci. W podroz-
dziale tym rozwazono rézne rozktady spotykane w analizie przezycia oraz zbadano
wplyw wyboru ciagu m(n) (okreslajacego szybkos¢ wzrostu sita) na wyniki empi-
rycznego prawdopodobienistwa pokrycia wyznaczonego dla asymptotycznych prze-
dzialow ufnosci (skonstruowanych w oparciu o twierdzenie o rozkladzie asympto-
tycznym estymatora histogramowego).

Ostatni, trzeci rozdzial niniejszej pracy zawiera wyniki zwigzane z zastosowa-
niem metody sita do estymacji funkcji dryfu dla procesow It6. Jak juz wspomi-
naliSmy metoda sita stala sie popularnym narzedziem estymacji nieparametrycznej,
stosowanym rowniez z powodzeniem do estymacji parametrow funkcyjnych proceséw
stochastycznych, takich jak intensywnosé procesu punktowego czy funkcja dryfu w
przypadku procesow dyfuzyjnych i modeli semimartyngatowych.

Podrozdzial 3.1 zawiera przeglad wynikéw zwigzanych z wykorzystaniem metody
sita do estymacji funkcji dryfu dla modeli dyfuzyjnych i semimartyngalowych (prace:
Gemana i Hwanga (1982), Nguyena i Phama (1982), Leskowa i Rozariskiego (1989b)
oraz McKeague'a (1986)).

Konstrukcja estymatora najwiekszej wiarogodnoéci dla funkcji dryfu procesow
[t6 zostala przedstawiona w Podrozdziale 3.2. Podobnie jak w Rozdziale 2 estymator
ten zostal skonstruowany na bazie sita histogramowego.

Podstawowe wlasnosci asymptotyczne estymatora histogramowego funkeji dryfu
zawarto w podrozdziale 3.3. Wyniki te obejmuja: zgodnos¢ (Twierdzenie 3.3.1),
asymptotyczng normalno$é¢ (Twierdzenie 3.3.2) oraz przy dodatkowych warunkach
rowniez zgodno$é w L' (Twierdzenie 3.3.3). Otrzymane rezultaty stanowia uogol-
nienie wynikow Leskowa i Rozanskiego (1989b).

W Podrozdziale 3.4 przedstawiono przyklady wykorzystane nastepnie do ilustra-
cji zachowania histogramowego estymatora funkcji dryfu z wykorzystaniem symulacji
komputerowych (Podrozdzial 3.5). W podrozdziale tym zbadano m.in. w jaki spo-
s6b spos6b wybor ciagu m(n) (odpowiedzialnego za szybko$¢ wzrostu sita) wplywa
na efektywnos$¢ asymptotycznych przedzialéw ufnosci oraz na kryteria dokladnosci
estymatora, takie jak MISE I MIAE.



Wyniki przedstawione w Rozdziale 1 zostaly w czes$ci opublikowane w pracach
A.Zagdanskiego (1999,2001a). Rezultaty Rozdziatu 2 zamieszczono w artykulach:
R.Roézanski i A.Zagdanski (2001) oraz A.Zagdanski (2001b). Rozdzial 3 zawiera
wyniki, ktore beda opublikowane w pracy R.Rézanskiego i A.Zagdanskiego (2002).

Symulacje komputerowe wykonano w pakiecie MATLAB z wykorzystaniem kom-
puteréow Wroctawskiego Centrum Sieciowo-Superkomputerowego oraz komputerow
Instytutu Matematyki Politechniki Wroctawskie;.

Autor pragnie serdecznie podziekowa¢ Panu Prof. Romanowi Rozarnskiemu za
opieke naukowg oraz wiele cennych uwag pomocnych przy pisaniu tej rozprawy.



Rozdziat 1

Bootstrapowe przedzialy
predykcyjne z wykorzystaniem
metody sieve bootstrap

1.1 Metoda szeve bootstrap

1.1.1 Zalozenia o modelu

Niech {X;}icz bedzie procesem stacjonarnym o warto$ciach rzeczywistych i war-
tosci oczekiwanej E[X;| = py. Jezeli {X;},cz jest procesem calkowicie niedetermi-
nistycznym woéwczas wiadomo z tw. Wolda (np. Anderson 1971 — dodatek A ), ze
{X¢ — px }tez moze by¢ przedstawiony jako jednostronny proces ruchomej sredniej
rzedu nieskonczonego (M A(o0)), tzn.

o0
Xe—px =Y VYj&j, bo=1t€Z, (1.1)
7=0
gdzie {€ }icz jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowych o Efe] = 0 i

Y2092 < oo.

Bedziemy wymagali rowniez aby proces (1.1) byl odwracalny, zawezajac tym
samym nieco klase dopuszczalnych proceséw stacjonarnych. Odpowiednie warunki
gwarantujace odwracalno$é¢ (sformutowane np. u Anderson’a 1971, Tw. 7.6.9 — do-
datek A) pozwalaja na przedstawienie {X;}cz jako procesu autoregresyjnego nie-
skonczonego rzedu (AR(c0)), tzn.

qu}j(‘xrt-j - )“J’z\—) = €, Qﬁﬂ' — ]-:! t € Z: (12)
Jj=0

gdzie }°22, qﬁ? < 00.
Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

o0
D(z) = Zgbjzj, d=1,2z€C,
j=0
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U(z) =Y o2, hh=12€C,
7=0

mozemy przedstawi¢ X; w reprezentacji M A(oco) lub AR(o0):
model AR(o0) : ®(B)(X; — ux) = €&

lub
model MA(o0) :  (X; — px) = V(B)e,

gdzie B oznacza operator przesuniecia wstecz, tzn. B X; = X;_,. Przy powyzszych
oznaczeniach ¥(z) = 1/®(z).
Oznaczmy rowniez przez F, = o({¢; : s < t}) o-cialo generowane przez {e;}\___..

Zalozenia dla modelu:

(AD) Xp —px = X320¥j€—j, Yo = 1 (t € Z) gdzie {e }1ez ciag stacjonarny i
ergodyczny oraz Ele|F—1] = 0, Ele}|Fi1] = 0 < o0, Elef® < oo dla
pewnego s > 4.

(Al) Xy — px = 520 % €—j, o =1 (t € Z) gdzie {€;}rez ciag i.id. oraz Ele] =
0, Ele|* < oo dla pewnego s > 4.

(A2) ¥(z) jest oddzielona od zera dla |z| < 1, 3¥%2,j" [;| < oo dla pewnego
naturalnego r.

(B) p = p(n) = o0, p(n) = o(n) (n — o0) oraz ¢, = (in, ..., dpn) spelniaja
empiryczne réwnania Yule’a-Walkera, tzn.:

fp Gf;p = _'?ps

gdzie f‘p = [5G = )= % = (5(1),...,4(p))', gdzie ¥ jest estymatorem
funkeji autokowariancji zdefiniowanym jako:

a1 =
§0) = = 3 (Kim = ) Kenpin = %), il <n-1,

gdzie X = 0, X,.

1.1.2 Algorytm metody

Zasadnicza ideg metody sieve bootstrap jest aproksymacja procesu X; za pomocg
proceséw autoregresyjnych rzedu p = p(n) rosnacego ,odpowiednio wolno” wraz ze
wzrostem rozmiaru proby n, tzn. p(n) — co gdy (n — o0) ale p(n) = o(n). Innymi
stowy, aproksymujemy nieskoniczenie wymiarowy model nieparametryczny (ktory
mozemy przedstawi¢ jako proces AR(co)) ciagiem skoriczenie wymiarowych modeli
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parametrycznych — procedura dobrze znana jako metoda sita (Grenander (1981)).
Ponizej przedstawiamy szczegélowo opis konstrukcji replikacji za pomoca metody
sieve bootsrap.

Algorytm konstrukcji replikacji

Krok 1

Niech X, ..., X, bedzie realizacja procesu {X;}cz. Wykorzystujac sugestie Biihl-
manna (1997) wybieramy aproksymujacy rzad p = p(n) wykorzystujac kryterium
Akaike (AIC) dla dopuszczalnego zakresu [0, praz(n)] gdzie ppez(n) rosnie wraz ze
wzrostem n. W praktyce przyjmujemy pq..(n) = 101log,,(n) (Wielkos¢ standardowo
stosowana w pakietach statystycznych).

Krok 2
Estymujemy wspotczynniki dla modelu AR(p(n)), tzn. ¢y,...,¢pwm) W oparciu o
obserwacje {X;}7,. Estymatory ¢, = (¢1,..., ¢pn))’ sa wyznaczone metoda Yule’a-
Walker’a (Brockwell, Davies, 1987, str.232-233).

f\pﬁ%p = _’?p:

gdzie f‘p oraz ¥, sa okreslone jak w zatozeniu B.

Biorac pod uwage zlozono$¢ obliczeniowa, bardziej efektywnie mozemy wyzna-
czy¢ estymatory Yule’a-Walker’a wykorzystujac rekurencyjny algorytm Durbin’a-
Levinson’a :

‘;511 = ?(1} v = ’?(0)[1 - Afl]

R m—1
Qbmm - \’?(m) - Z qu—l,j ’?(m - j)) /ﬁm—l
=1

q‘%m,l I (,g"m—l,l ()%m—l,m—l
== = Qamm :
é’m,m—l L Qam—l,m—l Qam—l,l
P = Ome1(1= Go)

Wykorzystanie powyzszych zaleznosci rekurencyjnych uwalnia nas od koniecznosci
odwracania macierzy wymaganej przy bezposrednim wyznaczeniu ¢,.
Krok 3
Wyznaczamy residua
p(n)

ét,n:z&j,nxt—j} éﬂ,n:]-: t:p+111n
=0

Krok 4
Konstruujemy replikacje obserwacji. W tym celu centrujemy uprzednio wyznaczone
residua

2 A 1 .
€tn = €t — Ze;,n, t=p+1,...;n
n_pt:p—i—l
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a nastepnie losujemy residua e} z rozkladu okre$lonego przez dystrybuante empi-
ryczng na bazie {€,,}i .1, tzn. €f i.id. ~ F,,, gdzie

- 1 T
Fe,n(u) = Z 1[5 n<u]
L t=p+1 t

Krok 5
Ostatecznie okre§lamy replikacje bootstrapowa {X7,..., X} poprzez zaleznos¢ re-
kurencyjna

p(n) .

ij‘n Xt*__;;' o= Er} ¢'0,n =1 (13)
j=0

W praktyce, generujemy replikacje { X} } rozpoczynajac rekurencje od pewnych war-
tosci poczatkowych, np. rownych wyreplikowanym innowacjom &}.

1.1.3 Uwagi do zalozen i algorytmu

o W metodzie sieve bootstrap przyjmujemy kluczowe zalozenie, ze obserwacje
X1, ..., X, sa skonczong realizacja procesu AR(co) jak w 1.2.

Zauwazmy, ze reprezentacja ta obejmuje wazna klase modeli ARM A(p, q):

p q
Xy = Z¢jX1—j + Z Yr€r—k + €, tELZ,
k=1

J=1

z odwracalnym wielomianem ruchomej §redniej, tzn. ¥(z) = S1_,¢¥e2*, 2 €
C ma wszystkie pierwiastki na zewnatrz kola jednostkowego {z € C, |z| < 1}.

e Biihlmann (1997) zauwaza, ze alternatywnie moglibysmy w algorytmie kon-
strukeji replikacji wykorzysta¢ aproksymacje ciaggiem procesé6w ruchomej sred-
niej. Aproksymacja autoregresyjna jako metoda liniowa jest bardziej popu-
larna, szybsza i znana jako skuteczna technika w réznych sytuacjach (Berk
(1974), An i inni (1982), Hannan (1987)).

e Jak podkresla Biihlmann (1997) metoda sieve bootstrap jest latwiejsza w zasto-
sowaniu niz np. bootstrap blokowy w przypadku gdy mamy dane o nieréwnych
odstepach czasowych lub szeregi o wielu brakujacych obserwacjach.

e Do estymacji parametréow aproksymujacego procesu autoregresyjnego mozemy
wykorzysta¢ inna metode niz metoda Yule’a-Walker’a. Niektorzy autorzy
proponuja zastapienie metody Yule’a-Walker’a (Y-W) metoda najmniejszych
kwadratow (np. Kilian, Berkowitz i Birgean (1999), Chang i Park (2001)).
Metoda Y-W jest zalecana w przypadku malych préb poniewaz zawsze daje
model przyczynowy (M A(oco)) (Brockwell i Davis (1987)). Wraz ze wzrostem
rozmiaru proby obie metody estymacji stajg sie réwnowazne.
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e Zalozenie A2 jest spelnione dla modeli o wielomianowo zanikajacych wspol-
czynnikach {1;}72, (lub réwnowaznie {¢;}52,). Modele ARM A(p, q) spetniaja
to zalozenie z wykladniczo zanikajacymi wspoélczynnikami {v;}. Zauwazmy
takze, ze zalozenie A2 implikuje, ze ®(z) jest oddzielona od zera dla |z| < 1

oraz 322, j" |#;] < oo.

e W literaturze proponowane sa rozne metody wyboru rzedu p(n) dla aproksy-
mujacego procesu autoregresyjnego.

Podobnie jak Biithlmann (1997) wybieramy rzad p(n), ktéry minimalizuje kry-
terium AIC przy zalozeniu gaussowskich innowacji. Shibata (1980) pokazal
optymalno$¢ AIC dla predykcji w modelu AR(c0). Ponadto zastosowanie kry-
terium AIC jest zalecane w przypadku estymacji wariancji estymatora § = X,
(Bithlmann (1997,2002)).

Warto zauwazy¢, ze do wyboru rzedu p(n) mozemy wykorzysta¢ narzedzia
graficzne takie jak prewhitening (Biithlmann (1997)). W tym przypadku do-
pasowujemy model autoregresyjny dla kilku wartosci p, wyznaczamy residua i
konstruujemy estymator gestosci spektralnej. Wybieramy wowczas taka war-
tosé p, dla ktorej estymowane spektrum jest bliskie stalej.

Alonso, Penia i Romo (2001) proponuja aby do estymacji rzedu p(n) aprok-
symujacego modelu autoregresyjnego wykorzystaé¢ kryterium AICC (wersja
kryterium AIC o skorygowanym obciazeniu), ktore naktada wieksza kare dla
modeli duzego rzedu w odréznieniu do kryterium AIC. Ponadto, jak pokazali
Hurvich i Tsai (1989) zmiana warto$ci maksymalnego dopuszczalnego rzedu,
tzn. pmez(n) ma mniejszy wplyw na AICC niz na kryteria AIC czy BIC.
Alonso, Pena i Romo przyjeli pa.(n) = n/10 wielkos¢é rekomendowang przez
Bhansali’ego (1983)

Biihlmann (2002) stwierdzil, ze dotychczasowe badania symulacyjne sugeruja,
ze efektywnos$¢ metody sieve bootstrap jest stosunkowo nieczula ze wzgledu na
wybor aproksymujacego rzedu autoregresyjnego, jezeli tylko wybrany rzad jest
rozsadny.

e Badania teoretyczne i symulacyjne wykazaly, ze dla klasy liniowych i odwra-
calnych szeregdéw czasowych metoda sieve bootstrap charakteryzuje sie duza
doktadnoscia, zazwyczaj lepsza niz bardziej ogélna nieparametryczna metoda
replikacji jaka jest bootstrap blokowy.

Biihlmann (1997) pokazal, ze w przypadku estymatora éredniej § = ¥, X, /n
wykorzystujac kryterium AIC do okreslenia aproksymujacego rzedu autoregre-
syjnego p(n) otrzymujemy:

nVar*(0*) — nVar(f) = Op(n~(=2/2v)

jezeli tylko wspolczynniki autoregresyjne {¢;} ey maleja odpowiednio szybko,
tzn. ¢; < const - j7¥ (v > 2). W szczegélnoscei, jezeli ¢; maleja wykltadniczo
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otrzymujemy:
nVar*(6*) — nVar(0) = Op(n="/**")

dla dowolnego x > 0.

Powyzsze wyniki pokazuja, ze metoda sieve bootstrap adaptuje si¢ automa-
tycznie w zaleznosci od stopnia zanikania w wyjsciowej strukturze zaleznosci.
Ta pozadana wlasno$¢ nie wystepuje w przypadku bootstrapu blokowego.

Metoda sieve bootstrap okazala sie efektywna nie tylko w przypadku estymacji
wariancji.

1.1.4 Przeglad wynikéw

Otrzymana replikacje szeregu mozemy wykorzysta¢ w wielu réznych zagadnieniach
zwigzanych z analiza statystyczna szeregbw czasowych. W szczegodlnosci, jezeli
mamy statystyke T,, = T,,(Xy,...,X,) bedaca mierzalng funkcja n obserwacji, mo-
zemy okresli¢ odpowiadajaca jej statystyke bootstrapowa T, nastepujaco: T, =
T.(X{,..., X}). Przedstawimy teraz przeglad wynikéw otrzymanych z wykorzysta-
niem metody sieve bootstrap.

Biihlmann (1997) udowodnil zgodno$¢ metody sieve bootstrap dla wielu roz-
nych statystyk 7;,, w tym dla $redniej arytmetycznej i pewnej klasy estymatorow
nieliniowych postaci:

n—m+l

T-“n:f{(n_m_’_l)“l Z g(‘Ytr"'}Xt+m—l)}s

gdzie g = (g1,...,9,) oraz f : R — RI, (q,q > 1) spelniaja okreslone warunki
gtadkosci. Klasa ta obejmuje m.in. probkowa autokowariancje, autokorelacje, cze-
Sciowa autokorelacje oraz estymatory Yule’a-Walker’a dla modeli autoregresyjnych.

Biihlmann (1998) rozwazyl takze uogolnienie metody sieve bootstrap na przy-
padek niestacjonarnych szeregéw czasowych postaci:

K:S(t)'i'zt, tEZ,

gdzie s(t) jest deterministycznym trendem a Z; jest szumem stacjonarnym o $red-
niej zero. Zaproponowana metoda zostala wykorzystana nastepnie do konstrukeji
nieparametrycznych przedzialow ufnosci dla funkcji trendu.

Berkowitz, Birgean i Kilian (1999) przedstawili interesujace poréwnanie nie-
parametrycznych metod replikacji dla szeregéw czasowych spotykanych w ekonomii.
Badania symulacyjne oparte byly na szeregach dotyczacych: nominalnej stopy pro-
centowe]j (3-miesieczne treasury bills), stopy wzrostu produkeji przemyslowej, stopy
inflacji cen konsumpcyjnych, stopy wymiany Yen-Dolar. Kryterium wykorzystanym
do poréwnania réznych metod byto empiryczne prawdopodobienstwo pokrycia dla
przedziatow ufnosci skonstruowanych dla gestosci spektralnej oraz funkeji odpowie-
dzi impulsowe;j.
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Posérod rozwazanych w poréwnaniu nieparametrycznych metod replikacji, obej-
mujacych m.in. rézne wersje bootstrapu blokowego, bootstrap stacjonarny, boot-
strap oparty na dekompozycji Cholesky’ego znalazly sie takze dwie wersje metody
sieve bootstrap: ,encompassing sieve bootstrap” oraz ,AIC sieve bootstrap”. W
przypadku metody ,encompassing sieve bootstrap” dopasowujemy aproksymujacy
model AR(pmaz(n)), gdzie pper(n) jest gornym ograniczeniem czyli maksymalnym
dopuszczalnym rzedem dla aproksymujacego modelu autoregresyjnego. Z kolei w
metodzie ,AIC sieve bootstrap” wybieramy rzad aproksymujacego procesu autore-
gresyjnego p(n) w oparciu o kryterium AIC, pod warunkiem, ze p(n) < pmac(n).

Najbardziej dokladng zaréwno w przypadku funkcji odpowiedzi impulsowej jak
1 gestosci spektralnej okazala si¢ metoda ,encompassing sieve bootstrap”, ktora daje
doktadne bootstrapowe przedzialy ufnoéci dla malych prob, pod warunkiem, ze za-
dbamy o odpowiedni dobor rzedu aproksymacji autoregresyjne;j.

Berkowitz, Birgean i Kilian sugeruja, ze zastosowanie ,o0szczednych” (parsimo-
nious) aproksymujacych modeli autoregresyjnych otrzymanych z wykorzystaniem
kryterium doboru rzedu modelu takich jak np. AIC, jak sugerowal to Biihlmann
(1997), nie wydaje sie by¢ obiecujace dla modeli nieskonczenie wymiarowych. Na-
wet kryterium AIC, znane jako najbardziej liberalne w tej klasie wykazuje tendencje
do niedoszacowania w przypadku malych prob. Autorzy opracowania podkreslaja
takze potrzebe rozwijania dalszych badan dotyczacych wyboru rzedu modelu aprok-
symujacego dla okreslonego rozmiaru proby, w szczeg6lnosci opracowanie pewnego
rodzaju metod kciuka, ktore pozwoliltyby praktykom na stosowanie w swoich bada-
niach nieparametrycznych metod replikacji.

Choi i Hall (2000) stosujac algorytm sieve bootstrap pokazali wlasnosci dru-
giego rzedu dla przypadku przedzialéw ufno$ci skonstruowanych poprzez kalibracje
przedzialow pierwszego rzedu z wykorzystaniem podwdjnego bootstrapu.

Chang i Park (2001) rozwazyli wykorzystanie metody sieve bootstrap do tes-
towania pierwiastkow jednostkowych dla ogélnych proceséw liniowych. Otrzymany
test stanowi bootstrapowa wersje testu ADF (Augmented-Dickey-Fuller) zapropo-
nowanego przez Said’a i Dickey’a (1984). Udowodniono wlasnosci asymptotyczne
przy istotnie stabszych zalozeniach niz te przyjete przez Said’a i Dickey’a. Symu-
lacje pokazuja, ze wykorzystanie metody sieve bootstrap przynosi znaczaca poprawe
rozmiaru testu dla skoriczonych prob.

1.2 Predykcja przedzialowa

1.2.1 Optymalny predyktor liniowy

Wiadomo (np. Brockwell i Davies, 1987, str. 159-162), ze dla procesu stacjonar-
nego o $redniej 0, najlepsza (w sensie odleglosci sredniokwadratowej) kombinacja
liniowa 1, X1, ..., X, prognozujaca X,.u, (h > 1) jest projekcja ortogonalna X,
na domknieta podprzestrzen liniowa sp{Xj,..., X, }. Mozemy zatem przedstawic
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h-krokowy predyktor jako:
P Xatn = Poixy,.. X0} Xnth

Powyzszy predyktor mozemy wyznaczy¢ z odpowiednich réwnai projekcyjnych.
Bardziej efektywne jest jednak wykorzystanie algorytmu rekurencyjnego np. algo-
rytmu innowacji (Brockwell i Davies, 1987, str.167-168), tzn.

n+h—1

Pn.Xn-i-h = Z 9?1+h—1,j(z¥n+h—j - X‘u+h—j)1 (14)
j=h

gdzie jednokrokowe prognozy Xm+]_ sq dane przez

X, . { 0 yM = 0
et Z?:l ij(Xm+l—j - Xm+l—j) , M 2 1

natomiast wspolczynniki 6,,; wyznaczamy z zaleznosci rekurencyjnej

v = 7(0),
Bm,m—k = ’U}:l("]/( ) z gkk <3 mm— ’UJ) kzO,l,...,m—l,
Unm = ( ) ? [}g‘rz}.n JIUJ

Ponadto, $redniokwadratowy blad predykcji (PMSE), mierzacy niepewno$é¢ zwia-
zang z odpowiednimi prognozami mozemy wyrazi¢ jako

n+h-1

g;za(h') i= E(*Xn—i-h = PnJYn+h — Z Hn-{—h 1,5 Un+h—1—j- (15)

1.2.2 Przedzialy predykcyjne

Oprécz wyznaczenia optymalnych predyktoréw konieczna jest takze ocena ich do-
ktadnosci, tak aby mozna bylo oszacowa¢ ryzyko zwigzane z decyzjami podejmo-
wanymi w oparciu o te prognozy. Jak wspomniano, dokltadno$é prognoz moze by¢
wyrazona m.in. za pomocg Sredniokwadratowego btedu predykeji (PMSE). Do oceny
doktadnosci prognoz mozna wykorzystaé takze predykcyjne przedzialy ufnosci.

Konstrukcja przedzialow predykcyjnych stanowi zatem wazny etap w procesie
prognozowania i przeprowadzana jest glownie z zamiarem wskazania mozliwej nie-
pewnosci towarzyszacej prognozom punktowym.

Jak zauwaza Chatfield (1998) wyznaczenie prognoz przedzialowych moze by¢
godne szczegblnej uwagi dla praktykéw zajmujacych sie zagadnieniami zwigzanymi
z planowaniem i podejmowaniem decyzji. Wsrdéd argumentéw przemawiajacych za
potrzeba konstrukeji przedzialow predykcyjnych wymieniona jest m.in mozliwosé
zaplanowania réznych strategii i przeanalizowania réznych scenariuszy dla calego za-
kresu mozliwych wynikéw wskazywanych przez przedzial predykcyjny, a takze moz-
liwos¢ bardziej gruntownego poréwnania prognoz uzyskanych réznymi metodami.

Podamy teraz formalng definicje przedzialu predykcyjnego.
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Definicja 1.2.1 (Przedzial predykcyjny)

Przedziatem predykcyjnym nazywamy losowy przedzial skonstruowany na bazie
przesztych obserwacji X = (X1, Xo, ..., X,) dla przysztej (nieznanej) wartosci X, 4,
h > 1. Przedzial predykcyjny dla X, na poziomie ufnosci 1 — 2« definiujemy jako

I(h, X) = [L(X), R(X)],
tak aby P(L(X) < Xnsn < R(X)) =1 - 2a.

Warto zauwazy¢, ze w literaturze wystepuje pewna niejednoznacznos$é w stoso-
wanej terminologii. Przedzialy predykcyjne okreslane sa jako: forecast limits (Wei
(1990)), prediction bounds (Brockwell i Davis (1987)), forecast region (Hyndman
(1995)). Najpowszechniej uzywane jest jednak okreslenie prediction intervals.

Chatfield (1998) zauwaza takze, ze autorzy monografii na temat analizy szere-
gow czasowych poswigcaja zbyt malo uwagi zagadnieniom zwigzanym z prognoza
przedzialowa ograniczajac si¢ najczesciej do klasycznej metody Boxa-Jenkinsa.

1.2.3 Gaussowskie przedzialy predykcyjne

Dla stacjonarnego procesu gaussowskiego mozemy konstruowaé¢ przedzialy predyk-
cyjne wykorzystujac fakt (Brockwell i Davies, 1987, str.175), ze btad predykcji
Xnin — Py Xpin ma rozklad normalny o $redniej zero i wariancji o2(h).

Gaussowski przedzial predykcyjny (na poziomie ufnosci 1 — 2«) jest zatem nas-
tepujacej postaci:

IG'("L) = [PnXﬂ+h . (Ijl—u Jn(h'): Panwi-h + (I)l—a On(h)]; (16)

gdzie ®,_, oznacza kwantyl rzedu (1 — a) standardowego rozkladu normalnego.

Gaussowskie przedzialy predykeyjne, powszechne znane w literaturze jako prze-
dzialy predykcyjne Boxa-Jenkinsa, konstruowane sa wiec przy zalozeniu, ze rozklad
zaklocen jest normalny i ewentualne odstepstwa od normalnosci moga mieé¢ nieko-
rzystny wplyw na ich dokladnos§é. Ponadto, stosujac metode Boxa-Jenkinsa nie
uwzgledniamy zmienno$ci zwigzanej z estymacja parametréow modelu. Wszystko
to moze powodowaé, ze tak skonstruowane przedzialy beda charakteryzowaly sie
mniejszym niz nominalne prawdopodobienstwem pokrycia.

W przypadku niegaussowskich szeregéw czasowych do konstrukcji przedzialow
predykcyjnych mozemy wykorzysta¢ metode bootstrap.

1.2.4 Bootstrapowe przedzialy predykcyjne — przeglad wy-
nikow
Przedstawimy teraz przeglad wynikéw dotyczacych konstrukeji bootstrapowych prze-
dzialéow predykeyjnych.
Stine (1987) zaproponowal konstrukcje bootstrapowych przedzialow predyk-
cyjnych dla proceséw autoregresyjnych znanego rzedu (AR(p)). Przedstawimy teraz
pokrotce idee algorytmu Stine’a:
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e Zakladajac, ze dysponujemy obserwacjami X = (Xj,...,X,) bedacymi reali-
zacjq procesu:

Xe=0+01 Xy 1+ Xi o+ ...+, Xi p+ €

mozemy wyznaczy¢ estymatory é = (¢1,...,¢,) wykorzystujac metode naj-
mniejszych kwadratow.

e Wyznaczamy residua:
éi:Xi—(g—g;SlXi_lm...—QASpX,-_p 1:p+1,p+2,,ﬂ

oraz estymator wariancji

A2 1 ~
G2 = > é.

- n-2p i=p+1

e Generujemy replikacje obserwacji X* = (X7,...,X}) rozpoczynajac od lo-
sowo wybranego poczatkowego bloku X§ = (X* .,,..., X3) i wykorzystujac
nastepnie zalezno$¢ rekurencyjna:

Xf=0+q X +...+6 X, +€ i=1,2,...,n,

gdzie {€'} sa replikowane z rozkladu okreslonego przez nastepujacy estymator
dystrybuanty (wykorzystany zamiast standardowo stosowanej w tym przy-
padku dystrybuanty empirycznej):

N #{\/glfdﬁw}1 23>0,

2(n—p) =
1-F,(-z), z<0

L]

F, =

Jak podkresla Stine estymator ten posiada pewne wlasno$ci minimaksowe, a
skalowanie powoduje, ze €} ma pozadana wariancje. Zauwazmy, ze E*(e}) =0
oraz E*(e})? = 62.
e Estymujemy nieznany rozktad bledu predykeji
An(h) = Xn.+h = Xn+h
odpowiednim rozkladem bootstrapowego bledu predykcji

A:f;(h)"—— 1:+h_ ::-Hu

gdzie: X,.n — estymator optymalnego predyktora liniowego, X:; +h Jest opty-
malnym predyktorem liniowym dla X} , skonstruowanym na bazie X7,..., X}.
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e W praktyce do estymacji kwantyli rozktadu bledu predykecji mozemy wyko-
rzysta¢ metode Monte Carlo zakladajac, ze dysponujemy odpowiednio duza
liczba replikacji bootstrapowych:

AY® = x>0 _ %Oy — 1., B.

n+h n+h?

Zakladajac, ze rozklad bledu jest symetryczny i o skoriczonych momentach, tzn.
P(e, < z) = F.(z) = 1—F.(—z) oraz E(|&|F) < 0o, dlak = 1,2,... Stine udowodnil
zgodno$é skonstruownych przedzialéow predykcyjnych.

Stine rozwazyl dodatkowo rowniez wykorzystanie metody boots‘rrap do estymacji
sredniokwadratowego btedu predykeji (PMSE).

Thombs i Schucany (1990) wykorzystali metode bootstrap do konstrukeji wa-
runkowych przedzialéow predykcyjnych dla modeli autoregresyjnych znanego rzedu
(AR(p)). Glowna idea jest w tym przypadku aproksymacja warunkowego rozkladu
przysziej wartosci X;., pod warunkiem X;_,.1,...,X;. Do generowania replika-
cji bootstrapowych Thombs i Schucany wykorzystali oprocz standardowej (forward)
rowniez wsteczng (backward) reprezentacje modelu autoregresyjnego.

Zasadnicze etapy algorytmu Thombsa i Schucany’ego sa nastepujace:

e Zakladajac, ze dysponujemy obserwacjami X = (X;_, 41, Xi—pi2,...,X¢) be-
dacymi realizacja procesu AR(p) estymujemy parametry modelu
((5 g s ,qbp) wykorzystujac metode najmniejszych kwadratow.

e Wyznaczamy scentrowane i przeskalowane residua wsteczne (backward):
1/2 n—p
m n—p
€ = é
' ln - 2})] ( o P JZ:I J) ’

éi=‘Yi_$_q31Xi+l‘_“---_§5pXi+p ?’:1)21:t~p

gdzie

Niech F. oznacza dystrybuante empiryczna okre$long na zbiorze residuéw
{éi}iZI,.,.,t—p

e Konstruujemy replikacje bootstrapowa obserwacji. W tym celu okreslamy p
ostatnich wartosci w replikacji rownym ostatnim warto$ciom wyj$ciowego sze-
regu

X;i=X; dla j=t—-p+1,...,t
Wartosci replikacji dla wezes$niejszych chwil j otrzymujemy nastepujaco:
_5+¢l J+l+ +¢P j+p+é}{? j:]-a?v"'}t_pl

gdzie bootstrapowe replikacje residuéw €; sa generowane z rozkladu o dystry-
buancie FB.
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e Estymujemy parametry modelu AR(p) na bazie replikacji
(Xl*} i -aXt*—stt*—p+11 wis :X:)

otrzymujac replikacje bootstrapowe estymatorow 6*, A’{, iy O

e Generujemy bootstrapowe residua forward {é}} z rozkladu o dystrybuancie

empirycznej F, okreslonej na zbiorze scentrowanych i przeskalowanych resi-
duéw {a;}, i=p+1,...,t, tzn.

e n—p & 1 i
a; = a; — a; | ,

di:Xi—g—ﬁ‘BlXi—l—---—QapXi—p i=p+1lp+2,....1¢

e Konstruujemy replikacje przysztych wartosci wykorzystujac zaleznosé rekuren-
cyjna

* % T T ~ Al
Hj-—d “+‘¢1Xg.|.j_1+...+¢pX¢+j_p+at+j, J—1,2,...,h,.
e Wyznaczamy oszacowanie rozkladu warunkowego na bazie B replikacji, tzn.:

_#{XEn <2}

Gyla) :

e Wyznaczamy warunkowy przedzial bootstrapowy dla X;,, na poziomie ufnosci
(1-2a).

[LB(), Up(y) ] = [QB(a), QB(1 - )],

gdzie Q5 = G5~

Nalezy zaznaczy¢, ze teoretyczne rozklady F, i F, (odpowiednio dla bledéw
forward i backward) sa takie same jezeli sa one gaussowskie. Dla szeregéw niegaus-
sowskich powinni$my jednak pamietac¢ o ich rozréznieniu. Ponadto, w przypadku
niegaussowskim, residua backward nie sa niezalezne ale jedynie nieskorelowane. Roz-
wigzaniem tego problemu byloby replikowanie jedynie residuéw forward, a nastepnie
wykorzystanie zwiazku pomiedzy tymi dwoma rodzajami bltedéw do generowania re-
plikacji residuéw backward

Thombs i Schucany przyjmujac naturalne zalozenia, ze {X,} jest stacjonarnym
procesem autoregresyjnym, dla ktorego E(a;) = 0 oraz E{|af|} < oo (dla pewnego
k > 2) pokazali staba zbieznos¢ bootstrapowego rozkladu warunkowego G7(-) do
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teoretycznego rozkladu warunkowego Gx,,,|x(-) gdy n — oo, a w konsekwencji
rowniez zgodno$¢ skonstruowanych bootstrapowych przedzialow predykeyjnych.
Cao (1997) zaproponowal modyfikacje algorytmu Thombsa i Schucany’ego,
ktora pozwala na poprawe efektywnosci obliczeniowej. Zasadnicza ideg tej modyfi-
kacji jest rezygnacja z konstrukeji replikacji backward, a w konsekwencji nie uwzgled-
nianie zmiennosci zwigzanej z estymacjg parametrow. W odroznieniu do algorytmu
Thombsa i Schucany’ego nie s3 wiec konstruowane replikacje bootstrapowe wyjscio-
wych obserwacji X7, ..., X7, ktore odzwierciedlaja strukture korelacyjng prognozo-
wanego szeregu, ale jedynie replikowane sa przyszie (nieznane) wartosci szeregu.
W tym przypadku replikacje przyszlych wartosci otrzymujemy nastepujaco:

Xfi=0+ i Xy + .+ G Xejp+ s, §=1,2...,h

gdzie {aj, ;} sa replikacjami bootstrapowymi residuéw, wygenerowanymi z rozkladu
o dystrybunacie F (okreslonej na zbiorze scentrowanych i przeskalowanych residuéw
{a;}, i =p+1,...,t, wyznaczonych jak w algorytmie Thombsa i Schucany’ego).

Cao udowodnil (w tym samym sensie jak Thombs i Schucany), ze zapropono-
wana metoda konstrukeji przedzialow jest asymptotycznie zgodna. Przeprowadzone
symulacje komputerowe wykazaly istotna poprawe efektywnosci obliczeniowej w po-
rownaniu z metoda Thombsa i Schucany’ego.

Dodatkowo, Cao otrzymal tez obiecujace wyniki symulacyjne, w przypadku gdy
zastapimy dystrybuante F, jadrowym estymatorem F‘a‘h przy generowaniu replikacji
residubw a*. Procedura ta znana jest jako bootstrap wygladzony (ang. smoothed
bootstrap). Bardziej szczegolowo problem ten bedziemy omawiali w rozdziale 1.4.

Masarotto (1990) wykorzystal metode bootstrap do konstrukcji przedzialow
predykcyjnych dla procesu AR(p) o skoniczonym, ale nieznanym p, w oparciu o
optymalny predyktor liniowy. Przyjmujac zalozenie, ze E(e!) < oo oraz rzad modelu
jest estymowany poprzez minimalizacje kryterium postaci:

k
Du(k) =Y log [1 = 6] + kf (n),
i=1
gdzie f(n) — 0 gdy n — oo, Masarotto pokazal asymptotyczna zgodnoéé skons-
truowanych przedzialéw predykcyjnych. Warto zauwazy¢, ze posta¢ D,, obejmuje
m.in. takie kryteria jak: Akaike AIC, kryterium Hannana i Quinna oraz kryterium
Schwartza.

Grigoletto (1998) wprowadzil modyfikacje metody Masarotto, ktéra pozwala
na istotna redukcje wariancji estymatoréw kwantyli rozktadu btedu predykcji.

Kim (2001) rozwazy! konstrukcje przedzialow predykcyjnych dla wektorowych
modeli autoregresyjnych znanego rzedu (modele VAR) z wykorzystaniem podej$cia
bootstrap-after-bootstrap.

Warto zauwazy¢, ze metoda bootstrap-after-bootstrap, zastosowana po raz pierw-
szy przez Kiliana (1998a) do konstrukeji przedzialow ufnosci dla funkeji odpowiedzi
impulsowej dla modeli VAR, ma wbudowana procedure korekcji obciazenia. Za-
stosowanie tej korekcji pozwala na uzyskanie poprawy w stosunku do standardowe;j
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metody bootstrap, ktéora — szczegolnie w przypadku préb o malym rozmiarze —
mogta produkowaé¢ obciazone replikacje, z powodu obcigzenia obecnego przy esty-
macji parametrow modelu autoregresyjnego.

Kim stosuje, podobnie jak Thombs i Schucany (1990), podejicie warunkowe (wa-
runkowanie ze wzgledu na p - ostatnich obserwacji) wykorzystujac do konstrukeji
replikacji wsteczna (backward) reprezentacje modelu autoregresyjnego. Aby uogélni¢
konstrukcje na przypadek wielowymiarowy zastosowana zostala metoda Bonferro-
niego (Liitkepohl (1991)).

Przeprowadzono szereg symulacji komputerowych, ktore potwierdzily, ze w wiek-
szo$ci przypadkéw zaproponowana przez Kima metoda konstrukeji przedzialéw pre-
dykeyjnych zachowuje sig¢ znacznie lepiej niz metoda oparta na aproksymacji gaus-
sowskiej oraz standardowa metoda bootstrap (Thombsa i Schucany’ego). Poprawa
widoczna jest szczegdlnie w przypadku préb o malym i umiarkowanym rozmiarze
oraz w przypadku modeli autoregresyjnych o pierwiastkach charakterystycznych bli-
skich jednostkowym.

Niewatpliwie wada zaproponowanego podejécia jest ograniczenie mozliwosci jego
stosowania do modeli AR znanego rzedu. Ponadto, podobnie jak w przypadku al-
gorytmu Thombsa i Schucany’ego, asymptotyczna poprawno$¢ algorytmu wymaga
przyjecia zalozenia o normalnosci innowacji, poniewaz residua backward sa nieza-
lezne jedynie w przypadku kiedy residua forward s gaussowskie. Rozwigzaniem al-
ternatywnym w przypadku niegaussowskich innowacji byloby replikowanie residuéw
forward, o ktorych z zalozenia wiemy Ze sg niezalezne, a nastepnie generowanie re-
plikacji residuéw backward wykorzystujac zwigzek pomiedzy tymi dwoma rodzajami
residuéw (Breidt i inni (1992)).

Zauwazmy, ze przedstawione powyzej metody konstrukeji bootstrapowych prze-
dzialow predykcyjnych oparte byly na zalozeniu o skonczenie wymiarowej postaci
modelu, tzn. przyjmowalismy, ze model AR(p) jest dobrze dopasowany dla naszych
danych.

Alonso, Pefia i Romo (2002) rozwazyli ostatnio uogolnienie metody Thombsa
i Schucany’ego (1990) oraz Cao (1997) na przypadek ogoélnej klasy proceséw linio-
wych. Nieparametryczne warunkowe przedzialy predykcyjne w tym przypadku skon-
struowane sg z wykorzystaniem metody sieve bootstrap. Przeprowadzone symulacje
Monte Carlo pokazuja, ze zaproponowana metoda charakteryzuje sie lepszymi wy-
niki dotyczacymi $redniego pokrycia i dlugosci przedzialow i stanowi alternatywe
dla standardowej (gaussowskiej) procedury konstrukcji przedzialow predykeyjnych.

1.2.5 Roéwnoczesne przedzialy predykcyjne

Do tej pory, mowiac o konstrukeji przedziatlow predykeyjnych ograniczali$my sie do
przypadku przedzialu predykcyjnego dla pojedynczej obserwacji i ustalonego ho-
ryzontu czasowego h. Bardziej zlozonym problemem jest wyznaczenie rownoczes-
nego obszaru (regionu) predykcyjnego dla okreslonego zbioru przyszlych obserwa-
cji. W tym przypadku moga wystapi¢ dwie sytuacje: prognoza przedzialowa ma
by¢ wyznaczona dla pojedynczej zmiennej w réznych horyzontach czasowych, tzn.
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{Xnsn, h=1,...,K} albo tez dla K zmiennych w tym samym (ustalonym) hory-
zoncie czasowym (X, ., = Xnin1, -+ Xntnk)-

Do konstrukeji rownoczesnych przedzialow predykcyjncyh mozemy wykorzystaé
metode Bonferroniego (Liitkepohl (1991)), ktéra oparta jest na nastepujacej nieréw-
noéci probabilistyczne;j:

K K
P(NE)>1-Y P(E),

gdzie E;,i = 1,..., K sg zdarzeniami: {X,; € I(i)} (odpowiednio {X,n; € ;(h)})
oraz E jest dopelnieniem zdarzenia E;.

Jezeli skonstruujemy przedzialy predykcyjne na poziomie ufnosci [1 — £]-100%
dla wszystkich wartosci {X,4s, h =1,..., K} (odpowiednio dla kazdej z K sklado-
wych wektora X, ;) otrzymamy laczny obszar predykcyjny, ktéry z prawdopodo-
bieristwem co najmniej (1 — a)100% zawieral bedzie K zmiennych jednoczeénie.

Dla gaussowskich szeregow czasowych mozemy konstruowaé¢ dokladne obszary
predykcyjne wykorzystujac odpowiednie kwantyle wielowymiarowego rozkladu nor-
malnego.

Cheung, Wu i Chan (1998) przedstawili interesujace poréwnanie réznych
metod konstrukeji rownoczesnych obszaréow predykcyjnych dla modeli ARIMA. Po-
rownanie obejmuje metode dokladna oraz dwie metody aproksymacyjne oparte na
nierownosciach Bonferroniego wyzszego rzedu oraz nieréwnosciach typu produkto-
wego. Przedstawiono tez — wazne dla praktykow — argumenty przemawiajace za
potrzeba konstrukeji obszaréw predykcyjnych szczegélnie w takich obszarach zasto-
sowan jak ekonomia i business.

Kim (2001) zaproponowal ostatnio metode konstrukeji bootstrapowych row-
noczesnych przedzialow predykcyjnych dla wektorowych modeli autoregresyjnych
(VAR) wykorzystujac nieréwno$¢ Bonferroniego. Przeprowadzone badania symula-
cyjne potwierdzily efektywnosé zaproponowanej procedury.

1.2.6 Przedzialy predykcyjne z wykorzystaniem metody sieve
bootstrap

Wykorzystujac metode sieve bootstrap rozwazymy teraz uogolnienie algorytmu kon-
strukeji bezwarunkowych przedziatéw predykeyjnych (zaproponowanego m.in. przez
Stine’a (1987), Masarotto(1990) i Grigoletto(1998) dla proceséow AR(p)) na przypa-
dek modeli liniowych reprezentowanych jako proces AR(c0).

Przedzial predykcyjny bedziemy konstruowali aproksymujac nieznany rozklad
bledu predykcji A,(h) lub odpowiednio rozklad unormowanego bledu predykcji
T.(h) = An(h)/6,(h) dla estymatora optymalnego predyktora liniowego skonstru-
owanego na bazie obserwacji X, ..., X, z uwzglednieniem aproksymacji AR(p(n)).

Glowna idea wykorzystania metody sieve bootstrap w kontekScie prognozowa-
nia jest wygenerowanie replikacji X7,..., X na podstawie obserwowanego szeregu
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X1, ..., Xn, anastepnie rozszerzenie tej replikacji do przysztej chwili n+ h. Replika-
cje przysztych wartosci X}, ;, mozemy latwo wyznaczy¢ wykorzystujac aproksymacje
autoregresyjna (AR(p(n))):

AR i = OV X kvt v T Oy X pin iy 6
gdzie qﬁf, — 45;(”) — bootstrapowe replikacje estymatoré6w wyznaczone na bazie
£ . ..

Rozwazymy teraz dwie metody konstrukeji przedzialéow predykcyjnych

e Hybrydowe przedzialy predykcyjne
W tym przypadku aproksymujemy nieznany rozklad bledu predykcji

"An(h') = JYn+h - ann-f—h
odpowiednim rozktadem bootstrapowym

A;(h) = :+h - pr:Xr*L-i-h!

gdzie:

PanJrh - estymator optymalnego predyktora liniowego dla X, ,, wyznaczony
na podstawie obserwacji X1, ..., X, z uwzglednieniem aproksymacji AR(p(n)),
P,:‘ (»., - optymalny predyktor liniowy dla X} , wyznaczony na podstawie
obserwacji X7,..., X},

Metoda ta okreslana jest w literaturze jako hybrid bootstrap (Shao i Tu (1995)).
Oznaczajac przez ¢} i ¢j_, odpowiednie kwantyle rozktadu A’ (h) otrzymujemy
bootstrapowy przedzial predykcyjny

IB(h) = [ann+h + (];, f)ﬂXn+h I QT_Q]- (17)
W praktyce estymujemy ¢} i ¢}_, w oparciu o B replikacji (gdzie B odpowied-
nio duze).

e Studentyzowane przedzialy predykcyjne

Innym algorytmem, ktéry mozemy wykorzysta¢ do konstrukcji przedziatow
predykcyjnych jest metoda studentyzacji (bootstrap-t). Nieznany rozklad sta-
tystyki

Xn+h = ann—i-h
on(h) ’

T.(h) =

jest w tym przypadku estymowany rozktadem bootstrapowym

Sk P*X*
T* L) = n+h n<*n+h
W=
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gdzie 62(h) oraz 63%(h) sa odpowiednimi bledami $redniokwadratowymi pre-
dykcji (PMSE).

Studentyzowany przedzial predykcyjny jest ostatecznie postaci:
Ip_¢ (h) = [PaXnsn +t560(Rh), PaXnin + t_, 6a(R)], (1.8)

gdzie t, and t]_, sa kwantylami 7' (h), ktére mozemy estymowa¢ jak poprzed-
nio wykorzystujac odpowiednio duza liczbe replikacji bootstrapowych.

1.3 Rezultaty dotyczace zgodnosci

1.3.1  Okreslenie zgodnosci metody bootstrap

W rozdziale 1.2 zaproponowalismy wykorzystanie metody sieve bootstrap do aproksy-
macji nieznanego rozkladu bledu predykcji A, (h) (lub odpowiednio unormowanego
btedu predykcji 7),(h)). Uzasadnienie poprawnosci tej aproksymacji wiagze sie naj-
czgsciej z koniecznoscia udowodnienia twierdzen o zgodnosci. Przedstawimy teraz
pokrotce ogolng koncepcje zgodnosci metody bootstrap.

Definicja 1.3.1 (Staba i mocna zgodnos$é rozktadow)
Niech p - oznacza metryke na Fgps = {wszystkie rozktady na R°}.
Oznaczmy takze:

Hila) =Pl <3);
Hy(z) = P*(T; < 2),

gdzie ,gwiazdka” — jak zwykle w przypadku metody bootstrap — oznacza rozktad
warunkowy (pod warunkiem obserwacji X, ..., X,).
Wowczas:

e H} jest zgodnym estymatorem H, w metryce p (stabo p - zgodnym) jezeli
p(H H,) =0 gdy n — co.

e H} jest mocno zgodnym estymatorem H, (mocno p - zgodnym) jezeli
p(H), H,) — 0 pw. gdy n— 0.

Do najczesciej stosowanych metryk p naleza: metryka supremum p,, metryka
Lévy’ego py oraz metryka Mallowsa d,.

Definicja 1.3.2 (Metryka supremum)
Poo(F, G) = sup|F(s) — G(s)|
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Definicja 1.3.3 (Metryka Lévy’ego)
pr(F,G) :=inf{e>0: F(z—¢)—e<G(z) < F(z+¢)+¢ z€R}

Definicja 1.3.4 (Metryka Mallowsa)
Niech F,s = {G € Fps : [|z]"dG(z) < oo}. Dla dwdch rozktadow F oraz G z F, s
okreslamy ich odlegtosé Mallowsa jako:

dAF.G)= Tinf (E||X — Y”")Ua’”j

gdzie Tx y jest zbiorem wszystkich mozliwych rozktadow par (X,Y), ktérych rozkla-
dami brzegowyma sq odpowiednio F 1 G.

Informacje o wzajemnych relacjach pomiedzy réznymi rodzajami metryk proba-
bilistycznych mozna znalezé np. w pracy Gibbsa i Su (2002).

Stosunkowo niedawno Belyaev (1997) oraz Belyaev i Sjostedt - de Luna (2000)
zaproponowali inng definicje zgodnosci rozktadow okredlang jako staba aproksymacja
ciagu rozkladow (weakly approaching sequences).

Definicja 1.3.5 (Staba aproksymacja ciagu rozkladéw)

Niech {X,, Z,} oraz {Y,} beda dwoma ciggami zmiennych losowych, X,,Y, € R,
Zn, € 2Z,, gdzie X,,Z, sq zdefiniowane na tej samej przestrzeni probabilistycznej
(Q, F,P). Wowczas cigg rozktadow warunkowych {L(X,|Z,)} stabo aproksymuje
cigg {L(Yy)} wedlug prawdopodobieristwa, jezeli dla dowolnej funkcji cigglej i ogra-
niczonej h(-) € Cy(X) :

E[h’(Xn)IZﬂ] - E[h’(Yn)] _P:' 0.
Bedziemy dalej oznaczali:
L(Xn|Z) EB L(Y,) gdy n — oo.

Uwaga 1.3.1
W przypadku gdy mamy dwa ciggi rozktadow bezwarunkowych L£(X,) i L(Y,) przyj-
mujemy nastepujgcq definicje:

L(X,) +— L(Y,) gdyn — oo
wtedy i tylko wtedy gdy:
Vh() € Co(X)  E[h(Xa)] - E[h(Y)] — 0.
Definicje stabej aproksymacyi ciqggu rozkltadéow mozna takze wogolnié na przypadek

dwdch ciggow rozktadow warunkowych (Belyaev i Sjdstedt - de Luna (2000)).

Ponizej przedstawiamy najwazniejsze rezultaty udowodnione przez Belyaeva i
Sjostedt - de Luna (2000), ktore podaja zwiazki nowo wprowadzonego pojecia ze
zbieznoscig funkcji charakterystycznych oraz zbieznoscig wedtug rozktadu.

Zasadniczg role w cytowanych ponizej wynikach odgrywa zalozenie o ciasnosci

ciagu {Yy.}.
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Definicja 1.3.6 (Cigg ciasny)
Cigg zmiennych losowych {Y,} bedziemy nazywali ciasnym (ang. tight) wtedy i tylko
wtedy, gdy:

V €>0 3 zbidr zwarty C. C X, taki ze: P(Y, € C.) <edlan=1,2,...

Ustalmy nastepujace oznaczenia dla funkcji charakterystycznych:

bxaiz, () = E(e50|Z,)
() = E(e)

Twierdzenie 1.3.1 (Twierdzenie o ciggtosci)
Niech {X,,, Z,} oraz {Y,} bedq dwoma ciggami zmiennych losowych jak w Definicji
1.8.5. Ponadto, niech {Y,} bedzie ciggiem ciasnym. Wdowczas

L(XalZn) ¥ L(Ya) gdy n — oo,
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego t € R*
G20 (t) — Dy, (1) — 0 gdy n —> oo.
Lemat 1.3.1 (Podciggowa charkteryzacja bliskosci rozktadow )

Niech Y, bedzie ciggiem ciasnym. Wowczas nastepujgee warunki sq réwnowazne:
(i) L(X,) +— L(Y,) gdyn — oo

(1i) Dla dowolnego podciggu {ny}, takiego ze L(Y,,) — L(Yy) dla pewnej zmien-
nej losowej Yy, zachodzi rowniez L(X,,) — L(Yp), gdy k — oc.

(i) Dla dowolnego podciggu {ny} istnieje podcigg {nyy} oraz zmienna losowa Yy,
takie ze: L(Yn, 1)) — L(Yo) oraz L(Xn, 1)) — L(Ys), gdy | = oo.

Lemat 1.3.2 (Zbieznosé w metryce Lévy’ego)
Niech {Y,} bedzie ciggiem ciasnym.
Wowcezas

L(X,) «— L(Y,) <= pL(Fo,G,) — 0 gdy n — oo,

gdzie pr, oznacza metryke Lévy’ego natomiast F, i G, oznaczajg dystrybuanty roz-
ktadow odpowiednio X, orazY,.

Zauwazmy, ze aby zastosowa¢ Lematy 1.3.1 oraz 1.3.2 do dowodzenia zgodnosci
metody bootstrap wymagane bedzie ich uogoélnienie na przypadek rozkladow wa-
runkowych. Problem ten bedziemy rozwazali w rozdziale 1.3.2.
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1.3.2 Fakty pomocnicze
Stochastyczne relacje Op.(-) i op+(-)

Dla badania asymptotyki aproksymacji bootstrapowej wygodnie nam bedzie zdefi-
niowac i okresli¢ podstawowe wlasnosci dla stochastycznych relacji op-(+) i Op:(+),
ktore s odpowiednikami relacji op(-) i Op(-) (zdefiniowanymi np. u Serflinga (1991)).

Definicja 1.3.7 (,, Op+(1) wedtug prawdopodobieristwa”)
Mowimy, Ze

X» = 0Op«(1) wg prawdopodobieristwa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

Vepot Fiiaon PIPY|XY = 0ey) >e) g dlami=1,2;....
Definicja 1.3.8 (,, op«(1) wedlug prawdopodobieristwa”)
Mowimy, ze

Xy = op+(1) wedtug prawdopodobieristwa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

Vesnso 3n P(P*(|X;]| >d) >€)<n dla n> N.

Zauwazmy, ze zgodnie z przyjeta definicja:

X =op+(1) wgp-stwa <= X 2550 wg p-stwa.

n

Definicje 1.3.7 oraz 1.3.8 mozemy tatwo uogdlni¢ na przypadek dowolnego ciagu a,,
tzn. bedziemy przyjmowali, ze:
N Xa
X = Op+(a,) wg. p-stwa <= o Op+(1) wg. p-stwa
oraz
*

X = op(a,) wg. p-stwa <= —* = 0,:(1) wg. p-stwa.

an
Fakt 1.3.1 Przypusémy, ze:
(1) Xy =0p+(1) wg. prawdopodobierstwa,
(ii) Y 250 wg. prawdopodobieristwa.

Wowcezas
Xo Y’ 250 wg. prawdopodobieristwa.

Symbolicznie mozemy zapisaé: op-(1) Op«(1) = op+(1) wedtug prawdopodobierstwa.
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DowoODp FAkTU 1.3.1
Mamy pokazaé, ze:

Ve,é,n}ﬂ dn P(P'(lX:Y;| > 6) > 6) <n dla n > N.
Z zalozenia X} = Op.(1) wg. prawdopodobienistwa, tzn.
VE‘,T}"}D 3‘5"‘",)0 P(P*(lel o 651"‘_.??) > E’) < nf dla. n= 11 2, SRR

Niech €, 0 oraz 1 beda dowolnymi, ustalonymi, dodatnimi liczbami rzeczywistymi.
Przyjmijmy € = €/2 oraz n' = n/2. Wowczas istnieje d¢,y = d¢j2,5/2, takie ze:

P(P*(|X;] > beyy) >€/2) <n/2 dlan=1,2,....
Zauwazmy, ze:

PH(|X;Yr| > 6) = P*(|XRY7| > 6, | X5 > de )+
+P*(|XRY| > 6, | Xq| < der ) (1.9)
< P*(]X;| > 55*,13’J + P*(nyﬂ > 5/55’,:;-*)-

Z (1.9) wynika, ze:

P(P*(| XY »0) 3 €) <

< P(P*(|X2| > 8 y) + P*(|Y;¥| > /8¢t ) > €). (1.10)

Dalej mozemy oszacowac:

P(P*(|X3| > de ) + P*(|Y7| > 0/ber ) > €) <
< P(P(IX:| > ba) > €/2 lub P*(|Y;¥| > 6/6e,y) > €/2)
< P(P*(|X:| > ba) > €/2) + P(P*(|Y;}| > 6/00 ) > €/2)
< 02+ PPHYR] > 0/de ) > €/2).

(1.11)

Na mocy zalozenia (7i) dla dostatecznie duzych n mozemy zapisac:
P(P(Y3| > 0/be ) > €/2) <n/2. (1.12)
Ostatecznie zatem (1.10),(1.11) i (1.12) implikuje, ze dla dowolnych €,d,7 > 0
PP XY | =>0)>¢)<n/24m/2=79

dla dostatecznie duzych n, co konczy dowdéd Faktu 1.3.1.

Fakt 1.3.2 Niech

(i) XL 250 wg. prawdopodobieristwa,
(i) Y, —0.
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Wéwczas
X, +Y, 250 wg. prawdopodobieristwa.
Zapisujge symbolicznie: ops(1) + op(1) = op« (1) wedtug prawdopodobieristwa.

DowoOD FAKTU 1.3.2.
Mamy pokazac, ze:

Vesnso In P(P*(|X;+Ya| >0)>¢) <n dla n> N.

Niech €,9,7 beda dowolnymi, ustalonymi, dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Za-
uwazmy, ze:

PP X} + Ya| >0) >¢€) £
< P(PY(|X;] + |Yal > 6) > ¢)
< P(P(|X3]>6/2 v |Ya] >6/2) > €)
(P*(|Xal > /2) + P*(|Ya| > 0/2) > ¢)
(P*(| X3 > 6/2) > €/2 v P*(|Ya| > 6/2) > €/2)
(P*(IX3] > 6/2) > €/2) + P(P*(|Ya] > 6/2) > €/2)

L + L.

P(P
P(P
P(P
P(P

A IAIA

Oszacujmy teraz kolejno skladniki I, oraz Is.
Z zalozenia (i) dla dostatecznie duzego n mamy:

I = P{P*(|X}| > 4/2) »¢€[2) =5)2.
Stosujac dla drugiego sktadnika nieréwnosé Markowa otrzymujemy:

I, P(P*(|Yyn| > 6/2) > €¢/2)
P(E* 1qyv,|>s/2) > €/2)
f;(lumwm > €/2)

I

-

Yn|>4d/2
€/2

<
Z zalozenia (ii) dla odpowiednio duzego n mamy, ze
I, < n/2.
Otrzymalismy wiec, ze dla dowolnych ¢,4,7 > 0:
P(PY(|IX}+Yal > 8) > &) <n/2+n/2 =1

dla dostatecznie duzego n, co korczy uzasadnienie Faktu 1.3.2.

Fakt 1.3.3 Zatozmy, ze:

(i) |P*(Xy < u) = P(X < u)| =0,
dla dowolnego u bedgcego punktem ciggtosci dystrybuanty Fx,
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(it) Y 250 wg. prawdopodobieristwa,
(iii) Va = 0.
Wowczas
IP*(X:+Y*<u)—P(X+V,<u)| =0.

DowOD FAKTU 1.3.3
Dla dowolnego ¢ > 0 mozemy zapisaé

PHX:+ Y <u) =
= PXO+Yy<u ¥ <e)+ PXZ+Y; <u,|¥}| >e)
< PYX:+Yr<u|Yr<e)+ P(|Yr >e¢)
< PYX}<u+e)+ P(|Y} >e).

Z zalozenia (ii) otrzymujemy dla odpowiednio duzego n:
P*(|YY| > €) <k wg. p-stwa, (1.13)

gdzie k > 0 dowolne.
Otrzymali$my zatem:

P(X;+Yr<u)<P(X;<u+e)+kKk wg p-stwa. (1.14)

Z drugiej strony mamy:

PYXr<u-—¢)=
= P(X:<u—¢|Y}|2e)+ P (X;<u—¢lY| <€)
< P|YY>e)+ P(X:<u—¢l|YF <e)
< PV >e)+ P (X <u-—¢Yr<e
< P

*(|YE| =€) + P*EX;‘; + Y <u).
Wykorzystujac ponownie (1.13) otrzymujemy:
P (X:+Yr<u)>P(X;<u—€)—K Wwg p-stwa (1.15)
Postepujac analogicznie mozemy pokazac, ze:

PX+V,<u)<P(X<u+e€)+k. (1.16)
oraz

PX+V,<u)>P(X<u—¢€)—k. (1.17)

Wybierajac € tak aby u + € byly punktami ciagtosci dystrybuanty Fx otrzymu-
jemy na mocy zalozenia (i), ze:

|P*(X}) <uzxe)—P(X <uzte)| <k wg p-stwa. (1.18)
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Wykorzystujac teraz kolejno oszacowania (1.14), (1.17) oraz (1.18) otrzymujemy:

PrXa+Yr<u)-PX+Va<u)<

<P(X<u+e)—-PX <u—e€)+3k wg. p-stwa. (1.19)
Z drugiej strony stosujac kolejno (1.15), (1.16) i (1.18) dostajemy:
P(X:+Yr<u)—P(X+V,<u)> (1.20)

>P(X<u—e€)—P(X <u+e)— 3k wg. p-stwa.

Poniewaz u jest punktem cigglosci dystrybuanty Fx oraz € i k byly dowolnie
male, dodatnie, otrzymujemy ostatecznie:

PHXE Y <) — P+ VoL u) 200,

co konezy dowod Lematu 1.3.3.

Lemat 1.3.3 (Modyfikacja Lematu Stuckiego)
Przypusémy, ze:

(i) X 5 X wyg. prawdopodobieristwa,
(11) ) i 2% ¢ wg. prawdopodobieristwa,

(gdzie ¢ # 0 jest pewng stalq).

Wowezas

X* o .
7 25 wg. prawdopodobieristwa.
* c '

DowOp LEmMATU 1.3.3

Dla wygody dowodu zalézmy, ze ¢ > 0. Dowod przypadku ¢ < 0 przebiega
analogicznie.

Niech u bedzie punktem ciaglosci dystrybuanty rozkladu zmiennej losowej X/c.
Dla dowolnego ¢, takiego ze 0 < € < ¢ mozemy napisac:

P(7h<u) =

1.21
*P*(—&Su |Y*—c|<e)+P*(—ﬂ<u 1Y.r —¢c| > e). ( )

Bez utraty ogolnosci rozwazan mozemy przyjac¢ dalej, ze u > 0. Otrzymujemy
wowczas:

XE X2
* (= Yo —e| = < P2 <u, |[Yr—cl <
< Picu ¥ —d <o)

3
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Mozemy przedstawié¢ lewa i prawa strone w oszacowaniu (1.22) jako:

P (X;<ulc—¢), [Yy—c|<¢) =

e P*(}{: < ’U,(c - 6)) _ P*(X.: & u(c _ E), |},;:. . CI > E) (123)
oraz

PH(X:<ulc+e), |V —c <S¢ =

= P*(X} <ulc+e€)) — P(X*<ulc+e), |Y*—c| >e). (1.24)

Wykorzystujac (1.21)—(1.24) otrzymujemy, ze:

P*(X; < ule—¢) - PX(X3 <ulc—e), [¥7 —c| > € <
<P (% <u)—PH(3E <u, [Vi—c>¢ < (1.25)
< P*(X} <ulc+e) — P(X:<ulc+e), |YX—c|>e¢).

Zauwazmy teraz, ze zalozenie (17) (Y* e wg. p-stwa) implikuje, ze:

PE<u |3 —d>¢ <PY—d>e) = op(1),

PYX: £ u(c— €, |Yr—c|>¢) < P*|Yx—c|>¢€) = op(l), (1.26)
P*(X: <ulc+e), |Yr—c>€ <P (YF—c|>¢) = op(1).
Stosujac (1.26) do oszacowania (1.25) otrzymujemy:

P*(X} <u(c—¢€)) —op(l) < P"(%’:L < u)—op(1)

< PH(X: < ulc+e)) - op(1). el

Dobierajac €, tak aby u(c—€) oraz u(c+e€) byly punktami ciggtosci dystrybuanty
rozkladu zmiennej losowej X, otrzymujemy na mocy zalozenia (i), ze:
P*(X* < u(c—¢€)) —op(1l) = P(X < uc—¢))
oraz
P*(X* < u(c+¢€)) —op(1) = P(X < u(c+e¢)).

Z drugiej strony, poniewaz € moze by¢ dowolnie male i u bylo z zalozenia punktem
ciaglosci dystrybuanty zmiennej losowej X/c otrzymujemy ostatecznie, ze:

P*(ﬁgu)LP(igu),
&

co konczy dowo6d Lematu 1.3.3.
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Charakteryzacja podciggowa bliskosci rozkladow

Wykorzystujac omoéwiona w poprzednim podrozdziale koncepcje stabej aproksymacji
ciagu rozkladow (Belyaev (1997), Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) udowodnimy
teraz rezultat bedacy uogoélnieniem Lematu 1 (Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) na
przypadek rozktadéow warunkowych. Wynik ten bedzie wykorzystany nastepnie w
dowodzie Lematu 1.3.5 oraz w dowodzie twierdzenia o zgodno$ci metody bootstrap-t.

Lemat 1.3.4 Niech Y, bedzie ciggiem ciasnym. Wowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) L(Xn|Z,) L(Y,) gdyn — oo

(it) Dla dowolnego podciggu {ny}, takiego ze L(Y,,) — L(Yp) dla pewnej zmien-
nej losowej Yy, zachodzi rowniez L(X,,|Z,,) — L(Yy) wedtug prawdopodo-
bieristwa, gdy k — oo.

(i11) Dla dowolnego podciggu {ny} istnieje podcigg {nruy} oraz zmienna losowa Yj,
takie ze: L(Yn, @) — L(Yo) oraz L(Xn, )| Zn,1y)) — L(Yo) wedtug prawdo-
podobienstwa gdy | — oo.

DowoOp LEMATU 1.3 .4.

» (1) = (i1)”
Z zalozenia Y, jest ciagiem ciasnym, a zatem z tw. o ciaglosci (Tw. 2, Belyaev (1997),
Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) otrzymujemy, ze dla dowolnego ¢t € R:

dx, (t|Zn) — by, (t) = 0 gdy n — oo, (1.28)

gdzie ¢x, (-|Zn), ¢y, (-) oznaczaja odpowiednie funkcje charakterystyczne.

Rozwazmy teraz podciag {nx}, dla ktorego L(Y,,) — L(Yp) gdy k£ — oo, dla
pewnej zmiennej losowej Yp. Zbiezno$é staba rozkladéw implikuje zbieznos$é funkeji
charakterystycznych dla dowolnego t € R:

Oy, (8) — oy, () gdy k — oo (1.29)
Zauwazmy, ze z (1.28) wynika réwniez:

6%, (t1Zn,) = b7, (£) = 0 gdy k — o0, (1.30)
(1.29) i (1.30) implikuje, ze :

Ox,, (t1Zn,) = by, (t) gdy k — o0,

a to na mocy twierdzenia o ciaglosci (Tw.2, Belyaev i Sjostedt- de Luna (2000))
oznacza, ze:

L(Xn,|Zn,) — L(Yy) wg. prawdopodobienstwa, gdy k — oo.
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wl48) = (33e)”

Poniewaz z zalozenia {Y,} jest ciggiem ciasnym, to z tw. Prohorowa (Billingsley,
(1968)) otrzymujemy, ze dla dowolnego podciagu {ny} istnieje podciag {nx(l)}, taki
ze:

£(¥ay) 2 L(Y0).
Z (ii) otrzymujemy, ze rowniez

L(Xn,)| Zneay) — L£(Ys) wg. p-stwa gdy | — oo.
» (118) = (2)”
Zgodnie z Definicja 2 (Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) mamy pokaza¢, ze E[h(X,)|Z,]—

E[h(Y,)] = 0 dla dowolnej funkcji h(-) ciaglej i ograniczonej.
Niech h(-) € Cyp(&X). Oznaczmy:

Ay = E[MX,)|Za] — E[MY,)].

Z (iii) otrzymujemy, ze dla dowolnego podciagu {n;} istnieje podciag {nx(l)},
taki ze:

EMXun)|Zu,)] — E[h(Y)] (1.31)
oraz

Eh(Yn,@)] — E[h(Yo)] (1.32)
gdy | — oco. Z (1.31) i (1.32) wynika natomiast, ze

Any() = E[MXn, )| Znu) = E[M(Ya, )] — 0 gdy I = 0.
Z Tw. 1.6.1 (Serfling, (1991)) istnieje podciag {nk(l,n)}, taki ze:

An, () — 0 1z p-stwem 1, gdy m — oo.

Otrzymalismy wigc, ze dla dowolnego podciggu {n} istnieje podciag {nx(ln)}
taki ze

Any(tm) — 0 2z p-stwem 1, gdy m — o0,

lm

a to na mocy Tw.20.5 (Billingsley, (1987)) oznacza ze A, —s 0.
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Zbieznos$¢ w metryce Lévy’ego

Kolejny rezultat zwigzany jest z rownowazno$cia stabej aproksymacji ciagu rozkla-
dow ze zbieznoscia w metryce Lévy’ego. Wynik ten stanowi uogoélnienie Lematu 10
(Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) na przypadek rozkladéw warunkowych.

Lemat 1.3.5 Niech {Y,} bedzie ciggiem ciasnym.
Wowcezas

L(Xa|Zn) EB L(Y,) < pu(FF,Gn) =50 gdy n — oo,

gdzie pr, oznacza metryke Lévy’ego natomiast Fy i G, oznaczajg dystrybuante roz-
ktadu warunkowego X, pod warunkiem Z, oraz odpowiednio dystrybuante rozktadu
Yoo

DowODp LEMATU 1.3.5.
jl}
Zal6zmy, nie wprost, ze

pL(Fr:aGn) %Z) 0.
Wowczas istnieje podciag {n;} oraz § > 0, dla ktorych:
d(pL(F, ,Gy,),0) > 6, (1.33)

gdzie d(-, -) oznacza metryke zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa (np. Loéve, str.
175, p.9).

Na mocy ciasnosci ciagu {Y,} otrzymujemy z tw. Prohorowa, ze dla podciagu
{ni} istnieje podciag {nx(l)} taki ze

L(Yn, ) — L(Ys) gdyl— oo

dla pewnej zmiennej losowej Yj.
Z Lematu 1.3.4(ii) otrzymujemy, ze rowniez:

L(Xn, )| Zney) — L(Ys) wg. prawdopodobienstwa, gdy | — oo.
Oznaczajac przez Gy dystrybuante rozkladu zmiennej Yy mozemy teraz oszacowac:
PL(F:,‘U): Gn,)) < PL(F:,‘{I): Go) + PL(Gri()s Go).

Poniewaz zbiezno$¢ staba jest rownowazna zbieznosci w metryce Lévy’ego otrzymu-
jemy ostatecznie, ze

pL(Fy 1), Griy) — 0

co jest sprzeczne z (1.33).
= c »
Przypus$¢my, nie wprost, ze istnieje taka funkcja ciagla i ograniczona hg(-), dla ktorej

E[hG(Xn”Zn] - E[hU(Yn)] 7PL> 0.
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Wowczas istnieje podciag {n,} oraz § > 0, dla ktorych:
d(Elho(Xn,)|Zuy) = Elho(Ya,)],0) > 6, (1.34)

gdzie d(-,-) oznacza, jak poprzednio, metryke zbieznosci wedlug prawdopodobieri-
stwa.

Z tw. Prohorowa, otrzymujemy ze dla podciagu {n} istnieje podciag {nx(l)},
taki ze

L(Yn.)) — L(Yo) gdyl— oo

dla pewnej zmiennej losowej Y; o dystrybuancie Gy. Z tego wynika w szczegolnosci,
ze:

Elho(Yn,@))] — E[ho(Yo)] gdy I — oo. (1.35)

Poniewaz

PL(F;,C(W Go) < PL(RL(;):GM(!)) i 5 pL(Gﬂk(f)? Go),
oraz zbiezno$¢ staba jest rownowazna zbieznosci w metryce Lévy’ego otrzymujemy,
ze rowniez pr(Fy, 4, Go) — 0 gdy | — oo, a to implikuje ze:

E[ho(Xny)|Znyw)] = Elho(Yo)] gdy I = oo. (1.36)
Z (1.35) i (1.36) wynika nastepnie, ze:
E[ho(Xny)|Zn,@)) = Elho(Ynu@y)] — 0 gdy | — oo,

co daje sprzecznosé z (1.34).

Uogoélnienie twierdzenia Craméra-Wolda

Sformutujemy teraz uogoélnienie klasycznego twierdzenia Craméra-Wolda na przypa-
dek ciagu wektorow losowych stabo aproksymujacych sie¢ (ang. weakly approaching).

Tw. to pozwala sprowadzi¢ problem uzasadnienia zgodnosci rozkladéw wielowy-
miarowych do badania zgodnosci rozktadéw kombinacji liniowej sktadowych. Wynik
ten moze by¢ wykorzystany do uzasadnienia zgodno$ci wielowymiarowych (réwno-
czesnych) przedzialow predykcyjnych.

Twierdzenie 1.3.2 Niech X, = (Xn1,...,Xnk) oraz Y, = (Ya1,...,Ya) bedg
dwoma ciggami wektorow losowych. Zatézmy ponadto, ze Y ,, jest ciggiem ciasnym.
Wowczas:

L(X,|Z,) €3 L(Y,) =
= L Xng+ oo+ M Xnk|Za) EB L Y1+ ...+ M Yop)

dla dowolnego wektora A = (Ay, ..., k).
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DowoD Tw. 1.3.2
0 ¢11
Poniewaz Y, jest z zalozenia ciagiem ciasnym, to z tw. o cigglosci dla rozkla-

dow stabo aproksymujacych sie¢ (Tw. 2, Belyaev (1997), Belyaev i Sjostedt (2000)),
wiadomo ze:

dla dowolnego te Rk, gdzie

k
dx. 12 (t) = E(exp(i Z Xn ;)| Zn)

oraz
k
¢y, (t) = E(exp(i ) t; Yn;))
=
Wezmy t = ) - s, gdzie A € R¥ i s € R dowolne.

Wowcezas

bx |2,(t) — ¢y (1) =
= E(exp(is z?:l AjiXn,j)|Zn) — E(exp(is 2?:1 AiYn,;5)) (1.38)
= ﬁé,\lx,,‘1+...+,\kx,,lk|z,.(3) - ¢A;YR‘1+...+A,¢Y“,;¢(5)-

(1.37) i (1.38) oznacza, ze dla dowolnego s € R:

Oos XuiabtMXn 4125 (8) = Bnive bt inyas (8) — 0.
Stosujac ponownie tw. o ciagtosci otrzymujemy, ze
LOaXny+ oo+ M Xnk|Za) ES LA Yan + ...+ A Yan).

n
n <:
Zauwazmy, ze na mocy cytowanego juz twierdzenia o cigglosci:

P
Doy X1+t Me X slZn (S) = D21 Vot A Yaa (8) — O

dla dowolnego s € R.
W szczegdlnodcei dla s = 1 otrzymujemy:

k k
E(exp(i Z Xn)|Zn) — E(exp(i Z = ¢x 1z.(A) — by, (A) =0,

Poniewaz A € RF bylo dowolne, to stosujac jeszcze raz tw. o cigglosci (Tw. 2, Belyaev
(1997), Belyaev i Sjostedt (2000)), otrzymujemy, ze:

E(iﬂ. | Zﬂ-) M ‘C(Xﬂ'.) =
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Twierdzenie o cigglosci

Kolejne twierdzenie ustanawia zwiazek pomiedzy punktowa zgodnoScia ciggow dys-
trybuant, a zbieznoscig funkcji charakterystycznych.

Twierdzenie 1.3.3 Jezeli:
(i) ciqg Y, jest ciasny,
(i) P (X*<u)—P(Y,<u)—0 dila u€eE,

gdzie: E jest zbiorem gestym w R oraz miara Lebesque’a zbioru E° jest rowna
0, P*(-) oznacza jak poprzednio rozktad warunkowy (pod warunkiem obserwa-

cji),
to

dx:(t) — by, (t) — 0 dla dowolnegot € R.

Ponadto, zbieznosé ta jest jednostajna wzgledem t w kazdym skonczonym prze-
dziale wartosci t.

DowOD TWIERDZENIA 1.3.3

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

Fol) = XL <)

Gn(') = P(Yﬂ. S ')1

Q’)X;‘ (f) = ffooc etmdf::(l),

Py, () = [2 e"dGy(z).
Z zalozenia (i), Y, jest ciagiem ciasnym, tzn.

Yese Jiso PUY| 300;) <on dla mi= 1,200

Niech k = €/12, gdzie € > 0 - dowolne, ustalone. Woéwczas istnieje o, takie ze

PilYlo ) =efl12 dla e 1,250

Poniewaz F jest z zalozenia zbiorem gestym, mozemy wziaé o., 0! € E takie, ze
0! < —6, oraz § > d.. Wowcezas otrzymujemy

P(Y, <& V Y, >8") < P(|Ya| > 6) < ¢/12.

Przedstawmy teraz:

! "

o L 0o |
bx: (1) = / SedFy() + [ P (@) + [ @R () = Iy + Iy + I,

oraz

ri(t) = [%€dGu(a) + fy €dCn(z) + [iF ¢**dGn(2)
= In1 + Ing + Ins.
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Rozwazmy roznice

U

'5(:’ . € .
L=l = [ edFi(@) - [ ¢dGa(z).

g

"
¢
Stosujac wzor na catkowanie przez czesci otrzymujemy:

6”

:;2 — In? — e‘itx(FT:(:C) == Gn(g;)) |g€ - ?t 61{ (F;:(x) _ Gn(it))eitx dﬁ?

Dalej mamy

II;2 - n2| S
< |F2(8Y) — Gu(3)] + [F3(8Y) — Gu(8")| + It] Jo¥ |F}(2) — Gnl(z)| dz

Poniewaz d.,6! € E to na mocy zalozenia (i¢) otrzymujemy, ze dla odpowiednio

duzego n: o

IF2(50) = Gal8)] < /9, we. p-stwa (1.39)
oraz

|FX(0Y) — Gn(0Y)] < €/9, wg. p-stwa. (1.40)

Niech T} < t < T, gdzie T}, T»- dowolne, ustalone. Oznaczmy K = maz(|T}|, |T3|).
Wowcezas

5;" (5:# )
1 [ 1Fi@) ~ Ga@)lde < K [ |F3(@) - Gu(a)] da (1.41)

Poniewaz |F}(z) — G, ()| jest jednostajnie ograniczone wzgledem n oraz z zalozenia
zbiega do 0 wedlug prawdopodobieristwa (dla prawie wszystkich x), to z wersji tw.
o zbieznosci zmajoryzowanej dla ciagu proceséw stochastycznych (Andersen i inni,
(1993), Proposition I1.5.3) otrzymujemy, ze dla dostatecznie duzego n :

&
K /5 " |Fi(2) = Gul2)|dz < ¢/9 wg. p-stwa. (1.42)
Ostatecznie zatem (1.39),(1.40),(1.41) i (1.42) implikuje:

|15y — Ina| < €/9+¢€/9+¢€/9 =¢€/3 wg. p-stwa.

Rozwazmy teraz

. a .
I — Iy = / et dF*(z) — f €17 dG, ().

oo — 00

Mozemy oszacowaé

& . LA
B = Il < [ €WEL @) + [ 61dGn(@) = Fi(5) +Ga(5):
—oo —00
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Z zalozenia o ciasnosci Y, otrzymujemy, ze:

Gu(6;)) = P(Ya<d) <P(Yo<6,VY,>d)
< P(|Yl=46) (1.43)
< €/12.

Z drugiej strony, poniewaz 0, € E z zalozenia (¢7) otrzymujemy rowniez, ze

Fy(6,) < |Fy(6,) — Gu(d)| + Gn(d)) < €/6 wg. p-stwa. (1.44)
Otrzymane oszacowania (1.43) i (1.44) pozwalaja nam napisac:

|In, — In1| <€/6+¢€/6 =¢€¢/3 wg. p-stwa.
Postepujac analogicznie jak powyzej mozemy pokazaé, ze:

|y — Ins| < €/3 wg. p-stwa.

Ostatecznie zatem otrzymaliSmy, ze dla dostatecznie duzego n i dowolnego t €
(71, T2):

xz(t) — oy, ()| < L) — Ina n2 ~ In2 n3 — In3| < € Wg. p-stwa,
|pxz (t) — v, ()] < |1 |+l — Toal + 13 = t

co koriczy dowdd Twierdzenia 1.3.3.

1.3.3 Zgodnos¢ metody hybrid bootstrap

Sformulujemy teraz lematy pomocnicze wykorzystane nastepnie w dowodzie zgod-
noéci metody hybrid bootstrap.

Lemat 1.3.6 (Bihlmann (1997), Lemat 5.4)
Niech spetnione bedg zatozenia Al' dla s = 4, A2 dlar =1 oraz B dla p(n) =
o((n/log(n))Y?). Wéwczas dla dowolnegot € Z:

€ 2 € wedtug prawdopodobieristwa.

Lemat 1.3.7 Przypusémy, ze spetnione sq zatozenia A2 dlar > 1 (r € N) oraz B
dla p(n) = o((n/log(n))®+2), Woéwczas

p(n)

> i Xnsioi+ O (65 — i) Xns1-; = op(1).
j=1

j=p(n)+1
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Dowop LEmMATU 1.3.7
Oznaczmy

p(n)

Z Qf)j ﬂ+1—J+Z n+1 _}—Sl+52

J=p(n)+1

Oszacujmy pierwszy skladnik.

E’S]l E‘ Zocip(n)+1 ¢j n+l- Jl
E( = p(n +1 |¢J| |Xn+1 Jl)

\JEXz J= p(n +1J¢J|

IAIA

Z zalozenia A2, wynika ze 372,7" [¢)j| < oo, a stad (np. Lemat 2.1, Biithlmann
(1995)) otrzymujemy rowniez, ze 332, j" |¢;] < oo.
Dalej mamy

Z J |¢JI> Z (p(n [(ﬁj
Jj=p(n)+1 Jj=p(n)+1

a to oznacza, ze 3.2 )11 |95] = o(p(n)™"). Ostatecznie otrzymujemy wiec E[S,| =

o(p(n)™").

Wykorzystujac teraz nierowno$¢ Markowa dostajemy, ze dla dowolnego € > 0
P(1S1] > ¢) < E|Sul/e,

czyli S; = op(p(n)™").
Oszacujmy teraz S,.

52| = [Zp(n)( — 6;) Xnt1-3]
= | Z 1 (qu Qﬁj,n + ¢)j n (ﬁj) nil-l)u_;.-l .
S | _;a: ((;‘63 Qﬁj,ﬂ) n+1 _:-'l + I Epn (‘?5311 ¢j)Xﬂ+l—j|
= L+ 15,
gdzie Qp(n) = (1ns- - -» Pp(n),n)’ spelnia teoretyczne rownania Yule’a-Walkera, tzn.
p(m) Loy = ~Dpny
gdzie ['yn) = [v(Z — 3)];5,- )11 L™ 1)y« s 7(p(n))).

Do oszacowania I; wykorzystamy rozszerzona nieréwnos$¢ Baxtera (Deistler i
Hannan (1988), Tw. 6.6.12, str. 271)

Pfﬂ o0
Zi¢3n ¢j|§c Z |¢5J'|:
j=p(n)+1

gdzie c-stala zalezna od modelu teoretycznego.
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Mozemy wiec zapisac:

EL | P{”)(cﬁ; Bin) Xnt1-;]
) B\ X1+ [sn— 4]

':l
\HEXE ©.Go 2 =p(n)+1 |¢JI = o(p(n) T)'

Aby oszacowa¢ I, wykorzystamy nieréwnos¢ Cauchy’ego oraz tw. 2.1 (Hannan i
Kavalieris (1986)):

lrga{x |¢'J ‘»Isjn] = Opuu. (V logn/n) .

I, = I p(n)( J )Xn+1 J]

IAIA

< VoG b VI X

< \/Ep(n (max1<j<p(n)]¢j—¢jn|) s S X2 s
— (n)

= s |6; — biml VE5 X,?le i

Oszacujmy teraz Zp("‘f X3 1=4-

Niech € > 0 dowolne. Wezmy 1 = /EX?/e. Wowcezas z nierownoéci Czebyszewa
otrzymujemy:

fp(n )
P(Z nH_JZ?}‘)SE,

p(n)

a to oznacza ze

p(n)
Z X3+1—j = OP(\/P(”))-
Jj=1

Ostatecznie zatem
Iy = Op (p(n) (log(n)/n)''*) = Op ((n/ log(n)) 777 )
co konczy dowéd lematu 1.3.7.
a
Lemat 1.3.8 (Proposition 3.5, Alonso, Peria i Romo (2001))

Niech bedq spetnione zatozenia: Al dla s = 4, A2 dlar > 1(r € N) oraz B
dla p(n) = o((n/ log(n))rlﬂ). Ponadto, niech Qp(n) = (P1,ns-- - Dpn)n) Spetniajg

teoretyczne rownania Yule’a- Walkera, tzn.:

FP(R) ¢p[n) = _’}(pfﬂ.]’
gdzie Tpiny = [v( — J) ]é, 1 Ypm) = (v(1),...,v(p(n)))".
Wowezas

max |<f); — ¢jn| =50 wedtug prawdopodobieristwa.
1<j<p(n)
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Fakt 1.3.4 Przy zatozeniach jak w Lemacie 1.3.8

max |¢3; — 95l 2550 wedtug prawdopodobienistwa.
1<5<p(n)

Dowop FAKTU 1.3.4

Mozemy oszacowaé

max |¢* — ¢:| < max |é* — ¢, max N max |d;, — &l
1$j5p(n}|¢~’ ¢j|—1£j£p(n)‘% ¢J‘H|+1gj5pfnl|¢3’” %‘”l_{_lgjgp(n)l%’” %3l

W dowodzie Proposition 3.5 (Alonso, Pefia i Romo (2001)) pokazane zostalo, ze:

max [¢7 — @;n| = Op-((n/ log(n))_f;r_;‘“) wedlug prawdopodobierstwa.

1<j<p(n)

Ponadto, Hannan i Kavalieris ((1986), Tw. 2.1) udowodnili, ze:

max )|¢5j,n — djm| = O(/log(n)/n) pw.

1<j<p(n

oraz

max [§;. — ¢;] = O(y/log(n)/n) + o(p(n)™") p.w.

1<5<p(n)

Ostatecznie zatem

Km{a)(( ) |(5; — ¢;| = Op«((n/log(n))” (;’":flz)) wedlug prawdopodobienstwa
<j<p(n

co konczy uzasadnienie Faktu 1.3.4.

O
Uwaga 1.3.2
Dla uproszczenia notacji bedziemy oznaczali estymator optymalnego predyktora linio-
wego wyznaczonego na bazie Xy, ..., X, z uwzglednieniem aproksymacji AR(p(n))

jako X, n, zamiast stosowanego w rozdziale 1.2 oznaczenia P, X, . Analogicznie

. D% Vok : ; ; *
zamiast Pr X7, przyjmujemy oznaczenie X .

Kolejne dwa fakty podaja zalezno$ci rekurencyjne dla bledu predykeji i odpo-
wiednio bootstrapowego bledu predykcji.

Fakt 1.3.5 (Wzor rekurencyjny dla bledu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h € N) oraz dla dostatecznie duzego n:

Xn+h - Xn+r‘a = Z?;ll ‘ﬁj(Xn+h—j - An+h—j) i3 Z?(:nl}((ﬁj = (f)j)Xn+h-j+
+ X5 pm)+1 PiXnth—j + Ensn.
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Dowo6p FAKTU 1.3.5
Wykorzystujac reprezentacje AR(oco) dla szeregu X; mozemy zapisaé:

oo
Xnth = D 0i Xnih—j + €nsn- (1.45)
j=l1

Poniewaz dla dostatecznie duzego n mamy p(n) > h, mozemy przedstawic¢ predyktor
Xn+n W zalezno$ci od prognoz dla wezeéniejszych krokow 1,2, ..., h— 1 nastepujaco:

Xn—i—h = &’an+!1—1 sk Qah—an+l + {thn Fa é:ﬂ(ﬂ}Xﬂ—l—h—p(ﬂ)' (146)

Odejmujac (1.46) od (1.45) otrzymujemy juz teze Faktu 1.3.5.

Fakt 1.3.6 (Wzor rekurencyjny dla bootstrapowego btedu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h € N) oraz dla dostatecznie duzego n:

h—1
Xoth — Xpin = Z (0. CIPEDED. NI E. L
i=1
DowOD FAKTU 1.3.6

Postepujac analogicznie jak w dowodzie Faktu 1.3.5 mozemy przedstawi¢:
i = O X i oot ‘ﬁ;(n)X;:Jrh—p(n) +E s (1.47)
oraz predyktor dla X}, skonstruowany na bazie obserwacji X7,..., X} :
Xowh =01 Xan1+ o+ G Xnn + O XS+ oo+ Oy Xnphopm)-  (1.48)

Odejmujac teraz (1.48) od (1.47) otrzymujemy juz wzor rekurencyjny na bootstra-
powy blad predykcji.

Fakt 1.3.7 (Stochastyczna ograniczonosé btedu predykcji)
Dla dowolnego, ustalonego h =1,2,...

Xn+h — Xngn = OP(l)
Dowop FakTu 1.3.7

Do uzasadnienia Faktu 1.3.7 wykorzystamy rozumowanie indukcyjne.
(h=1)
Wrykorzystujac Lemat 1.3.7 otrzymujemy

Xn+l = )A(n-H = Z?(:nl)(¢j - éj)Xn&l—j + Z_?ip{n)+1 ﬁﬁ’j ’n+1-j + En+1
= op(1) + €n
= 0p(1).
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(h — dowolne)
Przyjmijmy zalozenie indukcyjne:

~

Xoin=Xoin =0p(1) dla, 1< b€ k=1,

Korzystajac z zaleznosci rekurencyjnej (Fakt 1.3.5) oraz Lematu 1.3.7 otrzymujemy
dla horyzontu h:

Xnih = Xnin = T8 $i(Xnshei — Xnyhoi) + S0 (05 — 63) Xntnojt
-+ Z_?iy(n)ﬂ Qi Xnshi-7 + Enan

= Z?:_f ¢i(Xn+h—z' - Xn+h—1‘) + OP(I) + €nth.

Wykorzystujac dalej zalozenie indukcyjne dla (X, 1p—i — Xpin_i), gdzie (1 < i <
h — 1) otrzymujemy ostatecznie, ze:

-X’n—{-h - Xﬂ+h = OP(I)

Fakt 1.3.8 (Stochastyczna ograniczonosé bootstrapowego bledu predykcii)
Dla dowolnego, ustalonego h = 1,2, ...

Sk

ek = X,’:_Hl = Op+(1) wedlug prawdopodobienstwa.

DowOD FAKTU 1.3.8

Przyjmijmy, ze h = 1. Niech ¢ > 0 bedzie dowolne, ustalone. Woéwczas wyko-

rzystujac nierownosci Czebyszewa oraz Lemat 5.3 (Biihlmann,(1997)) otrzymujemy:
PA(| X540 = X::Jrl’ > 6) P*(If;+1|2> de)
E*(en41) /(552)

E(e1)?/(02) + op(1).

IAIA

Biorac 6. = \/E€?/e otrzymujemy ostatecznie, ze:
Veso0 Js.>0 P*(IX:¢+1 = X:+1| > 0.) < € wg. p-stwa,
a to oznacza, ze:

mi1 — Xpip = Op«(1) wedlug prawdopodobienstwa.

Uzasadnienie Faktu 1.3.8 dla dowolnego h otrzymamy przeprowadzajac rozumowanie
indukcyjne, podobnie jak w dowodzie Faktu 1.3.7.

O
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Fakt 1.3.9 Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h € N) mozemy przedstawié
bted predykcyi jako:

X7L+h - Xﬂ+h — dl‘h'(éh—l) €n+1 F T dh—l,h(éh_l) €nth—1 + En+h + OP(].),
gdzie dy p, . . ., dp—1,n~ funkcje ciggte oraz ¢, = (7 G ) B

DowOD FAKTU 1.3.9.

W uzasadnieniu wykorzystamy indukcje wzgledem h.
(h=1)

W tym przypadku mamy:

Knji— X?H—l = €pt1 + (Z?Sl)(éj - ‘;Sj)Xn—H—j + Z:ﬁp(n)“ ¢ Xn+1-j)
= €n+1 I OP(l)

przy czym ostatnia rownos¢ jest konsekwencja Lematu 1.3.7.
(h-dowolne)
Przyjmijmy zalozenie indukcyjne, ze dla horyzontu k, takiego ze 1 < k < h — 1,
mozemy przedstawié¢ blad predykecji X, — Xﬂ+k jako:
Xn:f-k - ’n+k = _
= d1k(P1,-- ) Pk-1) €n1 + ... +di14(D1,- . ., Pr—1) Entk-1 + €nsr + 0p(1)

Dalej, korzystajac kolejno z zaleznosci rekurencyjnej (Fakt 1.3.5) oraz z Lematu
1.3.7 otrzymujemy:

Xpsh = Xpan, = Z?;f Gi(Xnth—j — Xnsnoj) + Z?SP(% — 05) Xnsnojt+
+ Zj?c_ig;{n).;.] ¢j~Xn+hjj + €nth
= 3101 6i(Xnsn-j — Xn+h—j) + €ntn +0p(1)
= ;51 ¢i(Xnsn—j — Xnsn-j)+
+ Z?;ll(tﬁj - ‘ﬁj)(erjh—j — Xn+h—j) + €ntn +0p(1)
= E?;l ¢i(Xn+n—j — Xntn—j) + €ntn +0p(1),
przy czym ostatnia rowno$¢ jest konsekwencja stochastycznej ograniczonosci bledu
predykcji (Fakt 1.3.7) oraz wynikajacego z Tw. 2.1 Hannana i Kavalierisa (1986)
faktu, ze max,<j<p(n) |9; — @;| = op(1).
Wykorzystujac teraz zalozenie indukcyjne dla kazdego ze skladnikéw X, p_; —

Xnth—j, otrzymujemy ostatecznie tez¢ dla horyzontu h, co konczy dowod Faktu
1.3.9.

O

Fakt 1.3.10 Dla dowolnego, ustalonego horyzontu h (h € N) mozemy przedstawié
bootstrapowy blgd predykcyi jako:

n+h — Xn4h =
=din(@,_,) €1t + 1@, ) €nsn1 + €npn +0pe(1),
gdzied, , . .., dn_1 n— funkcje ciggle, (jak w reprezentacji btedu predykcji (Fakt 1.5.9)
) oraz Qh—l = (¢11 it ')¢h~1)'
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Dow6p FAkKTU 1.3.10
Zauwazmy najpierw, ze dla h = 1 mamy:

Xot1— X::+1 = €n41-
Z kolei, korzystajac z Faktu 1.3.6 dla dowolnego A mozemy napisac:
nih —Apyn = <f5*( A X 3) g Y
— E ( ¢j)( :;-fh—_,: X:Lr+h j)+

Z qb.?( n+h - AXn-Ha—;) + En+h
Z é.?( n+h -3 n+h—j) + E:1+h + OP'(I)'

W ostatniej rownoéci wykorzystaliSmy Fakt 1.3.4, tzn. :

ma S
1<3<p}({n |¢ (f)}l

oraz Fakty 1.3.811.3.1. Rozumowanie indukcyjne analogiczne jak w dowodzie Faktu
1.3.9 konczy uzasadnienie Faktu 1.3.10.

O

Przejdzmy teraz do sformulowania i udowodnienia zasadniczego rezultatu doty-
czacego zgodnosci metody hybrid bootstrap.

Twierdzenie 1.3.4 (Zgodno$¢ metody hybrid bootstrap)
Przypusémy, Ze spetnione sq zatozenia: Al dla s =4, A2 dlar > 2 oraz B dla

p(n) = o((@)zrlﬂ). Wéwczas

P*(Xsn — Xion € ©) = P(Xnsh = Kosn < w)| = 0p(1) (1.49)

dla dowolnego u bedgcego punktem ciggtosci dystrybunaty zmiennej losowej
dl,n@h_l) 5 Tl dh—l,h@h_l) €n—1 + €, gdzie (_}'5_,1_1 = (@1, Pn-1)-

DowOD TWIERDZENIA 1.3.4.
Dla przejrzystosci dowodu, przedstawiamy go w dwoch krokach, dla h = 1 oraz dla

dowolnego h.

Krok I: h=1

Wykorzystujac reprezentacje AR(oco) dla procesu X; mamy

n+1 Zcbj ntl—j T €nyg1-
j=1

Estymator optymalnego predyktora jednokrokowego dla X, skonstruowany na
bazie aproksymacji procesem AR(p(n)) wyraza sie jako:

A

11+1 ¢51X +...+ &p(n)Xn—p(n)+1-
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Analogicznie mozemy przedstawi¢ najlepszy predyktor liniowy dla X}, skonstru-

owany na bazie obserwacji X7,..., X}, gdzie X, = 3" F 1 O X F 6y
* Tk Vx
Xn—}-l ¢1‘Xn qﬁp(n) n+1—p(n]'

Wykorzystujac Lemat 1.3.7 oraz fakt, Ze €, jest ciagiem i.i.d. i €} jest warunkowo
ciagiem ¢.2.d. otrzymujemy:

|P* (X1 — Xy S 1) — P(Xnp1 — Xn+1 < u)| =

IP*( €n+1 S u) - (E?H-l < u— (Zp ((ﬁj ) n+1—j+
+Emp(n)+1 ¢'an+1 J))l

|P*(e541 < u) — P(ént1 < u—op(1))]

= |P*(ef < u) — P(er < u—op(1))]

< |P*(e <u)— Pleg < u)|+ |P(eg < u) — P(e; + op(1) < u)l.

Il

Stosujac Lemat 5.4 (Bithlmann, (1997)) oraz Lemat Shuckiego otrzymujemy, ze
dla dowolnego u bedacego punktem ciaglosci rozktadu ¢,

IP*( n+1 X;-!-l < u) - p(Xﬂ+l - X‘n+1 < u)] = OP(l):

co konczy dowéd KROKU 1.

KRrok II: h dowolne

Wykorzystujac reprezentacje bledu predykeji (Fakt 1.3.9) oraz bootstrapowego
btedu predykcji (Fakt 1.3.10) mozemy napisac:

P*(Xqin — Xn+h = U) P(Xn+h — Xntn S u) =
= P*(dl,h@h_l) ntl T F dh—l,h@h_l) Gish—i Tt op+(1) < u)+
_P(dl'h(gh—l) [ T e dh_l'h(u(‘-ﬁ.h—l) €En+h—1 Tt €nyn + Op(l) < U) (150)
= P*(dl!h(éh—d) ET s T dh_l'h(éh—l) Ez_l + E; + op+ (1) < 'U.)+
—P(din(¢,_ ) e+ ... +dn1a(@,_,) €a-1 +en+0p(1) < u),

gdzie ¢, | = (¢1,...,¢n-1). W ostatniej rownosci wykorzystalismy fakt, ze ¢
jest ciggiem i.i.d. oraz € jest warunkowo ciagiem i.i.d.

Zauwazmy, ze na mocy Lematu 5.4 (Biithlmann, (1997)) oraz wspomnianych
wlasnodci €] i ¢ otrzymujemy, ze:

P*(dl'h(gh—l) €¥ + ...+ dh_l’h‘(éh—l) E?z—l + 6; S 'U.)+

1.51
"P(dl,h(f}_ﬁ’h_l) €] +"'+dh_1!h(?h—l) €h_1+ €, < u) LU, ( )

dla dowolnego u bedacego punktem cigglodci dystrybuanty zmiennej losowej
dlﬁ(?h—l) €+ ...+ dh_l!h(?h—l) €p—1 + €p.
Wykorzystujac (1.50) oraz Fakt (1.3.3) otrzymujemy ostatecznie, ze:

PY(Xpn — Xn—i—h. < u)— P(Xn4n — Xn+h <u) 50

co nalezalo dowiesc.
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Whnioski z Tw. 1.3.4

(1)

(iii)

Zbieznosé funkcji charakterystycznych

Poniewaz zbior punktow, dla ktorych zachodzi Tw.1.3.4 jest zbiorem gestym
w R i jego dopelnienie ma miare Lebesgue’a 0 oraz ciag A, (h) = Xpin — Xnsn
jest ciagiem ciasnym (Fakt 1.3.7), to na mocy twierdzenia o ciaglosci (Tw.
1.3.3) otrzymujemy takze zbiezno$¢ funkcji charakterystycznych, tzn:

Ghsny(t) = da,my(t) = 0

dla dowolnego t € R, gdzie Pas(n) 1 Pan(n) sa funkcjami charakterystycznymi
odpowiadajacymi A% (h) 1 A, (h).

Zgodno$¢ w sensie Belyaeva (staba aproksymacja)

Wykorzystujac ciasnosé¢ ciagu A, (h) oraz odpowiednia wersje twierdzenia o
ciagtosci (Tw. 1.3.1) otrzymujemy dalej, ze zbieznoé¢ funkcji charakterystycz-
nych (Wniosek (i)) jest rownowazna stabej aproksymacji ciaggu rozkladéw, tzn.
ze:

L X > )8 L(Xin—Koss) £dy H— 80

“An+h = “‘n+h

Zgodnos¢é w metryce Levy’ego

Wykorzystujac Lemat 1.3.5 oraz jak poprzednio ciasno$é¢ A, (h) otrzymujemy
rownowazno$¢ stabej aproksymacji ciagu rozktadoéw (Wniosek (ii)) ze zbiezno-
Scig dystrybuant w sensie metryki Lévy’ego, tzn.:

PL(FA: (s Fanh)) 50 gdy n — oo,
gdzie py, oznacza metryke Lévy’ego natomiast Fas n) 1 Fa,(n) 0znaczajg dystry-

buante rozkltadu warunkowego A% (h) oraz odpowiednio dystrybuante rozktadu
A, (k).

1.3.4 Zgodno$¢ metody bootstrap-t

Sformutujmy na wstepie kilka podstawowych faktow zwiazanych z postacig bledu
predykcji (PE) oraz $redniokwadratowego bledu predykeji (PMSE).

Jak poprzednio, niech X; bedzie procesem stacjonarnym, o ktérym zakladamy
dodatkowo, ze jest przyczynowy i odwracalny, tzn.:

Xe=)Y Ve vo=1t€Z, Y 9} <oo, (1.52)
j=0

J=0

o1



oraz

Z{’bj)(’:_j:ft? f,z‘)g:l,tEZ, Z(Ib?(oo, (153)
=0

i=0

gdzie {€; }icz jest bialym szumem o Elg] =01 E[e?] = o2 .
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

X,4n — najlepszy liniowy predyktor $redniokwadratowy dla X,., skonstruowany
pod warunkiem, ze znamy cala historie {X,, X,_1,...},

ﬁ,,’: +n — najlepszy liniowy predyktor sredniokwadratowy skonstruowany na bazie ob-
serwacji {Xy,...,X1}.

Fakt 1.3.11 (Postaé predyktora teoretycznego)

o0
Xn+h. = Z %‘En+h—j
j=h

DowOD FAKTU 1.3.11
Najlepszy predyktor $redniokwadratowy dla X, ., mozemy przedstawié¢ jako:

Xn+h = E(Xn+h|Xn1 -Yn-—l; . )
Wykorzystujac teraz fakt, ze:

0, t>n

E(€&|Xn, Xn-1,...) = { €&, t<n

otrzymujemy teze Faktu 1.3.11.
O

Jako natychmiastowe wnioski z Faktu 1.3.11 otrzymujemy posta¢ bledu predykcji
(Fakt 1.3.12) oraz sredniokwadratowego bledu predykeji (Fakt 1.3.13):

Fakt 1.3.12 (Blqd predykcji (PE))

h—1

Xnih — Xnth = D ¥j €ntnj

J=0

Fakt 1.3.13 (Sredniokwadratowy bted predykcji (PMSE))
N h-1
E(Xnh = Korn)? = 0* 3 92
j=0
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Dowo6p FAKTU 1.3.13
Wykorzystujac postaé bledu predykeji (Fakt 1.3.12) otrzymujemy:

E(Xnin = Xn+h)2 = ( {0 ¥; €nin—j)°
(Zr"ﬂ Zh"ﬂ Tr)?.wj En+h——j5n+h—j)
= 0 E:l l'_ll '%

W ostatniej rownosci wykorzystalismy fakt, ze {¢} tworza ciag nieskorelowany o
EFe =01 Ee? = g*.

a
Odnotujmy jeszcze rownos¢ obu predyktorow oraz sredniokwadratowych bledow
predykcji w szczegolnym przypadku, kiedy X; jest procesem AR(p).

Fakt 1.3.14 (Predyktor 1 PMSE dla AR(p))
Jezeli X; jest procesem AR(p) oraz n > p, to:

T
X‘n—i—h X?H—fh

a w nastepstwie:
E(Xn+n — X‘::-i-h)z = E(Xn4n — Xn-i-h)z-

Przypomnijmy, ze dla prognoz opartych na aproksymacji procesem AR(p(n)) stoso-
wane byly nastepujace oznaczenia:

X,sn — predyktor dla Xn4n wyznaczony na bazie modelu AR(p(n)) z estymowanymi
wspoélczynnikami (¢1, ..., dpm)), na bazie obserwacji {X,..., Xy},

X7, — predyktor dla obserwacji X7, wyznaczony na bazie modelu AR(p(n)) o
wspolezynnikach (6%, . . . %)) 1 na bazie obserwacji {X7,..., X3}
Ustalmy rowniez oznaczenia dla bledow predykeji (PE):
An(h) = Xpin— *}?n-{-hs
An(h) = Xaih— Xoin
Oznaczmy teraz Sredniokwadratowe bledy predykcji:

o*(h) - éredniokwadratowy blad predykcji (PMSE) dla predyktora teoretycznego
Xp+n Wyznaczonego na bazie modelu AR(co),

G2(h) — PMSE dla predyktora wyznaczonego na bazie modelu AR(p(n)) o znanych
wspolczynnikach QP(R} = (¢1,n,- - -, Pp(n),n) SPelniajacych teoretyczne rownania
Yule’a-Walkera, tzn.:

Lony @ =X

pn) — ~Lp(n)’

gdzie FP(‘FIJ = ["((2 = j)]?g J], "Y p(n) = (":’/(1): aiw, b ,’j/(p(ﬂ)))’,
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5%2(h) — PMSE dla predyktora bootstrapowego X* .

n

Ponadto, niech 62 (h) oznacza oszacowanie Sredniokwadratowego btedu predykcji
2(h) uzyskane po zastapieniu nieznanych wspolezynnikow modelu AR(p(n)) ich
estymatorami (¢, ... ,gzgp(n)) otrzymanymi metoda Yule’a-Walkera.

Zauwazmy, ze Fakty 1.3.13 oraz 1.3.14 pozwalaja nam zapisa¢:

o*(h) = o*TjL¢}
oa(h) = * L35 Uin,
oa(h) = *¥i5 ¥,
i) = T,

gdzie:
{¢jn}520 — wspolezynniki rozwiniecia M A(oco) odpowiadajace procesowi AR(p(n)) o
wspolczynnikach (@1, ..., Dpn)n),
{mﬁj}j’iu — wspolczynniki rozwiniecia M A(oco) dla procesu AR(p(n)) o estymowanych
parametrach ((51, e ép(ﬂ)),

{g@}‘}?‘;u — wspolezynniki rozwiniecia M A(oo) dla procesu AR(p(n)) o replikowanych
parametrach (qb’[, e q%;(n)).

Sformutujmy teraz fakty pomocnicze, ktore nastepnie beda wykorzystane w do-
wodzie twierdzenia o zgodno$ci metody studentyzowanej.

Lemat 1.3.9 Niech spetnione bedq zatozenia: Al dla s =4, A2 dlar >2 (r € N)
oraz B dla p(n) = o((n/ log(n))Tlﬂ). Wiowczas:

" -
lglféljfn) |5 — Yu| — 0 wg. p-stwa.

Dowop LEMATU 1.3.9.
Wykorzystujac idee dowodu zaproponowana przez Biithlmanna ((1995), Tw. 3.2)

mozemy napisac:
o0 o0

piv(u+j) = tu=072) ¢jv(u+j)

Uzﬂm ::E:

J=0 J=0

oraz
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Wowczas:

|w =
= |6* 2 20 F5 7 (u+ ) — 072 T2 85 v(u+ j)|
= |6*? ”)Q‘J* F*(u+34) — 072 52 ¢; v(u+ 5)|
A”z”{"(qﬂ»* &) A (u + j)+
+5+2 ”“%ﬁj “(u+j) =072 TR0 ¢j y(u+ j)]
= |62 T2 (% — 6;) ¥ (u+ 5) + (6*72 — 072) T8 ;4% (u + 5)+
+o‘22”(”)¢53(7 (u+3) = Y(u+3)) = 0723 )1 G57(u + 5|
< 6% TS5 — 63) A (u )| + (672 = 072) z:”“‘ A (u+ )|+
|-22"(“’¢3( “(u+3) = y(u+ )| + o °°(,U+1¢n(u+z)|
= L+ L+1;+ 14

Oszacujemy teraz poszczeg6lne skladniki.

L < &SI 165 — il 17 (u+ )
= &t p(n) :
(I) = D<T§p)((n}| — o5l bt o |p*(u+ )|
<L ey
< | Jax )I¢ é;| - p(n)

Wykorzystujac Fakt 1.3.4, tzn.

- e b et |
1 Sggfn)lrbj — ¢j| = Op+((n/logn)™7%2) wg. p-stwa

otrzymujemy:
!r—l) !r—2!
I, = Op-((n/logn)” @33 - p(n)) = Op-((n/logn) @) wg. p-stwa .

I

I\

|6*=2 — 02| - | 29 ¢ % (u+5f)|

= |6*?—-07?.6*" IE;,. ) 65 5 (u+ )|
|&*-2_ —2] 5*—2 IZJ(ﬂ) I

OP( ) = U|¢J|

W powyzszym oszacowaniu wykorzystaliémy Lemat 5.3 (Biithlmann,(1997)).
Poniewaz 3252, |¢;| < oo otrzymujemy ostatecznie, ze:

<
<

o 220 || - |7 (u + 5) — Y(u + 5)]

o2 max |'y (w+7) = y(u+7)| Z‘” |95
0<5<p(

-2 1 > .
o 8 74 1004 Sl
2

0™? max |fy (k) v(k)| 520 19

1<k<2p(n

&
Pl
A IA IA

IN
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(14)

Oznaczmy p(n) = 2 - p(n). Poniewaz 372, [¢;| < 0o, pozostaje do pokazania,
ze:

max |5*(k) — v(k)| = 0 wg. prawdopodobieristwa.
1<k<p(n)

Zauwazmy, ze dla p(n) = o((n/ log n)ﬁ) (zalozenie B) otrzymujemy, ze row-
niez p(n) = 2p(n) = o((n/ log n)ﬁ) Dalej, wykorzystamy analogiczne osza-
cowanie jak w dowodzie Proposition 3.5 ( Alonso, Pefia i Romo, (2001)). W
tym celu ustalmy nastepujace oznaczenia dla norm wektorowych:

|zl = maxi<i<k |z,

Izl = K, =l

lzll: = Ik,
gduied = (B, - Th):

Otrzymujemy wowczas:

||'}' )”oo = ||'Y )“1 b (p(n))lﬁ ”i:;(n} - lﬁ(n)”%

in) ~ Lin pn) p(n

glzie 4, = (3*(1),....4*(B())) i 75y = (7(1), .., 7((n))), a nastepnie:

Y )
(B(n))"/? |5 Yitm) — Limll2 = Op=((n/ log(n))_é’rf;“%) wg. p-stwa.

Ostatecznie, pokazaliSmy wiec, ze:

r—1

= Op+((n/log(n)) @+) wg. p-stwa.

Ii < 07288 4 |85l 1y(u+ j)]
= XiZpm+1 |5l lp(u+7)]
< Z?O:p(n)+1 |¢J|
Zalozenie A2 implikuje dalej, ze

Iy = o(p(n)™").

O

Lemat 1.3.10 Niech spetnione bedq zatozenia: A2 dlar € N (r > 1), B dla
p(n) = o((n/ log(n))ﬁ) Wowczas:

52(h) -2 o*(h).

T
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Dowo6Dp LEMATU 1.3.10.
Wiadomo, ze Sredniokwadratowy btad predykcji (PMSE) dla predyktora h-krokowego
mozemy przedstawié jako:

h—1
o’(h)=0® Y 7,
7=0

gdzie o - wariancja bialego szumu, natomiast {wj};?;’o- wspoOlczynniki rozwiniecia
M A(co) dla procesu X;.
Podobnie mozemy przedstawic:

h-1
s2(h) =623 42,
j=0

gdzie 62- estymator wariancji bialego szumu otrzymany metoda Yule’a-Walkera,
{1;} - wspoélezynniki rozwinigcia M A(oco) dla modelu AR(p(n)) o estymowanych
wspotczynnikach (@1, ..., dpn))-

Wykorzystali$my tutaj dobrze znany fakt (Brockwell, Davis (1987)), ze model
autoregresji o wspoélczynnikach estymowanych metoda Yule’a-Walkera jest zawsze
przyczynowy (ang. causal).

Z Twierdzenia 3.2 (Biihlmann, (1995)) wiadomo, ze

sup (95 = ¢5] = O((log(n)/n)'/*) + O(p(n) ") p.w.
J
oraz

|62 — o®| = O((log(n) /n)'"?) + o(p(n) ") p.w.

Stad latwo otrzymujemy juz teze Lematu 1.3.10.

Lemat 1.3.11 Przy zatozeniach jak w Lemacie 1.5.9
672(h) =5 62(h)  wy. p-stwa.

DowOD LEMATU 1.3.11
Jak poprzednio mozemy przedstawié

h—1
2 2 2
o’(h) =0*)_ ¢}
J=0
oraz analogicznie:

h—1
o7 (h) = 6" Y ¢P,
7=0

o7



gdzie 6** = Var*e; = E*€}? oraz {z{]}‘ ¢ - wspOlczynniki rozwiniecia MA(oo) dla
procesu AR(p(n)) o wspotezynnikach ¢%, . .., é\);(n)
Z Lematu 5.3 (Biihlmann, (1997)) otrzymujemy, ze: 6*2 — o® —= 0. Z tego

wynika, ze rowniez

6% -0 L5 0 wg. p-stwa.

Zastosowanie Lematu 1.3.9 konczy uzasadnienie Lematu 1.3.11.

O

Sformulujemy teraz podstawowy rezultat dotyczacy zgodnosci metody studen-
tyzowanej wykorzystujac przedstawiong w rozdziale 1.3.1 koncepcje stabej aproksy-
macji ciggu rozktadow.

Twierdzenie 1.3.5 (Zgodno$¢ metody bootstrap-t)
Przypusémy, Ze spetnione sq zatozenia Al dla s =4, A2 dlar > 2 (r € N) oraz B

dla p(n) = o((n/ log(n))ﬁ). Wéwczas

(AR oy - (Aalh)
. (&;(h))‘ “:(an(h))'

DowoOD TWIERDZENIA 1.3.5.

W dowodzie wykorzystamy podciagowa charakteryzacje bliskosci rozktadow (Le-
mat 1 (Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000)) i jego uogolnienie Lemat 1.3.4).

Na mocy Lematu 1.3.4

o OE(BY wiace An(h)
. (&;m))"“(an(h))‘:’

<= Vpodciagu {ny} 3podciag {nk} 3IY; —zm. losowa, takie ze :

A3, (h)
L | — - L(Yy) wg. p-stwa

oraz

L (—A“"f(h)) 5 L(Yo)
Ony, (h) v

Z twierdzenia o zgodno$ci metody hybrid bootstrap (Tw. 1.3.4) wiemy, ze
L*(A7(h) ¥ L(Au(h)).
Na mocy Lematu 1.3.4 oznacza to, ze

V{ne} 3{ng,} 34, takie ze:



Lx(A7,, (h) -5 L£(A) wg. p-stwa
oraz

L(An,, (h)) = L(Ao),
lub w innej notacji

5 L 08 wg. p-stwa,

kg
An, — A
Z Lematu 1.3.10 1 1.3.11 otrzymujemy, ze:
64 (h) 5 o(h), wg. p-stwa
oraz
6n(h) == a(h).
Wezmy teraz dowolny podciag {n,}. Niech {ny,} bedzie podciagiem ciagu {n},
dla ktoérego:
A7, (h) L5 Ay wg. p-stwa
oraz
An,, (h) = Ao
Woaowcezas otrzymujemy rowniez, ze:

&;kl(h) 5 o(h), wg. p-stwa

oraz
Ony, (h) 5 o(h).
Poniewaz o(h) = const. (nie zalezy od n), to korzystajac z Lematu Shuckiego oraz
jego uogoblnionej wersji (Lemat 1.3.3) otrzymujemy:
8, ) o
5 () alh)

oraz

a to na mocy Lematu 1.3.4 oznacza, ze:

L (B2(R) yotry » (Anlh)
. (&::(h))‘ﬁ”(an(m)'
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1.3.5 Zgodno$¢ jednostajna

Na wstepie sformutujemy kilka faktow pomocniczych wykorzystanych nastepnie w
dowodzie twierdzeni o jednostajnej zgodnosci metody hybrid bootstrap oraz bootstrap-
t.

Definicja 1.3.9 (Rodzina funkcji jednakowo cigglych)
Rodzine F funkcji f okreslonych na R bedziemy nazywali rodzing funkcji jednakowo
cigglych, jezeli:

Ve>0, 36>0, |[z—y|<d = |f(z)—f(y)|<e

dla dowolnej funkcji f € F.

Lemat 1.3.12 Jezeli cigg dystrybuant {G,} jest ciggiem funkcji ciggtych, zbieznym
jednostajnie, to {G,} jest rodzing funkcji jednakowo ciggtych.

DowOD LEMATU 1.3.12.
Mamy pokazaé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje takie § > 0, ze jezeli |z — y| < § to

|Ga(2) —Ga(y)] € ¢ dls n=12,...

Niech € > 0 bedzie dowolne, ustalone. Poniewaz z zalozenia G, jest ciagiem zbiez-
nym jednostajnie, to z kryterium Cauchy’ego wynika, ze istnieje taka liczba natu-
ralna N, ze:

sup |Gn(z) — Gn(z)| <€/3 dla n> N.
TER
Zauwazmy dalej, ze dla dowolnego i, G;(+) jako dystrybuanta ciagta w kazdym punk-

cie z € R jest rowniez funkcja jednostajnie ciagla. Mozemy zatem dla {G;, i =
1,..., N} znalez¢ takie § > 0, ze jezeli |z — y| < d to

|Gi(z) — Gi(y)] <€/3 dla 1<i<N. (1.54)
Z kolei dla |z —y| <4 i n > N otrzymujemy:

|Gn(1) - Gn(y” <

< |Gala) - G @)| + [Gn(@) — Gy(0)| +1Gn@) ~ Gali)l <. )
Ostatecznie zatem (1.54) i (1.55) oznacza, ze dla |z — y| < §
|Gn(z) — Gp(y)|<e dlan=12,...
co konczy dowdéd Lematu 1.3.12.
O
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Lemat 1.3.13 Jezeli {¢,} jest ciggiem zmiennych losowych i.i.d. o rozktadzie cigg-
tym, to

Gi(?) = P(Xusn— Xazn & )

jest ciggiem dystrybuant ciggtych, zbieznym jednostajnie.

DowéOp LEMATU 1.3.13.

Zauwazmy najpierw, ze przyjete zalozenia o ciagu {¢} implikuja cigglosé roz-
ktadu X, a w konsekwencji réwniez cigglos¢ rozkladu btedu predykeji X, n — Xnin.

Wykazemy teraz, ze cigg dystrybuant G, odpowiadajacych bledom predykcji
Xnin — Xyuan jest jednostajnie zbiezny.

Na mocy Faktu 1.3.9 mozemy dla dowolnego h przedstawié¢ blad predykeji jako:

Xn+h - Xn+h = dl.h(éh_l) En+1 g T dh—l,h(éh_l) €n+h—1 =} €nth . OP(I)a
gdzie dyp, ..., dp—1,n— pewne funkcje ciagle oraz ¢, = (¢1,...,dn-1)-
Z przyjetego zalozenia o niezaleznosci i jednakowym rozkladzie ciagu {¢}, t =
1,2,... otrzymujemy, ze:

Xnsh = Xnpn = dip(@,_,) &1 +...+dr-14(9,_,) €n-1+ €

Zalozenie o ciaglodci rozkladu €; implikuje rowniez ciaglo$é rozktadu granicznego
dl-h@n-l) €re1 + ...+ dh—l,h(?ih,l) €t+h—1 + €41, @ to na mocy tw. Pély’a oznacza
jednostajna zbieznosé¢ ciagu dystrybuant G,,.

O

Lemat 1.3.14 Jezeli {¢;} jest ciggiem zmiennych losowych i.i.d. o rozktadzie cigg-
tym, to

Xn+h — Xn+h e
Gn(h) -

jest ciggiem dystrybuant cigglych, zbieznym jednostajnie.

Hn(') =P (

DowOD LEMATU 1.3.14.

Dowo6d przebiega analogicznie jak dla Lematu 1.3.13. Wykorzystujemy dodat-
kowo Fakt 1.3.10, tzn. ze:
62(h) = o?(h).

n

Twierdzenie 1.3.6 (Uogdlnienie tw. Polya)
Jezeli F} = F wedtug prawdopodobieristwa, oraz F jest funkcjq ciggtq (na R), to:

sup | F;(t) — F(t)] — 0
teR
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DowOD TWIERDZENIA 1.3.6
Niech r,, := pr(F};, F') oznacza odleglos¢ Lévy’ego dla dystrybuant F' i F.
Z zalozenia F* = F wedlug prawdopodobienstwa, co implikuje, ze r, — 0.
Na mocy definicji metryki Lévy’ego mamy:

Flx—ry)—rn < F;(z) < F(x+71,) +7Tn Veer-
Otrzymujemy dalej, ze:

(Flx—1p) —F(z)) —rma < Fl(2) = F(z) < (F(z+7s) — F(z)) + 1 Vaer.
Stad wynika, ze:

Sup(F(z = 12) = F(2)) = ra < sup(F3(z) ~ F()) < sup(F( + 1) — F(z)) + 1.

Poniewaz I jest z zalozenia funkcja ciagla na R, to jako dystrybunata jest row-
niez funkcja jednostajnie ciagla, co oznacza, ze:

Veso Js>0 sup |F(z) — F(z — h)| <e dla|h| <.
zeR

Otrzymujemy stad, ze:

P(lrn| < 6) < P(sup |[F(z) — F(z — )| <),

a to, poniewaz ¢ jest dowolne i r,, — 0 implikuje, ze
sup |F(z) — F(z — )| = 0.
Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie mozna pokazaé, ze rowniez
sx;p |F(z + 1) — F(z)| — 0.
Ostatecznie zatem otrzymujemy, ze:
sup(F;(z) - F(@)) =0,
co koneczy dowod Twierdzenia 1.3.6.
O

Belyaev i Sjostedt-de Luna (2000) pokazali, ze przy umiarkowanych zalozeniach
otrzymujemy jednostajng zgodno$¢ dystrybuant dla ciggéw zmiennych losowych
stabo aproksymujacych sie wedlug prawdopodobieristwa.

Lemat 1.3.15 (Lemat 9, Belyaev i Sjostedt-de Luna, (2000))

Niech {X,, Z,} oraz Y, bedg dwoma ciggami zmiennych losowych (jak w Definicji
1.3.5). Niech {G,} bedzie dystrybuantq rozktadu {Y,} natomiast F,(s|Z,) dystry-
buantq rozktadu warunkowego X, pod warunkiem Z,. Jezeli:
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(1) {Yn} jest ciasny,

(1) {Gn} jest ciggiem funkcji jednakowo ciggtych,
(iti) L(Xn|Z,) €53 L(Y,)
to

sup |Fu(s| Z,) — Gu(s)| = 0 gdy n — oo.
sER

Sformutujmy teraz glowne rezultaty dotyczace jednostajnej zgodnosci metody
hybrid bootstrap oraz bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.7 (Jednostajna zgodnos$¢ metody hybrid bootstrap)
Przypusémy, ze spetnione sq zatozenia: Al dla s = 4, A2 dlar > 2 oraz B dla
p(n) = o(( n)ﬁ) Dodatkowo zatézmy, ze {€,} jest ciggiem zmiennych losowych
i.i.d. 0 mzkfadzz’e ciggtym. Wowczas

P*(r* —X;+h5$)“P(Xn+h_Xn+hS$)]L)O_

T

sup
TER

n+h

DowOD TWIERDZENIA 1.3.7

Zauwazmy najpierw, ze przyjete zalozenia implikujg punktowa zgodno$é me-
tody hybrid-bootstrap (Tw. 1.3.4), a w konsekwencji takze zgodno$¢ w sensie stabej
aproksymacji rozktadow, tzn.:

ﬁ*( ;+h - ‘A:1r+h) w ‘C(Xu-'rh, e f{n+h)-

Poniewaz {¢;} jest z zalozenia ciagiem i.i.d. o rozkladzie ciaglym, to na mocy Lematu
1.3.13 otrzymujemy, ze ciag dystrybuant {G,} odpowiadajacych btedom predykcji
An(h) = Xoyn — X',Hh jest ciagiem dystrybuant cigglych, zbieznym jednostajnie.
Dalej, korzystajac z Lematu 1.3.12 otrzymujemy, ze {G,} jest rodzina funkcji jed-
nakowo ciagglych.

W rozdziale 1.3.3 pokazaliSmy, ze ciag rozktadéw bledow predykeji A, (h) jest
clagiem clasnym.

Ostatecznie, stosujac Lemat 1.3.15 otrzymujemy juz jednostajna zgodno$é me-
tody hybrid bootstrap.

O

Analogicznie mozemy sformulowaé i udowodni¢ twierdzenie o jednostajnej zgod-
nosci metody bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.8 (Jednostajna zgodnos¢ metody bootstrap-t)
Przypusémy, ze spetnione sq zatozenia Al dla s =4, A2 dlar > 2 (r € N) oraz B
dla p(n) = o((n/ log(n))ﬁlﬁ). Dodatkowo zatdzmy, ze {€,} jest ciggiem zmiennych
losowych i.i.d. o rozktadzie ciggtym. Wowczas

-

P* ";+? _ X?*I.—}-h <z|-P X‘rt+-i& - Xn-l-h %5
on(h) T on(h)  ~

sup - 0.

TER
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DowOD TWIERDZENIA 1.3.8

Dowod przebiega analogicznie jak w przypadku Tw. 1.3.7. Wykorzystujemy ko-
lejno: Tw. 1.3.5 (Zgodno$¢ metody bootstrap-t), Lemat 1.3.14, Lemat 1.3.12 oraz
Lemat 1.3.15.

O

Uwaga 1.3.3
Zauwazmy, ze zasadniczq ideq dowodu Tw. 1.3.7 oraz Tw. 1.3.8 bylo wykorzystanie
Lematu 1.3.15 (Lemat 9, Belyaev i Sjdstedt-de Luna (2000)) podajgcego warunki,
ktorych spetnienie gwarantuje, ze ciqgi rozktadow zgodne w sensie stabej aproksyma-
cji sq rowniez zgodne jednostajnie.

Alternatywnie mozna uzasadnié powyzsze twierdzenia wykorzystujgc fakt, ze blqgd
predykcji oraz bootstrapowy btgd predykcji sq zbiezne wedtug rozktadu (i odpowiednio
wedtug rozktadu warunkowego) do tej samej granicy, tzn.:

5 d
Xnsn — Xpypp — dl'h(?h—l) €1 s o dh_]!h(gh—l) €n—1 + €y
oraz
i = d*
n+h = “*n+th E dl\“(?h_l) €+...+ dh—l,h(?;lvl) €h—1 Tt €p

wedtug prawdopodobieristwa, gdzie ¢, | = (b1, .., 0n_1). W tym przypadku teze o
zbieznosci jednostagnej ciggu dystrybuant otrzymamy stosujgce tw. Pdly’a oraz jego
uogdlniong wersje (Tw. 1.3.6).

1.3.6 Zgodnos$é¢ przedzialéw predykcyjnych

W Podrozdziale 1.3.1 omowilismy ogélna koncepcje zgodnosci metody bootstrap.
Przedstawione zostaly takze najczesciej wykorzystywane odleglosci (takie jak: me-
tryka supremum, odleglos¢ Lévy’ego, etc.) bedace miarami bliskosci rozktadu boot-
strapowego 1 rozkltadu aproksymowanego.

Badajac asymptotyczne zachowanie bootstrapowych przedzialow ufnosci najbar-
dziej interesuje nas jednak czy i ewentualnie jak szybko, prawdopodobienistwo po-
krycia dla skonstruowanego przedzialu zbiega do nominalnego poziomu ufnosci, gdy
rozmiar proby n — co. W ten sposéb definiowana jest zgodno$¢ oraz doktadnosé
(ang. accuracy) bootstrapowych przedziatéow ufnosci (Definicja 4.1 i 4.2, Shao i Tu
(1995)).

Aby lepiej porownaé¢ wlasciwoscei skonstruowanych przedzialow ufnosci niekiedy
rozwaza si¢ takze inne miary doktadnodci, takie jak np. dlugos¢ przedziatu. Zagad-
nieniom tym po$wiecimy wiecej miejsca w Podrozdziale 1.5.

Warto zauwazy¢, ze dla danych i.i.d. zgodnos$¢ rozktadu bootstrapowego zazwy-
czaj implikuje zgodno$¢ bootstrapowych przedzialow ufnosci (Tw. 4.1, Shao i Tu
(1995)), podczas gdy wynikanie odwrotne moze nie zachodzi¢ (Przyktad 3.8, Shao i
Tu (1995)).

Podamy teraz formalna definicje zgodnego przedziatu predykcyjnego.
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Definicja 1.3.10 (Zgodny przedzial predykcyjny)
Przedziat predykcyjny I(h) o nominalnym poziomie ufnosci (1—2a), skonstruowany
dla przysztej (nieznanej) wartosci Xnin, (h > 1) bedziemy nazywali zgodnym jezeli

P(Xpin € I(h)) — 1-20, gdy n — .

W uzasadnieniu zgodnosci przedzialow predykeyjnych zasadniczg role odgrywaé
beda rezultaty dotyczace zbieznosci kwantyli dla stabo zbieznego ciagu dystrybuant.
Dlatego tez sformulujemy teraz odpowiednie fakty pomocnicze.

Definicja 1.3.11 (Kwantyl rzedu «)
Kwantylem rzedu o rozktadu o dystrybuancie G bedziemy nazywali:

G !(a) = inf{z : G(z) > a}.
Lemat 1.3.16 ( Lemat 1.2.1, Politis 1 Romano (1999))

Jezeli {G,} jest ciggiem dystrybuant zbieznych stabo do dystrybuanty G (ozn. G, =
G) oraz G jest ciggta i Scisle rosngca wy = G~ '(a), to
G '(a) » G a) gdy n— oo

Lemat 1.3.17 stanowi uogoélnienie powyzszego wyniku na przypadek rozktadow
warunkowych.

Lemat 1.3.17 Jezeli {F}} jest ciggiem dystrybuant zbieznych stabo do dystrybuanty
F wedtug prawdopodobieristwa (ozn. F} = F wg. p — stwa) oraz F jest ciggta i
Scisle rosngea wy = F~!(a), to

F* Y a) = F ' (a) wg. p-stwa.
Dowop LEMATU 1.3.17.
Niech ¢ > 0 bedzie dowolne, ustalone. Oznaczmy przez y kwantyl rzedu o odpowia-
dajacy rozktadowi o dystrybuancie F, tzn. y = F~'(a). Niech y — € oraz y + € beda

punktami ciagtosci dystrybuanty F', gdzie 0 < € < 9.
Woaéwcezas z zalozenia otrzymujemy, ze:

va(y—f) L}F(y—ﬁ)
oraz
F*(y+¢) — F(y+e).

Zauwazmy, ze F'(y —€) < a oraz F(y +¢€) > a.
Okreslmy teraz kwantyl rzedu « dla rozktadu o dystrybuancie F

n?

Fr Y a) :=inf{z : F}(z) > a}.
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Zauwazmy, ze:

P(Fy~ (@) <y+e) = Pla<Fi(y+e)
= Pla—F(y+e)
< Fily+e)=Fly+ve).

Poniewaz z zatozenia F*(y+¢) — F(y+¢) — 0 oraz a — F(y+¢€) < 0 otrzymujemy,
ze:

P(F*''(a)<y+e)—1 gdy n— oco. (1.56)
Analogicznie mozna pokazaé, ze:

PEr Y (a)>y—€) =1 gdy n— oo. (1.57)
Z (1.56) i (1.57) wynika natomiast, ze

Ply—e<Fr 'Y (a)<y+e)—1 gdy n— oco. (1.58)
Pokazalismy wiec, ze dla dowolnego, ustalonego € > 0 :

P(|FF Y a)—y| <€) — 1 gdy n— oo, (1.59)
to oznacza, ze:

F* Y a) = y=FYa), (1.60)

co koniczy dowdd Lematu 1.3.17.

Odnotujmy jeszcze prosty wniosek bedacy natychmiastowa konsekwencja Lematu
1.3.17 oraz faktu, ze zbiér punktéw nieciaglosci dla dowolnej dystrybuanty F' jest
co najwyzej przeliczalny.

Whiosek 1.3.1
Jezeli Ff = F wg. p — stwa, to zbidr

{t: Fr~(t) & F'(t) wg. p-stwa }
jest co najwyzej przeliczalny.

Zauwazmy, ze Wniosek 1.3.1 stanowi uogolnienie analogicznego rezultatu (Lemat
1.5.6, Serfling (1991)) udowodnionego dla przypadku stabej zbieznosci ciagu dystry-
buant (tzn. G, = G).

Przejdzmy teraz do sformulowania i udowodnienia zasadniczych rezultatow zwia-
zanych ze zgodnoScig przedzialéw predykcyjnych.
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W Podrozdziale 1.2 zdefiniowali$my bootstrapowy przedzial predykcyjny skon-
struowany z wykorzystaniem metody hybrid bootstrap na nominalnym poziomie uf-
nosci (1 — 2a):

Ip(h) = [Xutn + g5, Xatn +ai_a); (1.61)
gdzie ¢, oraz q{_, s kwantylami rozkladu bootstrapowego bledu predykcji A% (h) =
nth X;m
Analogicznie okreslony byl studentyzowany przedzial predykcyjny:
Ig_i(h) = [X,H,;l + t56,(h), Xnin + t_a0n(h)], (1.62)
gdzie t oraz t}_, sa kwantylami bootstrapowego rozkladu unormowanego bledu
predykeji Tj(h) = “athorash,

Zastepujac nieznane kwantyle ¢, ¢7_, oraz t},, t7_, ich estymatorami uzyskanymi
za pomoca metody Monte Carlo, na bazie B bootstrapowych replikacji statystyk
A% (h) i Ty (h), otrzymujemy odpowiednio:

IB(h') [ n-+h + QQ 3 XR-H'I + qAr—a]? (163)
oraz
Ip_s(h) = [Xnsn + T 6a(R) , Xngn + B, Ga(B)). (1.64)

Twierdzenie 1.3.9 (Zgodnos$¢ przedzialéw hybrydowych)

Niech spetnione bedq zatozenia: Al dla s = 4, A2 dlar > 1 oraz B dla p(n) =
o((n/log(n))/?r+2). Ponadto, niech cq,c1—o — kwantyle rozktadu zmiennej losowej
Acp (okreslonej jak w dowodzie) bedg punktami ciggtosci dystrybuanty tego rozktadu.

Wéwczas

P(Xn4h € fb»[h)) — 1 —2a, gdy n — oco.

Dowop TWIERDZENIA 1.3.9
Zauwazmy, ze:

P(Xpin € Ip(h)) = P(Xnin+ G5 < Xnsn < Xnpn + @)
= P(‘j; S Xﬂ+h - Xn+h S QT.__Q) .
= P(Xﬂ+h = Xn+f1 S (H—Q) = P(Xn+h s Xn+h < @;)

Aby uzasadni¢ zgodno$¢ przedzialow f,g(h) wystarczy zatem pokazaé, ze przy n
zmierzajacym do oo:

P( n+h — JX,?H—h < qf-a) o
oraz

P(Xn+h = Xn+h < q";) —p Y.
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Przypomnijmy, Ze na mocy Faktow 1.3.9 oraz 1.3.10 mozemy przedstawi¢ biad
predykcji i odpowiednio bootstrapowy blad predykceji jako:

X?H—h - Xn—i—h. =
=din(@,_,) ent1+ ...+ dr1h(@,_,) €nth-1 + €nn +0p(1)
oraz
.
= dlﬁ(éh_l) 6:1+l +...+ d-’l—l,h(éh_l) E:+fa~1 + e;-{-h + OP"(]')?
gdzie ¢, | = (1.« On1)-

Oznaczmy
Acp i =din(d,_) e +... +dran(@,_,) €n-1 + €
Wowcezas
DalB) = Kiw— Ko Aeni (1.65)

Na mocy Lematu 5.4 (Biithlmann, (1997)) otrzymujemy rowniez:
AL(h) = Xion— XEo <5 A, wedlug prawdopodobieristwa. (1.66)

Niech ¢;_, oznacza kwantyl rzedu (1 — «) rozkladu bledu predykeji A, (h) =
Xntn — ){’n.,_h. Oznaczmy réwniez przez c;_, kwantyl rzedu (1 — ) rozkladu zmien-
nej losowej A, ;. Poniewaz z zalozenia c;_, jest punktem ciagglosci dystrybuanty
rozktadu zmiennej losowej A.;, to na mocy Lematu 1.3.16, Lematu 1.3.17 oraz
zgodnosci kwantyli probkowych mamy:

Qf—a —ql-a OP(]-)!
i—-a — Cl—a = 0(1),
tﬂ‘—u - qr—u = OP(]‘)'

Mozemy zatem napisac:

P(X?H—h - Xn—Hz S (H—Q) =

-~

= P()(n—}—h e Xn+h S (é\?—a = Q“T_a) = (qjlk—a = (h—a) - (QI—Q S Cl—a) + Cl—-a)

= P(Xntn — Xatn +0p(1) < C1-a).
Na mocy Lematu Stuckiego
Xpsh = Xntn +0p(1) == Aep,
a to oznacza, ze:

P(Xsin— Xnsn+0p(l) € c1a) — P(Acp S 61-5) =1—0

jezeli tylko c¢,_, jest punktem ciaglosci dystrybuanty rozktadu zmiennej A, .
W analogiczny spos6b mozemy uzasadnié¢, ze:

P(Xpih — Xn4n < @) — @

jezeli ¢, jest punktem ciaglosdci dystrybuanty zmiennej A, j, co konczy dowod Tw.1.3.9.
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O

Podobny rezultat otrzymujemy dla przedzialéw predykcyjnych skonstruowanych
w oparciu o metode bootstrap-t.

Twierdzenie 1.3.10 (Zgodno$¢ przedzialéw studentyzowanych)

Niech spetnione bedq zatozenia: Al dla s = 4, A2 dla r > 2 oraz B dla p(n) =
o((n/ log(n))/@r+2) . Ponadto, niech uq, u1_qo - kwantyle rozktadu zmiennej losowej
Acn/o(h) (okreslonej jak w dowodzie) bedq punktami ciggtosci dystrybuanty tego
rozktadu.

Wowczas

P(Xnin € Ig_4(h)) — 1 —2a;, gdy n — oo.
DowoOD TWIERDZENIA 1.3.10.

Oznaczmy przez t;_, kwantyl rzedu (1 — ) rozkladu unormowanego bledu pre-
dykeji Ty, (h) = A, (h)/6,(h). Ponadto, niech u,_, oznacza kwantyl rozktadu zmien-
nej losowej A, /o (h), gdzie o(h) okreslone jak w Podrozdziale 1.3.4, zmienna losowa
A, 1, jest okreslona jak w dowodzie Tw.1.3.9.

Wykorzystujac Fakt 1.3.10 otrzymujemy, ze 6, (h) — o(h), a to na mocy (1.65)
oraz Lematu Stuckiego implikuje:

A?l(h’) d Aé,h
a.(h)  o(h)’

Analogicznie, wykorzystujac Fakt 1.3.11, (1.66) oraz uogoélniony Lemat Stuckiego
(Lemat 1.3.3) otrzymujemy:
A% (h’) d* Ae h
T*(h) — . T _} )
" ah(h) o(h)
Poniewaz, z zalozenia u,_, jest punktem cigglosci dystrybuanty rozkltadu zmien-
nej losowej A.n/o(h) wykorzystujac Lemat 1.3.16, Lemat 1.3.17 oraz zgodno$¢
kwantyli probkowych otrzymujemy:

Tu(h) = (1.67)

wedlug prawdopodobienstwa. (1.68)

tT—a —tica = OP(]')!
tl—va — Ul = 0(1), (169)
fjlf—a - tjf—a = Op(l)-

Zbieznos¢ kwantyli (1.69) oraz Lemat Stuckiego implikuja, ze:

P(Xathaeth < £ ) =
= P(Tn(h’) = (ET—O: - t11(—.3) ) 2 (t‘f—a - tl—a) + (tl~a - ul—a) + ul—a) (1'70)

= P(Ta(h) + 0p(1) S u1_a) — P52 S wia) =1-a,

o ile u;_, jest punktem ciaglosci dystrybuanty rozktadu A, ,/o(h).
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W podobny sposéb mozemy uzasadnic, ze:

- Xn—i—h = Xu+h o
B ( 5lh) < ta) — a. (1.71)

Na mocy (1.70) i (1.71) otrzymujemy juz teze Twierdzenia 1.3.10.

Uwaga 1.3.4
Zauwazmy, ze zgodnos¢ przedziatow hybrydowych udowodnilismy dla poziomu uf-
nosci (1 — 2a), takiego Ze co,C1—o — kwantyle rozktadu zmiennej losowej A.; =
din(@, )&+ ... +dnan(@, ) en1 + € sq punktami ciggtosci dystrybuanty tego
rozktadu. Analogiczny warunek sformutowany byl dla przedziatow predykcyjnych
skonstruowanych na bazie metody bootstrap-t.

Jezeli zatozymy dodatkowo, ze dystrybuanta rozktadu €, jest funkcjq cigglq otrzy-
mamy zgodno$c bootstrapowych przedziatow predykcyjnych (hybrydowych i studenty-
zowanych) na dowolnym poziomie ufnosci (1 — 2a).

1.4 Bootstrap wygtadzony

W standardowej metodzie bootstrap, do generowania replikacji residuéw, tzn. €}
wykorzystywana byta dystrybuanta empiryczna Ff‘n okreslona na zbiorze estymo-
wanych i nastepnie scentrowanych residuéw {€}i_ )41 -

Niekiedy rozwaza si¢ modyfikacje standardowej metody bootstrap okresSlang w
literaturze jako bootstrap wygladzony (ang. smoothed bootstrap). Glowna idea bo-
otstrapu wygladzonego jest generowanie obserwacji z rozkladu okres$lonego przez
wygladzony estymator dystrybuanty, tzn.:

; 1 "W p-g
Fen(z) = P ; K(——),

gdzie K(z) = [?_ K (u) du, natomiast funkcja jadrowa K jest symetryczng funkcja
gestosci rozkladu. .
Alternatywnie mozemy przedstawié¢ estymator F, ;, jako:

Fep(z / fen(t)d

gdzie f;,h(t)-jqdrowy estymator gestosci rozktadu, tzn.
n—p(n)

fenlt /h ( ) Fen(dy) = (n—p(n)h Z K (G'_t)

W dalszej czesci przez {€; ), } bedziemy oznaczali zmienng losows o dystrybunacie
Fep.
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Zauwazmy, ze proba bootstrapowa generowana z rozkladu o dystrybuancie Fe'h
nie bedzie zawierala powtarzajacych sie obserwacji. Sytuacja taka ma czesto miejsce
w przypadku standardowej metody bootstrap i wydaje sie by¢ nie do zaakceptowa-
nia gdy mamy do czynienia ze zmiennymi losowymi o rozktadzie ciagtym. Co wiecej,
powtarzajace sie¢ obserwacje w replikacji moga prowadzi¢ np. do niestabilnosci stu-
dentyzowanych przedzialow ufnosci bedacej konsekwencjg faktu, ze estymator btedu
standardowego moze by¢ w tym przypadku bliski zeru. Bardziej szczegdlowo pro-
blem ten bedzie omowiony w rozdziale 1.4.4.

1.4.1 Przeglad wynikéw

Nadaraya (1964) udowodnit (przy umiarkowanych zalozeniach), ze F., ma ta
samg asymptotyczng $rednia i wariancje jak dystrybuanta empiryczna F,.

Azzalini (1981) otrzymal natomiast rezultaty dotyczace bledu sredniokwadra-
towego (MSE), pokazujace asymptotyczng poprawe w estymacji dystrybuanty F' za
pomoca wygladzonego estymatora F, ;, zamiast dystrybuanty empirycznej E, jezeli
F spelnia pewne warunki regularnosci.

Wielu autoréw, poczawszy od pomystodawcy metody bootstrap B. Efrona, ana-
lizowalo mozliwe zalety zwigzane z generowaniem replikacji obserwacji z wykorzy-
staniem gladkiego estymatora Ff,h.

Efron (1982) wykorzystujac symulacje komputerowe poréwnal zachowanie bo-
otstrapu wygladzonego i standardowej metody bootstrap wykorzystujac jako funk-
cje jadrowe dwuwymiarowy rozklad normalny (N-smoothed) oraz rozklad jedno-
stajny na rombie (U-smoothed). Rozwazanymi przez niego statystykami byly prob-
kowy wspotczynnik korelacji p, 1 jego transformacja stabilizujaca wariancje, tzn.
Gn = %l()g[(l + :{}ﬂ)/(l - Jaﬂ)]'

Analizujgc wspolczynnik zmiennosci oraz blad §redniokwadratowy otrzymano, ze
bootstrap wygtadzony (dla obu uzytych jader) przynosi istotna poprawe w stosunku
do bootstrapu niewygladzonego w przypadku 7, = ¢, ale jedynie nieznacznie gdy
To =i

Wyniki symulacji nie daja jednak w ogoélnej sytuacji odpowiedzi na pytanie czy
powinni$my stosowa¢ wygladzenie.

Silverman i Young (1987) badali zachowanie estymatoréw dla parametréow po-
staci: A(F) = [a(z)dF(z). Analizujac MSE pokazali, ze w pewnych przypadkach
jest mozliwa poprawa zachowania estymatoréw poprzez wygladzanie. Otrzymane
warunki nie maja jednak jasnej interpretacji statystycznej, a ponadto w wiekszosci
rozwazanych probleméw wygladzanie moze mieé¢ tylko drugorzedny efekt na zacho-
wanie estymatoréw, w tym sensie ze wariancja optymalnie wygltadzonego estymatora
jest tego samego rzedu co wariancja estymatora niewygladzonego i oba estymatory
s3 asymptotycznie rownowazne.

Wang (1989) badal wplyw wygladzania na estymacje gestosci rozkladu staty-
styki v/n(X — p) (w ustalonym punkcie z). Pokazal, ze przy okreslonych zalozeniach
estymator oparty na bootstrapie wygtadzonym ma mniejszy MSE niz estymator nie-
wygladzony. Nie daje to jednak definitywnego rozstrzygniecia poniewaz w niekto-
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rych przypadkach bootstrap wygtadzony nie koniecznie jest lepszy.

Cytowane powyzej rezultaty pokazuja, ze w przypadku gdy n jest odpowiednio
duze i niewygtadzony estymator bootstrapowy ma rzad zbieznosci n~!/? nie mozemy
oczekiwa¢ aby wygladzenie przyniosto istotng poprawe. Z odmienna sytuacja mamy
do czynienia gdy statystyka 7, nie jest wystarczajaco gladka, w tym sensie, ze
niewygtadzony estymator ma wolniejszy rzad zbieznosci (np. zbiega duzo wolniej
niz n~'/2) co wystepuje np. dla kwantyli probkowych.

Falk i Reiss (1989) analizujac zachowanie bootstrapowych estymatoréw dla
kwantyli probkowych pokazali, ze

Hapoor (2) = P*{V/nlF3(t) = F5(1)] < o}
ma szybszy rzad zbiezno$ci niz

Hyoot(x) = P*{/n[E}7}(t) = F'(1)] < 2},
przy czym zbieznosé Hy,(x) do

H,(z) = P{v/n[F;'(t) - F7}(t)] < z}

jest rzedu n=1/4,

Hall, DiCiccio i Romano (1989) badali wplyw wygladzania na estymacje
wariancji kwantyli probkowych. Oznaczmy odpowiednio przez Viger oraz Vipeor wWa-
riancje uzyskang z wykorzystaniem standardowej metody bootstrap oraz metody
wygladzonej. Vjoor ma rzad zbieznoéci n='/4, ktéry nie jest zadowalajacy. Przyjmu-
jac okreslone warunki regularnosci (dotyczace m.in. gestosci rozkladu oraz funkeji
jadrowej K) oraz przy odpowiednim doborze szerokosci okna h,, otrzymano, ze Voot

ma rzad zbieznosci n~"/(?+1) gdzie r jest rzedem jadra tzn.

[le" K(z)|dx < oo

[27K(z)dz = 1 dla j=0,
Je'K(z)de = 0 dla 1<j<r-1
JarK(g)ds # 0.

Wybierajac jadro rzedu r mozemy otrzymadé rzad zbieznosci dla Vipe: n= /210 dla
dowolnego €, > 0.

Uwaga 1.4.1

Zauwazmy, zZe jedynie w przypadku r = 2 jedro K moze byé rozktadem prawdo-
podobienistwa, ale Vipoor = Vn(ﬁ‘n,h) jest dalej dobrze okreslone nawet gdy Fﬂ,h nie
jest dystrybuantq rozkladu. Lee i Young (1994) zaproponowali zastosowanie tzw.
spoprawki ujemnodci” jgdra K, tak aby Fln,h byta dystrybuantq rozktadu.

W oméwionych powyzej pracach wplyw wygladzania na poprawe dokladnosci
estymacji mierzony byl z wykorzystaniem bledu sredniokwadratowego. Otrzymane
wyniki nie wykazaly jednak znaczacej poprawy MSE zwigzanej z wykorzystaniem
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F, . Z istotng poprawa mamy jednak do czynienia przyjmujac jako kryterium po-
rownawcze prawdopodobienistwo pokrycia dla bootstrapowych przedzialow ufnosei.

Polansky i Schucany (1997) rozwazajac stosunkowo ogélny tzw. gtadki model
(smooth function model) (obejmujacy np. takie parametry jak Srednia i wariancja)
pokazali, ze wybierajac szeroko$é¢ okna rzedu n='/* (a nie n='/5 jak w przypadku
estymacji gestosci) mozna otrzymac redukcje pierwszego rzedu dla bledu pokrycia
w przypadku jednostronnych przedziatow kwantylowych. Metoda kwantylowa z wy-
korzystaniem bootstrapu wygladzonego staje sie wiec tak dokladna jak bootstrap-t
albo BCa.

Analogiczng redukcje mozna przeprowadzi¢ takze dla przedzialow ufnosci, ktore
maja juz dokladno$¢ drugiego rzedu (np. dwustronny przedzial kwantylowy lub
jednostronny przedzial studentyzowany). W tym przypadku optymalna szeroko$é
okna jest rzedu n~!/?

Cao (1997) zastosowal ide¢ bootstrapu wygtadzonego do konstrukeji warunko-
wych, bootstrapowych przedzialéw predykcyjnych dla procesow AR(p). Otrzymal
obiecujace wyniki symulacyjne dotyczace prawdopodobienstw pokrycia, ktére wyka-
zuja przewage metody wygladzonej nad standardowg metoda bootstrap oparta na
dystrybuancie empirycznej.

1.4.2 Zgodnos$¢ wygltadzonej metody bootstrap
Wykorzystujac strukture splotowa estymatora Fe,h mozemy przedstawié:
€& =¢ + h-uy (1.72)

gdzie € ~ 1.i.d. o dystrybuancie empirycznej ﬁ}‘n, oraz u; ~ i.1.d. o dystrybuancie
K. Reprezentacja (1.72) pozwala m.in. latwo generowac liczby losowe z rozkladu
F.,.

Lemat 1.4.1 Zatdzmy, ze spetnione sq¢ warunki: Al dla s =4, A2 dlar =1 oraz
B dla p(n) = o((n/log(n))'/?).Ponadto, niech h = h(n) — 0 gdy n — co. Wowczas:

d* ..
€ p — € wg. prawdopodobieristwa.

Dowo6D LEMATU 1.4.1.
Niech ¢}, ¢r ,, oraz ¢ oznaczaja funkcje charakterystyczne odpowiadajace dystry-

n,h

buantom Fi ,, F,, oraz K. Wowczas mozemy zapisac:
Snn(2) = B (2) B (h2).

7 Lematu 5.4 (Biihlmann (1997)) otrzymujemy, ze € —— ¢, wg. prawdopodo-
bienistwa. To oznacza, ze

08 (2) = ¢e(z) wg. prawdopodobienstwa,

gdzie ¢.(-) jest funkcja charakterystyczna odpowiadajaca €;.
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Oczywiscie poniewaz h = h(n) — 0 gdy n — oo, to ¢z (hz) — 1.
Ostatecznie zatem, z Lematu Shuckiego otrzymujemy, ze:

qﬁ;'h(z) — ¢.(z) wg. prawdopodobieristwa
co jest rownowazne zbiezno$ci wedtug rozktadu, tzn.:

d* .
€, — € wg. prawdopodobienstwa.

1.4.3 Dobor szerokosci okna h

Istotnym, a zarazem nielatwym zagadnieniem zwigzanym ze stosowaniem boot-
strapu wygtadzonego jest dobor optymalnej szerokosci okna h. W tym celu mozemy
wykorzysta¢ algorytm zaproponowany przez Cao (1997).

Wiadomo (Azzalini (1981)), ze wielko$cig asymptotycznie minimalizujaca MISE
jest

h - 1— 1 (Y K(z) dz)? dv llfa
AMISE = [(f_11 22K (2)dz)(n — p(n)) [(f'(z))2 dx ;

gdzie K- jadro o nosniku [—1,1]. (W symulacjach przyjeto jadro Bartletta).
Estymujemy I = [(f'(z))? dz. (Hall i Marron (1987))

f:_;ZK(z) (ég—éj)1

(Tl - I"J(n))2 93 i#] g

gdzie g— tzw. ,pilot bandwidth”.
Asymptotycznie optymalnym wyborem szerokoéci g jest

5IK(2}2J.f2 ]1/9
[m—pmn%uvﬁufm%2 '

Dla jadra gaussowskiego i przy zalozeniu normalnosci rozktadu mamy

_( 80 )1;’90
P=\3m-pn)2) ”

ktora mozemy estymowac

= (%) o

Ostatecznie schemat doboru szerokosci okna wyglada nastepujaco:

go =

go = I — hamise.
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1.4.4 Stabilizacja studentyzowanych (bootstrap-t) przedzialow
ufnosci

Badania symulacyjne potwierdzily, ze metoda bootstrap-t zachowuje sie bardzo do-
brze analizujac btad pokrycia, nawet dla préb o maltym rozmiarze. Z drugiej jednak
strony te same badania wykazuja, Ze otrzymane przedzialy moga by¢ niestabilne
i zbyt szerokie (np. Polansky i Schucany (1997)) szczegélnie dla prob o malej i
$redniej dlugosci.

Przyczyny takiej sytuacji moga by¢ nastepujace:

(i) Metoda bootstrap-t jest wrazliwa na obserwacje odstajace (Efron i Tibshirani
(1993)),

(ii) Dla wielu funkcjonalow estymator bledu standardowego jest niestabilny i wy-
magana jest transformacja stabilizujaca wariancje (np. dla wspotezynnika ko-
relacji),

(iii) Dla préb o malym rozmiarze jest wysoce prawdopodobne, Ze estymator bledu
standardowego 6* moze by¢ bliski (lub nawet réwny) zeru powodujac tym
samym, wzglednie duze wartosci T)y. Sytuacja taka jest nastepstwem dyskret-
nej natury estymatora F},, ktora powoduje wystepowanie powtarzajacych sie
obserwacji w replikacji.

Efron (1992) probowal rozwiazac¢ opisany wyzej problem dodajac ad hoc stala
do estymatora bledu standardowego co stabilizowalo rozktad bootstrapowy. Nie
zostalo jednak przedstawione odpowiednie uzasadnienie teoretyczne takiej poprawy.

Polansky (2001) zaproponowal ostatnio dwie metody stabilizujace korice prze-
dzialow studentyzowanych w przypadku malych préb i jednocze$nie zachowujace na
odpowiednim poziomie prawdopodobieiistwo pokrycia:

e metode addytywna polegajaca na dodaniu stalej do replikacji estymatora 6*,

e metode wygladzona opartg na replikowaniu z ciaglego, nieparametrycznego
estymatora Fj, j.

Rezultaty teoretyczne w pracy Polansky’ego pokazuja, Zze przy odpowiednim do-
borze szerokosci okna zachowana jest dokladno$é¢ drugiego rzedu dla przedzialow
studentyzowanych skonstruowanych z wykorzystaniem powyzszych metod. Badania
symulacyjne poréwnujace $rednig dlugosci przedzialow i odchylenie standardowego
dlugosci wykazaly natomiast skuteczno$¢ obu zaproponowanych metod w reduko-
waniu niestabilnosci z jednoczesnym zachowaniem na odpowiednim poziomie praw-
dopodobienstwa pokrycia.

Warto zauwazy¢, ze procedury zaproponowane przez Polansky’ego stanowia kon-
kurencje dla metody stabilizacji wariancji wprowadzonej przez Tibshiraniego (1988),
ktora moze okazaé sie zawodna w przypadku matych prob i prowadzi do redukeji
sredniej dlugosci przedzialow za cene wzrostu bledu pokrycia.



W rozdziale 1.5 poswigconym symulacjom komputerowym bedziemy badali czy
zastosowanie bootstrapu wygtadzonego ma wplyw na poprawe stabilnosci studen-
tyzowanych przedzialéw predykeyjnych skonstruownych z wykorzystaniem metody
steve bootstrap.

1.5 Symulacje komputerowe

Aby zilustrowa¢ zachowanie zaproponowanych metod konstrukeji przedzialow pre-
dykeyjnych przeprowadzono symulacje komputerowe. W badaniach rozwazono nas-
tepujace modele:

(M1) ARMA(1,1), X;=0.8X,_, — 0.6e4—1 + &4,
(M2) AR(48), X, =X33, ¢;Xej+er, ¢j=(-1Y""75/G+1)* (j=1,...,48),

(M3) ARFIMA(0,d,0), (1-B){X;=¢, dla d=0.3,
gdzie operator V¢ = (1 — B)? jest okreslony jak np. u Hoskinga (1981). Za-
uwazmy, ze dla d € (—1/2,1/2) tak zdefiniowany X, jest procesem stacjonar-
nym, ktéry mozemy przedstawi¢ jako proces AR(oo), Hosking (1981).

RozwazyliSmy nastepujace rozklady dla szeregu zakiocen &;:
(N) standardowy rozklad normalny: N(0,1),
(t) unormowany rozktad Studenta: ¢(3)/v/3,
(logN) unormowany rozktad logarytmiczno-normalny: (logN(0,1) — /e)/y/e(e — 1),
(M) mieszanka rozkladéw normalnych: 0.9 N(—1,1) + 0.1 N(9,1).

Przedzialy predykcyjne byly konstruowane wykorzystujac klasyczna metode Boxa-
Jenkinsa (oparta na aproksymacji gaussowskiej) oraz dwie metody wykorzystujace
algorytm sieve bootstrap, tzn.: hybrydowe przedzialy predykcyjne oraz studentyzo-
wane (bootstrap-t) przedzialy predykcyjne.

Przedzialy gaussowskie byly wyznaczone przy zalozeniu, ze znamy postaé¢ mo-
delu, z ktérego wygenerowano dane.

W przypadku bootstrapowych przedzialéw predykeyjnych do wyznaczenia pre-
dyktoréw oraz odpowiednio bledéw sredniokwadratowych prognoz wykorzystano na-
tomiast aproksymacje procesem AR(p(n)).

W symulacjach przyjeto nastepujace parametry:

e rozmiary proby: n = 25,50, 100, 500,
e ilos¢ replikacji bootstrapowych: B = 1000,

e liczba powtérzen Monte Carlo: 1000.
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Aproksymujacy rzad autoregresyjny p(n) wybrany byl na podstawie minimaliza-
cji kryterium AIC (Akaike Information Criteria) dla zakresu p(n) € [0,101log;o(n)]
(ktory jest domyslnym zakresem np. w pakiecie S-PLUS ). Wyniki wyboru pa;c(n)
dla modeli M1-M3 zawiera tabela 1.1.

Rysunki 1.1-1.6 przedstawiaja przyktadowe przedzialy predykcyjne skonstru-
owane dla wszystkich rozwazanych modeli (M1-M3) na nominalnym poziomie uf-
nosci 95%.

Doktadno$¢ skonstruowanych przedzialow predykcyjnych byta badana poprzez
wyznaczenie empirycznych prawdopodobienstw pokrycia oraz §rednich dlugosci prze-
dzialow (E(length)) na bazie 1000 powtorzen Monte Carlo. Por6wnania prze-
prowadzono dla nominalnych poziomow ufnosci 80% i 95% oraz dla horyzontow
h =1,...,5. Oprocz empirycznych prawdopodobienstw pokrycia wyznaczono row-
niez (w nawiasach) bledy standardowe. Ponizej przedstawiono tylko wybrane wy-
niki.

Mozemy zaobserwowac, ze we wszystkich analizowanych przypadkach przedzialy
studentyzowane charakteryzuja sie lepszymi wynikami pokrycia empirycznego niz
przedzialy hybrydowe.

W przypadku préob o malym rozmiarze (n=25) wyniki pokrycia dla przedzialow
bootstrapowych nie zawsze sa jednak zadowalajace, co moze by¢ zwiazane z obcig-
zeniem obecnym przy estymacji parametréw modelu.

Ponadto, studentyzowane przedzialy predykcyjne charakteryzuja si¢ znacznie
lepszymi wynikami pokrycia niz gaussowskie przedzialy Boxa-Jenkinsa w przypadku
dwumodalnego (M) rozkladu bledéw, co jest szczegélne widocznie dla modelu M1.

Dla nominalnego poziomu ufnosci 80% mozemy zaobserwowaé (np. Tabela 1.7,
podobne wyniki otrzymano dla pozostalych modeli), ze dla szeregéw innych niz
gaussowskie, przedzialy Boxa-Jenkinsa sa zbyt konserwatywne z czym zwigzana jest
rowniez ich najwieksza $rednia dlugosc.

Dodatkowo, w poréwnaniach uwzgledniono réwniez zastosowanie bootstrapu wy-
gladzonego (Podrozdzial 1.4). Wyniki doboru optymalnej szerokosci okna zawarto
w Tabeli 1.6.

Przeanalizowano m.in. wptyw bootstrapu wygtadzonego na poprawe stabilnosci
studentyzowanych przedzialow predykcyjnych dla przypadku malych prob (n=25).
Podobnie jak u Polansky’ego (2000) analiza oparta byla na poréwnaniu $rednich
dlugosci przedzialow (Tabela 1.4) oraz odchylen standardowych diugosci (Tabela
1.5). Mozemy zaobserwowaé, ze w tym przypadku zastosowanie bootstrapu wygla-
dzonego przynosi redukcje odchylenia standardowego dlugosci oraz dla rozktadow
bledéw innych niz normalne rowniez zmniejszenie $redniej dtugosci przedziatow. Po-
nadto, zaobserwowanej poprawie towarzyszy zachowanie empirycznych prawdopo-
dobienstw pokrycia na podobnym poziomie jak w przypadku standardowej metody
bootstrap (Tabela 1.2).

Dodatkowo, mozemy zaobserwowaé, ze zastosowanie bootstrapu wygladzonego
przynosi poprawe wynikéw pokrycia empirycznego w przypadku metody hybrid bo-
otstrap (Tabela 1.2 1 1.3). Cena za ta poprawe jest jednak wzrost Sredniej dlugosci
przedzialow (Tabela 1.4).
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Rys. 1.1: Gaussowskie przedzialy predykcyjne dla modelu M1 i rozkltadu N(0,1):
prawdziwe przyszle wartosci (linia ciagta z kwadratami), prognozy (linia kropkowana
z kwadratami), przedzialy gaussowskie (linia kropkowana).

Rys. 1.2: Bootstrapowe przedzialy predykcyjne dla M1 i rozkiadu N(0,1): praw-
dziwe przyszte wartosci (linia ciagla z kwadratami), prognozy (linia kropkowana z
kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka), sieve bootstrap-t (linia
kropkowana).

78



Rys. 1.3: Gaussowskie przedzialy predykcyjne dla modelu M2 i rozkladu
logarytmiczno-normalnego: prawdziwe przyszle wartosci (linia ciagla z kwadra-
tami), prognozy (linia kropkowana z kwadratami), przedzialy gaussowskie (linia
kropkowana).

Rys. 1.4: Bootstrapowe przedzialy predykcyjne dla M2 i rozkladu logarytmiczno-
normalnego: prawdziwe przyszle wartosci (linia ciagla z kwadratami), prognozy
(linia kropkowana z kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka),
sieve bootstrap-t (linia kropkowana).
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Rys. 1.5: Gaussowskie przedzialy predykcyjne dla modelu M3 i rozkladu mieszanki:
prawdziwe przyszle wartosci (linia ciagla z kwadratami), prognozy (linia kropkowana
z kwadratami), przedzialy gaussowskie (linia kropkowana).

Rys. 1.6: Bootstrapowe przedzialy predykcyjne dla M3 i rozkladu mieszanki: praw-
dziwe przyszle wartosci (linia ciagla z kwadratami), prognozy (linia kropkowana z
kwadratami) , hybrid sieve bootstrap (linia kreska-kropka), sieve bootstrap-t (linia
kropkowana).
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Model | Rozklad n estymacja p(n) za pomocg AIC

E(Parc) std(parc) min(parc) maz(parc)

25| 0.88 1.24 0 8

N 50 1.52 1.89 0 16

100 2.35 2.32 0 20

25 0.70 1.06 0 T

t 50 1.45 1.67 0 14

M1 100 2.22 2.23 0 20

25 0.79 1.21 0 8

logN 50 1.45 1.78 0 13

100 2.27 2.16 0 18

25 0.84 1.30 0 10

M 50 1.48 1.85 0 12

100 2.36 2.28 0 18

25 1.56 1.03 0 8

N 20 2.05 1.54 1 15

100 2.7 2.12 1 19

25 1.48 0.89 0 7

t 50 1.96 1.36 1 12

M2 100 2.52 1.66 4 16

25 1.46 0.85 0 8

logN 50 1.93 1.50 1 14

100 2.52 1.73 1 14

25 1.54 1.03 0 10

M 50 2.09 1.63 1 14

100 2.65 1.99 1 19

N 100 2.26 2.13 0 20

500 5.40 3.48 1 26

t 100 2.23 2.24 0 18

M3 500 | 5.47 3.63 1 26

logN | 100 | 2.06 1.79 0 16

500 5.57 4.11 it 26

M 100 2.25 2.26 0 17

500 5.40 3.60 1 25

Tabela 1.1: Tabela estymacji rzedu p(n) z wykorzystaniem kryterium AIC.
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Model

Rozklad

Box-Jenkins
pokrycie

hybrid bootstrap

bootstrap-t

standard

smoothed

standard

smoothed

M1

= W b =

94.8%(0.702
04.3%(0.733
95.6%(0.649

94.3%(0.733

89.1%(0.985)
90.2%(0.940)
90.2%(0.940)
88.5%(1.009)
89.5%(0.969

92.2%(0.848
92.3%(0.843
92.7%(0.823

92.5%(0.833

91.4%(0.887
92.3%(0.843

92.4%(0.838

92.6%(0.828
92.1%(0.853
92.8%(0.817
92.9%(0.812
92.9%(0.812,

(

(
94.6%(0.715
(

(

95.3%(0.669
95.0%(0.689
96.3%(0.597
96.2%(0.605

92.6%(0.828

(

(

(
93.1%(0.801

(
91.5%(0.882

91.8%(0.868

)
)
)
92.3%(0.843)
)
)
)

92.8%(0.817
91.5%(0.882)
92.9%(0.812)
92.9%(0.812)

)
(0.843)
92.2%(0.848)
92.6%(0.828)
(0.838)
(0.696)

94.9%(0.696

94.0%(0.751)
91.9%(0.863)
93.2%(0.796)
92.9%(0.812)

95.0%(0.689’
93.9%(0.757)
92.1%(0.853
93.3%(0.791)

logN

)
)
)
)
)
95.9%(0.627)
)
)
)
)
)

96.6%(0.573
05.8%(0.634)
07.5%(0.494)
96.2%(0.605)
95.4%(0.662)

85.3%(1.120
84.3%(1.150
85.6%(1.110
85.0%(1.129
84.6%(1.141

(
(
(

(
94.4%(0.727
(

(

(

(

(

89.0%(0.989

88.2%(1.020)

89.3%(0.977
88.0%(1.028

92.5%(0.833
91.5%(0.882

91.9%(0.863
90.4%(0.932

(

(
93.0%(0.807)
93.4%(0.785)
92.3%(0.843)
92.6%(0.828)
93.0%(0.807)
92.2%(0.848)

M

(

89.7%(0.961)
90.7%(0.918)
90.0%(0.949)
91.6%(0.877)
89.3%(0.978)

)
)
)
)
)
92.1%(0.853)
)
)
0)
9)
)
)

87.1%(1.060)
86.9%(1.067)
85.6%(1.110)
85.0%(1.129)

(

(

(
84.6%(1.141

(

(

(

)
)
89.1%(0.985)
)
)
)

87.6%(1.042
89.5%(0.969)
89.4%(0.973)
88.2%(1.020)
87.1%(1.060)

95.3%(0.669
95.5%(0.656
95.1%(0.683
94.9%(0.696

(
(
(
(
(
(
91.3%(0.891
(
(
(
(
(
(

(

93.2%(0.796)
94.9%(0.696)
94.5%(0.721)
95.3%(0.669)
94.9%(0.696)

M2

94.5%(0.721)
95.5%(0.656)
95.0%(0.689)
93.8%(0.763)
95.8%(0.634)

89.3%(0.978)
85.2%(1.123)
81.3%(1.233)
81.7%(1.223)
82.6%(1.199)

92.0%(0.858)
88.3%(1.016)
85.9%(1.101
85.3%(1.120

)
)
)
)
)
93.5%(0.780)
)
)
)
)
)

92.4%(0.838
90.6%(0.923)
90.2%(0.940)
89.3%(0.978)
90.4%(0.932

92.9%(0.812)
90.3%(0.936)
90.1%(0.944)
89.4%(0.973)
90.2%(0.940

NSO I AT S I T 2 S =N L T N ol o1 B —N L I SR I B S S e B

(
(
(
95.7%(0.641)
95.8%(0.634
95.5%(0.656
94.8%(0.702

95.0%(0.689

85.87%(1.104

82.7%(1.196
84.5%(1.144

(
(

(
91.6%(0.877
(

(

(

92.4%(0.838

(1.101)
(1.120)
87.3%(1.053)
(0.838)
87.0%(1.064)

86.9%(1.067)

85.8%(1.104)
86.1%(1.094)

)
94.1%(0.745)
89.7%(0.961)
)
)

90.4%(0.932
90.8%(0.914)

)
93.7%(0.768)
Y

00.8%(0.914)
90.7%(0.918)
90.2%(0.940)

logN

= W N =

95.8%(0.634
96.0%(0.620
96.2%(0.605

)
)
)
)
95.9%(0.627)
)
)
)
97.0%(0.539)

)
)
84.8%(1.135)
)
)
)

83.9%(1.162

77.0%(1.331)
76.3%(1.345)
75.8%(1.354)
77.3%(1.325)

88.8%(0.997)
80.8%(1.246)
80.0%(1.265)
78.7%(1.295
79.5%(1.277

(

(
90.8%(0.914

(

(

(

91.4%(0.887)
87.7%(1.039)
87.2%(1.057)
87.1%(1.060)
87.0%(1.064)

(
(

(
90.0%(0.949)
(

(

(

(

92.6%(0.828)
88.4%(1.013)
87.5%(1.046)
87.8%(1.035)
87.4%(1.049)

M

Dt e W b =

91.7%(0.872)
93.5%(0.780)
96.0%(0.620)
96.3%(0.597)
96.7%(0.565)

(
(
(
87.1%(1.060)
79.1%(1.286)
76.3%(1.345)
78.1%(1.308)
79.1%(1.286)

)
)
89.3%(0.978)
82.4%(1.204)
79.1%(1.286)
80.6%(1.251)
81.8%(1.220)

(
94.7%(0.708)
93.5%(0.780)
92.3%(0.843)
92.3%(0.843)
92.9%(0.812)

94.6%(0.715
93.4%(0.785)
91.8%(0.868'
92.5%(0.833
93.0%(0.807,

Tabela 1.2: Tabela pokrycia empirycznego dla n=25, poziom ufnosci 95%.



Model

Rozklad

Box-Jenkins

hybrid bootstrap

bootstrap-t

standard

smoothed

standard

smoothed

M1

94.7%(0.708)
95.7%(0.641)
94.4%(0.727)
94.3%(0.733
95.3%(0.669

90.8%(0.914)
92.8%(0.817)
92.6%(0.828)
92.5%(0.833)
92.9%(0.812)

92.5%(0.833
94.0%(0.751
93.7%(0.768

93.5%(0.780

93.0%(0.807
94.2%(0.739
93.9%(0.757

93.8%(0.763

92.4%(0.838
93.7%(0.768
93.8%(0.763
94.0%(0.751
93.4%(0.785’

96.0%(0.620
95.7%(0.641
95.8%(0.634
05.7%(0.641
95.6%(0.649

93.0%(0.807)
93.3%(0.791)
92.6%(0.828)
93.7%(0.768)
93.2%(0.796)

93.6%(0.774
93.6%(0.774
93.0%(0.807
93.8%(0.763)
93.8%(0.763)

)
)
)
93.7%(0.768)
)
)
)
)

95.3%(0.669
94.8%(0.702
93.8%(0.763)
95.7%(0.641)
94.5%(0.721)

)
)
)
93.3%(0.791)
)
)
)

95.0%(0.689
94.2%(0.739’
93.7%(0.768'
94.7%(0.708’

logN

W N O R W O e WD

96.7%(0.565

96.2%(0.605
95.4%(0.662
97.1%(0.531

87.1%(1.060)
86.7%(1.074)
88.6%(1.005)
87.6%(1.042)
88.5%(1.009)

89.5%(0.969)

89.8%(0.957)

90.5%(0.927

90.7%(0.918

93.4%(0.785)
93.2%(0.796)
93.8%(0.763)
92.8%(0.817)
93.7%(0.768)

(

(
94.5%(0.721
94.9%(0.696)
93.6%(0.774)
94.7%(0.708)
94.0%(0.751)
94.8%(0.702)

M

91.3%(0.891
90.4%(0.932
89.6%(0.965
89.4%(0.973

)
)
)
)
)
)
)
)
95.7%(0.641)
)
)
)
)
)
)
)
89.4%(0.973)

90.4%(0.932)
90.3%(0.936)
89.8%(0.957)
90.0%(0.949)
89.4%(0.973)

( )
( )
89.7%(0.961)
( )
92.3%(0.843)
91.6%(0.877)
90.8%(0.914)

91.5%(0.882)
90.8%(0.914)

94.8%(0.702)
95.3%(0.669)
94.1%(0.745)
95.6%(0.649)
94.8%(0.702)

95.0%(0.689)
95.3%(0.669)
94.4%(0.727)
95.7%(0.641)
95.3%(0.669)

N U O R S I B~ U R N TS I

94.9%(0.696)
95.3%(0.669)
95.0%(0.689)
94.9%(0.696
95.0%(0.689

89.8%(0.957)

89.6%(0.965)
88.2%(1.020)
88.2%(1.020)

91.8%(0.868)
90.3%(0.936)
90.8%(0.914)
89.7%(0.961
90.5%(0.927

92.6%(0.828)
91.7%(0.872)
92.5%(0.833)

91.9%(0.863)

92.8%(0.817)
91.6%(0.877
93.1%(0.801
92.0%(0.858
92.1%(0.853

96.4%(0.589
96.1%(0.612
95.6%(0.649)
95.4%(0.662)

)
)
96.7%(0.565)
)
)

(
(

(
88.2%(1.020)
(

(

(

(

92.3%(0.843)
91.7%(0.872)
88.7%(1.001)
88.1%(1.024)
89.0%(0.989)

93.6%(0.774

90.3%(0.936)
89.0%(0.989
89.5%(0.969

94.8%(0.702)
94.4%(0.727)
92.5%(0.833)
91.2%(0.896)
92.1%(0.853)

(
(

(
92.0%(0.858)
(

(

(

94.0%(0.751
91.8%(0.868
90.8%(0.914

logN

= Q3 O = Ut = W =IO

96.2%(0.605)
95.1%(0.683)
95.3%(0.669)
95.2%(0.676)
96.0%(0.620)

88.4%(1.013)
86.2%(1.091)
85.4%(1.117)
85.8%(1.104)
85.2%(1.123)

)
)
)
92.2%(0.848)
)
)
)
)

91.4%(0.887

88.4%(1.013)
86.0%(1.097)
86.4%(1.084)
86.1%(1.094)

94.6%(0.715)
93.0%(0.807)
91.7%(0.872)
90.6%(0.923)
90.8%(0.914)

)
)
)
)
94.9%(0.696)
)
)
)
)
)

95.0%(0.689

92.7%(0.823)
92.3%(0.843)
91.0%(0.905)
90.5%(0.927)

M

S LI SV e B

o

90.0%(0.949)
93.8%(0.763)
95.2%(0.676)
95.8%(0.634)
94.8%(0.702)

90.4%(0.932)
88.3%(1.016)
84.9%(1.132)
85.1%(1.126)
84.1%(1.156)

92.1%(0.853)
89.7%(0.961)
86.5%(1.081)
86.5%(1.081)
84.9%(1.132)

95.3%(0.669)
95.8%(0.634)
93.1%(0.801)
92.3%(0.843)
92.1%(0.853)

(
(
(
(
(
(
92.1%(0.853
(
(
(
(
(
(

95.5%(0.656)
95.6%(0.649)
93.6%(0.774)
92.6%(0.828'
91.7%(0.872,

Tabela 1.3: Tabela pokrycia empirycznego dla n=50, poziom ufnosci 95%



Model | Rozklad | h | Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed | standard smoothed
1 3.920 3.693 3.910 3.907 3.925
2 3.998 3.733 3.984 3.993 4.015
N 3 4.047 3.768 4.029 4.044 4.067
4 4.077 3.784 4.043 4.071 4.081
5 4.097 3.793 4.054 4.083 4.097
1 3.920 4.129 4.154 4.390 4.328
2 3.998 4.137 4.192 - 4.466 4.388
t 3 4.047 4.129 4.210 4.482 4.415
4 4.077 4.155 4.220 4.486 4.417
M1 5 4.097 4.161 4.224 4.498 4.428
1 3.920 3.743 3.820 4.288 4.274
2 3.998 3.767 3.859 4.380 4.358
logN |3 4.047 3.775 3.883 4.419 4.394
4 4.077 3.790 3.884 4.427 4.412
5 4.097 3.797 3.903 4.422 4.424
1 3.920 3.728 3.806 4.443 4411
2 3.998 3.766 3.853 4.550 4.505
M 3 4.047 3.793 3.873 4.595 4.551
4 4.077 3.804 3.896 4.622 4.570
5 4.097 3.809 3.907 4.626 4.602
1 3.920 3.724 3.969 4.096 4.118
2 5.373 4.233 4.621 5.051 5.069
N 3 5.867 4.420 4.828 5.387 5.399
4 6.094 4.504 4.924 5.527 5.542
5 6.190 4.547 4.979 5.597 5.610
1 3.920 4.109 4.164 4.535 4.471
2 5.373 4.375 4.564 5.467 5.388
t 3 5.867 4.520 4725 | 5.842 5.728
4 6.094 4.591 4.810 5.976 5.899
M2 5 6.190 4.629 4.852 6.071 5.955
1 3.920 3.494 3.604 4.164 4.152
2 5.373 3.777 3.938 5.204 5.158
logN |3 5.867 3.933 4.102 5.637 5.511
4 6.094 4.020 4.181 5.789 5.642
5 6.190 4.073 4.231 5.851 5.735
1 3.920 3.700 3.802 4.491 4.490
2 5.373 4.085 4.273 5.565 5.541
M 3 5.867 4.308 4.477 5.960 5.913
4 6.094 4.419 4.581 6.134 6.087
5 6.190 4.478 4.648 6.235 6.179

Tabela 1.4: Poréwnanie Sredniej dlugosci dla bootstrapu klasycznego i wygtadzonego
dla n=25 i poziomu ufnosci 95%.




Model | Rozktad | h hybrid bootstrap bootstrap-t
standard smoothed | standard smoothed

1 0.755 0.722 0.748 0.697

2 0.730 0.722 0.748 0.703

N 3 0.713 0.715 0.736 0.706
4 0.710 0.713 0.754 0.708

5 0.706 0.715 0.754 0.706

1 2.196 2.150 2.481 2.458

2 2.188 2.133 2.505. 2.457

t 3 2.090 2.126 2.440 2.425
4 2.175 2.131 2.495 2.376

M1 5 2.175 2.124 2.511 2.423
1 2.704 2.721 3.188 3.125

2 2.703 2.748 3.332 3.336

logN 3 2.698 2.756 3.351 3.369
4 2.698 2.744 3.386 3.369

5 2.694 2.738 3.340 3.328

1 0.844 0.833 1.013 0.989

2 0.847 0.850 1.043 1.023

M 3 0.855 0.876 1.070 1.058
4 0.860 0.876 1.095 1.067

5 0.868 0.876 1.087 1.079

1 0.732 0.701 0.792 0.752

2 0.778 0.848 0.985 0.976

N 3 0.842 0.919 1.137 1.127
4 0.868 0.959 1.203 1.195

5 0.893 0.972 1.248 1.224

1 2.269 2:212 2.561 2.523

2 2.221 2.205 3.200 3.053

t 3 2.232 2:226 3.529 3.291
4 2.256 2.270 3.589 3.379

M2 5 2.266 2.268 3.728 3.490
1 2.204 2.226 2.874 2.705

2 2.197 2.246 4.190 3.755

logN 3 2.235 2.300 4.778 4.126
4 2.281 2.319 4917 4.164

5 2.319 2.356 4.833 4.277

1 0.858 0.872 1.014 1.030

2 1.084 1.133 1.389 1.397

M 3 1.212 1.256 1.582 1.572
4 1.268 1.306 1.678 1.665

5 1.303 1.342 1.737 1.719

Tabela 1.5: Poréwnanie odchylenia standardowego dlugosci przedzialow dla boot-
strapu klasycznego i wygtadzonego dla n=25 i poziomu ufnosci 95 %.



Model | Rozktad | n dobor szerokosci okna fam
E(hopt) std(hop) min(hep) maz(hop)
25| 0.8363  0.2678 0.3737 4.4116
N 50 | 0.6238  0.1090 0.3478 1.0458
100 | 0.4759  0.0603 0.3020 0.6754
25| 0.6115  0.2346 0.2478 5.6813
t 50 | 0.4466  0.0915 0.2120 1.4692
M1 100 | 0.3337  0.0439 0.2295 0.6493
25| 0.4308  0.1901 0.1390 3.1441
logN 50 | 0.3128  0.0910 0.1509 0.9732
100 | 0.2252  0.0490 0.1288 0.5795
25 | 0.4219  0.1036 0.1503 1.0913
M 50 | 0.3060  0.0540 0.1495 0.6175
100 | 0.2231 0.0273 0.1561 0.3725
25| 0.8664  0.2684 0.2795 3.7220
N 50 | 0.6161  0.1100 0.3349 1.0859
100 | 0.4726  0.0601 0.2977 0.6970
25| 0.6327 0.1835 0.2507 2.1583
t 50 | 0.4431 0.0829 0.2321 0.9076
M2 100 | 0.3331 0.0461 0.2237 0.8995
25| 0.4433 0.1569 0.1421 1.3011
logN 50 | 0.3209  0.1004 0.1543 1.2801
100 | 0.2249  0.0470 0.1381 0.5201
25| 0.4613 0.1412 0.1731 1.4685
M 50 | 0.3130  0.0534 0.1825 0.5334
100 | 0.2214  0.0282 0.1414 0.3683

Tabela 1.6: Wyniki doboru optymalnej szerokosci okna.
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Model | Rozklad | h Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t

pokrycie  E(length) | pokrycie  E(length)| pokrycie  E(length)
180.7%(1.248) 2.564 | 77.9%(1.312) 2.489 | 79.2%(1.284) 2.546
281.2%(1.236)  2.678 |78.3%(1.304)  2.596 |80.2%(1.260)  2.661

N 3 |82.3%(1.207) 2.725 | 79.9%(1.267) 2.646 |81.2%(1.236) 2.714
4179.2%(1.284) 2.752 | 76.4%(1.343) 2.663 |77.7%(1.316) 2.734
5(80.8%(1.246)  2.770 |78.4%(1.301)  2.671 |80.1%(1.263)  2.741
188.0%(1.028) 2.564 |76.4%(1.343) 1.907 | 78.1%(1.308) 2.012

2 | 88.8%(0.997) 2.678 | 78.2%(1.306) 2.042 | 79.8%(1.270) 2.162

t |3]88.5%(1.009) 2.725 |78.2%(1.306) 2.087 |80.6%(1.251)  2.213
4187.8%(1.035) 2.752 |78.9%(1.290) 2.115 |80.2%(1.260) 2.241

M3 5|87.9%(1.031) 2.770 |77.2%(1.327) 2.127 [78.9%(1.290)  2.257
1193.2%(0.796)  2.564 |76.6%(1.339) 1.601 81.6%(1.225) 1.741
2192.4%(0.838)  2.678 |74.1%(1.385) 1.752 [ 79.4%(1.279) 1.913

logN |3]92.0%(0.858) 2.725 |75.1%(1.368) 1.807 |78.3%(1.304)  1.970
4193.1%(0.801)  2.752 | 74.2%(1.384) 1.841 79.0%(1.288) 2.010
5193.4%(0.785)  2.770 [77.0%(1.331) 1.851 | 80.8%(1.246) 2.022
1[90.7%(0.918)  2.564 |79.7%(1.272) 2.099 |81.2%(1.236) 2.134

2 189.4%(0.973) 2.678 |[77.5%(1.321) 2.309 | 79.6%(1.274) 2.358

M 3190.4%(0.932) 2.725 |77.2%(1.327) 2.372 |78.4%(1.301)  2.427
4189.7%(0.961)  2.752 |76.9%(1.333)  2.403 |78.9%(1.290)  2.459
5[91.9%(0.863)  2.770 |78.6%(1.297)  2.404 |80.0%(1.265)  2.464

Tabela 1.7: Wyniki pokrycia empirycznego oraz $redniej dlugosci przedzialow dla
modelu M3, n=100 i nominalnego poziomu ufnosci 80%.
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Model | Rozktad | h Box-Jenkins hybrid bootstrap bootstrap-t

pokrycie  E(length) | pokrycie  E(length)| pokrycie  E(length)

1/95.3%(0.669)  3.922 [93.4%(0.785) 3.808 |93.6%(0.774)  3.912

2195.3%(0.669)  4.095 [93.1%(0.801) 3.976 |94.0%(0.751)  4.091

N 3195.0%(0.689) 4.167 |94.5%(0.721) 4.056 |94.8%(0.702) 4.173

4195.2%(0.676) 4.209 93.2%(0.796) 4.071 94.1%(0.745) 4.192

5095.4%(0.662) 4.237 |93.8%(0.763)  4.088 |94.3%(0.733)  4.213

1195.7%(0.641)  3.922 [92.6%(0.828) 3.672 |94.1%(0.745)  3.937

2196.0%(0.620)  4.095 [93.3%(0.791)  3.841 |94.2%(0.739)  4.158

t 3195.6%(0.649) 4.167 [93.9%(0.757)  3.921 |95.1%(0.683)  4.232

495.5%(0.656)  4.209 |93.6%(0.774)  3.961 |94.3%(0.733)  4.280

M3 5196.3%(0.597)  4.237 [93.7%(0.768)  3.968 |94.6%(0.715)  4.293

1/95.8%(0.634) 3.922 [92.3%(0.843)  3.349 |95.8%(0.634)  3.799

2 196.5%(0.581) 4.095 |92.5%(0.833) 3.573 196.2%(0.605) 4.034

logN | 395.3%(0.669) 4.167 [91.5%(0.882) 3.647 |95.0%(0.689)  4.117

4]96.5%(0.581)  4.209 |92.7%(0.823)  3.700 |95.6%(0.649)  4.178

5196.2%(0.605)  4.237 |91.3%(0.891)  3.682 [95.0%(0.689)  4.184

1[90.7%(0.918) 3.922 |94.1%(0.745)  3.949 |95.6%(0.649)  4.173

2(90.1%(0.944)  4.095 |93.4%(0.785)  4.065 |95.1%(0.683)  4.317

M 3190.9%(0.910)  4.167 |93.5%(0.780) 4.122 |96.1%(0.612)  4.384

4]90.7%(0.918)  4.209 |93.6%(0.774)  4.157 |95.5%(0.656)  4.418

5193.2%(0.796)  4.237 |93.2%(0.796)  4.169 |94.8%(0.702)  4.436

Tabela 1.8: Wyniki pokrycia empirycznego oraz $redniej dlugosci przedzialow dla
modelu M3, n=100 i nominalnego poziomu ufnosci 95%.
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Rozdzial 2

Zastosowanie metody sita do
estymacji intensywnosci
multiplikatywnych procesow
punktowych

2.1 Metoda sita

Wprowadzona przez U. Grenandera w 1981 r. metoda sita stala si¢ od tego czasu
popularnym narzedziem estymacji nieparametryczne;j.

Roézne sita byly wykorzystywane przez autoréw do estymacji parametréw funk-
cyjnych procesow stochastycznych, takich jak procesy punktowe nalezace do multi-
plikatywnego modelu intensywnosci, procesy dyfuzyjne czy tez modele semimartyn-
galowe. (np. Grenander (1981), Geman i Hwang (1982), Prakasa Rao (1999)).

Przypomnijmy, ze rodzina S(m,) podzbiorow przestrzeni parametrow A jest
nazywana sitem jezeli wymiar m,, ro$nie wraz z n oraz J,, S(n) jest zbiorem gestym
w A.

W naszym przypadku bedziemy zakladali, ze rodzina S(m,,) jest sitem histo-
gramowym, to znaczy:

m(n)
S(n) = {(x €A: a(s)= ), .’Eglgl.m{n)(é‘)}, (2.1)
1=1
gdzie 1p, = oznacza indykator zbioru Bjm(y),
-1 I
an: TN dl £:2:---1
b (m(n) m(n)} : )

oraz

1
Bl,m(n) = {0: m(n)} )
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gdzie z; > 0, ¥, 2% > 0, s € [0,1].
Zauwazmy, ze ciag { Bym)} definiuje partycje odcinka [0, 1] na podprzedziaty o diu-
gosci 1/m(n). Ciag {m(n)} odpowiada natomiast za szybko$¢ wzrostu sita S(m,).

Jak juz wspominaliSmy we Wstepie zasadnicza ideg metody sita jest optymaliza-
cja okreslonego kryterium (np. maksymalizacja funkcji wiarogodnosci) na pewnym
podzbiorze przestrzeni parametréow S(m,,), a nastepnie pozwolenie aby podzbiér ten
,rost” wraz ze wzrostem rozmiaru proby.

W naszym wypadku estymator najwiekszej wiarogodnosci &, skonstruowany dla
sita S(m,,) jest okreslony nastepujaco:

Ealan) = aég%;{n} L.(a), (2.2)

gdzie L, jest funkcja wiarogodnosci.

W przypadku sita histogramowego mozemy stosunkowo latwo wyznaczyé do-
kladna postaé¢ estymatora .

2.2 Przeglad wynikow

Karr (1987) zakladajac, ze obserwujemy ciag niezaleznych procesow {N;},i =
1,...,n o multiplikatywnym modelu intensywnosci:

Ai(t) = a(t) Yi(2),

otrzymal zgodny w L' estymator funkcji a(t) wykorzystujac metode najwiekszej
wiarogodnosci dla sita postaci:

S(my) ={a: (1/my) < a(t) < my;|d(t)] < m,a(t) dlat e |0,1]}.

Leskow i Ro6zanski (1989a) stosujac sito histogramowe skonstruowali zgodny
i asymptotycznie normalny estymator najwiekszej wiarogodnosci &(t) zakladajac,
ze dysponujemy ciagiem n kopii procesow N;(t), ¢ = 1,...,n o multiplikatywnej
strukturze intensywnosci. Zalozenia, dla ktoérych otrzymano wyniki asymptotyczne,
w tym m.in. warunki mieszania i oddzielenie od zera wartosci oczekiwanej procesu
Yi(t), moga jednak w praktyce okaza¢ sie trudne do zweryfikowania.

Leskow (1989) zaproponowal konstrukcje wygltadzonego metoda jadrowa esty-
matora histogramowego

Ma(t) = (1/bn) /01 K((t — s)/by) a(s) ds.

przy zalozeniu, ze « jest funkcja okresowg o znanym okresie. Przy podobnych
zalozeniach jak w pracy Leskowa i Rozanskiego (1989a) otrzymano twierdzenia o
zgodnosci 1 asymptotycznym rozkladzie skonstruowanego estymatora.

Leskow (1993) rozwazyl takze konstrukcje estymatora najwiekszej wiarogod-
nosci w oparciu o metode sita dla prawie-okresowych modeli proceséw stochastycz-
nych.
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2.3 Estymacja intensywnosci w modelu multiplika-
tywnym

Aalen (1978) wprowadzil tak zwany multiplikatywny model intensywnosci, poka-
zujac tym samym, w jaki sposob teoria wielowymiarowych proceséw punktowych
pozwala na okreslenie ogélnej struktury, dzieki ktoérej mozemy analizowaé¢ zaré6wno
modele zwigzane z klasyczna analiza przezycia jak i bardziej ztozone modele proce-
sow Markowa. Przedstawimy teraz pokrotce zalozenia modelu Aalena.

Niech (€2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, na ktorej okreslony jest
ciag procesow punktowych { N, (t),t € [0,1],n € N}. Bedziemy zakladali, ze procesy
te sa adaptowane do filtracji {F,;,t € [0,1],n € N}. Rozwazamy takie modele,
dla ktorych intensywnosé stochastyczna ay,(t) procesu N, (t),t € [0, 1] istnieje i moze
by¢ zdefiniowana jako:

an(t) = Jim, (FP(Nalt +B) = No(6) > 1/,10))

Zakladamy, ze proces punktowy N,(t),t € [0, 1], nalezy do klasy multiplikatywnych
modeli intensywnosci, a zatem funkcja intensywnosci o, (t) ma postac:

an(t) = Yn(t) O"'D(t)a (23)

gdzie Y, (t) jest nieujemnym, lewostronnie ciaglym procesem, o prawostronnych gra-
nicach (lub bardziej ogélnie procesem przewidywalnym), «, jest natomiast nieznana
funkcja nieujemna, ktora bedziemy estymowali. Procesy N, sa wiec zdefiniowane
jako:

Nat)= | " a(s)Ya(s)ds + Ma(t), te€[0,1],

gdzie M, (t) jest martyngalem wzgledem filtracji {F,;} (lub bardziej ogélnie lokal-
nym martyngalem).

Niech P™ = {P}, a € A} bedzie zbiorem miar probabilistycznych odpowiadaja-
cych procesom punktowym {N,(¢), t € [0,1], n € N}. Jako przestrzen A mozemy
przyja¢ podzbior L% [0,1]. Wiadomo (Liptser i Shiryayev (1981) lub Prakasa Rao
(1999)), ze gestos¢ miary P w odniesieniu do P— miary generowanej przez proces
Poissona o jednostkowej intensywnosci jest nastepujacej postaci:

T

d% = exp {/01 log(a(s)Yn(s)) dNn(s) + /ﬂl(l — a(8)Yn(s)) ds} : (2.4)

Logarytm prawej strony (2.4) bedziemy oznaczali przez L,(a).
Estymator najwigkszej wiarogodnosci &, skonstruowany dla sita S(m,,) jest zde-
finiowany przez nastepujace réwnanie:

L,(6y) = max Ly(a). (2.5)

QES(mn)
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Zauwazmy, ze funkcja wiarogodnosci L, () dla sita histogramowego S(m,,) be-
dzie funkcja m(n) zmiennych L,(z1,...,Zmm)). Stosujac standardowe obliczenia
(podobnie jak Leskow i Rozariski (1989a)) mozemy wyznaczyé postaé estymatora

Qy,.

Lemat 2.3.1 (Estymator histogramowy)
Estymator najwiekszej wiarogodnosci by, wyznaczony dla sita histogramowego S(my,)
ma nastepujgcg postac:

m(n) N. (Bi )

- i¥n ;m(n)
Qp = 1 18 : 2.6
(8) Z fBI.m{n)}n(u) du Clum(n) me(s) ( )

=1

gdzie Cimn) = {fﬁ’:,m(n) Yo(u)du >0}, 1=1,...,m(n).

Dla ustalonego s € [0,1] oznaczmy przez l(n,s) € {1,...,m(n)} takq liczbe, ze
s € Bf(n,s},m(n)- Kiad@c Bm[n] — B({”‘s),m(n) z'Cm(n) — Ct(n,s},m(n} estymator (26)
moze byé zapisany w nastepujgcej, prostszej postaci:

Nn(Bm(n))

Yo (u)du ~Cm (2.7)

dn(s) = fB

m(n)

Uwaga 2.3.1 (Wygtadzony estymator histogramowy)

Mozemy rowniez rozwazyé wygtadzenie otrzymanego estymatora histogramowego
G, (t) wykorzystujac metode jadrowq (podobnie jak Leskow (1989)). Procedura ta
prowadzi do estymatora postaci:

n(®) = (1/50) [ K (¢ = 9)/bu) da(s) s, 28)

gdzie K(-)- funkcja jadrowa, b, - szerokosé okna.

2.4 Zgodnosc¢ i asymptotyczna normalnosé histogra-
mowego estymatora sitowego.

Bedziemy zakladali dalej, Ze spelnione sa niektére z nastepujacych warunkow:

(C.1) Istnieje § > 0 oraz funkcja y : [0,1] — R, dodatnia i ciagla w s, taka ze:

Ya(t)

sup

- y(t)‘ =5 0.
te[s—4,5+4d)

(- oznacza zbieznos¢ wedtug prawdopodobieristwa).
(C.2) Funkcja ap(s) jest ciagta na [0, 1].

(C.3) Szybko$é wzrostu sita m, = n'/2.
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(C.4) Istnieje 6 > 0, a > ; oraz dodatnia stala C(ay, s), taka ze:
VtE[s—ﬁ,s-Hf] |0:'0(S) - C}!(](t)l &= C(Gﬂ{], S) |t - Sla'

Twierdzenie 2.4.1 (Zgodno$¢ estymatora histogramowego)
Jezeli spetnione sqg warunki (C.1) do (C.3) wowczas estymator najwickszej wiaro-
godnosci Gy, (s) okreslony w (2.6) jest zgodny dla kazdego s € [0, 1], to znaczy:

b (8) = ag(s)

dla dowolnego s € [0,1] gdy n — oc.

DowOD TWIERDZENIA 2.4.1
Wykorzystujac zatozenie o multiplikatywnym modelu intensywnosci oraz dekompo-
zycje Dooba-Meyera mozemy przedstawi¢ proces N, (t) jako:

N, (t) = /ﬂtag(u)yn(u) du+ M,(t), t€[0,1], neN,

gdzie M, (t) jest martyngatem wzgledem filtracji F, ;.
Przedstawmy roéznice é,(s) — ag(s), s € [0, 1] w nastepujacej postaci:

an(s) — ap(s) =
ﬁMn(Bm(ﬂ)Hﬁme(ﬂ)(ao(u)—ao(s))Yn(u)du (2.9)

1 1
o= fﬂm(n) Yo (u) du

gdzie M, (Bpm(n)) jest przyrostem martyngatu M, na przedziale By, p).
Sformulujemy i udowodnimy nastepnie lemat pomocniczy.

Lemat 2.4.1

Ciqg My (Bmn)) 250 gdy n— oo.

-
Dow6ODp LEMATU 2.4.1

Rozwazmy cigg martyngalow ﬁMn(t),t € [0,1]. Ciag ten jest réwniez ciggiem
elementow losowych przestrzeni D([0, 1]) (przestrzen funkcji prawostronnie ciaglych
posiadajacych lewostronne granice z topologia Skorohoda).

Na mocy twierdzenia Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciag #Mn(-) jest zbiezny
wedtug rozkladu w D([0,1]) do elementu M(:), ktory jest ciaglym gaussowskim
martyngatem o niezaleznych przyrostach, dla ktorego EM?(t) = [} a(u)y(u) du.

Wykorzystujac dalej Tw.5.5 (Billingsley (1968)) o stabej zbieznosci ciagu odwzo-
rowan cigglych elementéw losowych otrzymujemy, ze:

1 1 D
—— ann = —(Mup(tmn — My (tmn — U,
75 M (B \/ﬁ( (tm(n)+1(s)) (tm(n)(5))) — 0

gdzie Bimn) = (tm(n) (), tm(n)+1(8)]; tm(n)(8) 8, tm(n)+1(8) ¢ 8, co koniczy dowéd
Lematu 2.4.1
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Powr6¢émy teraz do dowodu Tw.2.4.1.
Z zalozen (C.1), (C.2) oraz (C.3) wynika, ze:

% / alu)du L5 y(s), (2.10)
oraz

1 ;

% Lm(n)(ag(u) — op(8))Yn(u) du — 0, (2.11)

Stosujac Lemat 2.4.1 oraz (2.10) i (2.11) otrzymujemy ostatecznie, ze (2.9) zbiega
do zera wedhug prawdopodobieiistwa, co konczy dowod Tw.2.4.1.

O

Przyjmujac zalozenia C'1-C4 mozemy otrzymac rezultat zwiazany z asympto-
tycznym rozkladem da,.

Twierdzenie 2.4.2 (Asymptotyczna normalnos¢)
Niech {s1,...,sp} bedzie dowolnym skoticzonym zbiorem punktéw z odcinka [0, 1].
Jezeli spetnione sq warunki (C.1) do (C.4) wtedy ciqg wektorow losowych

nlfd(dn(&) — ap(s1),...,0n(Sp) — ao(Sp))

zbiega wedlug rozktadu, gdy n — oo, do p-wymiarowego rozktadu normalnego o
Sredniej zero 1 diagonalnej macierzy kowariancyi X, o elementach na przekgtnej o; =

DowOD TWIERDZENIA 2.4.2

Aby udowodni¢ Tw.2.4.2 pokazemy najpierw zbieznosé¢ rozkladéw jednowymiaro-
wych.

Mozemy zapisac:

ni (Gn(s) — ao(s)) =

ot (G MBc) +nd (5 J,, . (@0w)=a0(e) Y o) ) (2.12)
- 7 me(n} Ya(p)du .

Pokazali$my juz (wzoér 2.10), ze mianownik (2.12) zbiega wedlug prawdopodobieri-
stwa do y(s). Zauwazmy, ze zalozenie (C.4) implikuje, ze drugi skladnik w liczniku
(2.12) jest zbiezny do zera wedlug prawdopodobienstwa.

Na mocy wspomnianego juz Tw. Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciag —V%Mn(-) jest

zbiezny wedtug rozktadu w D([0, 1]) do elementu M (-), ktory jest ciagtym gaussow-
skim martyngalem o niezaleznych przyrostach. .

Oznaczmy odpowiednio przez @, i () miary generowane przez ﬁMn() oraz M(-)
w D([0,1]).
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Niech A oznacza nastepujaca klase podzbiorow D(][0, 1]):
A={AcC D(0,1)): A= ﬂ{ﬂ: cx(te(s)) <z} N m {z:z(ti(s)) < u}},
k l

gdzie {t1(s)} i {ti(s)} sa skoiiczonymi lub nieskonczonym podzbiorami zbiorow
{tmn)(5)} i {tmm)+1(s)}, dla dowolnych liczb rzeczywistych {zx}, {w}.
Na mocy Tw.3 (Topsge (1967)) otrzymujemy, ze A jest klasa @Q-jednostajna.
Otrzymali$my zatem, iz:

sup |Qn(-f4) - Q(A)l — 0.
AeA

Latwo zauwazy¢, ze o-algebra o(A) generowana przez klase A jest rowniez klasa
Q-jednostajna. .

Niech F, i G, oznaczaja dystrybuanty rozkladow %Mn(Bm(n)) oraz M(Bp(n)).
Poniewaz O’(%ﬂfn (tm(n)(8)); ﬁrMn(tm(n)H(s)), n > 1) C o(A) jest klasg Q-jednostajna,
otrzymujemy ze

S'ip IFn('T) - Gn("*:)’ — 0. (213)

Oczywiscie, n (M(Bm(n))) 25 U, gdzie U jest zmienna losowa o rozkladzie normal-
nym o warto$ci oczekiwanej zero i wariancji rownej ag(s)y(s).

A zatem z (2.13) wynika, ze rowniez: n%(ﬁﬂfn(ﬁ’m(n})) = U.

Pokazaliémy wiec, ze licznik w (2.12) zbiega wedlug rozkltadu do zmiennej losowe;j
U oraz, ze mianownik w (2.12) zbiega wedlug prawdopodobienstwa do y(s), co
oznacza asymptotyczng normalnosé o éredniej zero 1 wariancji réwnej ‘%(51.

Stosujac Lemat Stuckiego oraz Twierdzenia Craméra-Wolda otrzymujemy teze
Tw.2.4.2.

O

Uwaga 2.4.1 (Wybér ciaggu m(n))

Zauwazmy, ze zatozenie (C.8) moze byé zmienione. Cigg m, = n'/* mozemy
zastapié ciggiem my, zmierzajgcym do nieskoriczonosci wolniej niz n'/2. Dla takiego
wyboru m(n) otrzymujemy zgodno$é estymatora Gu,(s).

Aby otrzymad twierdzenie o rozktadzie asymptotycznym estymator G, (s) musimy
przyjec dodatkowe zaltozenia o gltadkosci estymowanej funkcji oy oraz zastqpié cigg
n'* (w Tw.2.4.2) ciggiem normalizacyjnym (min)lfz.

Zaktadajgc na przyktad, zZe funkcja o jest rozniczkowalna w s oraz m, jest ta-

kie, ze ’:;i — 00, 5 — 0 otrzymujemy, ze Gn(s) jest asymptotycznie normalny
AN (ap(s), ma200)),

" onoy(s)

1/2
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2.5 Przypadek wielowymiarowy

Przedstawiona w poprzednich rozdzialach metoda estymacji moze byé¢ uogélniona
na przypadek wielowymiarowy. Wprowadzmy teraz niezbedne oznaczenia i definicje.

Definicja 2.5.1 (Wielowymiarowy proces punktowy)

Proces stochastyczny k-wymiarowy N = [{Ny(t), N2(t), ..., Ne(t)}, t € [0,1]], ktory
zlicza wystepowanie k roznych rodzajow zdarzen bedziemy nazywali wielowymiaro-
wym procesem punktowym jezeli:

o wszystkie sktadowe Nj,j =1,...,k sq procesami punktowymi,

e procesy sktadowe nie majq skokéw w tym samym momencie.

Niech NV, = (Nn1,..., Nox) bedzie ciagiem k-wymiarowych proceséw punktowych
o0 procesie intensywnosci:

Xalt) =40 1 ()< At (B) ), 20 [0,1]

Zalozmy ponadto, ze A, nalezy do klasy multiplikatywnych modeli intensywnosci,
tzn.

An,h(t) = ahyn‘h(t); h= 1, ik .,k, t e [0, 1],

gdzie oy (t) jest nieujemna funkcja deterministyczng a Y, jest procesem przewi-
dywalnym jak opisano w rozdziale 2.3.

Okreslajac proces intensywnosci stochastycznej dla ciaggu wielowymiarowych proce-
sow punktowych N, = (Nn,1,-- -, Npi) jako:

)\n(t) = {An,l(t)i i ':/\n,k(t)}ﬂ te [0? 1]

bedziemy zakladali, ze spelnione sa zalozenia modelu multiplikatywnego, tzn.
Xaalt) = Yo i), dla =1,k te 1]

Wiadomo (Andersen (1993)), ze logarytm funkcji wiarogodnosci mozemy przedsta-
wi¢ nastepujaco:

1
Ly(ay,...,« {] log(an(s)Yan(s)) dNpa(s) — /0 ap(s)Ynn(s) ds}.
h=1
Mozemy teraz wyznaczy¢ estymator najwiekszej wiarogodnosci é,.

Lemat 2.5.1
Estymator najwieckszej wiarogodnosci &, = (G, ..., 0nk) skonstruowany dla sita
histogramowego S(n) jest nastepujgcej postaci:

- Nn h(B! m(n))
RA ey L b= 15k 2.14
a’nh g fB{m(ﬂ Yn’h(u) du 16{,m(n} Bt,m(n)(s)} S ( )
gdzie Cym(n) = {fﬁi mitn) B Yor(w)du >0}, 1 =1,...,m(n).
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Dla ustalonego s € [0,1] mozemy przedstawi¢ estymator (2.14) w prostszej
postaci. Oznaczajac Bm{n) = Bi(n,s),m(n) i Cm(n} = Ci(n,s},m(n): gdzie E(TL,S) =
{1,...,m(n)} jest takie, Ze s € By s)m(n) €Stymator &, »(s) mozemy zapisa¢ jako:

& N jvn,h(Bm(n})
(}.’n,h(b) - me(n) Yn,h(u) du

C (2.15)

m(n)”

Przyjmujac zalozenia analogiczne do tych z przypadku jednowymiarowego (roz-
dzial 2.3) mozemy otrzymaé twierdzenia zwigzane ze zgodno$cig i asymptotyczng
normalnoscia histogramowego estymatora sitowego (2.14).

(D.1) Istnieje &, > 0 oraz funkcja yy : [0,1] — R, dodatnia i ciggla w s, taka ze:

}/n,h (t)
n

sup — y(t)| == 0.

tE[s—Jh,3+5h]

(D.2) Funkcja agp(s) jest ciagla na [0, 1].

(D.3) Szybko$¢ wzrostu sita histogramowego m,, = n'/?.

(D.4) Istnieje 6, >0, 7 > % oraz stala dodatnia C(agn, s), taka ze:

Vicls—ons+dn] |0,n(8) — aon(t)] < Clagn,s) |t — S|ﬁ-

Twierdzenie 2.5.1 (Zgodnos¢)

Jezeli spetnione sq zatozenia (D.1) - (D.3) wowczas estymator najwiekszej wiaro-
godnosci Gn(s) = (Gn1(8),...,0nk(s)) zdefiniowany jak w (2.14) jest zgodny dla
dowolnego s € [0,1].

Twierdzenie 2.5.2 (Asymptotyczna normalnos¢)
Niech s € [0,1]. Jezeli zachodzq warunki (D.1) do (D.4) wiwczas cigg wektordw
losowych

ﬂ,ud (dﬂ,l (.S) == aorl(.‘:‘), i flfn,k(S) — Cl’g,k(s))

zbiega wedtug rozktadu, gdy n — oo, do k-wymiarowego rozktadu normalnego o
§redniej zero i diagonalnej macierzy kowariancjt X, o elementach o; = %‘E?, 1=
| P—

2.6 Przyktady

(i) Estymacja funkcji hazardu w modelu bez cenzurowania obserwacji.
Niech {X,,..., X}, n € N bedzie ciagiem nieujemnych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie, okreslonym przez dystrybuante F', funkcje gestosci
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(i)

(iif)

f oraz funkcje hazardu ay(t) = jf(L Mozemy zaltozy¢, ze X; sa ciagiem i.i.d.
(podobnie jak zakladali Ramlau-Hansen (1983) i Aalen (1978)). Niech

mn
N, (t) = Z (X< t).
Wtedy intensywnos¢ stochastyczna procesu N,(t) jest postaci:
T
an(t) = ap(t) Z (Xk > ).

W tym przypadku wszystkie zalozenia naszych twierdzen sa spelnione i mo-
zemy konstruowac zgodny i asymptotycznie normalny estymator histogramowy
Q.

Cenzurowanie.

Zalozmy, ze zmienne losowe X, Xo,..., X, n € N sa okreslone jak powyzej
oraz dodatkowo niech {7;} bedzie ciagiem zmiennych losowych obcinajacych,
to znaczy: albo obserwujemy X; albo obserwujemy jedynie, ze X; jest wiek-
sze niz T;. W tym modelu cenzurowania, zaklada sie¢, ze momenty obcinajace
{T;}"_, sa ciagiem i.i.d. oraz dodatkowo, ze sa niezalezne od {X;}. Wprowa-
dzajac zmienng losowa D; (nazywana indykatorem obciecia), ktora przyjmuje
wartosci 0-1 dysponujemy obserwacjami zmiennych losowych (X;, D;), gdzie
X; = X, jezeli D; = 1 oraz X; < X; jezeli D; = 0. Niech

oraz

Funkcja intensywnosci o, (t) procesu N,(t) jest postaci:
oip(t) = Yo (8) as(t)
i mozemy konstruowaé estymator histogramowy &, dla «y.

Cenzurowanie II-go rodzaju. (Przyklad I11.2.2, Andersen (1993)).
X1, Xy, ..., X, —iid. jak w przykladzie (i). W tym przypadku, przyjmu-
jemy jako zmienne losowe obcinajace T; = X, (,), gdzie Xr(n) oznacza moment

r(n)-tej awarii. Tak okreslone cenzurowane zmienne losowe X;, X,, ..., X, nie
sg niezalezne, niemniej jednak dalej pozostajemy w klasie multipllkatywnych
modeli intensywnos$ci.
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(iv) Wielostanowy model Markowa.
Zalozmy, ze obserwujemy n ubezpieczonych (n polis) reprezentujacych grupe
jednorodng i ze kazda polisa opisana jest skonczonym zbiorem stanéow J =
{1,2,...,7}. Wowczas przyjmujemy Xi(t), ¥ = 1,...,n jako niezalezne tan-
cuchy Markowa okreslajace stan k-tej polisy.
Definiujemy cigg proceséw punktowych:
Nijx = ilos¢ bezposrednich przej$¢ ze stanu i do j (i = j, i # j) obserwowanych
dla k-tej polisy w przedziale [0, ] .
Przyjmujemy Y, = 1 jezeli k-ta polisa jest w stanie ¢ w chwili ¢~ (tzn. bezpo-
$rednio przed t), w przeciwnym wypadku Yy = 0:

Yie(t) = Lixem)=i-
Woweczas proces N;;x(t) ma funkcje intensywnosci:
ik = 0y (t) Yae(2),

gdzie oy; jest intensywnoscia przejscia ze stanu ¢ do stanu j (i # j). Analo-
gicznie jak poprzednio definiujemy proces:

Nij. = Nii(t), i,j€J
k=1

okreslajacy w tym wypadku catkowita liczbe przejs¢ i — j w przedziale [0, ¢]
oraz proces

Yio= Y Yaul
k=1

interpretowany jako laczna liczba polis znajdujacych sie w stanie ¢ w chwili
t~. Wowczas z uwagi na to, ze zadne dwa przejscia (zmiany stanéw) nie
wystepuja rownoczesnie oraz ze wzgledu na przyjeta jednorodno$¢ populacji
otrzymujemy, ze proces N;;.(t) ma funkcje intensywnosci w postaci

/\ij(t) = Ofg;j(t) Y;(t)

Warto zauwazy¢, ze wiele modeli spotykanych w teorii niezawodnosci czy tez
analizie przezycia jest szczegolnym przypadkiem przedstawionego powyzej wie-
lostanowego modelu Markowa. Najprostszym przykladem jest przedstawiony
w (i) klasyczny model przezycia, w ktorym wystepuja tylko dwa stany (zycie
~ $mier¢). Inne modele to np. model ryzyk konkurujacych (competing risks)
lub tzw. model choroby - $mierci (ilness-death). Szczegblowy przeglad réznych
modeli mozna znalezé np. u Andersena i Borgana (1985) lub w monografii
Andersena i innych (1993).
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(v) Estymacja funkcji hazardu dla wymienialnych zmiennych losowych.
Niech {Xj, ..., X, } bedzie ciagiem zmiennych losowych o jednakowym rozkla-
dzie, warunkowo niezaleznych pod warunkiem pewnej o-algebry B. Przy tych
zatozeniach {X;} tworzy ciag wymienialnych zmiennych losowych.

Okreslajac teraz

Ni(t) = 1(X; < t)

N, (t) = i Ni(t)

i wykorzystujac dalej rozwazania zwiazane z lgczeniem skltadowych warunkowo
niezaleznych (Rozdzial 11.4.3, Andersen (1993)) otrzymujemy, ze N,(t¢) ma
multiplikatywna posta¢ intensywnosci.

2.7 Symulacje komputerowe

Aby zilustrowa¢ zachowanie estymatora histogramowego intensywnosci przeprowa-
dziliSmy symulacje komputerowe. Wygenerowano n = 500 niezaleznych czaséw zycia
Xy,..., X, z rozkladéw Weibulla, logarytmiczno-normalnego, gamma oraz Gom-
pertza. Rozklady te sa szczegélnie popularne w analizie przezycia (np. Klein i
Moeschberger (1998)).

Funkcje hazardu i parametry wykorzystywane w symulacjach sg przedstawione
w ponizszej tabeli. I oznacza niekompletng funkcje gamma.

Rozktad Funkcja hazardu  Parametry

Weibulla yptP~t vy=2, p=0.5

ci Int—p Jg
Log-normalny \/;iﬂi[m?_{q,(gn = ]}) u=0o0=1
Gompertza fe* =02 a=2

M8~ exp (—=At) — —
Gamma T A=IOGD)) A=1L0=72

Dodatkowo, symulowane czasy zycia byly obcinane przez n niezaleznych zmiennych
losowych T7,...,T, (momenty obcie¢) generowanych z rozkladu wykladniczego o
$redniej 1.
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Przyjmujemy X; = min(X;,T;) oraz indykator obciecia D; = 1(X; = X;) dla i =
1,...,n. Wowczas proces punktowy N, (-) jest okreslony przez

Na(t) =3 1(X: £, Dy =1).
=1

Proces ten mozemy interpretowaé jako catkowita liczbe obserwowanych $mierci (awa-
rii) na przedziale [0, t], a jego intensywnos$¢ a,, jest postaci:

an(t) = ap(t)Ya(t),

gdzie

T
Ya(t) =3 1(Xi > )
i=1
jest liczba obiektéw w stanie ryzyka bezposrednio przed chwilg ¢.

Rysunki 2.1-2.4 przedstawiaja estymator histogramowy funkcji hazardu skon-
struowany dla wszystkich rozwazanych rozkladéow na przedziale [0,1] oraz dla m(n) =
v/n. Wyznaczono réowniez 95% punktowe (pointwise) przedzialy ufnosci w oparciu
o asymptotyczny rozktad normalny oraz estymator wariancji.

Dla kazdego rysunku: teoretyczna funkcje hazardu oznaczono linia ciagla (—),
estymator histogramowy linia kropkowang (- - -), przedzialy ufnosci oznaczono jako
linia kreska-kropka (— - —).

Dokladno$é skonstruowanych przedzialéw ufnosci byla badana poprzez wyzna-
czenie empirycznych prawdopodobienistw pokrycia na bazie 1000 powtérzernn Monte
Carlo. Tabela 2.1 zawiera wyniki pokrycia empirycznego dla wybranych punktow
oraz roznych wyboréw ciagu m(n). Oprocz ciagu m(n) = y/n wykorzystalismy w sy-
mulacjach réwniez m(n) = n*/? oraz m(n) = n?5, ktore spelniaja warunki okreslone
w Uwadze 2.4.1.

Mozemy zauwazy¢, ze wybierajac ciag m(n) = /n nie w kazdym przypadku
otrzymujemy zadowalajace wyniki pokrycia empirycznego, co jest szczegblne wi-
doczne dla punktow brzegowych odcinka [0,1] i np. rozktadéw Weibulla, logarytmiczno-
normalnego i gamma.
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Rys. 2.2: Estymator histogramowy dla rozktadu log-normalnego.
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Rys. 2.4: Estymator histogramowy dla rozkltadu Gompertza.
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Rozklad |m(n)|0.01[0.12{0.23|0.33 |0.44 | 0.55|0.65 | 0.76 | 0.87 | 0.97
22 [49%195% | 96% | 94% | 93% | 90% | 88% | 90% | 79% | 71%
Weibull | 16 [91% |89% |95% | 93% | 91% | 92% | 91% | 86% | 90% | 82%
12 |52% | 95% [96% | 91% [ 93% | 92% | 93% | 86% | 91% | 88%
22 [39% | 89% | 91% | 95% | 94% | 93% | 93% | 90% | 91% | 87%
LogN 16 | 71% | 72% [ 92% | 95% [ 93% | 93% | 92% | 91% | 93% | 92%
12 {59% | 93% | 92% | 95% | 93% | 94% | 93% | 92% | 92% | 92%
22 |39% [87% | 82% | 90% | 92% | 92% | 91% | 89% | 86% | 84%
Gamma | 16 |59% |71% | 94% | 90% | 90% | 91% | 92% | 90% | 90% | 92%
12 | 75% [91% | 92% | 92% | 93% | 92% | 93% [ 91% | 91% | 91%
22 195% | 86% | 90% | 92% | 92% | 93% | 91% | 92% | 93% | 92%
Gompertz | 16 [95% |90% | 93% | 92% | 94% | 92% | 94% | 92% | 93% | 93%
12 |93% | 95% [ 92% | 94% [ 94% | 93% | 92% | 94% | 94% | 93%

Tabela 2.1: Wyniki pokrycia empirycznego. Nominalne prawdopodobienstwo po-
krycia=95%.
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Rozdziat 3

Zastosowanie metody sita do
estymacji funkcji dryfu dla procesow
Ito

3.1 Przeglad wynikow

Jak wspominali$my juz w rozdziale 2 metoda sita byla z powodzeniem stosowana
do estymacji parametréw funkcyjnych proceséw stochastycznych, takich jak multi-
plikatywne procesy punktowe czy procesy dyfuzyjne. Przedstawimy teraz przeglad
wynikow zwiazanych z estymacja funkcji dryfu dla proceséw dyfuzyjnych i modeli
semimartyngatowych.

3.1.1 Estymacja dla proceséw dyfuzyjnych

Geman i Hwang (1982), wykorzystujac sito oparte na ukladzie ortonormalnym
otrzymali zgodny (w normie L?) estymator nieznanej funkcji a(-) dla modelu:

dX(t) = a(t)dt + dW(t) t € [-1/2,1/2),

gdzie W (t) jest procesem Wienera.
Nguyen i Pham (1982) uogolnili powyzszy rezultat na przypadek modelu

dX(t) = a(t)X (t) dt + dW(t), X(0) = zo.

Leskow i Rozanski (1989) wykorzystujac sito histogramowe skonstruowali
zgodny i asymptotycznie normalny estymator nieznanej funkeji a(-) w bardziej ogol-
nym modelu dyfuzyjnym

dX (t) = a(t)a(t, X (t))dt + dW(1).

105



3.1.2 Modele semimartyngalowe

McKeague (1986) otrzymal zgodny (w normie L?) estymator stosujac sito oparte
na ukladzie ortonormalnym dla modelu semimartyngalowego:

dX(t) =Y (t)a(t)dt + dM(t), t€][0,1], (5:1)
gdzie: X = (Xy,...,X,), @ = (ai,...,a;,)" jest wektorem nieznanych funkcji
deterministycznych, ¥ = ((Yij))nxp jest macierza proceséw czynnikowych, M =
(M, ..., M,), gdzie M; jest kwadratowo calkowalnym martyngatem.

Warto zauwazy¢ (np. Prakasa Rao (1999)), ze szczegdlnymi przypadkami modelu
(3.1) sa:

(a) Proces dyfuzyjny

dX (t) = a(t)b(X,) dt + o(t, X,) dW,, te[0,1], Xo=1

W tym przypadku Y (¢) = b(X,) i M; = [; o(s, X) dW.

(b) Proces punktowy — model Aalena
N = (N(t), F;) — proces punktowy o intensywnosci

a; (1) Y (t

||'Mw:

gdzie a; jest nieznang, nieujemna funkcjy ciagla oraz Yj(t) jest nieujemnym
procesem przewidywalnym.

(c) Proces dyfuzyjny z komponenta skokowa

dX(t) = B(t)b(X,) dt + o(t, X;) AWy + € ANy,

gdzie Xo =n,Ny =0, t > 0.

Estymatory zaproponowane w wymienionych w 3.1.1 i 3.1.2 publikacjach byly kon-
struowane na bazie n niezaleznych (lub spelniajacych pewne warunki mieszania)
kopii proceséw, co moze w pewnych wypadkach stanowié¢ ograniczenie ich stosowal-
nosci.
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3.2 Estymacja funkcji dryfu

Niech (§2, F, P) oznacza przestrzen probabilistyczng z ciagiem filtracji {F,,}. Roz-
wazmy proces 1t6 X, (t), t € [0, 1] zdefiniowany jako:

dX,(t) = a(t)D,(t) dt + Vo (Xa, t) dW,(t), Xn(0) =0. (3.2)
Bedziemy przyjmowali dalej nastepujace zalozenia:
(A.1) Wy(t) jest standardowym procesem Wienera, adaptowanym do filtracji {F, ,}.

(A.2) D,(t)i X,(t) sa uzgodnione z filtracja { F, .} oraz V,,(X,(-), t) jest adaptowany
do filtracji generowanej przez X, na [0,T], ponadto prawie wszystkie realizacje
D,(-) i V,(+) sa funkcjami ciaglymi zmiennej .

(A.3) |Va(t)| >0 P puw.

Z Tw.7.18 (Liptser i Shiryayev (1981)), otrzymujemy ze miara p generowana przez
proces X,, jest absolutnie ciqg}a wzgledem miary py, odpowiadajacej procesowi Y,
zdefiniowanemu jako dY,(t) = V,(Y,,t) dW,(t). Gestos¢ miary u? w odniesieniu do
/[y, ma postac:

i‘i‘i = exp (/ﬂl a(t)‘??(t) 2/ ) . (3.3)

Bedziemy oznaczali dalej logarytm powyzszej gestosci jako L, («).
Standardowe obliczenia (przeprowadzone analogicznie jak w pracy Leskowa i Ro-
zanskiego (1989b)) prowadza do wyznaczenia estymatora najwiekszej wiarogodnosci.

Lemat 3.2.1 Estymator najwiekszej wiarogodnosci &, wyznaczony dla sita histo-
gramowego S(n) ma nastepujgcq postac:

X m(n) fB Jzﬂdx ( )
an(s) = Z iin) Vo Qﬂ_ld 13;,"1(,-.)(8) 16‘;_,n{n)(s)r (34)

=1 g, m(n) V2(t)

gdzie Cimu) = {Jp,,..., B dt >0}, I=1,...,m(n).

Niech s € [0,1] bedzie ustalone, wybierzmy I(n,s) € {1,...,m(n)}, takie ze
8 € Bi(n,s)m(n)- Oznaczajac By(n)(s) = Bi(n,s),m(n) mozemy zapisa¢ estymator é,(s)
w prostszej postaci:
Da(t
me(n} .5) VJ:"{Elan(t)

Dggtl
By () VAR O

(3.5)

an(s) = Con(n) (8) -
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3.3 Zgodnos¢ i asymptotyczna normalno$é¢ histogra-
mowego estymatora sitowego.

Sformulujemy teraz zatozenia, dla ktérych mozemy otrzymaé rezultaty zwigzane ze
zgodnoscia oraz rozkladem asymptotycznym estymatora (3.4).

(B.1) Istnieje d > 0 oraz funkcja y : [0,1] — Ry, dodatnia i ciagla w s, taka ze:

D'fl(t) 1
V2 n Y

5 0.

sup
te[s—d,s+4]

(B.2) Funkcja a(s) jest ciagta na [0, 1].
(B.3) Szybkoé¢ wzrostu sita m, = n'/2.
(B.4) a spelnia lokalny warunek Holdera, tzn. istnieje 6 > 0, 8 > % oraz stala
dodatnia C(«a, s), taka ze:
Vies—s.048) |a(s) — a(t)] < Cla, s) |t - s|°.

Twierdzenie 3.3.1 (Zgodno$¢ estymatora histogramowego)

Jezeli spetnione sq zatozenia (B.1)-(B.3) wowczas estymator najwiekszej wiaro-
godnosci Gy, (s) okreslony jak we wzorze (3.4) lub (3.5) jest estymatorem punktowo
zgodnym dla kazdego s € [0,1], tzn.

Gn(s) = a(s)
dla dowolnego s € [0,1] gdy n — oco.

DowOD TWIERDZENIA 3.3.1
Aby udowodni¢ zgodnosé estymatora é,(s) przedstawmy roznice Gy, (s) — a(s), s €
[0, 1] w nastepujacej postaci:

an(s) — afs) =

_ F s Dg Otat-a)dir i [, B2 aWalt) (3.6)
- . _
‘/_ng{u){s) (t)

Rozwazmy teraz na.ste;pujaecy cigg martyngalow

dW( ),

"t)_\/_/ Vu)

ktory jest takze ciagiem elementoéw losowych przestrzeni D([0,1]). Z Twierdzenia
Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciag M, (:) jest zbiezny wedlug rozktadu w D([0,1])
do elementu M(-), ktory jest ciaglym, gaussowskim martyngalem o niezaleznych
przyrostach i dla ktorego EM2(t) = [ y(u) du.
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Wykorzystujac Tw.5.5 (Billingsley (1968)) o stabej zbieznosci ciagu odwzorowan
cigglych elementoéw losowych, otrzymujemy, ze:

Mn(Bm(n](s)) = ﬁ/fﬂ(tm(n)_,_l (b)) — ﬂ/fn(tm(n)(s)) — 0,

gdzie Bpmy(8) = Eiminy(8) tmny+1(8))s. tmny(8) A 85 tmimyxi(8) N8,
Na mocy zalozen (B.1), (B.2) oraz (B.3) mamy:

®,
\/_fm(n)(SJV (t) _)9(8), 87)

oraz

(a(t) — a(s)) dt = 0, (3.8)

\f Bi(ny(s) ‘/

co implikuje, ze (3.6) zbiega do zera wedlug prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 3.3.2 (Asymptotyczna normalnos¢)
Niech {si,...,s,} bedzie dowolnym skoriczonym zbiorem punktow z przedziatu [0, 1].
Jezeli spetnione sq warunki (B.1) — (B.4) wowczas cigg wektoréw losowych

n'* (G (s1) — a(sy), . .. , 0 (8p) — a(sp))
zbiega wedtug rozktadu, gdy n — oo, do p-wymiarowego rozkladu normalnego o
$redniej zero 1 diagonalnej macierzy kowariancji ¥ z elementami na przekginej: o; =

1 4=
oy 2= | e o]

DowOD TWIERDZENIA 3.3.2

Aby udowodni¢ Twierdzenie 3.3.2 pokazemy najpierw zbiezno$¢ rozkladow jedno-
wymiarowych.

Mozemy zapisac:

Hz(dn( ) —afs)) =
)(a)—?(%”( a(t)—a(s)) dt)+n ¥ ( v,_fa )(a)—ﬁ‘-(g-}ldwﬂ( ) (3.9)

&(t) !
V’_ JB"n‘n(r.t}("') Vi (t) a

- L (\/—.IB

min

W dowodzie Tw.3.3.1 pokazaliémy (wzor 3.7), ze mianownik we wzorze (3.9) zbiega
wedhug prawdopodobienstwa do y(s).

Zauwazmy, ze na mocy zalozenia (B.4) pierwszy skladnik w liczniku (3.9) zbiega
do zera wedlug prawdopodobieristwa.

Na mocy wspomnianego juz Twierdzenia Rebolledo (Rebolledo (1980)) ciag M, (-)
jest zbiezny wedtug rozktadu w D([0,1]) do elementu M(-), ktory jest ciagtym, gaus-
sowskim martyngalem o niezaleznych przyrostach.

Oznaczmy przez Q, i @ miary generowane odpowiednio przez M,(:) i M(-) w
D([0,1)).
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Niech A oznacza nastepujaca klase podzbiorow D([0,1]):
A={AcD(0,1): A=[{z: z(te(s)) < zx} N[{z : z(t:(s)) < w}},
k l

gdzie {tx(s)} 1 {ti(s )} sa skonczonymi lub nieskoniczonymi podzbiorami zbiorow
{tmm)($)} 1 {tmm)+1(5)}, a {zx}, {wi} sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Z
Twierdzenia 3 (Topsge (1967)) wynika, ze A jest klasa @-jednostajng. Otrzymujemy
wiec:

sup |Qn(4) — Q(4)| — 0.
AeA

FLatwo zauwazy¢, ze o-algebra o(A) generowana przez klase A jest réwniez klasa
(Q-jednostajna.

Niech F, i G, oznaczaja dystrybuanty rozktadéw odpowiednio M, (Bmm)(s)) i
M(Bm(n}(s)). Poniewaz o (My(tmn)(5)); Mn(tmmn)+1(8)),n > 1) C 0(A), gdzie o(A)
klasa @-jednostajna, otrzymujemy ze:

sup |F,,(z) — Gn(z)| — 0. (3.10)

Oczywiscie, n%(M(Bm(ﬂ)(s))) 25 U, gdzie U jest zmienna losowa o rozkladzie
normalnym o wartos$ci oczekiwanej zero i wariancji rownej y(s). Z (3.10) wynika, ze
réwniez ni (M (Bmn)(5))) = U.

Udowodnili$my wiec, ze licznik (3.9) zbiega wedlug rozktadu do zmiennej losowe;
U oraz mianownik w (3.9) jest zbiezny wedlug prawdopodobienistwa do y(s). W
ten sposob uzasadniliSmy, ze (3.9) jest asymptotycznie normalny o $redniej zero i
wariancji ﬁ

Pokazemy teraz zbiezno$¢ rozkladéw dwuwymiarowych. Mozemy zapisac

[n%(dn(sl) — a(s1)), 01 (Gn(s2) — 0(32))} -

Dg (t) ?

! + (3.11
_5_ HO) .
\/_fsm(n)(sl) )‘“ v"fsm(“)(sz) V2 (t) o ] ( )

+ { ( me(“ ul)ﬁg)dm{ }) (fjf’m(n (s2) Vit dwn(t))] .

L —g— dt . f —g-(ildc
7' Bon(n)(51) Vi2(E) 7' By (n)(s2) Vi2(0)

!“%(f’f wen B @O-al @) HFr Lo, on P (a(-ale2)) dt)

Na mocy wezedniejszych rozwazan zauwazmy, ze pierwszy skladnik w (3.11) jest
zbiezny do 0 wedlug prawdopodobienstwa.

Aby pokaza¢ asymptotyczng normalnosé drugiego skladnika w (3.11) wprowa-
dzimy nastepujace oznaczenia:

Y, =ni (ﬁ - ?/Aﬂ AW, (¢ ))
A D;g ) -
Z‘n.,'i = “‘\/—fr‘l‘me(n)(s‘.) Vn(t) dt, 1= 1,2
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Wykorzystujagc podobng argumentacje jak w przypadku jednowymiarowym mozna
pokazaé, ze dla dowolnych t = (t;,15):

<L £> =t Yo +taYno — 1Yy +t Yo,

gdzie Yj 1 1 Yp 2 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, o rozkladzie normalnym o $red-
niej zero i wariancji odpowiednio y(s,) oraz y(sz). Na mocy Twierdzenia Craméra-
Wolda otrzymujemy asymptotyczna normalnosé wektora (Y1, Y 2).

Oznaczmy R, ; =t;/Z,;, ©=1,2. Mozemy zapisaé

<L [Yn,l Yn,2]> = RoaYas # RyaYus= (&, ﬁ)

Zﬂ.,l 1 Zn,2
Stosujac Lemat Sluckiego otrzymujemy:
D to
Rm Yn — 0 B - }/E) 2-
<_ _> (31) y(s2)

Wykorzystujac ponownie Twierdzenie Craméra-Wolda dostajemy zbieznos¢ dla
przypadku dwuwymiarowego. Dowéd dla przypadku p-wymiarowego przebiega ana-
logicznie.

O

Uwaga 3.3.1

Zatozenie (B.3) okreslajqce szybkosé wzrostu sita, moze byé zmienione. Ciggm(n) =
Vn mozemy zastgpi¢ dowolnym ciggiem m(n) zbieznym do nieskoriczonosci wol-
niej niz \/n. Warunek ten gwarantuje zgodno$é estymatora G(t). Aby otrzymac
wyniki zwigzane z rozktadem asymptotycznym musimy przyjeé dodatkowe zatozenia
dotyczqce gtadkosci estymowanej funkcji a(t) oraz przyjac jako cigg normalizacyjny

(m?ﬂ))” 2. Dla przyktadu, zaktadajgc ze funkcja o jest rézniczkowalna w s oraz m(n)

jest takie ze (:U 00, —5 — 0 otrzymujemy ze Gn(s) jest asymptotycznie nor-

m(n)
malny AN (a(s), =

o))

Przyjmujac dodatkowe zalozenia (B.5)-(B.7), mozemy otrzymaé¢ wyniki zwia-
zane ze zgodnoscig w L' estymatora histogramowego é(t).

(B.5) Funkcja %5% 1‘ jest oddzielona od zera, tzn. Istnieje o > 0, taka ze:

D2(t) 1

> o P — prawie wszedzie.
0,1] [ V2(t) n & i

(B.6) Funkcja y(t) okreslona w zal. (B.1) spelnia:

D2(t
V()

1

—

S |

E‘ - y(t)‘ — 0 Vi),

ponadto V,, E %ﬁm

10 jest ciagla funkcjg argumentu t.
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(B.7) Dla a(t) zachodzi globalny warunek Holder’a, tzn. istniejg stale dodatnie C'(«)
i 3, takie ze: |a(t) — a(s)| < C(a)|t — s|°.

Twierdzenie 3.3.3 (Zgodnos¢ w L')

Zatozmy, ze warunki (B.1) — (B.3) pozostajg prawdziwe. Przyjmijmy dodatkowo,
ze spetnione sq zatozenia (B.5) — (B.7). Wowczas estymator histogramowy 6y, (s)
jest estymatorem zgodnym w L', tzn.

1
f G () — a(s)|ds - 0.
0

DowoOD TWIERDZENIA 3.3.3
Zalozenie (B.5) pozwala nam zapisac:
E|an(s) — a(s)| <
o D2 n
o V2E g, ) PR () — a(s)) dE + 5, (0) D2l 4w, (1)|

Z zalozenia (B.6) wynika, ze istnieje stata dodatnia C) taka, ze dla dowolnego ¢ €
[0,1] oraz n € N:

D (t)
V()

E S CITL.

Stosujac teraz warunek Holdera (zalozenie B.7) oraz nieréwno$¢ Cauchy’ego
otrzymujemy, ze: F|a,(t) — a(t)| < o~ Y(C(a)Cin~P? + /C; n=1/4).
Pokazalismy wiec:

lim E | (t) — a(t)| = 0.

n—oo

Stosujac twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej oraz twierdzenie Fubiniego otrzy-
mujemy ostatecznie, ze:

n—+o0

1
lim Ef |Gn(s) — a(s)|ds = 0,
0

a to na mocy nieréwnosci Czebyszewa daje juz teze¢ Twierdzenia 3.3.3.

3.4 Przyklady

(I) Niech Z,(t) oznacza ciag proceséw dyfuzyjnych okreslonych jako:

dZ,(t) = a(t) dt + T dWp(t), Z,(0)=0. te][0,1]
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W tym przypadku, estymacja nieznanej funkcji dryfu a(t) jest asymptotycznie
rownowazna estymacji funkcji regresji w modelu :

Y= oty +oe, 1212040

gdzie t; = L natomiast ¢; jest ciagiem i.i.d. z Ee; = 0 oraz Var(g;) = 1.

Niech Yi(t), k = 1,2,...,n bedzie ciggiem niezaleznych kopii procesu dyfuzyj-
nego, okreslonym jako:

dYi(t) = a(t)alt, Yi)dt + dWi(t),

gdzie Y;(0) = Y jest zmienng losows, natomiast W (t) jest procesem Wienera.
Okreslmy ciag procesow X, (t):

dX.(t) = vy a(t, Ye)dYi(t)
= a(t) (Tt a®(t, Yy)) dt + Sr_, alt, Yi)dWi(t).

Otrzymalismy wiec:

n

dX,(t) = a(t) (3 a®(t, Yi)) dt + dM(t),

k=1

gdzie
d < My(t) >= (Y a%(t, Ya)) dt.
k=1

Okreslajac dalej:
dM,(t) = —a dM,(t),
k=1 a2(t, Yi)

otrzymujemy:

d < M,(t) > d < My(t) >=dt

1
Y ETI(A)

dXalt)= af(t)(i a*(t,Yy))dt + 'Zn: a?(t,Yr) dM, ().
k=1 k=1

Wykorzystujac teraz Tw.5.12 oraz Tw.7.17 (Liptser i Shiryaev (1981)) proces
X, (t) mozemy ostatecznie przedstawi¢ w postaci modelu Itd6 rozwazanego w
rozdziale 3.2:

dX,(t) = a(t)Da(t) dt + Vy(Xn, t) dWa(2).

oraz
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3.5 Symulacje komputerowe

W badaniach symulacyjnych rozwazono przyktady (I) i (II) przedstawione w 3.4.
Dane byly generowane dla nastepujacych modeli:

(M1) dZ, () = a(t) dt + % AW, (1), Z.(0)=0, o =1,
(M2) X Z Yi(t) dYi(?)

gdzie Y} sa mez-a,leznyml kopiami procesu dyfuzyjnego Y'(t), dla ktoérego:

AYi(t) = a(t) Ye(t) dt + dWi(t),  Yi(0) ~ N(0,1).

Dla obu modeli symulacje byly przeprowadzone dla dwoch réznych funkeji dryfu:
e a(t) = sin(4nt),
o aft) =

Rysunki 3.1-3.4 przedstawiaja estymator histogramowy funkcji dryfu (linia krop-
kowana) dla modelu M1 i M2 uzyskany dla n = 500 oraz m(n) = y/n.

Dodatkowo skonstruowano 95% przedzialy ufnosci, w oparciu o asymptotyczny
rozklad normalny i estymator wariancji.

Efektywnos$¢ skonstruowanych przedzialéw byla badana z wykorzystaniem em-
pirycznych prawdopodobienstw pokrycia wyznaczonych na bazie 1000 prob Monte
Carlo.

W symulacjach uwzgledniono trzy rézne wybory ciagu m(n):

o m(n) = v
e m(n) =n'?,
e m(n) = n??,

spelniajace zalozenia okreslone w Uwadze 3.3.1.

Tabele 3.1-3.6 zawieraja procentowe wyniki pokrycia dla wybranych punktow
przedziatu [0,1] oraz estymowane bledy standardowe (w nawiasach).

Mozemy zauwazy¢, ze efektywnosé przedzialéow ufnosci dla modeli M1 oraz M2 i
sinusoidalnej funkcji dryfu (a(t) = sin(47t)) nie jest zadowalajaca jesli wybierzemy
m(n) = n??®, a wiec zmierzajace do nieskoniczonosci zbyt wolno. Dla pozostatych
wyboréow m(n) otrzymujemy podobne pokrycie, bliskie nominalnemu (95%).

Dla pozostalych modeli (o parabolicznej funkcji dryfu) wyniki pokrycia empirycz-
nego otrzymane dla wszystkich analizowanych ciagéw m(n) sa podobne i wybierajac
m(n) inne niz \/n nie uzyskujemy istotnej poprawy.
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Niemniej jednak, prawdopodobieristwa pokrycia otrzymane dla m(n) = y/n cha-
rakteryzujg si¢ wigksza zmiennoscia dla réznych punktéow odcinka [0,1]. Warto za-
uwazy¢, ze dla wszystkich analizowanych przypadkéw mniejsza warto$é m(n) pro-
wadzi do wezszych przedzialéw ufnosci.

Doktadno$é estymatora histogramowego moze byé¢ analizowana rowniez w od-
niesieniu do kryteriow dokladnosci dopasowania, takich jak MIAE = E [ |a(u) —
a(u))|du, czy MISE = FE [} (&(u) — a(u))? du. Przypomnijmy, ze w rozdziale 3.3
przedstawione byly wyniki teoretyczne zwigzane ze zgodno$cig estymatora histogra-
mowego w L' (Tw.3.3.3).

Tabele 3.7-3.10 zawieraja wyniki bledow MIAE i MISE wyznaczonych na bazie
1000 realizacji Monte Carlo dla modeli M1 i M2 oraz dla trzech réznych wyborow
ciagow m(n). Mozemy zaobserwowaé, ze oba kryteria zachowuja sie w przybliZzeniu
podobnie w zaleznosci od wyboru m(n). Dla obu modeli i funkcji dryfu a(t) = ¢
obserwujemy, ze zarowno MIAE jak i MISE maleja wraz z m(n). Z drugiej strony,
dla sinusoidalnej funkcji dryfu nie obserwujemy tak regularnej tendencji, tzn. dla M1
i a(t) = sin(47t) najlepsza wartosé jest osiagana dla ciagu m(n) = n*?, podczas
gdy dla M2 wartosci obu kryteriéw sa najmniejsze kiedy m(n) = /n.
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Rys. 3.1: Estymator histogramowy oraz przedzialy ufnosci dla M1 i a(t) = sin(4t)
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Rys. 3.2: Estymator histogramowy oraz przedzialy ufnosci dla M1 i ee(f) =af?
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Rys. 3.3: Estymator histogramowy oraz przedziaty ufnosci dla M2 i () = sin(4nt)
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Rys. 3.4: Estymator histogramowy oraz przedzialy ufnosci dla M2 i a(t) = #*
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t

a(t) = sin(dnt)

a(t) = t2

0.0227
0.0680
0.1133
0.1593
0.2047
0.2500
0.2953
0.3407
0.3867
0.4320
0.4773
0.5227
0.5680
0.6133
0.6593
0.7047
0.7500
0.7953
0.8407
0.8867
0.9320
0.9773

93.9%(0.757)
95.7%(0.641)
94.8%(0.702)
95.3%(0.669)
94.1%(0.745)
95.8%(0.634)
94.6%(0.715)
94.9%(0.696)
94.4%(0.727)
94.4%(0.727)
94.8%(0.702)
95.2%(0.676)
94.0%(0.751)
94.9%(0.696)
95.4%(0.662)
95.1%(0.683)
94.2%(0.739)
95.9%(0.627)
94.4%(0.727)
95.5%(0.656)
95.0%(0.689)
95.1%(0.683)

95.8%(0.634)
93.3%(0.791)
95.9%(0.627)
94.8%(0.702)
94.1%(0.745)
96.1%(0.612)
95.3%(0.669)
94.3%(0.733)
95.7%(0.641)
95.3%(0.669)
94.8%(0.702)
94.4%(0.727)
94.7%(0.708)
94.7%(0.708)
96.0%(0.620)
95.1%(0.683)
94.4%(0.727)
94.1%(0.745)
95.4%(0.662)
95.2%(0.676)
95.9%(0.627)
94.7%(0.708)

Tabela 3.1: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M1 i m(n) = v/n
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t

a(t) = sin(4nt)

a(t) = t

0.0313
0.0940
0.1560
0.2187
0.2813
0.3440
0.4060
0.4687
0.5313
0.5940
0.6560
0.7187
0.7813
0.8440
0.9060
0.9687

94.5%(0.721)
94.1%(0.745)
96.2%(0.605)
95.0%(0.689)
95.2%(0.676)
95.1%(0.683)
94.3%(0.733)
95.1%(0.683)
93.6%(0.774)
95.7%(0.641)
95.6%(0.649)
95.9%(0.627)
95.7%(0.641)
95.0%(0.689)
93.8%(0.763)
95.2%(0.676)

95.6%(0.649)
95.7%(0.641)
95.3%(0.669)
94.8%(0.702)
94.9%(0.696)
95.0%(0.689)
94.6%(0.715)
94.4%(0.727)
94.5%(0.721)
94.3%(0.733)
95.8%(0.634)
95.2%(0.676)
93.3%(0.791)
95.7%(0.641)
93.8%(0.763)
94.2%(0.739)

Tabela 3.2: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M1 i m(n) = n/
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{

at) = sin(dmt)

a(t) =

0.0413
0.1253
0.2080
0.2920
0.3753
0.4580
0.5413
0.6247
0.7080
0.7913
0.8747
0.9580

94.8%(0.702)
94.1%(0.745)
94.9%(0.696)
94.8%(0.702)
93.4%(0.785)
95.1%(0.683)
93.8%(0.763)
93.7%(0.768)
95.3%(0.669)
95.4%(0.662)
92.6%(0.828)
93.7%(0.768)

94.6%(0.715)
95.5%(0.656)
95.4%(0.662)
94.6%(0.715)
95.0%(0.689)
94.7%(0.708)
94.7%(0.708)
95.4%(0.662)
94.2%(0.739)
93.9%(0.757)
94.4%(0.727)
95.4%(0.662)

Tabela 3.3: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M1 i m(n) =n
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t

a(t) = sin(4dmt)

a(t) =12

0.0233
0.0683
0.1133
0.1583
0.2050
0.2500
0.2950
0.3417
0.3867
0.4317
0.4767
0.5233
0.5683
0.6133
0.6583
0.7050
0.7500
0.7950
0.8417
0.8867
0.9317
0.9767

94.0%(0.751)
95.4%(0.662)
93.4%(0.785)
95.4%(0.662)
94.9%(0.696)
94.7%(0.708)
93.5%(0.780)
94.8%(0.702)
95.8%(0.634)
95.2%(0.676)
95.5%(0.656)
95.8%(0.634)
93.9%(0.757)
95.2%(0.676)
95.0%(0.689)
95.8%(0.634)
96.9%(0.548)
94.6%(0.715)
94.8%(0.702)
94.7%(0.708)
94.3%(0.733)
94.6%(0.715)

94.4%(0.727)
95.5%(0.656)
94.0%(0.751)
95.6%(0.649)
95.1%(0.683)
94.6%(0.715)
93.2%(0.796)
94.9%(0.696)
95.5%(0.656)
95.2%(0.676)
95.4%(0.662)
96.0%(0.620)
94.4%(0.727)
95.6%(0.649)
95.2%(0.676)
95.8%(0.634)
96.5%(0.581)
94.7%(0.708)
94.4%(0.727)
95.0%(0.689)
94.3%(0.733)
95.0%(0.689)
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t

a(t) = sin(4mt)

alt) =t

0.0317
0.0933
0.1567
0.2183
0.2817
0.3433
0.4067
0.4683
0.5317
0.5933
0.6567
0.7183
0.7817
0.8433
0.9067
0.9683

95.0%(0.689)
95.7%(0.641)
95.0%(0.689)
94.0%(0.751)
94.5%(0.721)
95.0%(0.689)
95.0%(0.689)
95.8%(0.634)
95.4%(0.662)
94.1%(0.745)
95.4%(0.662)
95.5%(0.656)
94.9%(0.696)
94.9%(0.696)
94.8%(0.702)
94.3%(0.733)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

95.1%(0.683)
96.0% (0.620)
94.5%(0.721)
94.2%(0.739)
94.4%(0.727)
95.6%(0.649)
95.0%(0.689)
96.1%(0.612)
95.5%(0.656)
95.3%(0.669)
95.2%(0.676)
95.6%(0.649)
95.3%(0.669)
95.3%(0.669)
95.3%(0.669)
94.6%(0.715)

Tabela 3.5: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M2 i m(n) = n/?
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t

a(t) = sin(47t)

a(t) = t2

0.0417
0.1250
0.2083
0.2917
0.3750
0.4583
0.5417
0.6250
0.7083
0.7917
0.8750
0.9583

95.3%(0.669)
92.8%(0.817)
94.9%(0.696)
93.8%(0.763)
93.1%(0.801)
94.6%(0.715)
94.2%(0.739)
93.2%(0.796)
95.1%(0.683)
94.8%(0.702)
93.0%(0.807)
94.3%(0.733)

95.8%(0.634)
94.0%(0.751)
95.0%(0.689)
94.6%(0.715)
94.2%(0.739)
95.3%(0.669)
94.8%(0.702)
94.4%(0.727)
95.0%(0.689)
94.5%(0.721)
95.5%(0.656)
95.1%(0.683)

Tabela 3.6: Wyniki pokrycia empirycznego dla modelu M2 i m(n)

a(t) n m(n)
\/ﬁ ni/9 n2/s
sin (47t) 500 0.192 0.191 0.208
1000 0.156 0.151 0.163
t? 500 0.167 0.144 0.125
1000 0.142 0.118 0.102

Tabela 3.7: Wyniki MIAE dla modelu M1.
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a(t) n m(n)
NG nA/9 n2/5
sin (47t) 500 0.161 0.169 0.193
1000 0.129 0.131 0.150
$? 500 0.131 0.112 0.099
1000 0.111 0.093 0.081
Tabela 3.8: Wyniki MIAE dla modelu M2.
a(t) n m(n)
NG n4/9 n2/6
sin (47t) 500 0.058 0.057 0.068
1000 0.038 0.036 0.041
s 500 0.044 0.033 0.025
1000 0.032 0.022 0.016
Tabela 3.9: Wyniki MISE dla modelu M1.
at) n m(n)
Jn nd/9 n2/5
sin (47t) 500 0.041 0.045 0.059
1000 0.026 0.027 0.035
t 500 0.028 0.020 0.016
1000 0.020 0.014 0.010

Tabela 3.10: Wyniki MISE dla modelu M2.
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Dodatek A: Wybrane zagadnienia
teoril prognozy dla procesow
stacjonarnych

W dalszej czesci bedziemy przyjmowali nastepujace oznaczenia:
M:E{Xh tEZ} 1

M, =3p{X;, —o00 <t < n}

M_ o = NhZ _ o Mp-domknigta liniowa podprzestrzeni przestrzeni M

0? = E [Xn41 — Pu, Xn41)? — jednokrokowy sredniokwadratowy blad predykcji.
Pyr, Xp41- rzut ortogonalny X, 4, na podprzestrzen M,.

Definicja 1 (Proces deterministyczny i regularny)
Proces { X, }1ez jest nazywany deterministycznym wtedy i tylko wtedy, gdy:

g = E[Xﬂ+l &= JPM’,;){n—f-l]2 =0

(tzn. X,4+1 mozZe byé catkowicie prognozowalne przez element przestrzeni M,, ) lub
rownowaznie <= X; € M_y dla kazdego t.
Proces, dla ktérego 0* = E [Xp41 — Pu, Xng1)? > 0 jest nazywany regularnym.

Twierdzenie 1 (Dekompozycja Wolda)
Jezeli X, jest reqularnym i stacjonarnym procesem stochastycznym o warto$ci
oczekiwanej E X; = 0 wowczas mozemy przedstawié go jednoznacznie jako:

Xe=) %iZi; + Vi (3.12)

j=0
gdzie
o ho =1 oraz X324 97 < o0,
o 7, - jest biatym szumem o EZ, =0 i EZ}? = 02,
o 7, € M, dla kazdego t € Z,
o E(Z;Vy) =0 dla wszystkich s, t € Z,

125



o Ve M_ dla kazdego t € Z,

o {V;} jest procesem deterministycznym.

Definicja 2 (Proces catkowicie niedeterministyczny)

Proces stacjonarny X, jest nazywany catkowicie niedeterministycznym wtedy 1
tylko wtedy, gdy: M_. = {0}.

W tym przypadku w dekompozycji Wolda nie wystepuje komponenta determini-
styczna 1 proces moze byc przedstawiony jako M A(co), Xy = 32320 v; Z;—;.

W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze f(A) jest gestoScig spektralng stacjo-
narnego procesu X; (o wartosciach rzeczywistych i éredniej zero). Zakladamy do-
datkowo, ze f jest odcieta od zera. Wowczas zachodzi:

Twierdzenie 2 (Wzdr Kolmogorowa)
Jednokrokowy Sredniokwadratowy bted predykcji dla stacjonarnego procesu { X}

wyraza sie jako:
1 m
o? = 2mexp {—/ In f(\) d/\} ;
27 J—r

Fakt 1 Proces X, jest regularny (tzn. 0> >0) <= [™_In f()\)d\ > —c0.

Fakt 2 Jezeli dla procesu X, istnieje gestoS¢ spektralna f(A) i spetniony jest wa-
runek [T In f(A)dA > —oo. wowczas mozemy przedstawié go jako proces M A(oo),
ten. Xy = £520%j Zi—j, %o =1,t € Z, gdzie 132 ¢? < oo.

Twierdzenie 3 (Warunki gwarantujqce odwracalnosé , Tw.7.6.9, Anderson (1971))
Jezeli f(A) jest ograniczona wowczas:

mozemy przedstawié proces X; jako 2je0 $jXi—j = Zy, gdzie go =1 oraz 332, ¢52

00 <= funkcja W(z) = 720527, |z| <1 jest taka ze I Wd)\ jest ograni-

czona gdy p — 1.
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