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UWAGI O ROZKLADACH INFLACYJNYCH

1. Zarys problematyki rozkladéw inflacyjnych

Dawno juz zauwazono, ze klasyczne typowe rozktady prawdopodobienstwa nie
zawsze sg idealnymi modelami przy rozpatrywaniu réznorodnych zagadnien
ekonomicznych lub biologicznych. Szukano wigc pewnych modyfikacji znanych
rozktadow. Juz dos¢ wczesnie interesujace propozycje zaprezentowali A.C. Cohen
i A.C. Cohen Jr. [1; 2], biorac pod uwage rozklady: dwumianowy, Poissona,
geometryczny i ujemny dwumianowy. Dla przyktadu przytocz¢ tu jego propozycj¢
odnoszaca si¢ do rozkladu geometrycznego:

(I-ag)p, x=0 0<g<l
P ={(1~ag)pg, x=1 0<a<l
rq°, x=23,. p=l-gq.

W 1963 r. S.N. Singh zaproponowat rozpatrywanie w badaniach statystycznych
rozkladu Poissona z pewnym znieksztalceniem (nadmiarem warto$ci) w poczat-
kowej wartosci i dlatego nazwanym inflacyjnym [13]. M.P. Singh wskazal na to, ze
istnieja analogiczne sytuacje opisywane w zasadzie dobrze przez rozklad dwumia-
nowy z wylaczeniem zera (lub innego punktu), w ktérym nastgpuje znieksztatcenie
teoretycznie spodziewanej wartosci prawdopodobienstwa [14]. Dokladnie méwiac,
w punkcie tym zauwaza si¢ wigksza czgstos¢ obserwowanego zjawiska, nizby
nalezalo oczekiwa¢ na podstawie przyj¢tego probabilistycznego dwumianowego
modelu (inflacja czestosci). Omawiany autor podat przyklad takiej sytuacji. Bada-
no populacj¢ rodzin skladajacych si¢ z 4 oséb. Zbidr rozpatrywanych rodzin
sktadat si¢ z dwoch grup: 1 - rodzin narazonych, 2 — nie narazonych na nie-
bezpieczenstwo zapadnigcia na pewna chorob¢ w danej miejscowosci. Notowano
liczby przypadkow zachorowan w rodzinach obu grup stanowiacych statystycznie
mieszaning. Liczby te wynosity: 0-4. Okazato sig¢, Ze rozpatrywana tu sytuacja byla
dobrze opisana przez rozkiad dwumianowy z wyjatkiem liczby zachorowan przy-
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bierajacej wartos¢ 0 (tzn. braku zachorowania), natomiast przypadek byt dobrze
modelowany przez rozkltad dwumianowy inflacyjny. W przypadku niezachoro-
wania zadnego czlonka rodziny otrzymano wigksza czestosc, nizby to wynikato ze
zwykiego rozktadu dwumianowego.

Inflacyjny rozklad dwumianowy okreslamy nast¢pujaco:

ﬁ+a[7)p"q"_' dla k=I
P(X =k)=

a(:)p*q"“ dla k=0,1,2,..,1-11+1,...n,

gdzie: O<a<l,a+B=10<p<], p+g=1.

Rozklad ten byl nazwany uogélnionym, gdyz znieksztalcenie moglo nastapic
w dowolnym punkcie rozk}adu. Jesli nastgpowalo w poczatkowym, to nie uzywano
tego miana.

W analogiczny sposob definiuje si¢ inne rozklady inflacyjne. Latwo zauwazy¢,
iz rozklad inflacyjny jest szczegélnym przypadkiem mieszaniny rozkiadow
P(X =k) i P(X =k),z ktoérych pierwszy jest tzw. rozkladem zdegenerowanym,
tj. postaci:

I, gdy k=1

P(X=k)=
0, gdy k1,

a drugi dowolnym rozktadem dyskretnym. Mieszaning rozkladéw P, oraz P, okres-
lamy bowiem taki rozkltad P(X =k), ktéry przy wspdlczynniku a udzialu rozkladu

P, w mieszaninie (czgsto nieznanym i podlegajacym estymacji) wyraza si¢ wzorem
P(X=k)=(1-a)P(X =k)+ab(X =k).

Widaé stad, ze badania dotyczace rozkiadéw inflacyjnych sa szczegdlnym
przypadkiem badan mieszanin rozktadow.

Znaczenie praktyczne tych badan jest wigc uzasadnione znaczeniem mieszanin
w problematyce statystyczne;j.

Zasadniczymi problemami rozpatrywanymi w badaniu rozktadéw inflacyjnych sa:

a) estymacja wspolczynnika o (frakcji rozkladu niezdegenerowanego w mie-
szaninie),

b) estymacja parametru rozktadu (np. p lub g w przypadku rozkladu dwu-
mianowego),

c) obliczenie momentow lub innych charakterystyk, a takze ich estymatorow.

W 1973 r. L. Grzegoérska w pracy [12]:

1) oméwita sumy rozktadow inflacyjnych, oraz w odniesieniu do rozkfadu typu
szeregu potggowego, tj.



85

a(x)8”*
o
gdzie f(@)= Za(x)@" i sumowanie rozciaga si¢ na pewien podzbior T liczb

P(X =k)=p(x;0)=

xeT,

catkowitych, a(x)20 i e Q={0: 0<0 <R} jest przestrzenia parametru, R jest
promieniem zbieznosci szeregu potegowego f(0),
2) omowita momenty centralne rzg¢du (r + 1) tegoz rozkladu inflacyjnego;

3) ustalita zwiazek migdzy momentami rozkladu inflacyjnego i nieinflacyjnego.

W pracy [9] podane sa zwiazki rekurencyjne na momenty zwykle i centralne
rozktadow inflacyjnych dwumianowego i Poissona. Wzory na momenty uzyskano
korzystajac badz to z funkcji charakterystycznej odpowiedniego rozkiadu, badz to
przez rozniczkowanie wzoru definicyjnego na momenty wzglgdem parametru
rozktadu (p lub A ). Réwniez inne wlasnosci inflacyjnego rozktadu dwumianowe-
go podane sa w [16]. Wyniki autora niniejszego artykulu zawarte sa w pracach
[3-11].

2. Momenty inflacyjnego rozkladu Pélyi

Migdzy momentami zwyklymi m, okreslonego rozkladu a momentami m,
rozktadu inflacyjnego zachodzi tatwy do wykazania zwigzek

m = pl" +am,.

Wykorzystujac ten wzoér, mozna otrzymaé¢ moment dowolnego rzgdu rozktadu
inflacyjnego, znajac moment rozkladu zwyklego. Pokazemy to na przykladzie
rozkladu Pélyi, z tego rozkladu bowiem mozna otrzymac jako przypadki szczegol-
ne inne znane, podstawowe rozklady.

Wzér rekurencyjny na momenty zwykle m,,,, w przypadku gdy zmienna

losowa X podlega rozktadowi Polyi, jest nastgpujacy:

pox =ty =[P+ )bt (k= Dsl-ele+9)..[e + (n=k=Ds]
k) NN +5)..[N +(n-1s] ’

gdzie b, ¢, s sa to parametry schematu urnowego typu Pélyi (b — liczba biatych kul,
¢ — czamych, s — dodawanych i odejmowanych danego typu po kazdym loso-
waniu), n — liczba losowan, N — liczba kul.

m,,, jest okreslone nastgpujaco [17]:

Z[b —@n-sm)| ’ 0,1,2
- - i» r=Y, 1,4, ...
Mt = N+rs< " S PR I PR e

Jesli wprowadzimy oznaczenia:
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to otrzymamy inna postaé wzoru zaréwno na prawdopodobienstwo, jak i na

momenty:
1 & r r r
m'+'_1+rs,z=;‘[pn(i) (p an)(nl] a(i+2]] Mr-i-

Wz4r ten umozliwia otrzymanie momentu zwyklego dowolnego rzgdu w kolej-
nym postgpowaniu. Mamy np.:

my =np, m, = lipa (np+an+q),
my=——P __ [p2(n—1)(n—2)+3pn—-1)an—1)+an+1)(an+1)].

T O+a)1+2a)

Wypisanie kolejnych wzoréw m, rozkladu inflacyjnego nie sprawia juz
zadnych trudnosci.

Migdzy momentami centralnymi [, a u, odpowiednio rozkladu inflacyjnego
i zwyklego zachodzi zwigzek:

g, =pA-my +a2(i”]/3"f(ml )i,
i=0

takze tatwy do uzasadnienia, cho¢ nieco bardziej rachunkowo skomplikowany.
Wzér rekurencyjny na momenty centralne w rozkladzie Polyi jest nastgpujacy

[3]:
1+na\™" .
:ur =”lp E+q :u'O _nu‘r—l
1+a

dla r=2,3, ..., gdzie E jest operatorem przesunigcia, tj. Eg, = 1t,,,, Mg =1, 4; =0,

a E'uy =y, i ogdlnie: ,u: oznacza moment centralny rozkladu Pélyi z pomniej-
szonga o jeden liczba losowan, tj.

n_l‘\(p+a)[k,—a]q[n—k—l.—a]
P*(X=k)= )
( ) ( k } (1+a)[n—l,-a]

k=0,1,2,..,n-1.
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Obliczajac odpowiednie momenty gwiazdkowe zastepujemy n przez n — 1,
pprzezp + aoraz 1 przez 1 +a.
Obliczajac kolejno wedtug podanych wzoréw, otrzymujemy:

H, = a[B(l —-np)* +npq L+ }
1+a

1+na
+
1+a

By = a{ﬁ(oﬂ - B*)(1-np)’ +3B(np-Dnpq

ey DD (1=D(pt20)_(n=Dipta)),
1+ 14+ 2a 1+a

l+na{ l+na
+q q —np ||t
l+a l+a
Wiele informacji dotyczacych zwiaszcza danych bibliograficznych odnosza-
cych si¢ do rozktadoéw inflacyjnych lub innych zmodyfikowanych podano w [18].
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REMARKS ON THE INFLATED DISTRIBUTIONS

Summary

This is a review paper on inflated distributions. Relations between moments of ordinary and
inflated Pélya distributions are particularly discussed.
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