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1. Wstep

W tradycyjnej praktyce aktuarialnej skfadki za ubezpieczenia, wartosci aktua-
rialne rent zyciowych oraz rezerwy matematyczne obliczane sa przy zalozeniu
statej stopy procentowej. Jednak wystepujace na rynku stopy procentowe zmieniaja
si¢ w czasie. Dlatego tez w nowoczesnym podejsciu aktuarialnym w obliczaniu
sktadek, rezerw oraz wartosci aktuarialnych rent zyciowych uwzglednia si¢ zmiany
stopy procentowej. Podejscie to polega na wycenie odpowiednich strumieni plat-
nosci wedtug zasad rynku finansowego, ktdére przedstawiono w artykule. Omé-
wiono przeplywy pieni¢zne dla terminowego ubezpieczenia na dozycie, dozy-
wotnich rent zyciowych pfatnych z gory, terminowych rent zyciowych platnych
z gory oraz rezerw matematycznych dla terminowego ubezpieczenia na dozycie ze
sktadka roczna ptatna z gory. Dokonano wyceny wskazanych strumieni ptatnosci,
a wyprowadzone wzory matematyczne zastosowano do obliczen numerycznych.

2. Przeplywy pieni¢zne w ubezpieczeniach zyciowych

W celu opracowania ujednoliconej terminologii wszystkie wyplaty §wiadczen
ubezpieczeniowych oraz finansowych sa traktowane jako procesy. Procesy takie
w chwili ¢, gdzie t 20, sq oznaczane symbolem C, i nazywane przeplywami pie-
nigdzy (przeptywami gotowki, strumieniami platnosci). Czas + mozna rozumieé
zaréwno w sposéb ciagly (kazda chwila), jak i dyskretny (dni, miesiace, lata itp.),
wigc te R, lub te N.

Dalej przedstawiono przyklady strumieni platnosci w ubezpieczeniach zycio-
wych.

Terminowa renta pewna jest to taka renta, w ktorej przez ustalony z géry okres
(np. n lat) wyptacane jest $wiadczenie w wysokosci ustalonej z gory, niezaleznie
od tego, czy ubezpieczony zyje, czy tez nie. Swiadczenie w wysokosci np. 1 jed-
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nostki pienig¢znej (1 j.p.) wyplacane jest w okreslony sposéb, np. na koniec (z dotu)
lub poczatek (z gory) roku, miesiaca lub tez w sposob ciagly. W przypadku renty
pewnej platnej z gbry ostatnia wyplata nastgpuje na poczatku n-tego roku.
W zwiazku z powyzszym strumieniem platnosci dla renty pewnej platnej z goéry
wchwili ¢ jest suma wyplat do tego momentu, czyli suma |—t-| jednostek pie-
nieznych, gdzie I—t-| oznacza gorna cz¢$¢ catkowita liczby (sufit), czyli najmniejsza
liczbe calkowita, nie mniejsza od ¢. Jezeli np. t=0, to |—t—|=0 i oznacza to, ze
wyplata nie nastapita. Jezeli np. 1 = 1,5, to [-t-|= 2, czyli nastapity dwie wyplaty,
tzn. pierwsza na poczatku pierwszego roku (w chwili ¢t = 0) i druga na poczatku
drugiego roku (w chwili ¢ = 1), Strumien platnosci jest wigc w tym przypadku
suma rozpoczgtych lat. Ogélnie catkowity strumien platnosci w chwili ¢+ >0 defi-
niuje si¢ nastgpujaco

gdzie 1, oznacza funkcjg zero-jedynkowa, ktora przybiera wartos¢ 1, gdy 12k,
oraz 0, gdy ¢ < k.

W przypadku, gdy wyplata swiadczen rentowych, uzalezniona jest od czasu
zycia osoby ubezpieczonej, méwimy o rencie zyciowej. Niech zmienna losowa T,
oznacza przyszly czas zycia osoby w wieku x. Zmienna losowa T, ma rozklad
ciagly. Calkowita przyszlta liczbg lat, ktére osoba w wieku x przezyje do $mierci,
okre$la zmienna losowa K,. Proces przeplywu gotéwki w przypadku beztermino-
wej renty zyciowej ze $wiadczeniem w wysokosci 1 j.p. platnym z gory w chwili
t 20 zdefiniowany jest nastgpujaco:

K
C = gl(m), (1)

przy czym ostatnia wyplata nastgpuje na poczatku roku, w ktérym umiera ubez-
pieczony. Strumiefi platnosci jest to zatem suma K, +1 jednostek pienig¢znych.
W chwili wyznaczania warto$ci strumienia pieni¢znego wiadomo juz, czy ubezpie-
czony jeszcze Zyje czy tez nie. W przypadku renty terminowej platnej z gory ostatnia
wyplata nastgpuje na poczatku n-tego roku, jezeli ubezpieczony przezyt n lat (tzn.
K,.=n, n+1, ...), lub na poczatku roku K, jezeli ubezpieczony umart w ciagu

pierwszych n lat od momentu zawarcia polisy (tzn. K, =0, 1, ..., n—1). Strumien
platnosci w tym przypadku w chwili ¢ 20 jest wiec zdefiniowany nastgpujaco:

min{ K, .n—1)

C = 1 ()

' (r2k)"
k=0
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Okreslmy przeptyw pienigzny w bezterminowym ubezpieczeniu na wypadek
$mierci, gdy $wiadczenie w wysokosci 1 j.p. wyptacane jest w chwili $mierci
ubezpieczonego lub na koniec roku jego $mierci. W pierwszym przypadku prze-
plyw pienigzny jest to 1 j.p., gdy ubezpieczony nie Zyje juz w chwili ¢, lub zero,
gdy ubezpieczony w chwili 7 jeszcze zyje. Strumien pieni¢zny okreslony jest wiec
nastgpujaco:

C =1y 3)

W przypadku wyplaty $wiadczenia na koniec roku $mierci ubezpieczonego
przeptyw gotéwki definiuje si¢ w nastgpujacy sposob:
C = 1(:2K,+1)' 4)
W przypadku terminowego ubezpieczenia na dozycie $wiadczenie w wyso-
kosci 1j. p. jest wyplacane, gdy osoba przezyje z gory ustalony okres (np. n lat).
Przeptyw pieni¢zny definiuje si¢ nast¢pujaco:
C =1 (T, 2n) l(rzn) = (K.2n) .l(lzn)' (5)

x2

Nie ma znaczenia, czy w powyzszym wzorze wystgpuje zmienna losowa T,

czy K, gdyz swiadczenie i tak jest wyptacane na koniec n-tego roku.

W celu zdefiniowania procesu rezerw w przypadku terminowego ubezpie-
czenia na dozycie ze skladka roczna platng z gory zostanie wprowadzone ozna-

czenie skladki netto w takim ubezpieczeniu. Symbolem A_. . Oznacza si¢ jednora-
zowq sktadke netto w ubezpieczeniu na dozycie na n lat, za§ symbolem P (A”,I )

lub P w7 skiadke roczng ptacona z gory w takim ubezpieczeniu. Przeplyw pienigz-

ny w przypadku rezerw w chwili ¢ jest to roznica wyplat i wptat, ktore nastapity
do chwili ¢. Strumien ptatnosci w przypadku ubezpieczenia na zycie ze skladkg
roczna platng z goéry jest to roznica przeptywéw pienieznych w terminowym
ubezpieczeniu na dozycie, okreslonych wzorem (5) oraz przeptywow dla renty
zyciowej na n lat platnej z gory, okreslonej wzorem (2), ale ptatnej w wysokosci
P(A

x|

) Proces przeptywu gotéwki w tym przypadku jest okreslony nastepujaco:

min(K, ,n-1)
C =1 Liam ?_‘3 P(Ax:ﬁll).l(ek). (6)

Powyzej zostaly zdefiniowane przyktadowe strumienie platnosci w ubezpiecze-
niach zyciowych. W kolejnym paragrafie zostanie przedstawiony sposéb i cel
okreslenia wartosci tych przeptywow gotowki.



191

3. Obliczanie wartosci strumieni platnosci

Okres$lanie warto$ci strumieni platnosci jest bardzo wazne. W celu obliczenia
skladek netto za ubezpieczenie, lub wartosci aktuarialnej renty zyciowej, nalezy
okresli¢ wartos¢ strumienia platnosci w chwili 1 = 0. Zaklad ubezpieczen w kaz-
dym momencie trwania ubezpieczenia musi réwniez prawidtowo ustali¢ wartosé
rezerw, niezbednych do pokrycia przysztych wyptat. Prawidlowa wycena strumie-
nia platnosci daje gwarancje zabezpieczenia wyplacalnosci ubezpieczyciela, a
takze pozwala na okre$lenie wartosci umowy w trakcie jej trwania. Okreslenie
wartosci polisy jest bardzo wazne z punktu widzenia klienta w przypadku np.
wykupu polisy czy tez zabezpieczenia majatkowego w przypadku wzigcia kredytu.

W celu obliczenia wartosci aktuarialnej strumienia platnosci w chwili >0
dyskontuje si¢ wielkos¢ tego strumienia w okreslonym momencie czasu. Zdyskon-
towany proces strumieni platnoéci z chwili  na moment zerowy oznaczany jest

symbolem D, ,, za$ z chwili ¢ na moment s (s< t) symbolem D, .

W przypadku tradycyjnych metod aktuarialnych [2] dyskontowania dokonuje
si¢ za pomoca nie zmieniajacego si¢ w czasie czynnika dyskontujacego. Oznaczmy
przez i, stopg procentowg w chwili ¢, gdzie t=0,1,... Czynnik dyskontujacy
w roku ¢ jest okreslony za pomoca stopy procentowej w nastgpujacy sposob:

v, =(1+5)".

W przypadku, gdy stopa procentowa jest stala i taka sama w kazdym roku,
czyli i, =i, czynnik dyskontujacy oznacza si¢ symbolem v.

Zdyskontowana z chwili ¢ na moment zerowy wartos¢ zgromadzonego kapita-
i K, jest okre$lona nastgpujaco

D,=D,=K, V.

Zdyskontowana z chwili ¢ na chwilg s (s < t) warto$¢ zgromadzonego kapitatu
K, jest zdefiniowana nastgpujaco

_ Y
D =K -v".

Powyzsza rownos$¢ mozna zapisaé nastgpujaco:

! D
D[J:K’-V—J:KS- "0.

1% DS'0

Jezeli dyskontowanie nastgpuje w sposob ciagly, to czynnik dyskontujacy v,
okreslony jest nastepujaco
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v, = exp[—j&ds ,
0

gdzie &, oznacza intensywnos¢ oprocentowania.
W przypadku stalej intensywnosci oprocentowania powyzszy wzor przybiera
postac

Zdyskontowana z chwili ¢ na moment zerowy warto$¢ zgromadzonego kapi-
talu K, jest w tym przypadku okreslona nastgpujaco

D,_0 =K, -v,.

Procesem odwrotnym do dyskontowania jest proces oprocentowujacy, ktory
oznaczany jest symbolem A, .

W przypadku, gdy stopa procentowa zmienia si¢ losowo w czasie, a wigc jest
procesem stochastycznym, proces oprocentowujacy, nazywany w finansach ra-
chunkiem oszczednosciowym, definiuje si¢ nastgpujaca rownoscia [12]:

A, =exp Irudu (M

0

lub rownowaznie réwnaniem rézniczkowym
dA, =rAdt,
A, =1.

Proces {A,};o jest procesem rosnacym i ciaglym. Tak zdefiniowany proces

mozna uwazaé za proces oprocentowujacy, czyli proces reprezentujacy kapital
zgromadzony do czasu ¢ z inwestycji 1 j.p. przy inwestowaniu w spos6b ciagly

przy chwilowej stopie procentowej r,. Przyjmuje sig, Ze proces {r }7:0 jest proce-
sem nieujemnym oraz adaptowanym wzgledem filtracji H,.

Jak widaé¢, chwilowa stopa procentowa jest w finansach odpowiednikiem
intensywnos$ci oprocentowania.

W przypadku, gdy stopa procentowa jest stata, zdyskontowany strumien plat-
nosci i tak jest losowy, ze wzglgdu na losowo$¢ czasu trwania zycia. W celu obli-
czenia wartosci aktuarialnych poszczegdlnych zdyskontowanych przeplywéw
pieni¢znych, w tradycyjnej literaturze aktuarialnej oblicza si¢ warto$¢ oczekiwana
tych przeptywéw w okreslonej chwili [2]. W przypadku, gdy stopa procentowa jest
zmienna w czasie, wartos¢ aktuarialng przeptywow pienigznych mozna réwniez
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obliczy¢ jako ich wartos¢ oczekiwang [11]. Mozna wyceni¢ strumienie platnosci
takze wedtug zasad rynku finansowego (konstrukcja cen przy braku arbitrazu),
stosujac cene obligacji zerokuponowej jako czynnik dyskontujacy, co przedsta-
wione jest w nastgpnym paragrafie [4].

4. Zasada wyceny przeplywow pieni¢znych na rynku finansowym

Skumulowany proces przeptywow pienigznych okresia si¢ za pomoca procesu
rézniczkowego {dC, }::0 z warunkiem poczatkowym C, € R. Wartos¢ dC, ozna-
cza kwotg placona w chwili 20, czyli dC, mozna uwazac¢ za chwilowy proces

przeplywow gotdwkowych. Zdyskontowana warto$¢ skumulowanych przeptywow
pienigznych w chwili ¢ jest definiowana nastgpujaco:

A
D,=D,, = | =tdC,. (8)
' ()] As

Jak widac, proces zdyskontowanych przeptywow pienig¢znych jest zdefiniowany
za pomoca procesu oprocentowujacego z chwili s na chwilg ¢, gdzie s =1+ At :

exp! j.rudu .
ﬁ- 2 =exp(—'|.rudu).

As exp[jndu]
0

Wzorem tym okreslony jest stochastyczny czynnik dyskontujacy z chwili s na
chwile ¢,

Calka we wzorze (8) okresla ciagle przeptywy pieni¢zne. Caltk¢ mozna zastapic
suma w przypadku dyskretnych strumieni platnosci.

W celu wyceny strumieni platnosci wedlug zasad rynku finansowego okreslana
jest przestrzen probabilistyczna (Q,H ,,P), gdzie P nazywa si¢ miarg fizyczna.

!

Wyznaczenie wartosci strumienia pieni¢znego polega na znalezieniu miary Q
rownowaznej mierze P, wzgledem ktorej zdyskontowany proces wartosci
strumienia pieni¢znego bedzie martyngalem. Taka miar¢ Q nazywa si¢ réwno-
wazng miarg martyngatowa [9]. Miary P oraz Q s3 réwnowazne (Q ~ P) na
przestrzeni (Q,H,,P), gdy P i Q maja te same zbiory miary zero, tzn. wtedy, gdy

VAe H, P(A)=0&Q(A)=0.

W przypadku wyceny wzgledem miary P moga zachodzi¢ sytuacje, gdy
zarabia si¢ bez ponoszenia ryzyka, czyli sytuacje do arbitrazu. Dlatego tez wyceny
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dokonuje si¢ wzgledem miary Q. Gdy miara martyngalowa Q istnieje i jest wy-
znaczona jednoznacznie, to rynek jest zupeiny. W przypadku rynku niezupelnego
moze istnie¢ nieskonczenie wiele miar martyngalowych, wtedy wybierana jest ta
miara, ktéra ma najwigksza wzgledna entropi¢ H(X ), gdzie H(X)=-E(ln f(X)),
X zas jest zmienna losowa o funkcji rozktadu prawdopodobiefistwa f(x) (por. [6]).

Wyznaczenia wartosci dowolnego strumienia platnosci dokonuje si¢ wedlug
nast¢pujacej zasady [12]). Niech na przestrzeni (Q,H ,,P) zdefiniowany jest pro-
ces oprocentowujacy A, oraz miara Q réwnowazna mierze P. Jesli na rynku ist-

nieje strumien platnosci Y o terminie zapadalnosci T , to jego cena I1, w chwili

H,],

gdzie powyzsza warto$¢ oczekiwana obliczana jest wzgledem miary Q.

Jak wida¢, aby obliczy¢ wartos¢ dowolnego przeptywu pieni¢znego w chwili
t20, oblicza si¢ wartos¢ oczekiwana wzgledem miary Q zdyskontowanych
przyszlych przeptywow pienigznych. W przypadku zdyskontowanych przeplywow
pienigznych, okreslonych wzorem (8), ich wartos¢ oblicza sie ze wzoru [4]:

te [O,T] jest dana wzorem

T

V,=E%(D,|H,)=E° j%dq H, |. 9)

(re) * s

W celu obliczenia wartosci oczekiwanej strumienia platnosci nalezy dokonaé
zamiany miary P wzgledem miary Q. Do zamiany miar stuzy pochodna Radona—
~Nikodyma, ktéra jest zdefiniowana ponize;.

Zalézmy, ze P oraz Q sa rownowaznymi miarami probabilistycznymi na prze-
strzeni probabilistyczne;j (Q, H ,P), wtedy istnieje zmienna losowa p = p(a)), taka ze

VY Ae H Q(A)={de

oraz p jest dodatnia H mierzalng zmienna losowa [8]. Zmienna losowa p jest

wyznaczona jednoznacznie, co do rdwnowaznosci stochastycznej. Zmienng t¢ na-
zywa sie pochodna Radona-Nikodyma lub ggstoscia jednej miary wzglgdem dru-
giej i oznacza si¢ jako

aQ

p=—.
dP
Gdy P oraz Q sa rownowaznymi miarami oraz istnieje ggsto$¢ p, wartosci

oczekiwane zmiennej losowej X wzgledem odpowiednich miar spetniajg naste-
pujaca rownosc:
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E%(X)=E"(oX). (10)

Gdy wartosci oczekiwane wzgledem odpowiednich miar sg warunkowe wzgle-
dem o —ciala G C H , to powyzszy wzdr przybiera inng posta¢ [7]:

E* (px|G)
E%Xx|G)= : (11
Zgodnie z przedstawiona zasada ponizej wyznaczona jest wartos¢ chwilowego
strumienia pieni¢znego dC,.
A
E* pA—:dCs H, }

H |= atss,

' E* (plH, )

przy czym powyzsza réwnos¢ wynika ze wzoru (11).

5

EQ(ﬁdCS
A

Zatézmy, ze proces {C, }:o jest stochastycznie niezalezny od (p,{A,}::O)
wzgledem miary P. Wtedy otrzymujemy

EP{p%dCs H,] E"(p%HJE"(dCJH,)
) EQH,) (12)
(4.4)
z EQ[%‘— H, )EP(dCS H,).

W celu dalszego przeksztalcenia powyzszego wzoru zdefiniujmy strumien
platnosci dla obligacji zerokuponowej z terminem wykupu 7. Obligacja zerokupo-
nowa jest sprzedawana z dyskontem, tzn. po cenie nizszej niz jej warto$¢. W chwili T
jest wyptacana posiadaczowi 1 j.p., a posiadacz zarabia na roznicy miedzy 1 j.p. a
ceng zaplacona w chwili zerowej. Strumien platnosci definiowany jest nastgpujaco:

C =1 (13)

Obligacje zerokuponowe sa obligacjami wolnymi od ryzyka. Rynek obligacji
jest wolny od arbitrazu, co powoduje, ze dla kazdej obligacji istnieje miara Q,
réGwnowazna mierze P, wzgl¢dem ktorej proces zdyskotnowanych cen obligacji
jest Q -martyngatem.

Cena obligacji zerokuponowej w chwili ¢ z terminem wykupu T jest oznacza-
na symbolem P(t,T), przy czym P(T,T)=1. Ceng obligacji wyznacza si¢ ze
wzoru (9). Zdyskontowana warto$¢ procesu, okreslonego wzorem (13), jest zdefi-
niowana nastgpujaco:
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S

A
C ==t-1.
A

>|>

i

Ze wzoru (9) cena obligacji zerokuponowej w chwili re [O.T] obliczana jest

nastgpujaco:
T
H, |=E? exp[—jrudu H, |. (14)
t

Wzér (12) mozna zapisa¢ za pomoca ceny obligacji zerokuponowej, czyli

EF(o|H, )

Jak widaé, nie jest potrzebna wiedza o mierze Q, gdyz cen¢ obligacji zero-
kuponowej mozna odczyta¢ z rynku. Ponadto przy przyjetym zalozeniu premia za
ryzyko wynosi zero.

W nastgpnym paragrafie przedstawiono wycen¢ przykltadowych ubezpiecze-
niowych strumieni ptatnosci. Cena obligacji zerokuponowej jest stosowana jako
czynnik dyskontujacy.

1

A
P(T)=EY —~
¢.1) [A

T

I ](47)
= P(t,s)-E*(dC,|H,).

5. Wycena przeplywow pienieznych w ubezpieczeniach zyciowych
5.1. Terminowe ubezpieczenie na dozycie

Rozwazmy polis¢ na dozycie na n lat, z ktérej w chwili r =n wyplacane jest
$wiadczenie w wysokosci b j.p., jezeli ubezpieczony w wieku x zyje w chwili
t =n. Przeplyw pieni¢zny w przypadku b =1 jest okreslony wzorem (5). W przy-
padku wyplaty swiadczenia w wysokosci b j.p. przeplyw pienigzny okreslony jest
nastgpujaco:

Warto$¢ tych przeplywow jest rowna b w chwili n, wigc zdyskontowane
przeptywy pieni¢zne w chwili + 20 w tym przypadku okreslone sa nastg¢pujaco:

A A
D, = [ =LdC,=b—1 5y dlar<K,
, @,fm A 46 = e (15)

(tzn. gdy w chwili ¢ ubezpieczony zyje)
oraz
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D, =0dlat>K,
(tzn. gdy w chwili ¢ ubezpieczony juz nie zyje).
Obliczenia wartosci przeplywow, okreslonych wzorem (15), w chwili ¢ 20, doko-
nuje si¢ wedlug zasady (9). Dla ¢ < K, otrzymujemy

P -1
A H )= b E (pAtAn l(KXZn)

V, = E° (DI|HI)= EQ[ 'A_II(K,Z'I)

b)

E*(olH, )

n

Zakladajac, ze K, jest stochastycznie niezalezne od (D'{A:}T:o) wzgledem

miary P,otrzymujemy

EF\poA A |H
b—coo)w)(u

(g)bP(t,n)EP (I(K,Zn) H, )

H, )(g)bEQ(A,A‘,,‘ H, )E"(l(mn) H, )=

Warunkowa warto$¢ oczekiwana E (I(sz,,) H ,) przy zatozeniu, ze w chwili ¢

ubezpieczony w wieku x zyje, tzn. w chwili ¢ jest w wieku x+¢, oblicza si¢
nastepujaco:

Ep(l(x 2n)|H. )= Pk, 2 nK, 2 £) =P st (16)

x

bo
P(Kx Zn|KX ZI)= P(Kx 2n)= nPx — =i+t Px — t Px'n1Pxws -
P(K,2t) ,p,  ,p. P

przy czym przedostatnia rownos¢ zachodzi, gdyz [2]

n—lpx+l *

k+u Px=kPx'uPrik:
Korzystajac z (16), wartosé przeplywow pienigznych okresla si¢ ze wzoru [1]:
V,=b-P(t,n)-,_p,., dat<k, (17)
oraz
V,=0dlar>K,.

Zauwazmy, ze t nie musi oznacza¢ lat, moze to by¢ dowolny dzien w roku.
W takim przypadku bezposrednie odczytanie z tablic trwania Zzycia wartosci
prawdopodobiefistwa ,_, p ., nie jest mozliwe. W celu obliczenia ,_, p,,, korzysta

si¢ z zalozenia o rozkladzie $mierci w ciagu roku, np. jednostajnego rozktadu
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$mierci w ciagu roku. Prawdopodobienstwo ,_, p,,, mozna obliczy¢ rowniez za
pomoca funkcji u,, okreslajacej intensywnos$¢ umieralnosci osoby w wieku x,
jezeli u, jest znana, w nastgpujacy sposob [2]:

x+n n-t
n-—f px+l 2 J“u_‘.dS] =exX I“x+l+sds]'
0

X+t

Dla ¢t =0 warto$¢ przeptywdw, okreslona wzorem (17), oznacza jednorazowa
sktadk¢ netto, jaka nalezy zaplaci¢ za terminowe ubezpieczenie na dozycie ze
$wiadczeniem ptatnym w wysokosci & j.p.

5.2. Renty zyciowe platne z gory

Rozwazmy jednostkowa dozywotnia rent¢ platng z gory. Przeptyw pieni¢zny
zdefiniowany jest w tym przypadku wzorem (1). Wzér ten mozna réwniez zapisa¢
nastgpujaco [3]:

3

Co =Y Yoty = X)Lk 20)-
k=0 k=0
Zdyskontowane przepltywy pieni¢zne w chwili ¢ >0 okreslone s nastgpujaco:

; 1’\\ 1o dla 1<K,
1

oraz
D =0dlat>K,.

Sumowanie nastepuje od &k = |_t_|, gdyz renta pacona jest z géry. W przypadku
renty platnej z dotu, we wzorze na zdyskontowane przeptywy pieni¢zne, sumo-
wanie nastepuje od k =z |+1.

Warto$é przeplywow gotoéwkowych w chwili ¢ >0 okreslona jest nast¢pujaco:

= A
v, = E® g E® SolH, |
(%w\k e ] ;1 [ A ]

Zauwazmy, ze powyzsza warto$¢ oczekiwana jest okreslona jako wartos¢ zdys-
kontowanych przeptywow pienigznych w chwili ¢ dla ubezpieczenia na dozycie na

k lat. Zakladajac, ze K, jest stochastycznie niezalezne od (p,{A,}ZO) wzgledem

miary P oraz korzystajac ze wzoru (17) dla b =1, otrzymujemy

R
1 Ay

] }r;P(zk)k,pH dlar<K, (18)
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oraz
V.=0dlar>K,.

W chwili 1 =0 warto$¢ przeplywow pienigznych oznacza wartosc aktuarialng
renty.

Strumieni ptatnosci dla renty terminowej na n lat ptatnej z gory jest okreslony
wzorem (2). W celu okreslenia wartosci przeplywow pienigznych skorzystamy ze
wzoru (18), w ktérym symbol e w sumowaniu jest zastapiony wartoscia n—1,
czyli rokiem ostatniej wyplaty 1 j.p. Wartos¢ przeptywdw w przypadku terminowe;j
renty platnej z gory jest wigc okreslona nastgpujaco

_ n—1 EQ i .
kg;ﬂ Ay Heaw

] ;PQkkaJMt<K (19)

oraz
V,=0dlar>K,.

Znajac warto$¢ strumienia pflatnosci dla renty terminowej, mozna okresli¢
warto$¢ rezerw w przypadku ubezpieczenia na dozycie ze skladka roczna platng z

gory.
5.3. Rezerwy w ubezpieczeniu na dozycie ze skladka roczng platna z gory

Proces przeptywu gotowki w przypadku rezerw dla ubezpieczenia na dozycie
ze skladka roczna platna z gory zdefiniowany jest za pomoca wzoru (6), czyli

min (K, ,n-1)

C =Yk on) Lony)— 2 P(A,:af)'l(,z:()-

k=0

Zauwazmy, ze C, jest roznica przeplywdw pienigznych w ubezpieczeniu na
dozycie na n lat oraz przeptywow pieni¢znych terminowej renty zyciowej. Wartos¢
oczekiwana wzglgdem miary Q tych przeptywoéw zdyskontowanych na moment
t >0 jest okreslana rezerwami. Korzystajac ze wzoru (9) i wynikéw (17) dla b=1
oraz (19), otrzymujemy

n-1
V! = P(t’n)'n—tpxﬂ _P(szﬁll )k§_]P(t’k)'k—rpx+t dlar< Kx 20)

oraz
V,=0dlar>K,.

Wedlug zasady réwnowaznosci oczekiwanych przyszitych wplat i wyplat,
rezerwy w chwili £ =0 sg réwne zeru, tzn. V, =0, czyli
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Vo = PQO,n)-,p, ~ P ( A )k P(0,k)-p, =0.

Z rownosci tej wyznacza si¢ roczng sktadke netto w nastgpujacy sposéb:

1 (0 ”)
Pla, )= 2Ll
i e .

W nastepnym paragrafie przedstawione sa przyktady obliczeniowe.

6. Przyklady numeryczne

Na polskim rynku finansowym istnieja jedynie 2-letnie obligacje zerokupo-
nowe. W dniu 29.05.2006 na rynku notowano (http://bossa.pl/notowania/o/cia-
gle/obligacje) 2-letnie obligacje zerokuponowe o nastgpujacych terminach wy-
gasnigcia: 12.04.07, 12.04.08, 12.08.06, 12.08.07, 12.08.08, 12.12.06, 12.12.07.
Znane sg ceny jedynie kilku obligacji, dlatego nie jest mozliwe obliczenie sktadek
netto czy wartosci aktuarialnych rent zyciowych dla dowolnych termindw.
W zwiazku z tym przyklady numeryczne wykonane sa z uzyciem wzoru na cen¢
obligacji zerokuponowej w przypadku, gdy chwilowa stopa procentowa jest
okreslona za pomoca nast¢pujacego stochastycznego réwnania rozniczkowego:

dr(t)= k(0 - r(t)\dr +a/r(t)aw (). (22)

Powyzszy model stopy procentowej zostal zaproponowany w 1985 r. przez
Coxa, Ingersolla i Rossa (model CIR).

Cena obligacji zerokuponowej w modelu CIR jest okreslona nastgpujacym
wzorem (por. [13])

P(t.T)= A(.T)-exp(- B.T)-1,), 23)
gdzie
o[ 2remple )T -a2) T
T g 3757

B(:,T)= 2(exply (T -1))-1)

(k +y Xexp(y(T ~1)-1)+2y
¥ =vk’ +20°

W celu ilustracji zostaly wybrane nastgpujace parametry: k = 0,2339, 6= 0,081,
o =0,085. Parametry te byly estymowane na podstawie miesigcznych danych z lat


http://bossa.pl/notowania/o/cia-gle/obligacje
http://bossa.pl/notowania/o/cia-gle/obligacje
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1964-1989 [5]. Na ich podstawie dlugoterminowa stopa terminowa okreslona
wzorem

l=2k9/(k+\/0'2+k2)

wynosi 7,8%.

We wzorze (23) wystepuje wielkos¢ r,, w zwiazku z tym niezbgdne jest zalo-
zenie wartoSci poczatkowej stopy procentowej w chwili . W tabeli 1 przedsta-
wione sa ceny obligacji zerokuponowej w chwili +=0, o terminie wykupu
T={,2,...,20} dla r, € {5%, 6%, 7%, 8%, 9%, 10%}.

Rozwazmy n-letnie ubezpieczenie na dozycie dla kobiety w wieku 28 lat
wyplacajace swiadczenie w wysokosci 1 j.p. Prawdopodobienstwa przezycia dla
n={,2,...,20} lat sa obliczane na podstawie tablic trwania zycia z 2000 r. [10].
Jednorazowa skiadka netto obliczona przy stalej stopie procentowej i€ {5%,

6%, 7%, 8%,9%,10% } przedstawiona zostata w tab. 2.

Tabela 1. Cena obligacji zerokuponowej P(¢, T) w chwili £ =0

" 005 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
1 0,9481 09397 | 09313 | 09231 09149 | 09068
2 0,8939 0,8798 | 08659 | 08523 | 0,8388 0,8256
3 0,8394 08216 | 08042 | 07872 | 0,705 0,7542
4 0,7857 0,7658 | 07464 | 07275 | 0709 | 06911
5 0,7337 07127 | 06923 | 06726 | 0,6533 0,6347
6 0,6838 0,6626 | 06420 | 0.6221 06027 | 0,5840
7 0,6365 06155 | 05952 | 05756 | 05566 | 0,5382
8 0,5918 05714 | 05517 | 05327 | 05143 0,4966
9 0,5498 0,5303 | 0,5114 | 04931 04756 | 04586
10 0,5105 04919 | 04739 | 04566 | 04399 | 04239
11 04738 04562 | 04392 | 04229 | 04071 0,3920
12 0,4395 04229 | 04070 | 03916 | 03769 | 03627
13 0,4076 03921 | 03771 | 03628 | 03489 | 03356
14 0,3780 03634 | 03495 | 03361 03231 0,3107
15 0,3504 03369 | 03238 | 03113 0,2993 0,2877
16 0,3248 03122 | 03001 | 002884 | 02772 | 02664
17 03011 02893 | 02780 | 02672 | 02568 | 0,2468
18 0,2790 02681 | 02576 | 02476 | 02379 | 02286
19 0,2586 02485 | 02387 | 02294 | 02204 | 02118
20 0,2396 02302 | 02212 | 02125 | 02042 | 0,1962

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Tabela 2. Jednorazowa skladka netto dla stalej stopy procentowej i

X ‘I 005 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
1 0,9520 0,9430 0,9342 0,9256 0,9171 0,9087
2 0,9063 0,8893 0,8727 0,8566 0,8410 0,8258
3 0,8627 0,8385 0,8153 0,7928 0,7712 0,7504
4 0,8212 0,7907 0,7615 0,7337 0,7072 0,6818
5 0,7817 0,7455 0,7113 0,6790 0,6484 0,6195
6 0,7441 0,7029 0,6644 0,6284 0,5946 0,5628
7 0,7082 0,6627 0,6206 0,5814 0,5451 05114
8 0,6740 0,6248 0,5795 0,5380 0,4997 0,4645
9 0,6414 0,5889 0,5412 0,4977 0,4581 0,4220
10 0,6103 0,5551 0,5053 0,4605 0,4199 0,3833
11 0,5806 0,5231 0,4718 0,4259 0,3848 0,3481
12 0,5523 0,4930 0,4404 0,3939 0,3527 0,3161
13 0,5254 0,4644 04111 0,3643 0,3231 0,2870
14 0,4996 0,4375 0,3836 0,3368 0,2960 0,2605
15 0,4750 0,4120 0,3579 0,3113 0,2711 0,2364
16 0,4515 0,3880 0,3339 0,2877 0,2482 0,2145
17 0,4291 0,3652 0,3113 0,2658 0,2273 0,1946
18 0,4077 0,3437 0,2903 0,2455 0,2080 0,1765
19 0,3873 0,3234 0,2706 0,2268 0,1903 0,1600
20 0,3679 0,3044 0,2523 0,2095 0,1742 0,1451

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Jednorazowe skladki netto obliczone ze wzoru (17) dla ¢t = 0 z zastosowaniem
stopy procentowej okreslonej rownaniem (22) przedstawiono w tab. 3.

Sktadki w obu przypadkach przedstawione sa na wspolnych wykresach (por.
rys. 1). Skladki obliczone przy stalej stopie procentowej przedstawione sa linia
kropkowana, za$ przy zmiennej stopie procentowej — linig ciagla. Skiadki te sg
nizsze w przypadku zmiennej stopy procentowej dla i = r, € {5 %, 6%, 7%}. W przy-
padku i=r, =8% skladki te sa bardzo poréwnywalne, aczkolwiek przy stopie
zmiennej sa one nieco nizsze. Dla i=r0e{9%,10%} sktadki obliczone przy
zmiennej stopie procentowej sa nizsze dla pierwszych 3 lat, pdzniej nizsze sa
skiadki obliczone przy stalej stopie procentowe;.

Wartosci aktuarialne n-letniej renty zyciowej obliczane przy takich samych
warunkach jak skfadki jednorazowe, przedstawiono na rys. 2. Linia kropkowana
zaznaczone s3 wartosci obliczone przy stalej stopie procentowej, zas$ linia ciagla —
przy zmiennej stopie procentowe;.

Whioski sa analogiczne jak w przypadku skladki jednorazowej. Jedynie dla
i=r € {9%, 10%} wartosci aktuarialne renty zyciowej obliczone przy stalej stopie
procentowej sa nizsze (poza pierwszymi 3 latami). W pozostatych przypadkach
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Tabela 3. Jednorazowa skladka netto dla chwilowej stochastycznej stopy procentowej

‘ 1 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1

1 0,9477 0,9393 09310 | 09227 0,9145 0,9064

2 0,8932 0,8791 0,8652 0,8516 0,8381 0,8249

3 0,8383 0,8206 0,8032 0,7862 0,7696 0,7533

4 0,7843 0,7644 0,7450 | 0,7262 0,7078 0,6898

5 0,7320 0,7111 0,6907 0,6710 0,6518 0,6332

6 0,6819 0,6607 0,6402 0,6203 0,6010 0,5823

7 0,6343 0,6133 0,5931 0,5735 0,5546 0,5363

8 0,5893 0,5690 0,5494 0,5304 0,5122 0,4945

9 0,5471 0,5276 0,5088 0,4907 0,4732 0,4563

10 0,5075 0,4890 0,4711 0,4539 0,4373 0,4214

11 0,4705 0,4530 0,4362 0,4199 0,4043 0,3893

12 0,4360 0,4195 0,4037 0,3885 0,3738 0,3597

13 0,4038 0,3884 0,3736 0,3594 0,3457 0,3325

14 0,3739 0,3595 0,3457 03324 0,3196 0,3074

15 0,3460 0,3326 0,3198 0,3074 0,2955 0,2841

16 0,3201 0,3077 0,2958 0,2843 0,2732 0,2626

17 0,2961 0,2846 0,2735 0,2628 0,2526 0,2427

18 0,2738 0,2631 0,2528 0,2429 0,2334 0,2243

19 0,2531 0,2431 0,2336 | 0,2245 0,2157 0,2072

20 0,2340 0,2248 0,2160 | 0,2075 0,1993 0,1915

Zrodto: opracowanie wlasne.

Vo 1 Vo 4
08 0.8
0.6 06
0.4 04
02
n 0

Vo 1

n

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 1. Jednorazowe skiadki netto
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i=5%
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Rys. 2. Wartosci aktuarialne terminowej renty zyciowe;j
Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 4. Roczna skladka netto dla stalej stopy procentowej i
X g 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
1 0,9520 0,9430 0,9342 0,9256 09171 0,9087
2 0,4643 0,4577 0,4512 0,4449 0,4387 0,4326
3 0,3018 0,2961 0,2904 0,2850 0,2796 0,2744
4 0,2207 0,2154 0,2102 0,2052 0,2004 0,1956
5 0,1721 0,1671 0,1623 0,1576 0,1531 0,1487
6 0,1398 0,1350 0,1304 0,1260 0,1217 0,1176
7 0,1167 0,1121 0,1077 0,1035 0,0995 0,0956
8 0,0995 0,0951 0,0908 0,0868 0,0830 0,0793
9 0,0861 0,0818 0,0778 0,0739 0,0702 0,0667
10 0,0754 0,0713 0,0674 0,0637 0,0601 0,0568
11 0,0667 0,0627 0,0589 0,0554 0,0520 0,0488
12 0,0595 0,0556 0,0519 0,0485 0,0453 0,0423
13 0,0534 0,0496 0,0461 0,0428 0,0397 0,0368
14 0,0482 0,0445 0,0411 0,0379 0,0350 0,0322
15 0,0437 0,0402 0,0368 0,0338 0,0310 0,0283
16 0,0398 0,0364 0,0332 0,0302 0,0275 0,0250
17 0,0364 0,0330 0,0299 0,0271 0,0245 0,0221
18 0,0334 0,0301 0,0271 0,0244 0,0219 0,0196
19 0,0307 0,0275 0,0246 0,0220 0,0196 0,0175
20 0,0283 0,0252 0,0224 0,0199 0,0176 0,0156

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tabela 5. Roczna skladka netto dla chwilowej stochastycznej stopy procentowej

k o 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
1 0,9477 0,9393 0,9310 0,9227 0,9145 0,9064
2 0,4586 0,4533 0,4481 0,4429 0,4378 0,4327
3 0,2951 0,2911 0,2872 0,2834 0,2796 0,2758
4 0,2132 0,2101 0,2070 0,2040 0,2009 0,1980
5 0,1640 0,1615 0,1590 0,1565 0,1541 0,1517
6 0,1312 0,1292 0,1271 0,1251 0,1231 0,1211
7 0,1079 0,1062 0,1045 0,1028 0,1012 0,0995
8 0,0905 0,0891 0,0876 0,0862 0,0848 0,0834
9 0,0770 0,0758 0,0746 0,0734 0,0722 0,0711
10 0,0664 0,0653 0,0643 0,0633 0,0623 0,0613
11 0,0577 0,0568 0,0559 0,0551 0,0542 0,0533
12 0,0505 0,0498 0,0490 0,0483 0,0475 0,0468
13 0,0446 0,0439 0,0433 0,0426 0,0420 0,0413
14 0,0395 0,0389 0,0384 0,0378 0,0372 0,0367
15 0,0352 0,0347 0,0342 0,0337 0,0332 0,0327
16 0,0314 0,0310 0,0306 0,0301 0,0297 0,0293
17 0,0282 0,0278 0,0274 0,0270 0,0267 0,0263
18 0,0253 0,0250 0,0247 0,0243 0,0240 0,0237
19 0,0228 0,0225 0,0223 0,0220 0,0217 0,0214
20 0,0207 0,0204 0,0201 0,0199 0,0196 0,0193

Zrédlo: opracowanie wlasne.

wartosci aktuarialne rent zyciowych obliczone przy zmiennej stopie sg nizsze. Dla
i =r, = 8% wartosci te s3 poréwnywalne.

Skiadki roczne dla terminowego ubezpieczenia na dozycie dla 28-letniej ko-
biety zostaty obliczone ze wzoru (21) z wykorzystaniem wczesniejszych obliczen
numerycznych. W tym przypadku wnioski sa analogiczne. Jednakze skfadki roczne
dla i =ry, =8% sa praktycznie rownej wielkosci. Réznice, wystgpujace na trzecim
miejscu po przecinku, sa niewielkie. Skladki roczne obliczone przy stalej stopie
procentowej przedstawione sa w tab. 4, a przy zmiennej stopie procentowej —
w tab. 5. Skladek nie przedstawiono na wykresie ze wzglgdu na nieznaczne réznice
miedzy warto$ciami.

Z powyzszych obliczen i wnioskow wynika, ze wyznaczone wartosci (sktadek
i wartoSci aktuarialne rent zyciowych) powinny by¢ obliczane przez firmy
ubezpieczeniowe przy stopie procentowej rownej 8%, gdyz w obu przypadkach
wielkosci te sa poréwnywalne. Stopa ta jest bliska diugoterminowej stopie
procentowej wyznaczonej w modelu CIR dla estymowanych parametréw.
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7. Podsumowanie

W artykule zostal przedstawiony sposob wyceny strumieni platnosci wedtug
zasad rynku finansowego. Sposob ten zostal zastosowany do wyceny strumieni
platnosci w ubezpieczeniach zyciowych. Przedstawiony sposob sprowadza si¢ do
zastosowania ceny obligacji zerokuponowych jako czynnika dyskontujacego
w ubezpieczeniach. Wyprowadzone wzory matematyczne zostaly zastosowane do
przyktadéw numerycznych. Ze wzglgdu na to, ze na polskim rynku finansowym
istnieja jedynie 2-letnie obligacje zerokuponowe i krétkoterminowe (do roku) bony
skarbowe (uznawane za odpowiednik obligacji zerokuponowych) i nie mozna
wyliczy¢ odpowiednich wartosci aktuarialnych dla dowolnych termindéw, oblicze-
nia zostaly przedstawione na przykladzie ceny obligacji zerokuponowych, gdy
chwilowa stopa procentowa okreslona jest rownaniem Coxa-Ingersolla-Rossa.
Przyjete zostaly parametry dla tego modelu estymowane na podstawie danych z lat
1964-1989 [5]. Dla przyj¢tych parametréw obliczona zostala dlugoterminowa
stopa procentowa, ktora wynosita 7,8%. Przedstawione obliczenia zostaly wyko-
nane dla stalej stopy procentowej i€ {5%, 6%, 7%, 8%, 9%, 10%} oraz dla obli-

gacji zerokuponowych, przy zalozeniu, ze w chwili t=0 stopa procentowa
Iy € {5%, 6%, 7%, 8%, 9%, 10%}. Wyniki zostaly poréwnane dla odpowiednich
wartosdci i =r,. W przypadku, gdy i=r, € {5%, 6%, 7%} wyznaczone wartosci sg
wyzsze przy stalej stopie procentowej. Dla i = r, =8% wyniki sa porGwnywalne,
zas dla i =r, € {9%, 10%} nizsze sa wartoéci obliczone przy stalej stopie procen-
towej. W zwiazku z powyzszym wydaje si¢, ze aby wartosci aktuarialne nie byly
za niskie (w tym przypadku firma traci lub nie moze zapewni¢ sobie wypla-
calnosci) ani za wysokie (wtedy poszkodowani sa klienci, gdyz ptacg za wysokie
sktadki), powinny by¢ one wyznaczane przy stopie procentowej 8%, co w przy-

blizeniu daje warto$¢ dlugoterminowej stopy procentowej, uzyskana dla estymo-
wanych danych.
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VALUE OF LIFE INSURANCE CASH FLOWS

Summary

The traditional calculations of actuarial values are made under the assumption that the interest
rate is fixed and constant for all years. However, the market interest rates are varying in time, so in
the modern actuarial theory premiums and reserves are calculated with regard to these changes. First
the cash flows are defined. Then the values of cash flows are discounted in a particular moment of
time by the use of the instantaneous interest rate. Then their values are calculated according to the
principles of financial markets. This procedure is presented in the paper. This valuation relies on fin-
ding such an equivalent measure that the discounted process of value of cash flow will be
a martingale. Such a measure is called an equivalent martingale measure. In the article some life
insurance cash flows are presented. Then valuation of these cash flows is performed. All the cal-
culations are illustrated by examples.
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