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JESZCZE O TWIERDZENIU LOVELLA

1. Wstep

W pracy [1] przedstawiono fundamentalne twierdzenie dotyczace identycz-
nosci ocen parametrow otrzymanych przy zmiennych objasniajacych. W modelu
przyczynowo-opisowym, w ktérym uwzgledniono trend liniowy, oraz w modelu,
w ktérym ze zmiennej objasnianej i objasniajacych wyeliminowano trendy liniowe.
Oznacza to, ze parametry trendu zmiennej objasnianej sa srednimi wazony-
mi trendéw zmiennych objasniajacych oraz parametréow trendu endogennego:
f(t)'—' Byt + Bo.

Twierdzenie to na trendy wielomianowe rozszerzyl Tintner [4]. Lovell [3]
z kolei dokonal uogélnienia na modele przyczynowo-opisowe dla danych sezo-
nowych.

W pracy [2] dokonano wyprowadzenia wzoréw wyrazajacych zaleznosci mig-
dzy parametrami trendéw liniowych i kwadratowych oraz parametrami opisu-
jacymi periodyczna lub zmienna sezonowos¢ (zmieniajaca si¢ liniowo) w mode-
lach ze stalymi lub zmieniajacymi si¢ sezonowo parametrami przy zmiennych
objasniajacych. W rozwazaniach tych sezonowos$¢ byla opisywana za pomoca
zmiennych zero-jedynkowych. Otrzymane wyniki zilustrowano przyktadami empi-
rycznymi.

2. Zaleznosci migdzy sktadowymi harmonicznymi

W pracy tej zostana przeprowadzone rozwazania dotyczace zaleznosci miedzy
parametrami w sezonowych modelach przyczynowo-opisowych, w ktorych sktado-
we sezonowe zaréwno w zmiennych objasniajacych, jak iw zmiennej endoge-
nicznej oraz endogennej funkcji f '(t) opisane beda za pomoca wielomianu try-
gonometrycznego. Rozwazania dotyczy¢ beda szczegélnego przypadku, gdy
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zmienne charakteryzuja si¢ zmienna zmieniajaca si¢ liniowo, sezonowoscia,
a parametry przy zmiennych objasniajacych sa stale.

Ogdlny zapis modelu przyczynowo-opisowego z parametrami zmieniajacymi
si¢ sezonowo opisywanymi za pomoca wielomianu trygonometrycznego jest
nastepujacy:

mi2
Y = iaX +22m sinw;t +n; coswt)Xj,+U,. (D

j=li=1

Jak wykazano w pracy [2], w modelu przyczynowo-opisowym dla danych
w postaci szeregoéw czasowych powinna wystgpowaé zmienna czasowa ¢ lub jej
funkcja f (t) W przypadku danych sezonowych powinna to by¢ funkcja f '(t)
zawierajaca obok trendu takze skladowe opisujace sezonowos¢. Wprowadzenie
funkcji f '(t) jest rownoznaczne z eliminacja trendow i sezonowosci ze wszystkich
zmiennych wystepujacych w modelu.

Zostanie rozpatrzony przypadek modelu przyczynowo-opisowego ze stalymi
parametrami przy zmiennych objasniajacych, przy czym zmienne zaréwno objas-
niane, jak i objasniajace charakteryzowaé si¢ begda liniowymi trendami oraz
zmiennymi wahaniami sezonowymi.

Konsekwencja powyzszego zalozenia jest:

1 m/2
Y, =6t +6,+ 2 (c,sinwt+e, coswtht” +Y, Q)
r=0 i=1
1 mi2
. x .
X =6 ;t+6y; + Z E (c,-j, sinw;t + e, cosw,-t)t’ +Xy, J=L 2, ..,p. (3)
r=0 i=1

Przy powyzszych zatozeniach zapis modelu przyczynowo-opisowego bgdzie
nast¢pujacy:

P
Y=Y X, +f()+U, )
=1
gdzie:
1 m/2
=Y Y (m, sinw;t +n;, coswye) 1" ®
r=0 i=t

Po podstawieniu do (4) prawych stron rownan (2) i (3) oraz przy uwzlgdnieniu (5)
otrzymamy:
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1 m/2
Sit+80+ Y. Y, (c;, sinw;t +e;, coswt) 1™ +¥ =
r=0 c=1

1 mi/2
M *
=iaj [61jt+60j + 2 Z (c,.j, sinw;t +e;;, cosw,-t) "+ Xj,]+ (6)
r=0 i

Jj=1 i=l

1 m/2

r=0 i=l

Z twierdzenia Lovella wynika, ze oceny parametrow «; w modelu (4) oraz

w modelu ze zmiennymi, z ktérych wyeliminowano trendy liniowe i zmienne
sktadniki sezonowe:

Y’ =f,a,-X;, +U,, (7
j=
beda takie same.
Oznacza to, ze pomigdzy parametrami trendéw oraz parametrami wystgpujacymi
przy skfadowych sinuso- i kosinusoidalnych zmiennych objasniajacych oraz funk-

cji f ’(t) a odpowiednimi parametrami zmiennej Y, zachodza nastgpujace zwiazki:

6, =08, + B, (&)
J

8o =2,a;80; + By, %)

J

. m
=D, +m,, |r=0]1 i=12.., 2| (10)
j

€ =2ajeijr+nir' (11)

j

3. Przyklad empiryczny

Przeprowadzone wyzej rozwazania teoretyczne zostang zilustrowane badaniem

w ujeciu miesigcznym zaleznosci kosztow produkeji betonu komodrkowego (Y, w
tys. zb) od wielkosci produkcji tego betonu (X 1,). Z rysunkéw 1 i 2 zamieszczo-
nych ponizej wynika, ze zmienne wykazuja zmienne wahania sezonowe.

Oszacowania parametrow trendéw liniowych ze zmiennymi wahaniami sezo-
nowymi zmiennych Y, oraz X,, wraz z ocenami statystyk ¢-Studenta zostaly po-
dane w tab. 1.
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Tabela 1. Oceny parametréw trendu i zmiennych wahan sezonowych kosztéw

produkgiji i wielkos$ci produkec;ji

Koszty (Y) Produkgcja (X))
Ocena par Statystyka ¢ Ocena par Statystyka ¢

Wyraz wolny | 2512,8533 19,36 39954,6833 21,80
T 74,1890 16,09 261,286806 4,01
S1 —687,0098 -3,81 -11676,905 —4,58
S2 —284,1802 -1,57 —3883,5737 -1,52
S3 —224,8275 -1,24 511,461111 0,20
S4 -102,1406 0,57 1556,59358 0,61
S5 97,4835 0,54 4025,62909 1,58
Cl 213,7759 1,15 -1886,0477 0,72
C2 -25,5260 0,14 —3774,4549 -1,43
C3 93,5800 0,50 —1060,6389 -0,40
C4 90,6210 0,49 1173,28542 0,45
C5 27,0691 0,15 505,061586 0,19
C6 50,9767 0,39 810,111111 0,44
TS1 -6,6536 -1,02 0,01868012 0,00
TS2 0,8592 0,13 4,56588051 0,05
TS3 8,1833 1,25 -15,105556 0,16
TS4 10,9715 1,68 127,659421 1,39
TS5 -1,5960 -0,24 —41,711736 -0,45
TC1 —28,6507 —4,39 —252,58576 -2,74
TC2 -6,5767 -1,01 —29,981944 0,33
TC3 =5,5024 0,84 14,3013889 0,16
TC4 -3,4685 -0,53 -158,54722 -1,72
TCS -3,9307 —0,60 -112,62396 -1,22
TC6 —4,2274 0,92 -97,540972 -1,50
RA2 0,9543 0,9086

SE 428,59 6053,5

Zrodlo: opracowanie wlasne.

»Tlustym” drukiem zaznaczono parametry istotne statystycznie. W ostatnich

tcosw,t .

dwoch wierszach podane zostaly oceny parametrow struktury stochastycznej. Przez
S, C, TS,, TC; oznaczono odpowiednio skladowe: sinw;, cosw;, tsinw;t,

Rozpiszemy obecnie wzory (8)-(11) dla jednej zmiennej objasniajacej oraz

€0 = U€; 0 T Ny

8y =g, + By,

Cio =0 €10 + Mg,

dla

stalych i zmiennych sktadowych sinuso- i kosinusoidalnych.
8 =aé, + By,

i=1,2,.. 2,
2

12)
(13)
(14)

(15)
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Ci =0cy +myy, (16)
€ =ae; +n,. (17)

Oszacowanie parametréw modelu

i=1

1 m/2
Y, =ayX,, +[22(m,., sinw,t +n,, cosa),-t)t’]+U, (18)
r=0 {

przedstawione zostalo w kolumnie drugiej tab. 2. W nastgpnej kolumnie zestawio-
ne zostaly oceny statystyk ¢-Studenta. ,, Ttustym” drukiem, tak jak poprzednio, za-
znaczono parametry istotne statystycznie.

Tabela 2. Oszacowania parametréw modelu przyczynowo-opisowego i trendu
z sezonowoscig dla zmiennej Y,.

Ocena parametréw Statystyka ¢ Sprawdzenie

wolny 399,123 0,99 2512,853
T 60,366 14,92 74,189
S1 —69,264 -0,41 —-687,010
S2 —78,727 -0,61 —284,180
S3 —-251,885 -2,05 -224,827
S4 184,489 -1,49 -102,141
S5 -115,485 -0,90 97,484
Cl 313,554 2,45 213,776
C2 174,155 1,32 -25,526
C3 149,691 1,18 93,580
C4 28,551 0,22 90,621
C5 0,350 0,00 27,069
C6 8,119 0,09 50,977
TS1 -6,6546 -1,50 -6,6536
TS2 0,6176 0,14 0,8592
TS3 8,9825 2,03 8,1833
TS4 4,2179 0,92 10,9715
TS5 0,6107 0,14 -1,5960
TC1 -15,2881 -3,01 —28,6507
TC2 —4,9906 -1,12 —6,5767
TC3 —6,2590 -1,41 -5,5024
TC4 4,9191 1,05 -3,4685
TC5 2,0275 0,44 -3,9307
TCé6 0,9328 0,28 —4,2274
X1 0,0529 5,39
R”2 0,9788
SE 290,96

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Sprawdzenie zaleznosci migdzy parametrami trendéw i sktadowych harmo-
nicznych zmiennej objasniajacej i objasnianej oraz funkcji f '(t) zostanie pokazane
na przykladzie pierwszej harmoniki (i =1):

o
I

&8, + B, =0,0529-39954,83 + 399,123 = 2113,73+ 399,123 = 2512,853
o =&8,, + By =0,0529-261,287 + 60,366 = 13,8229 + 60,366 = 74,189
810 = Q110 + Mo = 0,0529 (=16 676,905) - 69,264 = —882,208 — 69,264 = 951,47
810 = @y8,10 + Pyp = 0,0529- (1886,048) + 313,554 = 99,778+ 313,544 = 413,316
&y =Gyéyy, + 1y, =0,0529-(-6,6536) - 6,6546 = —7,006
&, = &yé,,, + Ay =0,0529-(~28,6507)-15,2881=-1,516 - 15,2881 =~ 16,804

Oceny parametrow funkcji trendu i wszystkich skfadowych sinuso- i ko-
sinusoidalnych zmiennej Y, obliczone za pomoca wzoréw (12)-(17) zestawione

»

zostaly w ostatniej kolumnie tab. 2.

Otrzymane w tej kolumnie oceny parametrow sa identyczne z oszacowaniami
MNK tych parametréow zawartych w kolumnie drugiej tab. 1. Z powyzszego
przyktadu empirycznego wynika, ze rzeczywiscie zachodza zwiazki migdzy para-
metrami trendow 1 sktadowych harmonicznych a parametrami funkcji f '(t).

Dla danych oczyszczonych z sezonowosci otrzymano nastg¢pujace oszacowanie
réwnania (7) zapisanego dlaj = 1:

Y, =0,05290X,,,
R™=0,5463,
SE* =205,74.

Nizsza ocena R*> w poréwnaniu z R> otrzymanego dla réwnania (18) jest
spowodowana tym, ze wariancja zmiennej Y,” jest nizsza od wariancji zmienne;j
Y, . Natomiast nizsza ocena odchylenia SE™ jest nastgpstwem szacowania w réw-

naniu (7) tylko jednego parametru (&, ). Tym samym wigc wigksza jest liczba swo-
body.

Literatura

[1] Frisch R., Waugh F.V. (1933), Partial Time Series Regressions as Compared with Individual
Trends, Econometrica, vol. 1.

[2] Hozer J., Zawadzki J. (1990), Zmienna czasowa i jej rola w badaniach ekonometrycznych, PWN,
Warszawa.

[3] Lovell C.M. (1969), Seasonal Adjustment of Economic Time Series and Multiple Regression
Analysis, JASA, nr 304.

[4] Tintner G. (1952), Econometrics, J. Wiley, New York.



98

ABOUT LOVELL’S THEOREM

Summary

In the article, using the Lovell’s theorem, there have been derived relations between parameters
of trends and harmonic components of explained variable and explanatory variables in casual-
descriptive models with seasonally changing parameters. The derivation was made on the assumption
that there is a function f'(¢) in the set of explanatory variables. This function contains a linear trend
and varying seasonal term described by means of trigonometric polynomial.

The theoretical deliberations were illustrated by an empirical example concerning relations
between monthly costs and an amount of output of building materials.
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