PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNEJ] WE WROCEAWIU

Nr 1142 2006
Statystyka w badaniach spotecznych

Alina Jedrzejczak
Uniwersytet L6dzki

UWAGI O SZACOWANIU PARAMETROW
ROZKEADU DOCHODOW

1. Wstep

Dane na temat rozktadéw plac i dochodéw w Polsce pochodza giownie z badan
czgSciowych (budzetow gospodarstw domowych lub badania aktywnosci ekono-
micznej ludnosci). Badania te sa czgsto krytykowane ze wzgledu na roznego
rodzaju bledy o charakterze statystycznym i pozastatystycznym. Poza bigdami
problemem dla badacza moze by¢ takze forma, w jakiej dane na temat ptac
i dochodow sa udostepniane — najczgsciej dysponujemy danymi pogrupowanymi
i jednoczesnie ucigtymi ze wzgledu na brak odpowiednich informacji w prébie lub
jej pominigcie. Innym problemem, z ktdrym szczegdlnie czgsto spotykamy sig¢
w przypadku badania ptac i dochodéw, sa informacje nietypowe zwiazane z wy-
stepowaniem dochoddw bardzo niskich lub bardzo wysokich. Wszystko to sklania
do poszukiwania odpornych metod wnioskowania statystycznego, ktore mogg by¢
wykorzystane do uzupelnienia metod klasycznych. W pracy przedstawiono odpor-
ne metody estymacji, mogace mieC zastosowanie w oszacowaniu parametrow
modelu aproksymujacego rozktady ptac i dochodow w Polsce.

2. Szacowanie parametrow rozkladu dochodow
metoda najwigkszej wiarygodnosci

W analizie rozkladoéw plac i dochoddéw najczesciej rozwazane sa dwa rozklady
teoretyczne — rozklad logarytmiczno-normalny oraz rozktad Daguma. Pierwszy
z tych rozkladéw charakteryzuje prostota — zalezy bowiem tylko od dwoch para-
metréw, ktore maja jasna interpretacj¢ ekonomiczna. Funkcje gestosci rozkitadu
logarytmiczno-normalnego wyraza nastgpujacy wzor:
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f(y)= , y20, (1)

yov2r

gdzie: u — warto$¢ oczekiwana logarytmow zmiennej losowe;j Y,

o — odchylenie standardowe logarytméw zmiennej losowej Y.
Wada rozkfadu logarytmiczno-normalnego jest stosunkowo stabe dopasowanie
do rozktadéw empirycznych, szczegélnie dla wysokich grup dochodowych.
Rozklad Daguma ma szereg wlasnosci (por. [2]), ktére pozwalaja na jego
lepsze dopasowanie do rozkladow ptac i dochodéw w réznych przekrojach. Jego
funkcja gestosci zalezy jednak od trzech parametrow:

f) =B A+ ™) P, y>o. @)
Dystrybuanta tego rozkladu przybiera posta¢:
F()=1+y7)", y>o0. (3)

Do szacowania parametréw modeli rozktadu dochodéw najczg¢sciej wykorzy-
stywana jest metoda najwigkszej wiarygodnosci. W przypadku rozktadéw dwu-
parametrowych (gamma, logarytmiczno-normalny) estymatory NW moga by¢
podane w sposob bezposredni.

Dla rozkiadu logarytmiczno-normalnego estymatory najwigkszej wiarygod-

nosci parametréw u i o> otrzymujemy z nastgpujacych wzoréw (por. [1]):

1 n 2 1 n 2
m=—>»Ilny, s =——mrH Iny, —m)”. 4
n}:, 2 n—l,;( Y —m) @

Oba estymatory wyrazone wzorami (4) sa nieobciazone i najbardziej efektyw-
ne, a ich wariancje dla duzych préb wynosza:

2 2 2
2
DXmy=2", pisty=20_=20 (5)
n n-1 n

W przypadku danych pogrupowanych konieczne sa jednak modyfikacje
wzordw (4) [5]:

k k
m=y gy, s =Ygln’y-m’, ©6)
i=1 i=l
gdzie: Iny = M,
2
¥;-, —dolna granica grupy i,

y; - gbéma granica grupy i,
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g, — frakcja jednostek w i-tej grupie,
k —liczba grup.

Jezeli skrajne grupy sa nieograniczone i liczne, mozemy popetni¢ duzy blad
przy obliczaniu srednich grupowych, a co za tym idzie — otrzymane estymatory
beda mialy gorsze wlasciwosci, niz to wynika z poprzednich rozwazan.

W przypadku bardziej skomplikowanych rozkladéw (tr6j- i czteroparame-
trowych) zastosowanie metody najwigkszej wiarygodnosci wymaga postuzenia si¢
metodami numerycznymi, ktore pozwalaja znalez¢ maksimum funkcji wiarygod-
nosci postaci:

k
InL= Yy, In[F(y,) = F(y._)) 7
i=1
gdzie: ¥y, - czgstosci empiryczne,
F(y) - dystrybuanta rozktadu teoretycznego,

k — liczba klas.
Dla rozktadu Daguma pierwszego typu jest to funkcja zmiennych: A, 8, 4.

Jezeli przez © oznaczymy wektor parametrow rozkladu teoretycznego,
przez O zas wektor ich estymatoréw, to mozna zapisac:

A -1
6 — N(6,=), ®)

n—e

gdzie: X — macierz informacji Fischera, ktdrej elementy okreslone s nastgpujaco:

o, - nE[ din(f(y) dlnf(y)} o

do, do,

/

Zaleta estymatorow NW jest takze wlasnos¢ niezmienniczosci [9]. Miary
bedace funkcjami estymatoréw NW sa rowniez estymatorami najwigkszej wiary-
godnosci. Ma to zastosowanie przy estymacji wspoiczynnikéw nieréwnomiernosci,
ktore mozna przedstawic jako funkcje parametréw rozktadu teoretycznego.

Niech I oznacza miare nieréwnomiernosci, 1 zas jej estymator bedacy funkcja 0:

I < N, V(I)).
n—oe=
Wariancja tego estymatora okreslona jest nastgpujaco:

. [d1®) T - dI®)
V(1)_[—d9 }2 [—de } (10)

W praktyce z wykorzystaniem metody NW do szacowania parametréw roz-
ktadu dochodéw wiaza si¢ nastgpujace problemy:
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1. Liczebno$é¢ proby nie jest na tyle duza, aby spelnione byly asymptotyczne
wlasnos$ci estymatorow najwigkszej wiarygodnosci.
2. Dostgpne dane nie odpowiadaja w pelni przyjetemu modelowi ze wzgledu
na luki lub obserwacje odstajace. Przyczyny moga by¢ nastepujace:
— bledy odpowiedzi zwiazane ze sposobem zbierania informacji (np. nieporo-
zumienia zwiazane z okresem badania),
— bledy opracowania danych zwiazane z usuwaniem dochodéw ujemnych
i zerowych, ,,ucinanie dochodéw” wysokich,
— bledy zwiazane z grupowaniem danych polegajace na przesuwaniu dochodéw
z grupy do grupy,
— charakterystyczne dla plac i dochodow wystgpowanie obserwacji nietypowych.
Wplyw tego typu odchylen od przyjg¢tego modelu na wilasnosci estymatorow
NW byt badany m.in. przez van Praaga i Hagenaarsa [7]. Okazalo si¢, ze oma-
wiane estymatory sa obciazone i nieefektywne mimo duzych prob. Ponadto
pogorszenie wlasnosci estymatoréw jest tym wigksze, im mniej skomplikowany
model. W przypadku modeli tréj- i czteroparametrycznych dodatkowe parametry
ksztaltu pozwalaja na lepsze dopasowanie ,,ogonow” do obserwacji ekstremalnych.
W pierwszym przypadku (zbyt malo liczne préby) mozna wykorzystywaé
metod¢ estymacji zaproponowana przez Stoppa [6]. Metoda ta pozwala otrzymaé
efektywne estymatory parametréw modeli rozktadéw dochodow, dla ktérych jawne
formy estymatoroéw NW lub MNK nie moga by¢ podane. Chodzi tu o takie roz-
kiady, jak: uogdlniony beta, uogdlniony gamma, Pareto pierwszego i drugiego
rodzaju, Singha-Maddali, Daguma. Estymatory te wyprowadzone s3 na podstawie
wlasnosci dystrybuanty F(y) oraz elastycznosci £(y, F(y)) przy wykorzystaniu
kryterium najmniejszych kwadratéw.
W drugim przypadku lepsze wyniki mozna uzyska¢, stosujac metody estymacji
odporne;j, ktore pozwalaja wyeliminowa¢ wptyw zanieczyszczen modelu przy nie-
wielkiej stracie na efektywnosci.

3. Metoda OBRE (optimal b-robust estimation)

Estymatorami odpornymi bgdziemy nazywac estymatory, ktore sa niewrazliwe
na odchylenia od przyje¢tego modelu rozktadu dochc 16w.

Estymatory OBRE naleza do klasy estymatoréw M bgdacej uogdlnieniem esty-
matorow NW. Estymatory M zostaly zaproponowane przez Hubera [4]. Standa-
ryzowany estymator OBRE jest okreslony jako rozwiazanie wzglegdem 6 nastgpu-
jacego rownania (por. [3]):

Y [s(y;:0)—-alw, (y;;a,A) =0, (1)

i=l
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C
gdzie: w_(y;;a, A) = min{l; ———————— — wagi funkcji Hubera,
[ALs(y;;8)-a]
a — wektor okreslony nastepujaco:
a= E[s(y;0)w.(y;a,A)]; (12)

A — macierz o wymiarach pX p, przy czym:
AT'A™T = E[[s(y; 0)—alls(y; 0)-a]” -w,(y;a,A)*]; (13)

5(y;,0) — wektor pochodnych logarytmu f-ggstosci rozktadu dochodéw
(tzw. funkcja wynikowych, scores function),
c — stala wplywajaca na efektywnos¢ i odpornosc estymatora (czym wigksze
¢ tym mniej odporna estymacja, ale tym bardziej efektywna).
e Przy ¢ = o otrzymujemy estymatory NW, ktore sa najefektywniejsze ale nie
sa odporne.
o Przy c= J; , gdzie p oznacza liczbg¢ parametréw modelu, otrzymujemy esty-

matory najbardziej odporne.

e Estymatory OBRE sa optymalne w tym sensie, ze sa odporne przy stosunkowo
malej stracie na efektywnosé (dla rozkladu Daguma, przyjmujac ¢ = 2, uzys-
kuje si¢ efektywnosc 0,95).

Macierze a i A kontroluja efektywnos¢ i zgodnosé estymator6w OBRE.

4. Badanie odpornosci estymatorow NW
dla rozkladu Daguma pierwszego typu

Proba zawierajaca zanieczyszczenia nie bgdzie realizacja rzeczywistego roz-
ktadu F(y), ale nastgpujacej mieszaniny:

F,(y)=(1-€)F(y) +&eG(y). (14)

Jedna z metod oceny odpornosci estymatoréw jest wykorzystanie funkcji wply-
wu (influence function). Funkcja ta dla estymatora T parametru @ okreslona jest
nastepujaco:

3T (F,(»)

IF(y)= 3¢

(15)

-0

Okresla ona wplyw, jaki moze miec¢ na oszacowanie nieskonczenie mate zanie-
czyszczenie w punkcie y.

W przypadku estymatorow NW funkcja wptywu (IF) jest proporcjonalna do
funkcji wynikowej (s(y)). Dla parametréw modelu Daguma funkcja wynikowa jest
nastepujaca:
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smyy-abgéxy)- ~BLB)-log(1+Ay™),
527) = L)) - g4 ';4. (16)
()= e (U&+W+m—7%21%u>
gdzie: B(1,B)= dB‘(;l;ﬁ ) /B(1, B).

W celu oceny odpornosci estymatoréw parametrow A, 8,8 wyznaczone
zostaly nastepujace granice:
e lims(y)=—oo, lim s,(y) =const,
y—)O Yy oo

e lims,(y)=const, lims,(y)=const,
y—0 yoI=

o limsy,(y)=o0, limsy(y)=-c. (17)
y—)O y—r=

sup, s ()] = =

Funkcja wynikowa dla modelu Daguma jest wigec nieograniczona. Oznacza to,
Ze nawet pojedyncza obserwacja odstajaca jest w stanie silnie wplyna¢ na wartosci
estymatorow NW parametrow tego rozkladu, a co za tym idzie — doprowadzi¢ do
btednych wnioskow.

5. Algorytm szacowania parametréw rozkladu Daguma metoda OBRE

Etap L Przyjmujemy wartoici startowe parametréw 0= (S, 1,5)” odpowiada-
jace warto$ciom otrzymanym za pomocg MNW.

Etap II. Przyjmujemy wartosci startowe wektora a i macierzy A, ktore
stanowia rozwigzanie rownan dla ¢ =, czyli dla MNW,
a=0,

A=[2”2(6)]_T (18)

gdzie: 2(6) — macierz informacji Fishera, kt6rej elementy ; dla rozkiadu Dagu-

ma sa nast¢pujace:

o, =n/B’,
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T = /l(ﬁn+ 1)’
O3 = 5(3 l)[!//(2) w(B)-In4], (19)
O3 = i%[w(z) ~¥(B+1)-InA],

n

0'33=6—2+(ﬂ 2)62{[111(2) ¥(B+1)-InA) +u/(ﬂ+l)+w(2)}

gdzie: w(-) —funkcja digamma,
B,A,6 — parametry rozkladu Daguma.

Etap III. Ustalamy nowe wartosci a i A na podstawie nastgpujacych wzorow:

= [ 5(,0w(y,8)dF (5)/[ 5(»,8)dF (y),

Mi/2
A=[m@] (20)
gdzie: M, (0) = f[s(y,ﬂ) —a][s(y,0)- aw* (y,0)dF(y), k=12 2}
Etap IV. Korzystajac z metody Newtona-Raphsona, obliczamy A8

2
A8 = Ml"(G)[%E(s( ¥,8) = a)w( y,O)] , (22)

i=1
gdy | A8 > € to wracamy do etapu 2, przyjmujac za nowe parametry 0 =0+ A®.
Wyniki obliczen przedstawione zostaly w tab. 1 oraz na rys. 1-3. Estymatory
OBRE i najwigkszej wiarygodnosci szacowane byly na podstawie danych indywi-
dualnych otrzymanych z badania aktywnosci ekonomicznej ludnosci. Dane te doty-
czyly rozktadu ptac w wojewddztwie wielkopolskim w czwartym kwartale 2000 r.
Wraz ze wzrostem stalej ¢ otrzymujemy estymatory parametréw A, i &

coraz bardziej zblizone do estymatorow najwigkszej wiarygodnosci. Juz dla ¢ = 5
réznice migdzy oszacowaniami otrzymanymi metodami OBRE i MNW sa mini-
malne i pojawiaja si¢ dopiero na pigtym miejscu po przecinku. Wynika to ze
stosunkowo niewielkiego udzialu zanieczyszczen w rozwazanym rozkladzie. Na
rysunkach mozna zauwazy¢, ze funkcje gestosci oszacowane metoda OBRE tym
lepiej dopasowuja si¢ do srodkowej czegsci rozktadu, im mniejsza jest wartosc statej
¢ (wzrost odpornosci). Co bardzo wazne, towarzyszy temu jedynie niewielki spa-
dek efektywnosci estymator6w w poréwnaniu z MNW.
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Tabela 1. Parametry rozkladu Daguma oszacowane metoda OBRE (na podstawie BAEL)

Parametry rozkladu Daguma

Stala ¢ P =

A B o
c=10 0,3260 1,4588 3,9766
c=5 0,3260 1,4588 3,9766
c=4 0,3106 1,5245 3,9469
c=3 0,2884 1,6241 4,0020
c=2 0,2867 1,5877 4,7625

Zrédlo: opracowanie wiasne.

24 r T
|
s |
15 |
12 |
0,9
06 |

03

0,0

place w tys. zt

Rys. 1. Funkcje ggstosci rozkladu Daguma dla plac w wojew6dztwie wielkopolskim
w listopadzie 2000 1. [c = 2]

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Funkcje ggstosci rozktadu Daguma dla ptac w wojewddztwie wielkopolskim
) w listopadzie 2000 r. [c = 3]
Zrédio: opracowanie wiasne.
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0,0
2
place w tys. zt
Rys. 3. Funkcje gestosci rozktadu Daguma dla ptac w wojewddztwie wielkopolskim

. w listopadzie 2000 r. [c = 4]
Zrédto: opracowanie wlasne.



108

6. Zakonczenie

Szacowanie parametréw rozktadu ptac i dochodéw metoda OBRE moze sta-
nowi¢ uzupelnienie metod klasycznych, do jakich nalezy metoda najwiekszej
wiarygodnosci. Metoda ta pozwala w obiektywny sposob potraktowaé zbidr
danych bez koniecznosci odrzucania informacji odstajacych na podstawie subiek-
tywnych sadow badacza. Oprocz odpornych metod estymacji interesujace moze
by¢ takze rozwazanie pewnych modyfikacji testow statystycznych stosowanych do
weryfikacji hipotez o zgodnosci rozkladéw — na przyklad opartego na ilorazie
wiarygodnoéci testu Coksa.

Literatura

[1] Aitchison I., Brown 1.A.C. (1957), The Lognormal Distribution, Cambridge.

(2] Dagum C. (1977), A New Model of Personal Income Distribution. Specification and Estimation,
»Economie Appliqueé”, XXX, s. 413-436.

[3] Hampel F.R. et al. (1986), The Approach Based on Influence Functions, [W:] Robust Statistics,
John Willey, New York.

[4] Huber P.I. (1964), Robust Estimation of a Location Parameter, ,,Annals of Mathematical Sta-
tistics” 35, s. 73-101.

[5] Kordos 1. (1973), Metody analizy i prognozowania rozktadow plac i dochodow ludnosci, War-
szawa.

[6] Stoppa G. (1995), Explicit Estimators for Income Distributions, [w:] ,Research on Economic
Inequality”, Jai Press, Greenwich vol. 6, s. 393-405.

[7] Van Praag B.M.S., Hagenaars A.J.M. (1983), The Influence of Classification and Observations
Errors on the Measurement of Income Inequality, , Econometrica” 51, nr 4, s. 1093-1108.

[8] Victoria-Feser M.P. (2000), Robust Methods for the Analysis of Income Distribution, Inequality
and Poverty, ,International Statistical Review” 68, s. 277-293.

[9] Zehna P. (1966), Invariance of Maximum Likelihood Estimation, ,,Annals of Mathematical Sta-
tistics” 37, s. 744-745.

REMARKS ON THE ESTIMATION OF INCOME DISTRIBUTION
PARAMETERS

Summary

The parameters of income distribution models are usually estimated by means of the maximum
likelihood method. The maximum likelihood estimators are known to have very good asymptotic
properties — they are the most effective, among other things. Nevertheless they are not robust to any
deviations from the assumed model. Statistical data concerning wage and income distributions by
size are usually contaminated because of the method of gathering information. So the methods of
robust estimation, which would find compromise between efficiency and robustness, could be very
useful. In the paper we present the results of the estimation of wage distributions in Poland by means
of the maximum likelihood method and the optimal B-robust method (OBRE). The basis for the
calculation was the individual data coming from the Labour Force Survey.
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