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1. Nauka nie komplikuje spraw prostych, przeciwnie — porzadkuje materi¢ cha-
otyczna i powiktana. Nie ma nauki bez dazenia do doskonalosci. Prawa przyrody sa
proste i pigkne, jesli tylko sa zapisane w adekwatnym jezyku. Ciag jest synonimem
szeregu, a szereg ciagu. Limesowanie ciagu jest badaniem mozliwosci rozszerzenia
go do funkcji ciaglej, natomiast zbiezno$¢ szeregu oznacza, zZe ciag jest funkcja
catkowalna. Ciag jest potencja, a jego granica lub suma — aktualna nieskonczono-
$cig. W pojeciu sumy szeregu zawarta jest idea wplywu wielkiej liczby matlych
oddziatywan. Szereg geometryczny 1 + 0,1 + 0,01 + ... jest potencjalng nieskon-
czonoscia, a jego suma 10/9 jest realizacja potencji: Achilles dogoni z6twia.

2. Niech A/ oznacza jednopunktowe uzupelnienie zbioru liczb naturalnych N,
jest to jednoczesnie jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni N. Kazda przestrzen
topologiczna mozna przez dodanie jednego punktu uczyni¢ przestrzenig zwarta.
Jest to wazna operacja. Jezeli X jest przestrzenig topologiczna i a ¢ X, to przestrzen
topologiczna Y = X + {a} nazywa si¢ jednopunktowym uzwarceniem X, gdy oto-
czeniami punktu dodanego a sa zbiory A + {a}, gdzie A4 jest podzbiorem X i dopet-
nieniem wnetrza A jest zbior zwarty w X. Jednopunktowym uzwarceniem prostej R
jest okrag. Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to jednopunktowym uzwarceniem jest
dodanie punktu izolowanego a.

Lemat. Ciqg a nalezqcy do przestrzeni F(N, R) jest ciqgiem zbieznym wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje funkcja ciqgla f w przestrzeni C(NV/, R), ktora jest rozsze-
rzeniem ciqgu a na zbior V', czyli gdy acC f .

Na tej podstawie mozna wyeliminowaé pojgcie zbieznosci ciagu. Pojecie
zbieznosci ciagu sprowadza si¢ bowiem do ciaglosci funkc;ji.

Twierdzenie. Algebra liniowa C(A/, R) nad ciatem liczb rzeczywistych jest
izomorficznie izometryczna z algebrq liniowq c¢(N, R) wszystkich ciqgow rzeczywis-
tych zbieznych.
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3. Oczywiscie C(N, R) = F(N, R), bo przestrzen N jest dyskretna. Kazda funk-
cja z przestrzeni N w R jest ciagla, ale nie kazda moze by¢ rozszerzona do funkcji
ciaglej na przestrzeni A/, Tylko te funkcje mozna rozszerzy¢ do funkcji ciagle;j,
ktore sa ciagami zbieznymi. Rozszerzenie to jest jednoznaczne. Jezeli funkcja
fe C(NV, R) rozszerza ciag a € F(N, R), to lim a = f(). Nieskonczono$¢ o jest
rodzing takich ciagéw g € F(N, N), ktore sig stabilizujg — spetniaja warunek Cau-
chy’ego, ale ktére nie majq granicy w przestrzeni N. Poniewaz przestrzen N jest
dyskretna, wiec kazdy ciag zbiezny ma prawie wszystkie wyrazy rowne. Zbior A
jest rodzing klas abstrakcji relacji rownowaznosci E okreslonej w zbiorze S(N, N)
wszystkich ciggdw stabilizujacych sig. Jest mianowicie aEb wtedy i tylko wtedy,
gdy ciag (d(a,, b,)) ma granice 0 w przestrzeni liczb rzeczywistych R. Klasg abs-
trakcji ciagéw zbieznych do zera utozsamiamy z zerem, ciggow zbieznychdo 1 -z
jedynka i tak dalej, natomiast klasg ciagdéw stabilizujacych sie, ale bez granicy,
oznaczamy symbolem . Ciag a jest elementem rodziny oo wtedy i tylko wtedy,
gdy prawie wszystkie jego wyrazy sa wieksze od dowolnej liczby naturalnej. W zbio-
rze A'sq okreslone dwa dzialania: dodawanie i mnozenie. Aby dodaé¢ do liczby
naturalnej n nieskonczonosé o, nalezy ciagi zbiezne do n dodac do ciagdéw zbiez-
nych do . Takie dzialanie nazywa si¢ dodawaniem zbiorow w sensie Minkow-
skiego A+ B={x+y.xe€ A,y € B}. Jest wigc n+ o0 =0 + n = o0, Podobnie n co =
= n = oo, gdy liczba naturalna » nie jest 0, ale 0 0 = 0 0 = 0. W rozszerzonym
zbiorze liczb naturalnych iloczyn zera i nieskorniczonosci jest wigc dobrze okreslo-
ny i jest rOwny zeru.

4. Ograniczymy si¢ do algebry liniowej ciagdbw o wyrazach rzeczywistych F(N, R).
W algebrze tej wyréznimy kilka waznych podalgebr liniowych. Podalgebre FF(N, R)
ciagdw finitnych o prawie wszystkich wyrazach rownych zeru, podalgebrg L,(N, R)
ciagéw sumowalnych, podalgebre co(N, R) ciggéw zbieznych do zera, podalgebrg
c(N, R) ciagdw zbieznych i wreszcie podalgebrg B(N, R) ciagéw ograniczonych. Sa
to algebry liniowe uporzadkowane.

Rodzina ciagéw finitnych FF(N, R) jest algebra liniowa unormowana z norma
miejska, zwana tez norma catkowa. Jezeli a € FF(N, R), to norme ciagu a okre-
$lamy wzorem ||a|| = |aol + |ai} + ...; suma ta jest dobrze okres$lona, poniewaz tylko
skonczona liczba wyrazow jest rozna od zera. Algebra FF(N, R) w metryce gene-
rowanej przez t¢ norme catkowa nie jest przestrzenia zupelna. Jej uzupelnieniem
jest przestrzen Li(N, R) ciagéw calkowalnych. Elementem przestrzeni L,(N, R) jest

ciag a = (#), ktérego sumga jest 2; sume ciagu a oznaczamy symbolem Ja; w

tradycyjnym zapisie sume¢ oznacza si¢ barokowym symbolem Zan 1 raz nazywa
n=1

sie go suma, a drugi raz — szeregiem. Algebra liniowa L;(¥, R) jest przestrzenia

uporzadkowana; stozek K zawiera wszystkie ciagi nieujemne i sumowalne. Pod-

zbiér Prob(V) zawarty w K ciagdw sumujacych si¢ do jedynki jest zbiorem wypuk-
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tym dyskretnych rozkladow prawdopodobienstw skupionych na liczbach natural-
nych: p € Prob(¥) wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < p oraz Ip =potp+..=1

Jezeli algebre ciagéw finitnych FF(V, R) uzupelnimy w normie euklidesowe;j

llall, = ,[ag +a’ +..., to otrzymamy algebre liniowa L,(N, R) ciagbéw sumowal-
nych z kwadratem: a € Ly(N, R) wtedy i tylko wtedy, gdy ciag a* = ag +al2 +...
jest sumowalny. Uzupelnienie algebry ciagdéw finitnych w metryce Czebysze-
wa |lall. = max {lagl, |a], ...} jest algebra liniowa cq (V, R) ciagdw zbieznych do
zera.

5. Jezeli ciag jest sumowalny, to ma granicg 0. Jezeli ciag jest sumowalny, to
jego wyrazy musza by¢ wspoélnie ograniczone. Taki ciag ma podciag zbiezny. Jesli
ten podciag nie jest zbieiny do 0, to nieskornczenie wiele wyrazéw ciagu spelnia
warunek: r < |a,|, gdzie » > 0. Suma takiego ciagu nie moze by¢ skonczona; wynika
to z zasady Archimedesa.

Niech a € F(¥, R). Symbolem a. oznaczamy ciag (max{a,, 0}), natomiast sym-
bolem a ciag (max {0, — a,}).OczywiScie ciagi a, 1 a_ sg nieujemne oraz spetniaja
warunek a = a, —a_. Jezelia=((-1)"),t0a.=(1,0,1,0,...)oraza=(0,1,0, 1, ...).

Wzorem Y{(a) = (So, 51, ...) okreslamy operator Y: F(N, R) — F(N, R), gdzie
S0 =Qg, Sn+1= S8, + a,+1, n € N. Operator } jest liniowy i monotoniczny; dlatego
bedziemy pisaé Ya zamiast )(a). Ciag Y nazywa sig ciagiem sum cze$ciowych
ciagu a. Operator Y jest reprezentowany macierza nieskonczong

[ o Sy w—

O = = =
O O =
o O o =

gdzie: g;=1, gdy i 2j oraz g;=0, gdy i <.

Twierdzenie. Ciqg a jest ciqggiem sumowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy ciqgi
sum czeSciowych Ya. 1 Ya_ sq zbieZne; Ia =lim Z a, —lim Za_ = Ja+ - Ja_ )

Jezeli ciag a jest sumowalny, to ciag sum czgsciowych )a jest zbiezny. Wyni-
ka to ze zbieznoSci ciagdbw Ya. i Ya_ioczywistej zaleznosci Ya = Ya. — Ya_. Ciag
Ya jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi Ya. i Ya_ sg jednoczesnie zbiezne
lub rozbiezne do ee.

6. Szereg jest synonimem ciagu. Ciag nazywamy szeregiem, gdy chcemy pod-
kresli¢, ze zamierzamy go sumowac, czyli catkowac. Jesli natomiast interesuje nas
ciaglos¢ ciagu, a dokladniej mozliwosé jego rozszerzenia do funkcji ciaglej, czyli
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granica, to w takich przypadkach uzywamy wlasnie terminu ciag. Ciagi limesuje-
my, a szeregi sumujemy. Suma szeregu jest zwykla catka, gdy miara na zbiorze
argumentow — zbiorze liczb naturalnych N — jest liczaca: miara zbioru réwna sie
liczbie elementow nalezacych do tego zbioru.

Algebre L(N, R) mozna otrzymad za darmo, uzupelniajac algebrg funkc;ji finit-
nych FF(N, R) w normie catkowej. Jest to powotanie si¢ na ogdlng zasadg uzupet-
nien oszczgdzajaca czas i upraszczajacg wyklad. Otrzymuje sig przestrzen izomor-
ficzna z przestrzenia ciaggéw sumowalnych. Uzupelnieniem algebry FF(N, R) w
metryce jednostajnej jest algebra co(V, R) ciagdw zbieznych do zera.

7. Zbiorem skierowanym w prawo, krétko — zbiorem skierowanym, nazywa si¢
kazdy zbiér uporzadkowany, gdy w tym zbiorze dla dowolnych dwoch elementow
istnigje trzeci wigkszy od kazdego z nich. Kazdy zbior uporzadkowany liniowo jest
naturalnie zbiorem skierowanym. Zbiorem skierowanym w prawo jest produkt
NXN z porzadkiem Pareto:

(m, n) < (r, 5s) wtedy i tylko wtedy, gdy m<rin<s.

Bardzo waznym zbiorem skierowanym w prawo jest rodzina wszystkich pod-
zbiorow skoniczonych zbioru X. Niech F oznacza rodzing wszystkich podzbioréw
skonczonych zbioru liczb naturalnych N. Funkcjg, ktorej dziedzina jest zbior skie-
rowany w prawo, nazywa sie ciagiem uogélnionym. Suma szeregu jest granica
ciagu uogdlnionego. Jezeli a € F(N, R), to istnieje ciag uogdlniony S: F — R, ktory
skonczonemu podzbiorowi 4 zbioru liczb naturalnych N przyporzadkowuje albo
liczbg 0, gdy 4 jest pusty, albo sume tych wyrazow ciagu a, ktérych numery naleza
do zbioru 4. Jesli wigc A = {2, 5, 6}, to S(4) = a,+ as + as, a gdy 4 = {0, 2, 6, 10},
to S(A) =agt a, + aq t aj.

Twierdzenie. Ciqg a € L(N, R) wtedy i tylko wtedy, gdy S € c(F, R); granica
ciqgu uogdlnionego S jest sumq szeregu, Ia = lim §.

Ciag a jest sumowalny wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy mu ciag uogdl-
niony S ma granice; suma ciagu a jest rtOwna granicy uogélnionego ciagu S. Zwyk-
ly ciag sum cze$ciowych Yy jest obcieciem szeregu S do rodziny zbioréw

{{0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, ... }.

Jezeli wigc uogolniony ciag S ma granice, to naturalnie zbiezny jest ciag sum
czeSciowych Yga. Jesli jednak ciag sum czgsciowych }a jest zbiezny, to ciag S
moze by¢ zbiezny i moze nie by¢ zbiezny. Ciag uogolniony S jest zbiezny wtedy i
tylko wtedy, gdy zbiezne sa ciagi Ya. i Ya. . Jezeli zalozymy, Ze ciag Ya jest
zbiezny, to oba ciagi Ya. i Ya_sa jednoczes$nie zbiezne lub rozbiezne. Jezeli oba sa
jednocze$nie zbiezne, to ciag a jest sumowalny, a gdy oba sa rozbiezne i ciag Ya
ma granice, to szereg a jest sumowalny warunkowo. Warunkowa sumowalno$¢ nie
ma wigkszego znaczenia praktycznego. Jako ciekawostke podaje si¢ zwykle wynik
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Riemanna, ze kazdy szereg warunkowo zbiezny, po permutacji wyrazéw odpo-
wiednio dobranej, moze da¢ dowolng sumg.

8. Podciagiem arytmetycznym ciagu a nazywa si¢ ciag b taki, ze b,= a; .+, n € N,
gdzie s, ¥ € Norazr =1.

Podciggowe kryterium sumowalnosci. Jezeli ciqg a € F(N, R) jest ciqgiem
malejqcym, to a jest sumowalny, a € Li(N, R), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
podciag arytmetyczny b ciqgu a taki, ze b jest sumowalny, b € L|(N, R).

Ciag malejacy zbiezny do zera jest sumowalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma
przynajmniej jeden podciag arytmetyczny sumowalny.

Operator Y: F(N, R) — F(N, R) jest automorfizmem. Ciag a wyznacza jedno-
znacznie szereg sum czgsciowych Y.a; odwrotnie — ciag sum cze$ciowych (sq, 51, ...)
wyznacza jednoznacznie ciag wyrazodw a: dg = Sg, @, +1 = Sy + 1 — 84, B € N. Operator
Y jest odwracalny; macierz

0 0 0 -1 1
0O 0 -1 1 O
0 -1 1 0 O
-1 1 0 0 O
1 0 0 0 O
jest odwrotno$cig macierzy ¥; oczywiscie Yo Y = I, gdzie I jest macierza jed-

nostkowa. Kazdy ciag jest wigc ciagiem sum czgsciowych dla pewnego ciagu wy-
razéw. Nazywanie ciagu sum czgsciowych szeregiem jest o tyle zasadne, ze jest to
inny ciag, ale zawsze jednak ciag. Zatem ciagi limesujemy, a szeregi sumujemy.

9. Rodzina ciagdéw o wyrazach wymiernych zbieznych do zera, co(N, Q), rodzi-
na ciagéw zbieznych, c(N, Q), a takze rodzina ciagdw stabilizujacych si¢ S(V, Q)
i rodzina ciagéw ograniczonych B(N, (J) — to unormowane algebry liniowe nad
cialem liczb wymiernych Q.

Ciag a = (n/(2n+1)) silnie rosnie i jest zbiezny do '4; silna monotoniczno$c
oznacza, 7€

n n+l
an = < :au+1
2n+1 2n+3

dla kazdej liczby naturalnej #; ciag ten jest naturalnie ograniczony. Kazdy ciag jest
potenc)a, jego zakonczenie (jego granica) jest aktualizacja tej potencji — nieskon-

czonoscia aktualna. Ciag rosnacy (1,\/5 , I+ x/i , \/1 +4/1+ \/5 , ...), okreslony

wzorem rekurencyjnym: ag = 1, @, = ,/1+a" , h € N, aktualizuje jego granica,
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dana w symbolicznym zapisie wzorem \/l+,/l+./1+ ... ; granica ta jest liczba

% = 1+ y, gdzie y jest liczba zlota: ¥ :\/__52_l ‘

Ciag (x,) okreslony rekurencyjnie: xo = 1, x,.= %(x" +%) , jest potencja, kto-

rej aktualizacja jest \/_2_ Podobnie ciag (c,), gdzie ¢, oznacza potowe obwodu
(nt3)-kata foremnego wpisanego w kolo o promieniu 1, jest potencja, a liczba
7 jego aktualizacja — jego granica. Wreszcie potencja ((1+1)") aktualizuje sig
liczbg e; jest to kapital, jaki otrzymamy z jednostki pienigznej zloZonej na rok do
banku stosujacego kapitalizacje ciggla przy 100-procentowej stopie w stosunku
rocznym.

Oczywiscie nie zawsze istnieje granica; nie zawsze wiemy, czym dla danej po-
tencji jest aktualnos$é. Dla ciagu zbiordw ({a}, {{a}}, {{{a}}}, ...) poziom abs-
trakcji rosnie na zewnatrz, aktualnoscig jest dziwny twor 4 = ... {{{a}}} ..., ktéry
wydaje sig¢ zbiorem niepustym, a jednak nie mozna wskazaé elementu, ktéry do
niego nalezy. Moze to znaczy¢, ze aktualizacja jest tu niemozliwa lub Ze nasze
rozumienie zbioru jest za waskie. Podobnie potencja inna — w ktérej abstrahujemy
do wnetrza — jaka jest ciag ({}, {{}}, {{{}}}, .- ), gdzie symbol {} oznacza zbior
pusty, aktualizuje si¢ w obiekcie x = {{{ ... ... }}} podobnym do zbioru pustego, a
mimo to bgdacym swoim wlasnym elementem: x € x. Typy logiczne zbioréw A
oraz x sa nieskonczone: jest to aktualizacja rosnacej potencji.

10. Pelna symetria pomigdzy 0. oraz e, jest wtedy, gdy uzupetniamy multipli-

katywna grupe R, liczb rzeczywistych silnie dodatnich w metryce d(x, y) =

= |27 - 27), gdzie x, y € R,. W tym przypadku o =c0, oraz 7-=0,; zbiér 0

+
jest konusoidem ciagow o wszystkich wyrazach dodatnich zbieznych w R do 0.
Ciagi te w grupie R, nie maja granicy, bo 0 nie jest elementem tej grupy. O tym
zerze mozna mowic pelnoprawnie jako o plus zerze. Jezeli uzupelnimy zbidr liczb
rzeczywistych silnie ujemnych {x € R: x < 0} w metryce d(x, y) = [2* — 2’|, to
otrzymamy takze dwa nowe elementy: minus nieskoriczono$é ee_ oraz minus zero
0_. Tutaj tez jest pelna symetria, a ponadto zero ujemne powstaje z zera dodatniego
przez zanegowanie wszystkich ciagow: 0. = -0, i tak samo jest z nieskonczono-
Sciami: eo_ = —oo, .

Nieskoniczonosci metryczne sg punktami skupienia pewnych przestrzeni me-
trycznych i zaleza od tych przestrzeni. Poniewaz istnieje wiele przestrzeni, istnieje
wiec tez wiele tego rodzaju nieskoficzono$ci. Zero jest pelnym analogonem nie-
skonczonoSci.
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ECONOMICAL SPACE OR LINEAR ALGEBRA OF FINITE SEQUENCES

Summary

Vector in economics is a basket of goods; linear space R” is a family of all n-commodity baskets:
n-tuples. In an econometrical model the dimension of basket space is usually fixed. It is not conve-
nient because in the flow of time new products appear and other disappear, the number of components
of vectors are changeable. In the paper we propose new candidate for the economic space; it is the
linear space FF(N, R) of all sequences with terms almost all equal zero; they are really the finite
sequences, for example a= (1, 2, 1, 0, 0, ...). Of course linear space R” is imbedded in linear algebra

FF(N, R). In this algebra we can introduce three different norms: integral norm "a”l = Zlakl , Euc-
k=1

lidean norm "a"2 = , az and Tschebyscheff nonn, so we have — as the result of completing of
k=l

FF(N, R) — three different Banach spaces: L|(N, R) — the linear algebra of all summable real se-
quences, Ly(N, R) — the linear space of sequences summable with square and cy(¥, R) — the linear
space of sequences which are convergent to zero; of course: Li(N, R) < Ly(N, R) < co(N, R). The
method of completing metric spaces is a useful and powerful instrument in the science. We receive
fundamental theorems concerning convergent sequences and series without hard work. The results are
important and useful for econometrics and statistics. To end we call the definition of the completing
of a metric space: the complete metric space Y is called a completing of the space X if there is an
injection f; X — Y, which is isometry and image of X is dense in Y. Every metric space can be con-
pleted.
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