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1. Wstep

Celem analizy regresji jest znalezienie z wykorzystaniem zbioru uczacego:

U={(x;,y;):j=12,...,N},

funkcji g opisujacej zalezno$¢ zmiennej objasnianej ¥ od zmiennych objasniaja-
cych XXy X,
Y=g(X,Xp,....,X,)+€E, 0))

gdzie € jest sktadnikiem losowym.
Jesli zalozymy, ze badana zalezno$¢ ma charakter liniowy, uzyskujemy model:

p
Y=>aX +¢. (2

i=1

Model regresyjny postaci (2) w wielu przypadkach charakteryzuje si¢ stabym
dopasowaniem do danych i duzymi bledami prognoz. Jednym ze sposobdw uzy-
skania bardziej precyzyjnego modelu jest zastosowanie transformacji zmiennych:

o)=Y fi(X)+e. 3)
i=l

Wykorzystanie w modelu regresyjnym odpowiednich przeksztalcen zmiennych
jest bardzo populame i powszechnie stosowane. Najczgsciej jednak w zagadnieniu
takim mamy do czynienia z klasycznymi metodami regresji, w ktérych do trans-
formacji zmiennych stosowane sg np. funkcje logarytmiczne lub wielomianowe.

Ponizsza praca ma na celu przedstawienie dwoch nieklasycznych metod regre-
sji — algorytméw ACE i AVAS, oraz poréwnanie pod wzgledem jakosci predykcji
modeli otrzymanych za pomoca tych metod z innymi modelami regres;ji.
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Metody ACE i AVAS, oparte na jednoczesnej transformacji wszystkich zmien-
nych, sa metodami nieparametrycznymi, ktére nie wymagaja znajomos$ci rozkla-
dow badanych cech ani analitycznych postaci zwiazkéw migdzy nimi. Pozwalajg
one na wprowadzenie do modelu zmiennych zarowno metrycznych, jak i nieme-
trycznych. W metodach tych nie jest wymagane réwniez definiowanie analitycz-
nych postaci funkcji transformujacych & oraz f; (dla i=1,..., p). Sq one wyzna-

czane iteracyjnie w kolejnych krokach algorytmu.

2. Metoda ACE
Metoda ACE (Alternating Conditional Expectation) zostala zaproponowana

w 1985 r. przez L. Breimana i J. Friedmana [1985, s. 580-619]. W metodzie tej
rozwazamy model addytywny postaci:

o)=Y fi(X)+E, @)
i=1

gdzie 8 oraz f; (dla i=1,..., p) sg funkcjami mierzalnymi o skonczonych warto-
$ciach momentoéw zwyklych drugiego rzgdu i zerowej wartosci oczekiwane;j:

E@*(Y)<eo, Ef}(X,)<e dlai=1,.., p, (5)

EQO(Y)=0, Ef(X))=0dlai=1,..,p. (6)

Nie zaktadamy monotonicznosci transformacji 6 oraz f; ani tym bardziej znajo-
mosci analitycznych postaci tych funkc;ji.

Metoda ACE polega na jednoczesnym transformowaniu zaréwno zmiennej ob-
jasnianej, jak i zmiennych objasniajacych tak, by minimalizowaé wspofczynnik

zbieznosci dany wzorem:
2
E (mn—if,(x,-)] ]
i=l

EG*(Y)

&0, ff,)= (7)

Wspdlczynnik ten informuje, jaka czgs¢ wartosci przetransformowanej zmiennej 6(Y)
p
nie zostala wyjasniona przez wyrazenie Z [i(X).
i=l
Oznaczmy przez 6, fl',..., f ; rozwigzanie optymalne zadania minimalizacji
wspotczynnika zbieznosci (7), zatem:

6./ /7 )= argmine (6, £,,.... 1,). (8)

apaeens P
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W roku 1985 L. Breiman i J. Friedman udowodnili istnienie rozwigzania opty-
malnego zadania (8) (zob. [Breiman, Friedman 1985, s. 580-619]).
Zauwazmy, ze bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze

E@*(Y)=1, )

wtedy zadanie minimalizacji wspdtczynnika zbiezno$ci przybiera postac:
2
p
ez(e,f,,...,fp)=E[(0(Y)—Zf,.(X,.)] ]—)min. (10)
i=l

Wyznaczenie rozwigzania zadania (10) nastgpuje w sposob iteracyjny poprzez
zastosowanie algorytmu ACE. W kolejnych krokach tego algorytmu szukamy
optymalnych transformacji zaréwno zmiennej objasnianej, jak i zmiennych obja-
$niajacych, ktore minimalizuja wspétczynnik zbieznosci (10). W celu wyjaénienia
konstrukcji algorytmu ACE zaprezentujemy dwa jego istotne etapy.

a) Zauwazmy, ze jeSli znane sa przeksztalcenia zmiennych objasniajacych
fi(X;) (dla i=1,..., p), to rozwiazanie zadania minimalizacji (10) przybiera po-

staé:
E("Zf,-(x,-n Y)

o= : (11)

E(ff,-(X,-) | Y]

i=l
gdzie || =/EC)? .
b) Analogicznie, jesli znane sa transformacje:
0(Y) oraz .fl (Xl )7"'3 fk—l (ch_[ )s fk+| (Xk+l ))'-'7 fp (Xp) s

to rozwiazanie zadania (10) mozna zapisa¢ w postaci:

fk(Xk)=E[e(Y>—Zf,-(X,-)lka. (12)
izk

Pelny algorytm ACE mozna przedstawi¢ w nastgpujacych etapach (zob. [Breiman,
Friedman 1985, s. 580-619]):
1. Przyjmujemy:

a(Y)= oraz f,(X;,)=0dlai=1,..,p.

T
71
2. Wykonujemy kolejne kroki:

a) Dla k=1, 2,..., p wyznaczamy estymatory transformacji f, :
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ﬂ(xk>=E(e(Y)—Zﬁ(X,-)|Xk]

ik
oraz przyjmujemy, ze
fk(Xk)=J}k(Xk)-
Powtarzamy krok 2a, dopoki maleje warto$¢ wspolczynnika zbieznosci
e (0,11, 1)

b) Wyznaczamy estymator transformacji zmiennej objaéniane;j:

i=1

E(if,-(X,-)IYJ

E(Zp:f,-(X,-)l YJ
a(Y) =

oraz przyjmujemy, ze
oY) =6(Y).
Dla wyznaczonych transformacji obliczamy wspélczynnik zbieznosci &°(@, f,, ..., £)
1 powtarzamy krok 2, dopdki warto$é tego wspdlczynnika maleje.
3. Jako rozwiazanie optymalne przyjmujemy:

0 (Y)=6(Y) oraz f,(X))=f(X,) dlai=1,..,p.

L. Breiman i J. Friedman pokazali, ze algorytm ACE jest zbiezny do rozwia-
zania optymalnego zadania minimalizacji (10) (zob. [Breiman, Friedman 1985,
s. 580-619)).

3. Metoda AVAS

W 1988 roku w odpowiedzi na algorytm ACE Tibshirani zaproponowat niepa-
rametryczng metode AVAS (Additivity and Variance Stabilization) [Tibshirani
1988, 5. 394-405]). W metodzie tej rOwniez przyjmujemy, ze model regresyjny ma
postaé przedstawiong wzorem (4), gdzie transformacje zmiennych 6 oraz f; (dla

i=1,..., p) s funkcjami mierzalnymi speiniajacymi warunki:
EGQ*(Y)=1, Ef}(X,)<e dlai=1,..,p, (13)
E6(Y)=0, Ef(X,)=0dlai=1,..,p. (14

Dodatkowo zaktadamy, ze funkcja € jest silnie rosnaca.

Celem metody AVAS jest wyznaczenie takich funkcji transformujacych 6
oraz f; (dla i=1,..., p), ktore stabilizujq wariancje przeksztalconej zmiennej ob-
jasnianej, czyli spetniaja warunki:
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E(e(Y)|X1,...,Xp)=iﬁ(X,), (15)
i=l

var(e(Y) Zp:f,.(X,)]=const. (16)
i=l

W algorytmie AVAS szukana funkcja € wyznaczona zostaje na podstawie trans-
formacji asymptotycznie stabilizujqcej wariancje, wyznaczonej ,,metoda delt” z
szeregu Taylora (zob. [Tibshirani 1988, s. 394-405]). W metodzie tej rozpatrujemy
rodzing rozkladow zmiennej losowej W o §redniej rOwnej u oraz wariancji V(u) .

Transformacja h asymptotycznie stabilizujaca wariancjg przybiera wtedy postaé:

Lo
hD= |———du . 17
(t) OIW)” (17)

Jes$li wyznaczone przeksztalcenie zmiennej obja$nianej spelnia warunek (16),
to funkcja & jest funkcja tozsamosciowa. Jesli jednak warunek (16) nie jest spel-
niony, to nowa transformacja bgdaca zlozeniem h(t9(Y)) prowadzi do ustabilizo-
wania wariancji. Zazwyczaj zachodzi réwniez koniecznosé liniowego przeksztat-
cenia funkcji h(6(Y)) tak, by speniata ona warunki (13) i (14).

Kolejne etapy algorytmu AVAS mozna przedstawi¢ w nast¢pujacych sposob
(zob. [Harrell 2001; Tibshirani 1988, s. 394-405]):
1. Przyjmujemy:

Y-EY

Jvar(¥)

b) Dla k=1,2, ..., p wyznaczamy estymatory transformacji f, :

a) O(Y) = , fi(X)=0dlai=1..p.

ik(Xk)=E(e(Y)—Zf,-(X,-)|XkJ

ik
oraz przyjmujemy, ze

fk(Xk)=fk(Xk)-

2. Wykonujemy nastgpujace kroki:
a) Obliczamy:

(X, s X,,)=§p:f,-(X,-)
i=l

oraz
V(u)=varl@(¥)| m(X,, ... X ,) =u).
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b) Wyznaczamy transformacj¢ asymptotycznie stabilizujaca wariancje:

1

h() = d
© (!\/V(u) ¢

oraz przyjmujemy, ze
oY) =he)).
Nowa transformacja zmiennej objasnianej przybiera postac:
o) - E@G))

o) = =
var(8(Y))

3. Ponownie wyznaczamy estymatory transformacji zmiennych objasniajacych:

ﬂ(Xk):E(H(Y)—Zﬁ(X,)|XkJ dla k=1,2,.., p

ik

oraz przyjmujemy, ze

[ (X)) = fi(X,).

4. Obliczamy warto$¢ wspdtczynnika:
, 2
R? =1—E(9(Y)—Zf,(X,)} :
i=l
Powtarzamy kroki 2-4, dopoki warto$é wspétczynnika R? wazrasta.

4. Porownanie metod ACE i AVAS z innymi metodami regresji

Do analizy przedstawionych nieparametrycznych metod ACE i AVAS prze-
prowadzono obliczenia na zbiorach danych: Boston, Friedmanl, Friedman2 i
Friedman3.

Dane w zbiorze Boston zostaly zebrane w roku 1978 przez D. Harrisona i
D.L. Rubinfelda (zob. [Harrison, Rubinfeld 1978]), ktérzy zajmowali si¢ badaniem
zaleznosci pomigdzy jakos$cia Zycia a cenami nieruchomos$ci w okolicach Bostonu.

Celem badan autoréw bylo okreslenie wplywu zanieczyszczen powietrza na
ceny nieruchomos$ci w okolicach Bostonu. Zbiér Boston zawieral 506 obserwacji,
a zgromadzone dane charakteryzowane byly przez 13 zmiennych objasniajacych
(w tym jedna zmienna niemetryczna). Zmienna zalezng MEDYV jest mediana warto-
sci domu (w tys. dolaréw), natomiast wplyw zanieczyszczen powietrza wyraza
zmienna NOX zawierajaca wielkosci stezen tlenku azotu.
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Model zbudowany przez Harrisona i Rubinfelda, oparty na transformacji za-
réwno zmiennej objasnianej, jak i zmiennych objasniajacych, miat postac:

log(MEDV)= a, +a, (RM)? + a,AGE + a, log(DIS) + a; log(RAD) +

+ a,TAX +a,PTRATIO + ay(BLACK —0,63)* + a, log(LSTAT) +  (18)

+a,yCRIM + a,,ZN + a,,INDUS + a,,CHAS + a,,(NOX)?.

Wspodtezynniki a; tego modelu zostaly oszacowane metoda najmniejszych kwa-
dratow.

Dla ilustracji przedstawionych nieparametrycznych metod ACE i AVAS na
zbiorze Boston zbudowane zostaly odpowiednie modele regresji. Podobnie jak w
modelu opisanym réwnaniem (18) zastosowano w nich transformacje zmiennych,
jednak przeksztalcenia te nie zostaly zadane a priori, lecz wyznaczone iteracyjnie
w kolejnych krokach obu algorytméw. Wszystkie obliczenia i wykresy wykonano
wykorzystujac zaimplementowane w pakiecie statystycznym ,,R” funkcje ace i
avas (zob. [Harrell 2001; Venables, Ripley 1997]).

Wykresy 1 i 2 przedstawiajg funkcje transformujace dla wybranych zmiennych,
wyznaczone iteracyjnie odpowiednio w algorytmach ACE i AVAS.

Zbiory Friedmanl, Friedman2 1 Friedman3 sa sztucznymi zbiorami danych,
wygenerowanymi komputerowo za pomoca funkcji dostepnych w pakiecie mil-
bench programu statystycznego ,,R”, zgodnie z koncepcja Friedmana opisang
w pracy [Friedman 1991]. Zbiory te sa standardowo wykorzystywane do poréw-
nywania wlasno$ci roznych modeli regresji. Tabela 1 przedstawia wybrane charak-
terystyki zbioréw.

Tabela 1. Charakterystyka zbioréw danych wykorzystanych w analizie

Zbior danych | Liczebnosé L.ICZba Postaé funkcji
zmiennych
Friedman 1 500 10 f(x) =10sin{(mx,x,) + 20(x, — 0,5)* +10x, + 5x, +e
] 2
Friedman 2 500 4 SO = Jx +(x2x3 __J te
XXy
1
. XpXy =
Friedman 3 500 4 f(x) = arctg XX 4o
X

Zrédto: opracowanie wilasne.

Sktadnik losowy e jest szumem gaussowskim o rozktadzie N(0,s), gdzie s jest

parametrem zadawanym przez uzytkownika.
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Procedura badawcza obejmowatla nastepujace etapy:

1. Dla kazdego ze zbiorow wyznaczono cze$¢ uczgca i testowa.

a. Zbior Boston zostal losowo podzielony na czg§é uczaca (80% obserwacji)
oraz czgsé testowa (20%).

b. Zbiory uczace i testowe dla zbioréw Friedmanl, Friedman2, Friedman3
zostaly wygenerowane komputerowo niezaleznie od siebie. Do zbioréw uczacych,
zawierajacych po 500 elementéw dodany zostal szum gaussowski na poziomie 10%
zmienno$ci mierzonej wariancjg. Zbiory testowe o liczebnosci 200 elementow nie
zawieraja szumu.

2. Na kazdym zbiorze uczacym za pomoca algorytméw ACE i AVAS oraz od-
powiadajacych im funkcji z pakietu ,R” zbudowano odpowiednie modele regres;i.

3. Dla kazdego z modeli, wykorzystujac zaimplementowane w pakiecie ,,R”
funkcje: areg.boot i predict, wyznaczono teoretyczne warto$ci zmiennej objasnia-

nej, obliczone za pomoca transformacji odwrotnej 67'.
4. Dla zbudowanych modeli na zbiorze testowym obliczono warto$ci wspot-
czynnika determinacji R”:

i(}’f —JA’i)z
RP=1-2— (19)

_ 2

’Z:l:(y,- 7)

5. Otrzymane modele zostaly poréwnane pod wzgledem jakosci dopasowania
z modelami wyznaczonymi za pomoca: klasycznej metody najmniejszych kwadra-
tow oraz innych nieparametrycznych metod regres;ji, takich jak:
* wielowymiarowa metoda krzywych sklejanych MARS,
e metoda rzutowania PPR,
e addytywna metoda drzew regresyjnych MART.

Uzyskane wyniki przedstawia tab. 2.

Tabela 2. Wartosci wspétczynnika R wyznaczonego na zbiorze testowym
dla odpowiednich modeli regresji

R? '};gif;f MARS PPR MART ACE AVAS
Boston 0,682 0,775 0,879 0,746 0,713 0,645
Friedman| 0,739 0,982 0,839 0,905 0,881 0,883
Friedman2 0,876 0,990 0,983 0,989 0,915 0,518
Friedman3 0,568 0,880 0,925 0,898 0,870 0,866

Zrodlo: opracowanic whasne za pomoca pakietu statystycznego ,.R”.
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Wyniki przestawione w tab. 2 pokazuja, ze najwigksze wartosci wspotczynni-
ka determinacji otrzymujemy dla modeli zbudowanych metoda krzywych skleja-
nych MARS lub metoda rzutowania PPR. Wiele przeprowadzonych analiz po-
twierdza te rezultaty, modele uzyskane za pomoca metod PPR oraz MARS daja
najczesciej najmniejsze btedy prognoz. Natomiast dla modeli zbudowanych meto-
da ACE zazwyczaj otrzymujemy przecigtne warto$ci wspdtczynnika determinaciji
obliczonego na zbiorze testowym. W przypadku zbioréw Boston i Friedman2 wy-

niki R? sa najnizsze dla modeli uzyskanych metoda AVAS.

5. Podsumowanie

Metody ACE i AVAS sa nieparametrycznymi metodami regresji opartymi na
jednoczesnej transformacji wszystkich zmiennych. W metodach tych nie jest wy-
magana znajomos$¢ rozkladéw wprowadzanych do modelu cech imoga to byé
Zmienne zarOwno metryczne, jak i niemetryczne. Ograniczenie liczby zatozen po-
zwala na duzo szersze zastosowanie tych metod niz np. klasycznej metody naj-
mniejszych kwadratow,

Funkcje transformujace, wykorzystywane w modelu, musza by¢ funkcjami mie-
rzalnymi. Nie wymagane jest podawanie analitycznej postaci tych transformacji,
poniewaz sa one wyznaczane iteracyjniec w kolejnych krokach algorytmow.
W metodzie AVAS zakladamy jedynie, ze funkcja @ przeksztalcajaca zmienna objas-
niana jest silnie rosnaca.

Krétka analiza przedstawionych metod oraz wyniki zaprezentowane w tab. 2
pokazuja, ze modele zbudowane za pomoca metod ACE i AVAS wobec innych
metod regresji nie daja wysokich warto$ci miar dopasowania. Konstrukcja algo-
rytméw ACE 1 AVAS prowadzi do uzyskania modeli regresyjnych, ktore czesto sa
zbyt dobrze dopasowane do danych ze zbioru uczacego, co powoduje, ze daja one
stosunkowo duze bledy predykcji. Wade te mozna czesciowo przezwyciezy¢, wy-
korzystujac do budowy modelu losowanie ze zwracaniem obiektéw ze zbioru
uczacego, czyli metode bootstrap. Koncepeja ta zostala przedstawiona w pracy
F. Harrella (zob. [Harrell 2001}).
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VARIABLES TRANSFORMATION MODELS FOR REGRESSION

Summary

In the paper two nonparametric methods for regression, using the variables transformation, are
presented. One of them is the ACE (alternating conditional expectation) algorithm of Breiman and
Friedman. The other is Tibshirani’s AVAS (additivity and variance stabilization) method. A numeri-
cal example for illustration and comparison is given.
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