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1. Wstep

Problem zdefiniowania i badania zlozono$ci uktadu interesowat ludzi od daw-
na. Nadal jednak nie ma uniwersalnej miary, dzigki ktérej moglibySmy rozstrzy-
gnad, ktéry z dwoch danych uktadow jest bardziej ztozony badz jak bardzo zlozony
jest dany uklad. Istniejace miary zloZzonosci nawet dla prostych przypadkéw nie
zawsze daja takie same wyniki. Mozemy jednak przypuszczaé, jakie wlasno$ci po-
winna mie¢ dobra miara ztozonosci. Najbardziej ztozone sa uklady z pogranicza cha-
osu i porzadku, zatem poszukiwana miara powinna przyjmowac wartosci najwigk-
sze dla wlasnie takich uktadow.

W 1986 r. Grassberger [1986] zasugerowal, ze wolna zbiezno$¢ entropii jest zna-
kiem zlozonosci. Wprowadzil wielko$é, ktéra nazywamy efektywna miara zlozo-
nosci lub po prostu zlozonoscia Grassbergera.

W ponizszej pracy zajmiemy si¢ badaniem zlozonosci danego ukladu dyna-
micznego — przestrzeni ciagdw nieskonczonych z przesunigciem. Dla tego ukladu
wprowadzimy poj¢cie entropii miary niezmienniczej i za jego pomoca zdefiniuje-
my zlozono$¢ Grassbergera. Podane zostana pewne wlasnosci tej wielko$ci oraz
wyniki dla szerokiej klasy miar — miar Markowa, a przede wszystkim miar Ber-
noullego — odpowiadajacych w teorii miary procesom Markowa i Bemoullego.

Przestrzen ciagow nieskonczonych z przesunigciem jest interesujaca z paru po-
wodoéw. Z punktu widzenia matematyka uklad ten stosunkowo latwo jest badad,
a rownoczesnie jest on sprzgZony lub semisprzgzony z wieloma innymi uktadami
o strukturze trudnigjszej do badania. Wyniki uzyskane dla tego ukladu mozna zatem
przenie$¢ na te uktady. Z drugiej strony ciagi maja wiele interpretacji w naukach
empirycznych — w ekonomii moga by¢ interpretowane np. jako szeregi czasowe. Po-
jawiaja si¢ rowniez w biologii (kod DNA) czy fizyce (uklad statystyczny, ciag
pomiaréw). Ciagi stanowig podstaweg informatyki, stuza do kodowania informacji,
zatem znajduja zastosowanie przede wszystkim w teorii informacji.
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2. Przestrzen ciggéw nieskonczonych z przesunigciem.
Podstawowe definicje i fakty

Niech Q=X? bedzie zbiorem wszystkich ciagéw dwustronnie nieskoriczo-
nych postaci x=(...,x_l, Xg, x,,...), w ktorych wspotrzedne x; s3 punktami tej
samej mierzalnej przestrzeni (X,M). Na Q mozemy zadaé odwzorowanie 6

bedace przesunigciem & =x', gdzie x;'=x,,,

dla dowolnego ie N. Odwzorowa-
nie & zadaje na Q ukltad dynamiczny. Przez pojgcie przestrzeni ciggdéw nieskon-

czonych z przesunigciem bedziemy rozumieli uklad dynamiczny (Q,6) .

Z1ozonos¢ tego ukladu badaé bedziemy za pomoca narz¢dzi teorii miary. W Q
istnieje naturalna g-algebra X generowana przez zbiory cylindryczne, tzn. zbiory
postaci

Ci.i (c,...,C.)= {x= (e Xys Xy X )€ Q x, € C,ux; € C,},

gdzie 1<r<eo, i <...<i, s3 liczbami calkowitymi, a C,,..,C, € M . Rodzine
wszystkich zbiordw cylindrycznych oznaczamy przez C. C jest polalgebra [Fal-
niowski 2005]. Korzystajac z tego faktu oraz twierdzenia o rozszerzaniu miary
[Parthasarathy 1978], otrzymujemy miarg probabilistyczng x4 jednoznacznie okre-

$long przez wartosci, ktore przyjmuje na zbiorach cylindrycznych.
Ponizej bedziemy rozpatrywali miary niezmiennicze ze wzglgdu na przesunie-
cie. Miare probabilistyczna 4 nazywamy niezmiennicza, jesli dla dowolnego zbioru

cylindrycznego C; (C,,...,C,) miara ,u(C,.l____,,.r c,...C, )) nie zmienia sig przy

przesunigeiu zbioru cylindrycznego w czasie, tj. dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi réwnosé u(C, ., (C,.., C,))= uC,,n....0n(Cyy s C,)). Zbi6r niezmien-

i

niczych miar probabilistycznych okreslonych na Q oznaczamy przez M (Q) .

3. Entropia miary niezmienniczej

Ztozono$¢ uktadow dynamicznych jest zwiazana z chaotycznoscia, dlatego po-
szukujac miary zlozonosci, rozpatruje si¢ najbardziej uniwersalng miare chaosu —
entropig, a dokladniej entropig Kolmogorowa-Sinaja. W przypadku przestrzeni cia-
gow nieskonczonych z przesunigciem mozemy ja wyznaczy¢ w do$¢ prosty sposob
za pomoca tzw. entropii czgsciowych (blokowych) bgdacych analogonem entropii
Shannona dla ciagu dlugosci n, stosowanej w teorii informacji. Wprowadzamy je
nastepujaco:

k
Niech X = UC,. , gdzie C,; sa zbiorami roztacznymi, wtedy mozemy zdefinio-
i=1
wac entropie czesciowa.
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Definicja 1. Niech rne N. Entropia czgsciowa nazywamy funkcjg
H,:M(Q)— R* zadana wzorem

H,(u)= Zp, )in(p, (1))

dla pe M(Q), n21, gdzie p,(u)=ulc,_, (C,.I v G ) dla e={iy, yi Je {1, kY
Dla n=0 zadajemy H,(u):=0.

Wydaje sig, ze dobra miarg chaosu powinna by¢ granica ciggu {H,,(,l.l)}"E N
Okazuje sig¢ jednak, Ze zazwyczaj ta granica jest nieskonczona. Dlatego zamiast

H,()

n

zbieznosci ciagu {H"(,u)}mE y Tozpatruje si¢ zbiezno$¢ ciagu { } oraz ciagu
neN

przyrostéw {H el (,u)— H, (,u)}"E v - Dla tych ciggéw prawdziwe jest nastgpujace
twierdzenie, ktorego dowdd mozna znalez¢é w [Stomczynski 2003].

Twierdzenie 1. Niech ue M (Q) bedzie miarg niezmiennicza ze wzgledu na

H,u)

przesuniccie. Wtedy oba ciagi {
n

} l {Hn+l (lu) - Hn (lu)},,e}v sq nieujcmne,
neN

malejace i maja wspdlna granice.

Definicja 2. Wspdlng granicg ciggow {H,,_(,u)} i {H,,H(,u)—H,,(,u)}“E N
n N

oznaczamy przez H (ﬂ) 1 nazywamy entropig miary niezmienniczej i :

H(p)=lim(H, ., (1)~ H, ()= lim — H,,(ﬂ)

n—y
Zauwazmy, ze entropia miary niezmienniczej 4 jest rowna entropii Kotmogo-
rowa-Sinaja przesuniecia & z miara niezmiennicza (. Ogélnie w przypadku en-
tropii Kolmogorowa-Sinaja wykorzystujemy supremum po réznych podziatach, w
przypadku entropii zadanej powyzszym wzorem mamy do dyspozycji podziat ka-
noniczny, jest ona zatem latwiejsza do wyliczenia.

4. Zbieznos¢ entropii cz¢Sciowych

Grassberger [1986] zasugerowal, ze wolna zbieznos¢ entropii jest znakiem zto-
zonosci uktadu. Dlatego rozpatruje sig ciagi

g,()=H,, (1) H,(u)- Hu)

dla ne N .



179

b, (W)= H, ()~ H (u)
dla n>1 oraz hy(u)= H,(u).

Ciagi {w—)} oraz {H,,H(,u)—H,,(/.t)}"e ~ 54 na podstawie twierdzenia 1

neN
malejace 1 nieujemne oraz zmierzajag do 0 dla n-—eo. Jest oczywiste, ze

(H,,,(u)- H,(1)) zmierza do granicy szybciej niz ciag lH" (1), poniewaz
n

H, )= S (1)~ H ()2 H o) H, () dia me V.

Jesli {a” }”E y 1 {b,, }"E v Sa ciagami nieujemnych liczb rzeczywistych, to zapis

. .. .a . a . . . .
a, =b,oznacza, ze 0< liminf —2 <limsup—= <~ . Nastgpujace twierdzenie, ktd-
Hn—yoe
(] e "
rego dowdd mozna znalezé w [Nowak 1998], mowi wigcej o zalezno$ci migdzy zbiez-
no$ciami rozpatrywanych ciagéw.

Twierdzenie 2. Niech f:R*— R' bedzie funkcja malejaca taka, ze
lim,,_ f(r)=0. Niech F:R" — R bedzie pierwotna funkcji f. Wtedy jesli

g ()= (1), to ()= E),

n

5. Zlozono$¢ Grassbergera

Definicja 3. Ztozono$cia Grassbergera nazywamy funkcje C,:M(Q)— R*
zadang wzorem

Col)=3 £, ().

n=0

Ztozono$¢ Grassbergera czgsto wykorzystuje sie w badaniu zlozonosci ukla-
doéw dynamicznych. Osobliwg cecha tej miary jest to, ze moze by¢ ona skonczona
zar6wno dla ukladéw chaotycznych, jak i dla ukladéw regularnych. Mierzy ona
tempo przyrostu entropii cze$ciowych. Jest nieskoniczona dla uktadéw z pogranicza
porzadku i chaosu.

W teorii informacji ztozono$é Grassbergera (nazywana tam nadwyzka entropii
— excess entropy) jest interpretowana jako ilos¢ informacji, jaka otrzymujemy,
badajac kolejne entropie czg¢sciowe. Interpretacjg geometryczna zlozonosci Grass-
bergera przedstawia rys. 1.
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Rys. 1. Ztozonos¢ Grassbergera — interpretacja geometryczna
Zrédlo: [Falniowski 2005].

Czasami wygodniej obliczac nie sumg¢ szeregu, ale granicg¢ pewnego ciagu. Oka-
zuje sig, ze prawdziwy jest nastepujacy wzor (dowdd mozna znalez¢ w [Falniowski
2005)).

Twierdzenie 3. Dany jest wzor
CG (/l) = llm(Hn (lu)_ nH(:u)) = hm nhn (Iu)
Kolejne dwa twierdzenia charakteryzuja ztozono$é Grassbergera, mowiac, kiedy jest
ona skonczona. Dowody ponizszych faktéw mozna znalez¢ w [Falniowski 2005].

Twierdzenie 4. Nastgpujace warunki s3 r6wnowazne:

1
1) h, (/1) = ;;
2) C;(u)e (0,%).
Twierdzenie 5. Nast¢pujace warunki sa rOwnowazne:
1) Co(u)=0;
2) V H,(u)=nH(u)
3) ¥ h,(1)=0;
4y by(u)=0;
5) golu)=0;
6) V g,(u)=0.



181

6. Wyniki

Ztozono$¢ Grassbergera mo/ma wyznacza¢ dla szerokich klas miar niezmienni-
czych. Jedng z nich sa miary Markowa, ktorym w teorii procesow stochastycznych
odpowiadaja procesy Markowa — jedne z najlepiej poznanych i szeroko wykorzysty-
wanych w naukach empirycznych. Jesli zalozymy, Ze przestrzen stanéw X jest skon-
czona, to ztozonoé¢ Grassbergera danej miary Markowa g wynosi [Falniowski 2005]:

Co(u)=2H, () H, (u).

Szczegdlnym przypadkiem miar Markowa sa miary Bernoullego, odpowiadajace w
teorii miary procesom Bemoullego. Dla skonczonej przestrzeni stanéw i danej miary
Bernoullego ¢ pierwszy wyraz ciagu g, (,u) jest réwny 0, zatem CG(/.t)=O.

Wigcej informacji na temat miar Markowa i miar Bernoullego mozna znalezé
w [Falniowski 2005; Fomin, Komfeld, Sinaj 1987; Slomczynski 2003].

7. Zastosowania w ekonomii

W teorii informacji ztozono$¢ Grassbergera (nazywana tam nadwyzka entropii
— zob. [Crutchfield, Feldman 2003]) interpretowana jest jako ,.koszt amnezji” —
mowi nam, o ile bardziej losowy bedzie uklad, jesli nagle zapomnimy cala infor-
macje dotyczaca lewej czesci ciagu x, tzn ciagu (..., x_,, x, )

Mozemy obliczaé ztozono$é Grassbergera dla ciagu x oraz ciagéw &' x dla
i=1,2,.., gdzie 67" x jest ciagiem powstalym przez przesuniecie wszystkich wyra-
zéw ciagu x 0 k w prawo. Zlozono$é Grassbergera danego ciagu 7' x (i=0,1,2,...)
bedzie sugerowala nam, jak wiele informacji stracimy, odrzucajac cze$¢ ciagu leza-
cana lewo od x_;. Mozna ja zatem wykorzysta¢ np. w sytuacji, gdy mamy bardzo
duzo danych i potrzebujemy wybrac tylko czesé z nich.

Jak juz zauwazylismy, ciagg nieskonczony mozna interpretowac jako pewien sze-
reg czasowy — ciag liczb opisujacych zachowanie pewnej wielko$ci. W ekonomii
moze byé nig np. kurs dolara lub kurs akcji na gieldzie.

Korzystajac z interpretacji zaczerpnigtej z teorii informacji, ztozono$¢ Grass-
bergera mozna wykorzystaé nastgpujaco. Mamy pewien rynek finansowy oraz sze-
reg czasowy go opisujacy. ChcielibySmy przewidzie¢ zachowanie rynku. W tym
celu analizujemy zwigzany z nim szereg czasowy. Czgsto zdarza sig, ze potrzebu-
jemy odrzucié¢ najstarsze dane — np. ze wzgledu na bledy tych pomiarow badz z
racji uproszczenia obliczen. Nie wiemy jednak, jak wiele méwia nam one o zacho-
waniu si¢ rynku oraz jak wiele danych mozna odrzucic, nie tracac zbyt wiele in-
formacji. W tym celu mozemy analizowaé zloZonosci Grassbergera kolejnych cia-
géow @' x , ktére powiedza nam, jak wiele informacji stracimy, odrzucajac odpo-
wiednie dhugie ciagi danych.
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8. Podsumowanie

Zlozonoé¢ Grassbergera jest jedna z wielkoSci charakteryzujacych zlozonosé
danego ukladu dynamicznego lub procesu stochastycznego. Jest wykorzystywana i
rozwijana przez fizykow, informatykéw i matematykéw. Ze wzgledu na prostotg
i zwiazek z teorig informacji wydaje si¢, ze moze si¢ sta¢ pomocnym narzg¢dziem
takze w innych dziedzinach nauki, a zwlaszcza w ekonomii.
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COMPLEXITY OF DYNAMIC SYSTEMS

Summary

In the context of dynamic systems, Grassberger has suggested that a slow approach of the entro-
py to its extensive asymptotic limit is a sign of complexity. He has introduced some measures of
complexity called Effective Measure Complexity (or just Grassberger’s Complexity). Crutchfield and
Packard have developed this idea on the field of information theory. This article transports their ideas
into the field of measure theory and gives some interesting results for invariant measures on the space
of infinite strings. There is also a proposition of using it in economics.
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