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1. Metoda Sredniego przesunigcia okna

W algorytmie prezentowanym w artykule jest wykorzystywana metoda srednie-
g0 przesunigcia oszacowan maksim6éw lokalnych funkcji gestosci wektora losowe-
go, zaproponowana przez Comaniciu i Meera [1999]. Idea tej metody jest nastgpu-
jaca. Niech {x;};=1, . » bg¢dzie dowolnym zbiorem n punktéw z d-wymiarowej prze-
strzeni euklidesowej. Estymator jadrowy wielowymiarowej gestosci, oparty na ja-
drze K(x) i oknie o promieniu h, dany jest wzorem:
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Jadrem optymalnym w sensie minimalizacji sredniego odchylenia kwadratowe-
go jest jadro Epanecznikowa dane wzorem
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Wielkosé

M, (x)=(1/n, Y [x-x])=l/n, ) x-x )
x=S5.» xS,

nazywana jest Srednim przesunigciem okna/préby. Srednie przesunigcie préby
zawsze przesuwa ja w kierunku najwigkszego wzrostu gestosci, w zwiazku z czym,
przesuwajac prébg o wektor dany wzorem (5), uzyskamy zbieznos¢ srodka okna do
lokalnego maksimum funkcji gestosci (por. [Comaniciu, Meer 1999}). Dla dowol-
nego punktu ze zbioru danych odpowiadajacym mu punktem granicznym przy roz-
miarze okna h nazywamy granicg ciagu srodkéw okien (czyli srodkéw cigzkosci
préby) wystepujacych po prawej stronie wzoru (5).

Istotne jest to, ze okno jest przesuwane w kazdym kroku tej procedury w Kkie-
runku jakiegos maksimum lokalnego funkcji gestosci, ktérego polozenie zalezy
oczywiscie od parametru h. Im mniejsza jest wartos¢ tego parametru, tym maksi-
mum bardziej lokalne, im jest ona wig¢ksza, tym maksimum ma charakter bardziej
globalny. Gdy szeroko$¢ okna przekroczy maksymalng odleglos¢ w zbiorze, kaz-
demu punktowi zbioru danych bgdzie odpowiadat ten sam punkt graniczny.

2. Sformulowanie algorytmu

Formalne sformutowanie algorytmu jest nastgpujace:

1. Dla k = 2 losujemy w spos6b zalezny 2 punkty ze zbioru danych i dla kaz-
dego punktu znajdujemy odpowiadajacy mu punkt graniczny w procedurze sred-
niego przesunigcia dla ustalonej szerokosci okna .

2. Sprawdzamy, czy wsréd wszystkich par utworzonych sposréd k punktéw
granicznych (dla k = 2 bedzie tylko jedna para) istnieje choé jedna, dla ktérej odle-
glos¢ jest mniejsza od h.

3. Pierwsze dwa kroki powtarzamy 2000 razy w celu ustalenia prawdopodo-
bienstwa spetnienia warunku z kroku drugiego.

4. Pierwsze trzy kroki powtarzamy dla wszystkich mozliwych szerokosci okna
h (ustalajac pewien maty przyrost Ah) z zakresu od 0 do najwickszej odleglosci w
badanym zbiorze danych. Dla k = 2 otrzymujemy w ten sposéb pseudodystrybuantg
pewnej zmiennej losowej.

5. Pierwsze cztery kroki powtarzamy kolejno dla k = 3, 4, 5, ..., kk, gdzie kk jest
krzywa majaca faz¢ pozioma ,,na wysokosci” prawdopodobienstwa réwnego 1.

6. Za prawidlowg ilo$¢ skupief uznajemy tg¢, ktéra odpowiada ostatniej
(wzgledem k) pseudodystrybuancie, ktérej wykres ma pewne cechy charaktery-
styczne (szczegélnie ,faz¢ pozioma™) takie same, jakie maja wykresy pseudo-
dystrybuant dla mniejszych k .

Przez fazg pozioma na wysokosci prawdopodobienstwa réwnego p rozumiemy kazda
czes$é, od h = a do h = b, wykresu pseudodystrybuanty speiniajaca nastgpujace warunki:
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a) pseudodystrybuanta w punkcie 2 = @ ma warto$¢ réwna p < 1,

b) w kazdym punkcie h z odcinka (a,b] dystrybuanta ma wartos¢ mniejsza lub
réwna p + 0,02,

c) dlugosé¢ fazy poziomej tj. b — a, jest wigksza od 1/20 mediany odleglosci
pomiedzy dwoma punktami zbioru.

Jak wynika z powyzszej definicji fazy poziomej, potrzebna jest znajomos¢ me-
diany odleglosci pomi¢dzy dwoma punktami zbioru. Wyznaczania mediany odle-
glosci nie wyrézniono jako osobnego punktu algorytmu, gdyz procedura ta jest bar-
dzo prosta i ma charakter pomocniczy. Median¢ wyznaczamy w nast¢pujacy spo-
s6b: gdy zbiér sklada si¢ z mniej niz 200 punktéw, obliczamy wszystkie odleglosci
pomiedzy wszystkimi parami punktéw i wybieramy ich mediang; jesli zbi6r jest
wigkszy, losujemy w sposéb zalezny 300 par punktéw i znajdujemy mediang odle-
glosci dla tych 300 par.

Idea przedstawionego algorytmu jest nastgpujaca. Wyobrazmy sobie zbiér da-
nych w przestrzeni dwuwymiarowej (taki jak na rys. 1), tzn. zbiér sktadajacy si¢ z
3 identycznych, jednomodalnych skupien, ktdrych mody sa jednakowo oddalone
od siebie, np. o 80 pikseli dla odlegtosci euklidesowe). Kazdy wylosowany punkt
zostanie sprowadzony przez procedur¢ sredniego przesunigcia (juz dla matego
rozmiaru okna np. h = 5 pikseli) do odpowiadajacego mu punktu granicznego. Be-
dzie nim moda skupienia, do ktérego nalezy, poniewaz, jak wida¢ na rysunku, sku-
pienia sa ,,idealnie” skonstruowane, tzn. lokalna gestos¢ maleje wraz z oddalaniem
si¢ od mody skupienia. Zatem, jesli wylosujemy 2 punkty, warunek z punktu 2 al-
gorytmu bedzie spetniony z okreslonym prawdopodobienstwem (ktére tatwo moz-
na policzyé, gdy znamy liczb¢ punktéw w kazdym skupieniu) statym, niezaleznie
od tego, czy szerokos¢ okna bedzie réwna 5, 30, 40, czy 50 pikseli (az do 80 pikse-
li), gdyz w tym przedziale nie ma szans na to, ze dwie r6zne mody skupien b¢da
oddalone od siebie o mniej niz 80 pikseli. Po przekroczeniu przez rozmiar okna 80
pikseli prawdopodobiefistwo spelnienia warunku z punktu 2 algorytmu wyniesie 1,
gdyz okno obejmie wéwczas caly zbiér danych i dowolny wylosowany punkt tego
zbioru bedzie mial ten sam punkt graniczny. Analogicznie w przypadku wyloso-
wania trzech punktéw prawdopodobienstwo speinienia warunku z punktu 2 pozo-
stanie stale w przedziale do 80 pikseli (bedac oczywiscie wyzsze niz w przypadku
losowania dwéch punktéw), po czym wzrosnie szybko do 1. Gdy wylosujemy czte-
ry punkty ze zbioru, co najmniej dwa musza wpas¢ do tego samego skupienia (co
za tym idzie — beda mialy ten sam punkt graniczny) i warunek z punktu 2 bedzie
spelniony dla dowolnej szerokosci okna z prawdopodobienstwem réwnym 1. Na
wykresie przedstawionym na rys. 1 wida¢, ktdra liczbg skupien nalezy uzna¢ za
prawidlowa. Bedzie to liczba odpowiadajaca ostatniej krzywej majacej faz¢ po-
zioma na wysokosci mniejszej od 1. Istnienie fazy poziomej na wysokosci mniej-
szej od 1 dla ustalonego k $wiadczy bowiem o tym, Ze sa szanse (réwne jeden mi-
nus wysokosé odpowiadajaca fazie poziomej) na to, ze wylosowane punkty maja
punkty graniczne nalezace do ré6znych k skupien. Diugos$¢ fazy poziomej jest zwia-
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zana z odleglosciami pomi¢dzy modami skupien, a prawdopodobienstwo, na wy-
sokosci ktérego wystepuje faza pozioma, zalezy od liczebnosci skupien w stosunku
do liczebnosci catego zbioru danych.
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Rys. 1. Przyktadowy zbiér trzech réwnoodlegtych skupien z przesuzeni dwuwymiarowej (po prawej)
oraz przyblizony wykres pseudodytrybuant dla tego zbioru (po lewej)

2blér1

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Zbior 2

Zbiérd
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blor 5

Rys. 2. Pigé pierwszych zbioréw danych z przestrzeni dwuwymiarowej. Najwickszg $rednic¢ ma
zbiér piaty (ok. 300 pikseli), najmniejsza zbi6r pierwszy (ok. 150 pikseli)
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Zrédlo: opracowanie wiasne.



Rys. 3 Zbiér szesciu danych dwuwymiarowych Gordona.
Zbi6r ma srednic¢ ok. 700 pikseli. Wygenerowano go z trzech ré2mych rozktadéw normalnych
(100 punktéw z kazdego rozktadu, zob. [Gordon 1999]).
Zrédio: opracowanie wiasne.

3. Przyklady zastosowania algorytmu

W punkcie tym zbadano zachowanie algorytmu dla kilku sztucznie wygenero-
wanych zbioréw danych z dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Zbiory zosta-
ly tak skonstruowane badz wybrane, by obja¢ mozliwie jak najwigksze zréznico-
wanie charakteru skupien, tzn. mate oraz duze ilosci skupien, skupienia o zblizonej
liczbie punktéw oraz skupienia zréznicowane pod wzgledem rozmiaréw, skupienia
dobrze zdefiniowane (oddzielone) i skupienia rozmyte. Przy generowaniu krzy-
wych przyjeto 4h réwne 1 piksel.
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Rys. 5. Wykresy pseudodystrybuant dla zbioréw trzeciego oraz czwartego
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Wykresy pseudodystrybuant dla zbioréw piatego oraz sz6stego
Zrédto: opracowanie wlasne.

Dla zbioru pierwszego (rys. 4) krzywe w oczywisty sposéb wskazuja na istnie-
nie trzech skupien, co, jak si¢ wydaje, jest dobra liczba skupien. Dla zbioru drugie-
g0 sytuacja jest rowniez oczywista: krzywe wskazuja wyraznie na cztery skupienia,
co jest liczba poprawna. Dla zbioru trzeciego oraz czwartego (rys. 5) krzywe wska-
zuja wyraznie na istnienie pigciu skupien, co jest jak najbardziej poprawne. Dla
zbioru piatego (rys. 6) krzywe wskazuja na istnienie siedmiu skupien, by¢ moze
nawet osmiu, co byloby wskazaniem prawidlowym. Jednak faza pozioma dla
krzywej reprezentujacej osiem skupien znajduje si¢ na wysokosci tak bliskiej jed-
nosci, ze bez konkretnej miary liczbowej trudno jest wnioskowaé o istnieniu o$miu
skupien. Dla zbioru széstego (rys. 6) krzywe wskazuja na istnienie czterech sku-
pien. Trudno to wskazanie uzna¢ za bledne, gdyz dane Gordona sa tak rozmyte, ze
wéréd nich w ogéle nie ma skupienn wyraznych.

4. Ocena algorytmu
Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujacych wnioskéw.

1. Algorytm jest nieparametryczny, tzn. moze by¢ stosowany do dowolnego
zbioru danych z przestrzeni euklidesowej.
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2. Parametry liczbowe wystepujace w algorytmie, tj. liczba powtérzen réwna
2000, dtugosé fazy poziomej réwna co najmniej 1/20 mediany oraz parametr od-
chylenia w definicji fazy poziomej (réwny 0,02) maja oczywiscie duzy wptyw na
dziatanie algorytmu. Jak wynika z przedstawionych przyktadéw, w zbiorach z dos¢
wyraznie zdefiniowanymi skupieniami spisuja si¢ one dobrze.

3. Algorytm prawidlowo reaguje na jakos¢ wystepujacych skupien tzn. im le-
piej (wyrazmiej) zaznaczone skupienia tym bardziej zdecydowane wskazania algo-
rytmu.

4. Czas generowania pieciu krzywych dla zbioru 300 punktéw z przestrzeni
dwuwymiarowej dla k z przedziatu od 0 do 150 pikseli, przy kroku 4k = 1 piksel
jest réwny ok. 15 sek. (na komputerze 1 Mhz).

Literatura

Gordon A.D., Classification, Chapman & Hall 1999.
Comaniciu D., Meer P., Mean Shift Analysis and Applications, IEEE Int. Conf.
Computer Vision (ICCV'99), Kerkyra, Greece, 1999, s. 1197-1203.

PROPOSAL OF NEW ALGORITHM FOR DETERMINING THE
NUMBER OF CLUSTERS

Summary

The new algorithm is based on the comparison of pseudo cumulative distribu-
tion functions of a certain random variable. This variable is defined as follows. For
a fixed window size we draw k different points and for every point we find the cor-
responding limiting point in the mean shift procedure. Then we check if the dis-
tance (e.g. Euclidean) between every pair of the limiting points is smaller than the
window size. The probability of meeting this condition is the value of the pseudo
cumulative distribution function at the point equal to the window size. Analogously
we determine the pseudo cumulative distribution functions for different numbers k
of clusters. The proper number of clusters is the one that corresponds to the last
(with respect to k) curve to possess a horizontal phase at the altitude smaller than 1.



	PROPOZYCJA NOWEGO ALGORYTMU WYZNACZAJĄCEGO LICZBĘ SKUPIEŃ
	1. Metoda średniego przesunięcia okna
	2. Sformułowanie algorytmu
	3. Przykłady zastosowania algorytmu
	4. Ocena algorytmu
	Literatura

