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Podstawowe tezy rozprawy:

1. Miary jakoSci manipulatoréw mobilnych mozna wyprowadzic w
ramach metody przestrzeni endogenicznej, wykorzystujqc analogi¢ do
manipulatoréw stacjonarnych.

2. Uzyskane w ten sposéb miary jakoSci nie majq istotnych ograniczen
miar uzyskanych w podejsciu tradycyjnym.

3. Dynamiczne miary jakosci manipulatoréw mobilnych mozna zbudowac
przez analogie do miar kinematycznych.

4. Wyprowadzone miary jakoSci nadajq  sig do optymalnego
projektowania zachowania lub geometrii i dynamiki manipulatoréw
mobilnych.
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1. Wstep

Manipulatory stacjonarne s3 przedmiotem intensywnych badari juz od ponad trzydziestu lat, a prace nad
ich projektowaniem wcigz sa dokumentowane w literaturze robotycznej ([67], [41], [27]). W odr6znieniu
od manipulatoréw stacjonarnych, tematyka manipulatoréw mobilnych zaczgto interesowac sig stosunkowo
niedawno, bo dopiero w latach 90 tych XX wieku. Mianem manipulatora mobilnego okresla si¢ uktad
robotyczny zlozony z platformy mobilnej oraz umieszczonego na niej manipulatora stacjonarnego. W
tym polaczeniu obu podsysteméw, a raczej w polaczeniu ich zalet, nalezy upatrywac przyczyn znacznego
wzrostu zainteresowania teorig i zastosowaniami manipulatoréw mobilnych. Istotnie, wiasno$ci lokomocyjne
platformy przyczyniaja si¢ do rozszerzenia przestrzeni roboczej manipulatora, natomiast rami¢ umozliwia
platformie petnienie funkcji manipulacyjnych. To polaczenie wiasnosci lokomocyjnych platformy oraz
manipulacyjnych ramienia sprawia, ze manipulatory mobilne s coraz powszechniej stosowane w robotyce
ustlugowej, przemystowej, medycznej, jak réwniez w bardziej wyspecjalizowanych dziedzinach, takich
jak obstuga reaktoréw nuklearnych, badania kosmiczne i podwodne. Réznorodne i jednocze$nie coraz
powszechniejsze zastosowanie manipulatoréw mobilnych stawia przed robotykami zadanie skonstruowania
narzedzi modelowania oraz algorytméw sterowania manipulatoréw mobilnych.

Uzyskane dotad wyniki badafi w tej dziedzinie zostaly do§¢ obszernie udokumentowane w literaturze
([25], [69], [68], [29], [17], [54], [15], [63], [19]), niemniej jednak wciaz istnieja w dziedzinie manipulato-
réw mobilnych otwarte problemy badawcze. Nalezy do nich zasadnicza z punktu widzenia sterowania oraz
projektowania uktadéw robotycznych problematyka miar jakosci manipulatoréw mobilnych. Z my§lg o sta-
wiajacych rosnace wymagania zastosowaniach robotéw, coraz czesciej rezygnuje si¢ z produkcji prostych
i tanich manipulatoréw stacjonarnych na rzecz drozszych, ale zrgcznych manipulatoréw mobilnych wy-
posazonych w dodatkowe stopnie swobody oraz bogate oczujnikowanie. Jednak, mimo postgpu badan,
wciaz brakuje instrumentarium pozwalajacego ilosciowo opisywaé zreczno§¢ manipulatoréw mobilnych,
wlasnosé robotéw decydujaca o wielkosci ich przestrzeni roboczej, tatwosci poruszania sig, a takze o ich
zdolnosci do unikania przeszkéd i konfiguracji osobliwych. W literaturze istnieje wiele prac dotyczacych
miar jako$ci manipulatoréw stacjonarnych, natomiast niewiele prac po$wigcono manipulatorom mobilnym.
Poniewaz klasa manipulatoréw mobilnych zawiera w sobie klas¢ manipulatoréw stacjonarnych, wydaje sig,
ze poprawna metodologia postgpowania powinna zakiada¢ definiowanie pojeé i wlasno$ci manipulatoréw
mobilnych na wzér ich odpowiednikéw dla manipulatoréw stacjonarnych. W dziedzinie manipulatoréw
stacjonarnych przyjeto pewng klasyfikacje miar jakosci. Przede wszystkim zdefiniowano pojecie zrgcznosci
lokalnej, opisujacej wrazliwos¢ efektora na mate ruchy przegubéw w poblizu ustalonej konfiguracji ma-
nipulatora, oraz zrecznosci globalnej odzwierciedlajacej wrazliwo§¢ manipulatora jako cafosci. Efektem
byto wyréznienie lokalnych oraz globalnych miar jakosci. Ponadto, w zalezno$ci od charakteru modelu
manipulatora, zdefiniowano miary kinematyczne, okreslone dla manipulatoréw opisywanych jedynie réwna-
niami kinematyki i dynamiczne, otrzymywane po uwzglednieniu dynamiki robota. Pokazano, ze zreczno$é
systeméw robotycznych mozna definiowa¢ przez odwotanie si¢ do optymalizacji pewnych kryteriéw,
najczesciej majacych posta¢ réznego rodzaju funkcjonaléw macierzy Jacobiego manipulatora. Inspiracja
do takiego podejécia zostata zaczerpnigta z siggajacej swymi poczatkami lat trzydziestych dwudziestego
stulecia teorii planowania eksperymentu. W ramach teorii planowania eksperymentu, na podstawie funkcjo-
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naléw macierzy informacyjnej skonstruowano takie pojecia jak elipsoida ufnosci - odpowiednik elipsoidy
manipulowalnosci, kryterium D-optymalnosci - réwnowaznik manipulowalnosci, a takze odpowiadajgce
robotycznemu pojeciu dystorsji kryterium A-optymalnosci. Szczeg6towe oméwienie oraz przyktady zasto-
sowania kryteriéw planowania eksperymentu zawiera praca [51].

W literaturze po§wieconej konstruowaniu i zastosowaniom miar jakosci manipulatoréw stacjonarnych,
do najwczesniej zdefiniowanych miar nalezy ekscentryczno$¢ wprowadzona przez Liegeois [35]. Kinema-
tyczna koncepcja wspéiczynnika uwarunkowania zostala zaproponowana w pracy [52], natomiast odpo-
wiednig dynamiczng miare anizotropowosci konfiguracji podali Ma i Angeles [36]. Yoshikawa wprowa-
dzit pojecie kinematycznej i dynamicznej manipulowalno$ci oraz koncepcje kinematycznej i dynamicznej
elipsoidy manipulowalnosci [71], [72]. Zastosowaniem tych miar do wyznaczenia optymalnej konfiguracji
i geometrii manipulatora wykonujacego okreslone zadanie zajeli sie¢ Klein i Blaho [32]. Zaproponowali
oni takze, by jako jednej z miar jakosci uzywa¢ najmniejszej wartosci wlasnej macierzy manipulowalnosci.
Van den Doel i Pai pokazali, Ze miarg jakosci dziatania manipulatoréw stacjonarnych moze by¢ tensor
krzywizny opisujacy nieliniowosci trajektorii ruchu ramienia manipulatora [66]. Aspragathos i Foussias
podali koncepcje wydajnosci predko$ci, miary pozwalajacej wyznaczyc najwigksza predko$¢ efektora przy
najmniejszej predko$ci przegubéw manipulatora [3]. Zeghloul i wspéipracownicy zaproponowali pojgcie
indeksu zgodnosci [80] pozwalajacego uzyskaé konfiguracje, dla ktérej precyzja ruchu i wielko$¢ sity
w zadanym kierunku manipulatora osiggaja najwieksza warto$§¢. Koncepcja globalnego wspétczynnika
uwarunkowania zostata zaproponowana przez Gosselina i Angelesa [22]. Park i Brockett zdefiniowali
lokalne oraz globalne pojecie dystorsji, miary niesztywnosci kinematyki robota. Praca [73] wprowadzita
pojecie globalnej manipulowalnosci. Szczeg6towe definicje wymienionych wyzej miar jakosci manipu-
latoréw stacjonarnych zostang oméwione w rozdziale 2. Miary jakoSci manipulatoréw stacjonarnych sg
wykorzystywane przy rozwigzywaniu odwrotnego zadania kinematyki i zadania planowania ruchu [32].
Uzywa sie ich do poszukiwania optymalnego punktu pracy w przestrzeni zadaniowej robota [32]. Ponadto
mogg one stuzyé do utrzymywania przegubéw manipulatora w obrebie ich ograniczefi mechanicznych
([35], [48]). Wskazniki jakosci znajdujg zastosowanie przy wyznaczaniu konfiguracji optymalnych, czyli
np. dalekich od osobliwych, omijajacych granice przestrzeni roboczej lub charakteryzujacych si¢ duza
ruchliwo$cia. Wspétczynnik uwarunkowania jest przydatny przy wyznaczaniu konfiguracji izotropowych.
Miary jako$ci mogg by¢ uzyteczne przy optymalnym doborze predkosci przegubéw robota [49]. Prace
[1] oraz [3] opisuja ich zastosowanie do planowania optymalnej trajektorii efektora robota w przestrzeni
zadaniowej. W pracy [70] oméwiono zastosowanie miar jakosci do bezkolizyjnego sterowania parg wspot-
pracujacych manipulatoréw zamontowanych na wspélnej platformie mobilnej. Ich wykorzystanie do ko-
ordynacji miedzy manipulacjg a lokomocjg manipulatoréw mobilnych opisano w [69]. Globalne miary
jakoéci wykorzystuje sie do projektowania optymalnej geometrii robotéw [21].

Literatura dotyczaca miar jako$ci manipulatoréw mobilnych jest znacznie skromniejsza. Zagadnieniem
przeniesienia poje¢ manipulowalnosci oraz kinematycznej i dynamicznej elipsoidy manipulowalnosci na
manipulatory mobilne zajeli si¢ Yamamoto i Yun [70]. Gardner i Velinsky pokazali przyktad wykorzystania
kinematycznej elipsoidy manipulowalno$ci w celu wyznaczenia optymalnej geometrii manipulatora mobil-
nego [21]. Rézne definicje manipulowalnosci dla kotowych manipulatoréw mobilnych zaproponowano w
pracach [6], [20], [68]. Wymienione prace prezentujg tradycyjne podejécie do manipulatoréw mobilnych,
ktérego mankamentem jest, ze nie dla kazdego nieholonomicznego robota mobilnego miary jakosci sg
dobrze okreslone. Kwestie te wyjasniamy szczegétowo w rozdziale 3.

Niniejsza rozprawa proponuje sposéb podejécia, ktdry nie posiada wad podejscia tradycyjnego. Nowy
schemat postepowania, wykorzystujacy koncepcje endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej, ujmuje pro-
blem modelowania kinematyki manipulatoréw mobilnych z punktu widzenia teorii sterowania oraz re-
spektuje zasadg analogii i korespondencji manipulatoréw stacjonarnych i mobilnych. W obrebie pro-
ponowanego podejécia w réwnym stopniu uwzgledniane s3 wlasno$ci manipulatora pokfadowego oraz
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platformy mobilnej. Szczegélowy wyktad metody endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej mozna znalezé
w pracach [56], [57], [58], [59], [63], [64]. Celem niniejszej pracy jest przeniesienie na manipulatory
mobilne miar jakodci istniejacych dla manipulatoréw stacjonarnych przy zastosowaniu metody endo-
genicznej przestrzeni konfiguracyjnej. Sugesti¢ takiego postgpowania zawiera praca [64]. Inspiracjg do
podjecia tematyki rozprawy byla nie tylko ciekawos$¢ naukowa, lecz takze przekonanie autorki o znaczeniu
praktycznym miar jako$ci manipulatoréw mobilnych.

Rozprawa dotyczy konstruowania miar jako$ci manipulatoréw mobilnych oraz wskazuje na ich zasto-
sowanie do optymalnego projektowania konfiguracji oraz geometrii robotéw. Jest ona podsumowaniem
kilkuletnich bada, ktérych szczegélowe wyniki zostaly opublikowane w pracach [74], [76], [65], [77],
[75]. Metodologia przyjeta w pracy opiera si¢ na zafozeniu, ze miary jako$ci manipulatoréw mobilnych
tworzy sie analogicznie do istniejacych, dobrze zdefiniowanych miar jako§ci manipulatoréw stacjonarnych,
natomiast dynamiczne miary jakosci robotéw mobilnych mozna konstruowa¢ poprzez analogi¢ do odpo-
wiednich kinematycznych miar jako$ci manipulatoréw mobilnych. Podstawowe wyniki rozprawy (rozdziaty
4 i 5) obejmujg zdefiniowanie i przebadanie nast¢pujacych miar jakoSci manipulatoréw mobilnych: lokalna
zreczno$¢ kinematyczna i dynamiczna, lokalny kinematyczny i dynamiczny wspétczynnik uwarunkowania
konfiguracji, globalny kinematyczny i dynamiczny wspétczynnik uwarunkowania, lokalna mobilnos¢ kine-
matyczna i dynamiczna, globalna mobilno$¢ kinematyczna i dynamiczna, lokalna dystorsja kinematyczna
i dynamiczna oraz globalna dystorsja kinematyczna i dynamiczna. Zalety metody endogenicznej przestrzeni
konfiguracyjnej w poréwnaniu do podejécia tradycyjnego przedstawiono w rozdziale 3. W rozdziale 6
pokazujemy przykfad zadania optymalnego projektowania manipulatora mobilnego, ktére mozna rozwigza¢
zaréwno w sposéb tradycyjny, jak i metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. W pracy zamie-
szczono wyniki optymalizacji konfiguracji przyktadowych manipulatoréw mobilnych (rozdzialy 8 i 9).
Pokazujemy m.in., ze w konfiguracji zrecznej manipulator mobilny porusza si¢ po okrggu, a jego ramig jest
wysunigte w kierunku jazdy. Przedstawiamy konfiguracje izotropowe wybranych manipulatoréw mobilnych.
Na podstawie znanych kryteriéw chaosu pokazujemy, ze zachowanie manipulatoréw mobilnych w konfigu-
racjach izotropowych jest chaotyczne. Wyniki optymalizacji geometrii manipulatoréw mobilnych sugeruja,
ze manipulator poktadowy powinien by¢ zamontowany w wierzchotkach platformy mobilnej. Praca podej-
muje problem optymalizacji konfiguracji i geometrii nowych obiektéw robotycznych, jakimi s3 manipulatory
podwdjnie nieholonomiczne. W ramach testowania dynamicznych miar jakosci proponujemy optymalne
parametry geometryczne i dynamiczne robota mobilnego MK i projektujemy zrgcznego robota mobilnego
typu deskorolka. Wyniki rozdzialu 10 sugerujg niezalezno$¢ miar jakosci od reprezentacji funkcji steru-
jacych platformy mobilnej. Rozdzial 11 wprowadza nowe miary opisujace wiasnosci energetyczne oraz
ruchowe manipulatora mobilnego. Jego wyniki wskazuja takze na to, ze miary jakosci nie zalezg w sposéb
istotny od horyzontu sterowania.

Uklad pracy jest nastepujacy: rozdzial 2 zawiera przeglad literatury poSwigconej konstruowaniu miar
jako$ci manipulatoréw stacjonarnych. Zamieszczono w nim definicje wigkszosci znanych miar jakosci
manipulatoréw stacjonarnych. Rozdzial 3 jest usystematyzowaniem tradycyjnego podejscia do miar jakosci
manipulatoréw mobilnych. W jego podsumowaniu wskazujemy na istotne ograniczenia tego podejécia oraz
proponujemy nowy sposéb postepowania. SzczegStowy opis metody endogenicznej przestrzeni konfigu-
racyjnej zawiera rozdziat 4. W rozdziale 5 definiujemy miary jakoSci wprowadzone w ramach podej-
§cia endogenicznego. Rozdziat 6 przedstawia, na drodze symulacji komputerowych, poréwnanie odpo-
wiadajacych sobie miar jakoéci wprowadzonych w ramach podejscia tradycyjnego i metody endogeni-
cznej przestrzeni konfiguracyjnej. W rozdziale 7 przedstawiamy modele manipulatoréw mobilnych podda-
nych badaniom symulacyjnym. Rozdzialy 8 i 9 prezentuja wyniki uzyskane z zastosowania odpowiednio
kinematycznych oraz dynamicznych miar jakosci do optymalizacji konfiguracji oraz geometrii wybranych
manipulatoréw mobilnych. W obliczeniach funkcje sterujace platformy mobilnej s3 reprezentowane w
postaci szeregu Fouriera. W rozdziale 10 przedstawiamy wybrane nie - fourierowskie reprezentacje funkcji
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sterujacych. Rozdziat 11 podejmuje dwa problemy, ktére pojawily si¢ w trakcie badai nad miarami
jakosci manipulatoréw mobilnych: problem normowania miar jako$ci oraz zalezno$ci miar jakosci od
horyzontu sterowania manipulatoréw mobilnych. W tym kontekscie, w rozdziale 11 proponujemy dwa
nowe wskazniki okreslajace efektywno$¢ manipulatoréw mobilnych. Rozdziat 12 stanowi podsumowanie
rozprawy. Rozdzialy 2 i 3 stanowig podsumowanie znanych w dziedzinie konstruowania oraz zastosowania
miar jakosci manipulatoréw stacjonarnych i mobilnych. Rozdzialy 4-11 rozprawy zawierajg wtasne wyniki

badafi autorki.



2. Miary jako$ci manipulatoréw stacjonarnych

Rozwazmy manipulator stacjonarny o p stopniach swobody, poruszajacy si¢ w r - wymiarowej przestrzeni
zadaniowej. Polozenie i orientacj¢ efektora manipulatora stacjonarnego opisuje kinematyka manipulatora

k:RP — R,y = k(z), (2.1)

bedaca odwzorowaniem analitycznym przestrzeni konfiguracyjnej w przestrzefi zadaniowg manipulatora.
Majac dang kinematyke, definiujemy Jakobian analityczny manipulatora stacjonarnego, ktéry w konfiguracji
x € RP wyraza si¢ odwzorowaniem liniowym

J(z): RP = R",

predkosci ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie z w predkosci ruchu w przestrzeni zadaniowe;
w punkcie k(x), zdefiniowanym za pomocg pochodnej

d
n=J(z)v= = la=0 k(z + av). (2.2)

Jakobian J(z) = —g—%(m‘) okre§la wplyw nieskoriczenie matych zmian konfiguracji manipulatora stacjonar-
nego na polozenie efektora.
Zalézmy, ze k(z) reprezentuje kinematyke redundantnego (p > r) manipulatora stacjonarnego. Dla
wybranej konfiguracji z € RP oraz ustalonego n € R', rozwigzujemy wzgledem v € RP réwnanie
jakobianowe

n = J{E)V: 2.3)

Konfiguracje x nazywamy regularna, jesli jakobian analityczny jest suriekcjg (macierz J(z) ma rzad r).
Woéwczas réwnanie (2.3) posiada rozwiazanie dla kazdego 7. W przeciwnym razie konfiguracje nazywamy
osobliwa. W konfiguracji regularnej réwnanie (2.3) mozna rozwigzaé stosujac metodg najmniejszych
kwadratéw, sprowadzajaca si¢ do minimalizacji kwadratu normy
1
min —2—vTv,
przy ograniczeniu réwno$ciowym postaci (2.3). Jak wiadomo [42], rozwigzaniem postawionego w ten

sposéb zadania jest
v =J%(z)n, 2.4)

przy czym odwzorowanie
J#(z): RT = R"

stanowi jakobian pseudoodwrotny opisany zaleznoscig

J#(z) = JT (z) M~ (z), (2.5)
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a macierz M (z) jest macierza manipulowalnosci dang wzorem
M(z) = J(z)J " (2). (2.6)

Nietrudno zauwazyé, ze w konfiguracji regularnej rzad macierzy M (x) wynosi .

Konstrukcja miar jakosci manipulatoréw stacjonarnych zaczgto zajmowac si¢ w latach 70-tych XX wieku.
Lokalne miary jako$ci mierza zrgczno$¢ manipulatora stacjonarnego dla jego szczegGlnej konfiguracji,
postury. Opisujg one charakter ruchu efektora w przestrzeni zadaniowej, a dokladniej, okreslajg, w jakim
stopniu nieskoriczenie male zmiany polozenia w przestrzeni konfiguracyjnej wplywaja na ruch efektora
w przestrzni zadaniowej. Natomiast globalne miary jakosci mierzg catkowity zrgczno$¢ manipulatora.
W wiekszoéci przypadkéw globalne miary jakosci sg definiowane za pomocg uéredniania odpowiednich
miar lokalnych po pewnym ustalonym obszarze przestrzeni konfiguracyjnej [23]. Dla manipulatoréw
stacjonarnych opisywanych jedynie réwnaniami kinematyki definiuje si¢ kinematyczne miary jakoSci. Po
uwzglednieniu dynamiki mechanizmu otrzymujemy odpowiednie miary dynamiczne.
Jedna z pierwszych lokalnych miar jako$ci manipulatoréw stacjonarnych byla zaproponowana przez Liegeois
ekscentrycznos¢ [35] mierzaca odleglos¢ polozenia przegubéw od ich pozycji Srodkowych

P

e(z) = Y (i — 7). 2.7)

i=1
Liegeois wykorzystat ekscentrycznos¢ do automatycznej rekonfiguracji ramion redundantnych w celu
sminimalizowania mozliwo$ci zatrzymania si¢ manipulatora w trakcie pracy. Ponadto Klein i Blaho
zaproponowali wykorzystanie ekscentrycznosci do rozmieszczenia przegub6éw manipulatora w poblizu ich
pozycji Srodkowych [32].

Kolejna lokalng miarg jakosci, zwang manipulowalnosciq, wprowadzit Yoshikawa [72]. Manipulowalnos¢
w konfiguracji x wyraza si¢ wzorem

m(z) = v/det(M(z)) =

(2.8)

przy czym X;pz(y) 0Znacza i-ta wartosc wiasng macierzy manipulowalnosci M (z). Zerowa warto$¢ manipu-
lowalnosci sygnalizuje wystapienie konfiguracji osobliwej manipulatora stacjonarnego. Manipulowalnos¢
jest miarag mozliwo$ci ruchowych efektora, w odpowiedzi na réwnomierny ruch przegubéw [66], lub
inaczej, miarg wrazliwosci efektora na lokalne zmiany konfiguracji manipulatora. Mozna pokaza¢, ze dla
manipulatora typu 2R (rami¢ i przedrami¢ reki czlowieka) manipulowalnos¢ jest maksymalna wéwczas,
gdy kat miedzy ramieniem, a przedramieniem wynosi 3, co znajduje wyraz na przyklad w utozeniu
reki czfowieka piszacego na tablicy. W tej pozycji wrazliwos¢ dloni trzymajacej kredg na mate ruchy w
przegubach jest najwigksza. Yoshikawa wprowadzit réwniez dynamiczny odpowiednik manipulowalnosci
[71]. Prébe badania manipulowalnosci podjeli m.in. Doty i inni [18], kt6rzy poprzez wprowadzenie
odpowiednich metryk w przestrzeni konfiguracyjnej i zadaniowej manipulatora zaproponowali miary nieza-
lezne od wyboru wspétrzednych poczatkowych. Ponadto Hong i Kim przenie§li manipulowalnos¢ na roboty
réwnolegte i zastosowali jg do projektowania optymalnej dfugosci ramion manipulatora [24]. OkreSleniem
manipulowalnosci dla uktadu manipulatoréw wspéipracujacych zajeli si¢ autorzy pracy [8]. Praca [73]
wprowadza graficzng reprezentacje mozliwo$ci ruchowych manipulatora, mianowicie elipsoidg manipulo-

walnosci. Niech
S(z) = {v e RP ||v|P=vTv=1} 2.9)
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bedzie sfera jednostkowa kierunkéw ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej. Jej obrazem w przestrzeni
zadaniowej jest elipsoida manipulowalnosci

E(z) = J(z)S(z) = {n e R | n" M} (z)n = 1}, (2.10)

Do jej skonstruowania wykorzystano jakobian pseudoodwrotny (2.4). Nietrudno zauwazy¢, ze najdluzsza
i najkrétsza pétos elipsoidy E(x) sa réwne odpowiednio pierwiastkowi z najwigkszej (4/ XM(::)) i najmniej-
szej (y/Ap(z)) Wartosci wlasnej macierzy manipulowalnosci M (z). Manipulowalno$¢ dana zaleznocia

(2.8) jest miarg objetosci elipsoidy manipulowalnosci. W konfiguracji osobliwej minimalna warto$¢ wlasna
macierzy manipulowalno$ci Aps(z) = 0, a co za tym idzie, elipsoida manipulowalnosci ulega sptaszczeniu.
Jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy manipulowalnosci sg jednakowe, mamy do czynienia z konfigu-
racja izotropowa manipulatora stacjonarnego. Wtedy jakobian analityczny przeksztalca sfer¢ kierunkéw
ruchu z przestrzeni konfiguracyjnej w sferg w przestrzeni zadaniowej. Oznacza to, ze w przestrzeni
zadaniowej manipulatora nie ma uprzywilejowanych kierunkéw ruchu. W przeciwnym razie, mamy do
czynienia z konfiguracjg anizotropowg manipulatora. W takiej sytuacji sfera kierunkéw ruchu jest trans-
formowana w elipsoide w przestrzeni zadaniowej. W konfiguracji anizotropowej w przestrzeni zadaniowej
manipulatora istniejg uprzywilejowane kierunki ruchu, w ktérych ruch odbywa si¢ szybciej niz w innych.
Lee badajac wlasnosci elipsoidy manipulowalnosci wybranych manipulatoréw nieredundantnych oraz re-
dundantnych uwzglednit dodatkowo fakt, ze predkosci poszczegblnych przegubéw moga by¢ ograniczone
poprzez ich wartosci maksymalne | i |[< dimaz. ¢ = 1,2,...,n. Zatem, w tym przypadku w sktad
wyrazenia (2.10) wchodzi unormowana macierz Jacobiego J (z) = J(z)R, przy czym macierz diagonalna
R= d'iag{q.lmaz, ceey Qnmax} [34].

W robotyce istnieja ponadto dwie inne koncepcje elipsoidy manipulowalnosci. Pierwsza, uogdlniong
elipsoide inercji (GIE - Generalized Inertia Ellipsoid) zaproponowal Asada [2]. Wyraza si¢ ona wzorem

yT Mysey = 1, (2.11)
przy czym Mis = (JezAzlJ5)™! jest symetryczng, dodatniookreslong macierza energii kinetycznej
efektora, natomiast Agz = 3 ry (MiJ Gy Jszve + Jopuwe; RiliRY Jszw,;) jest symetryczna, dodatniookre-
§long macierza energii kinetycznej przestrzeni przegubowej. Js; jest macierza Jacobiego manipulatora
stacjonarnego, Jszve; 1 Jszwes oznaczaja odpowiednio skfadniki predkosci liniowych i katowych macierzy
Jacobiego odnoszacej si¢ do predkosci §rodka masy i-tego ogniwa, R; - macierz rotacji i-tego ogniwa,
m; - masa i-tego ogniwa i wreszcie I; - macierz inercji i-tego ogniwa. Druga, dynamiczng elipsoide
manipulowalnosci (DME - Dynamic Manipulability Ellipsoid) wprowadzil Yoshikawa [71]

(# | 8T MZ,u Maspd = 1}, 2.12)

przy czym Magy = JE Mgz

Ksztalt obu elipsoid zalezy od rozmieszczenia silnikéw oraz wartosci przetozenia przekladni uktadu
napedowego. Izotropowo§¢ ostatniej oznacza, ze silniki sterujgce mechanizmem z jednostkowym prze-
lozeniem przektadni, wywolujg jednakowe we wszystkich kierunkach przyspieszenia efektora. Wplyw
parametréw silnikéw przykiadowego manipulatora stacjonarnego (ich mas, inercji, lokalizacji i przelozenia
przektadni) na rozmiar, ksztalt oraz kierunek elipsoid DME oraz GIE zbadali Matone i Roth w pracy [40].
Elipsoida manipulowalnosci zostata przeniesiona na uktady wspéipracujacych manipulatoréw w pracy [12].
Okresleniem dynamicznej manipulowalnosci oraz dynamicznej elipsoidy manipulowalnosci dla przypadku
manipulatoréw wspétpracujacych zajeli sig Bicchi, Prattichizzo i Melchiorri [9].

Biblioteka
Pol. Wroct,
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Globalng miarg manipulowalnosci, bgdacg usrednieniem lokalnej manipulowalnosci, po pewnym obszarze
przestrzeni konfiguracyjnej X C R™

M (k) = volt o / e 2.13)
X

definiuje praca [73]. Manipulowalno$¢ globalna .# (k(-)) jest norma L funkcji manipulowalnosci lokalne;.
Miare stopnia anizotropowosci konfiguracji, lub inaczej miar¢ niejednorodnodci transformacji predkosci
zadanej jakobianem analitycznym zaproponowali Salisbury i Craig [52]. Wykorzystali oni w tym celu
znany z algebry liniowej wspéiczynnik uwarunkowania macierzy. Nowa miara nosi nazwe wspdlczynnika
uwarunkowania konfiguracji i wyraza si¢ wzorem

X
k(z) = Me)

= ’ 2.14
2‘.M(z) ¢ )

Optymalna warto§¢ wspdtczynnika uwarunkowania k(x) = 1 oznacza, Ze manipulator znajduje sie¢ w
konfiguracji izotropowej, czgsto bardzo pozadanej ze wzglgdu na doktadnos¢ kinematyczna, niedoktadnosci
modelu, czy unikanie konfiguracji osobliwych [1]. Salisbury i Craig zastosowali wspdtczynnik uwarun-
kowania do optymalizacji dokladnosci pozycjonowania chwytaka manipulatora. Bezwymiarowa posta¢
wspétczynnika uwarunkowania, dla redundantnych manipulatoréw réwnolegtych wprowadzili Zhang i Duffy
[81]. Angeles wykorzystal miar¢ anizotropowosci konfiguracji do zaprojektowania odpornego manipulatora
réwnolegtego (niewrazliwego na zmiany Srodowiska, szumy i niedoktadno$ci mechaniczne i programowe)
[1]. Ma i Angeles zaproponowali, jako miare anizotropowos$ci momentu inercji ramienia, dynamiczny
wspétczynnik uwarunkowania [36]. Autorzy ci zastosowali nowa miare do projektowania manipulato-
réw charakteryzujacych si¢ izotropowoscia [37]. Globalng definicj¢ wspdiczynnika uwarunkowania podali
Gosselin i Angeles [22]. Powstata ona na zasadzie catkowania odpowiedniej miary lokalnej po pewnym
obszarze przestrzeni roboczej i dotyczyta manipulatoréw redundantnych.

Nieco inng definicje miary globalnej proponuje praca [73]

K(k) = —1—X)/n(z)da: (2.15)
X

~ wol(

Wspdlczynnik uwarunkowania stosowano réwniez w pracach [39], [31], [79] 1 [10], gtéwnie do optymalizacji
wlasno$ci manipulatoréw.

W pracy [32] Klein i Blaho zaproponowali, by mianem lokalnej miary jakoSci manipulatoréw stacjonarnych
okre§li¢ réwniez minimalng wartos¢ wiasnq macierzy manipulowalnosci Aps () , ktéra w poblizu osobliwosci
zmienia si¢ bardziej radykalnie anizeli pozostate warto$ci wiasne, a co za tym idzie ma istotny wplyw na
charakter pozostatych miar. Doty i inni [18] sugerujg, by uzywac jej w celu regulowania granicy pozgdanej

predkosci przegubu
1
\/AM(z)

Wedlug Parka [50], miarg jakosci manipulatoréw stacjonarnych moze by¢ kazda symetryczna funkcja
F(\1,...,)\r) wartoSci wlasnych macierzy manipulowalno$ci M (z). I tak na przyklad, oprécz znanej juz
manipulowalnosci, autor ten wprowadzit jako lokalg miar¢ jako$ci dziatania manipulatoréw, slad macierzy
manipulowalnosci M (z)

2 1<

ol - (2.16)

.
t=trM(z) =D Mima)- (2.17)
=1
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W pracy [26] zamieszczono wyniki badari symulacyjnych wybranych elementarnych funkcji symetrycznych
wartoéci wlasnych macierzy manipulowalnosci M (z). Van den Doel i Pai [66] wprowadzili klasg lokalnych
i globalnych miar jakosci manipulatoréw redundantnych, zaréwno kinematycznych jak i dynamicznych.
Ma i Angeles [37] wykorzystali miarg zwang izotropowosciq dynamiczng do optymalnego projektowania
manipulatoréw. Park i Brockett [49] zdefiniowali kinematyczng miarg jakosci zwang globalng dystorsjq
kinematyczng. Dla wprowadzenia dystorsji zalozymy, ze kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem
rozmaito$ci konfiguracyjnej w rozmaito$¢ zadaniowg i ze sg to rozmaitosci Riemanna. Globalna dystorsja
kinematyczna jest miara odlegtosci kinematyki mechanizmu od izometrii, inaczej méwigc, jest miarg

niesztywno$ci kinematyki
Dx (k) = / d(k) (z) v/ AH(H (@) de, .18
X

przy czym
dg (k) (@) = Tr(J7 (2)G(k(2))J (z)H " (), (2.19)

jest lokalng dystorsja kinematyczna, natomiast H(z) i G(k(z)) sg symetrycznymi, dodatnio okre§lonymi
macierzami definiujacymi metryki Riemanna odpowiednio na rozmaitosci konfiguracyjnej i zadaniowe;.
Tensor mierzacy dystorsje (zmiany diugosci i katéw) mechanizmu wprowadza wczesniej teoria elastycznosci
[38]. W przypadku gdy kinematyka jest odwzorowaniem k : RP — R" przestrzeni euklidesowych, mozna
przyjaé, ze H(z) = I, oraz G(y) = I, i wéwczas lokalng dystorsj¢ kinematyczng zapisujemy wzorem
(2.17). Z punktu widzenia kinematyki, pojecie dystorsji kinematycznej interpretujemy jako niejednorodno§é
transformacji predkosci. Globalna dystorsja bierze pod uwage zaréwno geometri¢ jak i topologi¢ rozmaitosci
konfiguracyjnej i zadaniowej manipulatora.

Podobnie, kiedy wejicie mechanizmu stanowig momenty napgdowe przegubow, natomiast wyjscie - przy-
spieszenia efektora, mozemy zdefiniowaé globalng dystorsje dynamiczng [49], miar¢ ktéra w sposob
analogiczny okresla niejednorodno$¢ transformacji moment napedowy - przyspieszenie efektora. Globalna
dystorsja dynamiczna

Dp(k) = / dp (k)(z)/deHQ() da (2.20)

X

jest usrednieniem lokalnej dystorsji dynamicznej
dp(k)(z) = Tr(J7 (2)G(k(2))J (2)Q7" (2))- (2.21)

W tym przypadku metryka Riemanna na rozmaito$ci konfiguracyjnej zdefiniowana jest w naturalny sposéb
poprzez macierz inercji Q(z). Autorzy pracy [49] pokazali, ze obie miary, zaréwno kinematyczna jak
i dynamiczna dystorsja globalna, moga by¢ wykorzystywane do optymalnego projektowania manipulato-
réw. Co wiecej, globalna dystorsja kinematyczna pomaga optymalnie dobiera¢ predkosdci poszczegélnych
przegubéw manipulatora. Praca [73] zawiera wyniki badaii symulacyjnych dotyczacych zastosowania
globalnej dystorsji kinematycznej do optymalizacji geometrii przyktadowych manipulatoréw stacjonarnych.
Waznym przykladem dynamicznej miary jakoSci jest fensor krzywizny rozmaito$ci konfiguracyjnej [66].
Tensor krzywizny zdefiniowany wzorem

Rirkj(2) = Y Qis(@)R3k;(2), 2.22)
s=1

opisujacy nieliniowo$¢ geodezyjnych w przestrzeni konfiguracyjnej, a co za tym idzie - nieliniowos¢
trajektorii ruchu ramienia. Tensor krzywizny jest zadany za pomocg macierzy inercji Q(z) definiujacej
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metryke Riemanna na rozmaitoéci konfiguracyjnej. Elementy Rirkj(z) tensora krzywizny nazywamy sym-
bolami Riemanna I-go rodzaju, natomiast wspétczynniki Rﬁkj(x), wyznaczone przez symbole Christoffela
II-go rodzaju

() =Y Qyl(z)Cy (), (2.23)
=1
gdzie
i _l 0Qij(z)  0Quk(z) IQjk(z)
Jk(m)—2< o, T 9z, | o ) (2.24)
reprezentujg tzw. symbole Riemanna II-go rodzaju
L 0Dy k() :
(@) = 50—~ 5, +}pj<rf,~<x> px(2) = 7 (2)35(2)- (2.25)

Tozsamos$ciowe znikanie tensora krzywizny oznacza, ze rozmaito$¢ konfiguracyjna jest ptaska, izometry-
czna z RP. Spong [55] wykazat, Ze jest ono warunkiem koniecznym i wystarczajacym dokladnej linearyzacji
przez sprzezenie zwrotne sztywnych robotéw manipulacyjnych. Wreszcie Rirkj(z) = 0 Vz jest warunkiem
istnienia izometrii danej rozmaito$ci i przestrzeni euklidesowej o tym samy wymiarze [55]. Praca [73]
zawiera wyniki symulacyjne wyznaczenia tensora krzywizny dla podwéjnego wahadta oraz mechanizmu
sferycznego.

Jeszcze inng lokalng miarg jakosci jest indeks zgodnosci zdefiniowany w [80]. Miara ta stuzy do wyznaczenia
konfiguracji manipulatora, w kt6rej precyzja dziatania lub wielko$¢ sily oraz predkosci efektora beda
maksymalne w wybranym kierunku u. Indeks zgodnosci bazuje na wspéiczynnikach transmisji sity o
i predkosci 8 w rozwazanym kierunku. Wsp6iczynniki opisane s3 wzorami

a=[pTM@ "t B=uT (M) u 2. (2.26)

przy czym w pierwszym przypadku u oznacza wektor jednostkowy sily, w drugim natomiast - wektor
jednostkowy predkosci.

W pracy [3] podano zastosowanie miar jako$ci dziatania manipulatoréw do rozwigzania problemu plano-
wania optymalnej trajektorii efektora. Autorzy poszukujg takiej Sciezki w przestrzeni zadaniowej, wzdiuz
ktérej predkosé efektora bgdzie najwigksza dla najmniejszych predkosci przegubdéw. W tym celu definiowana
jest globalna miara wydajnosci predkosci

m— min{(rv)i, (Tv)s) (Tv)f}, 2.27)

gdzie
Ty = : 2.28
C V(I Ty o
u,, jest wektorem jednostkowym wyznaczonym wzdluz unormowanego wektora predkosci efektora &,,, J,
- unormowang macierzg Jacobiego oraz ¢ = 1,...,k — 2. 4, s oraz f oznaczajg kolejno i-ty, poczatkowy
i koficowy punkt trajektorii.
Oczywiscie, przy optymalizacji istnieje mozliwo$¢ konstruowania wielokryterialnych funkcji celu, zbudo-
wanych z kilku miar jakoci robotéw [80].
Wybér miary jakosci zalezy od zadania wykonywanego przez manipulator. Lokalne miary jakosci moga
by¢ wykorzystywane do rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki. Stosuje si¢ je gtéwnie w przypadku
manipulatoréw redundantnych (p > 7), kiedy odwrotne zadanie kinematyki posiada nieskoriczenie wiele
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rozwigzan, a odpowiednia miara jakosSci pozwala wybra¢ najlepsze z nich. Wystarczy zauwazyé, ze
poniewaz macierz J# (x) spetnia réwnanie

J(2)J* (z) =1y,

zatem prawdziwa jest zalezno$¢
J(z)(l, — J#(z)J(z)) = 0. (2.29)

Z powyzszego wynika, ze odwzorowanie
v (I = J#(2)J(2))y, (230)

jest projekcja przestrzeni RP na przestrzefi zerowa KerJ(z) jakobianu analitycznego. Zatem, do prawej
strony réwnania (2.29) mozemy dodaé¢ dowolny wektor nalezacy do KerJ(z), stanowiacy obraz pewnego
wektora v € RP przez odwzorowanie (2.30). W efekcie otrzymujemy algorytm jakobianu pseudoodwrotnego
z projekcjq

& = —yJ#(z)(k(z) — ya) + (Ip — J#(2)J (2))v, (2.31)

ktéry znajduje polozenie przegubéw manipulatora x odpowiadajgce zadanemu potozeniu efektora yq
(zakladamy, ze podczas realizacji zadania manipulator nie jest wprowadzany w konfiguracje osobliwe).
Aby uzyskad trajektori¢ zapewniajaca duzg manipulowalnos¢, wektor v pojawiajacy si¢ w réwnaniu (2.31)
wybieramy w postaci @
om(z
v=p oz

gdzie B > 0. Zapewnia to ruch w kierunku prowadzacym od osobliwosci. Wedlug Baillieula [4], rolg
wektora v moze réwniez spetnia¢ gradient ekscentrycznosci (2.7).

Lokalne miary stuzg réwniez do wyznaczenia optymalnego punktu pracy w przestrzeni zadaniowej, punktu
w ktérym mégtby sie pézniej znaleZé przedmiot podlegajacy obrébce manipulatora [32]. Ponadto wyko-
rzystuje si¢ je do sterowania ramieniem manipulatora w taki sposéb, by jego konfiguracja byta optymalna
(na przyktad daleka od osobliwej) dla zadanego potozenia efektora [32]. Miary jakosci pomagajg réwniez
utrzymywaé przeguby w obrgbie ich ograniczed mechanicznych [35], [48]. Za pomocy wspdiczynnika
uwarunkowania mozna zaprojektowaé geometri¢ manipulatora zapewniajaca jego prace w konfiguracji
izotropowe;.

, (2.32)
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klasyczne

Manipulatorem mobilnym nazywa si¢ uktad robotyczny ztozony z platformy mobilnej i umieszczonego na
niej manipulatora stacjonarnego wyposazonego w efektor. Ze wzgledu na typ kinematyki platformy oraz
manipulatora poktadowego, wyrézniamy 4 klasy manipulatoréw mobilnych [62]:

— (h,h): holonomiczna platforma i holonomiczny manipulator;

— (h,nh): holonomiczna platforma i nieholonomiczny manipulator;

— (nh,h): nieholonomiczna platforma i holonomiczny manipulator;

— (nh,nh): nieholonomiczna platforma i nieholonomiczny manipulator.

W tym rozdziale zaprezentujemy tradycyjne podejscie do modelowania i definiowania miar jako$ci mani-
pulatoréw mobilnych. Dla ustalenia uwagi zajmiemy si¢ najbardziej typowa klasa (nh,h). Nasze rozwazania
oprzemy na pracach po§wigconych jednoczesnemu modelowaniu manipulatoréw mobilnych oraz konstru-
owaniu ich miar jakoéci. W pierwszym rzedzie oméwimy metodologi¢ zaproponowang przez: B. Bayle’a,
J.-Y. Forqueta, M. Renauda i G. Foulona ([20], [6], [7]). Nastepnie przedstawimy podejscie Y. Yamamoto,
S. Fukudy i Y. Yuna ([69], [70], [68]), a na zakoficzenie przeanalizujemy metode J. F. Gardnera i S. A.
Velinsky’ego [21]. Przedstawione rekonstrukcje wykorzystuja wspétrzedne konfiguracyjne i zadaniowe.

3.1. B. Bayle, J.-Y. Forquet, M. Renaud i G. Foulon

Rozwazmy manipulator mobilny sktadajacy si¢ z kotowej platformy mobilnej oraz umieszczonego na niej
manipulatora stacjonarnego. Niech wektory

T = (Imaxp)

zawierajgce wspélrzgdne uogélnione manipulatora zr, € Rkm oraz platformy z, € R*», tworzg przestrzeti
konfiguracyjng manipulatora mobilnego z € RP, p = km, +kp. Zatézmy, ze pofozenie i orientacj¢ platformy
mobilnej okresla wektor ¢ € R™, a wektor y € R" definiuje polozenie i orientacj¢ efektora. Przestrzenie
R™ i R™ nazywaja si¢ odpowiednio przestrzenig zadaniows platformy i manipulatora mobilnego.

Model kinematyki manipulatora mobilnego

k:RF» x R — R", Yy = k2m;q) 3.1)

jest odwzorowaniem przestrzeni konfiguracyjnej manipulatora oraz przestrzeni zadaniowej platformy w
przestrzefi zadaniow calego ukfadu.

Model kinematyki chwilowej
= 2 (e + g (om0 32

wyraza predkosci zadaniowe manipulatora mobilnego w funkcji predkosci przegubéw manipulatora i pre-
dkosci zadaniowych platformy.
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Biorgc pod uwage ograniczenia nieholonomiczne wyznaczajgce dopuszczalne predkosci ruchu platformy,
wyliczamy predkosci platformy w przestrzeni zadaniowe;j

q = G(q)up, (3.3)
gdzie u, oznacza wektor sterowan platformy. Zdefiniujmy wektor sterowad manipulatora jako
Um = Tm. (3.4)

Uwzgledniajac zaleznosci (3.4) i (3.3), model kinematyki chwilowej zapisujemy jako

. ok Ok
¥ = W(wm, Q)Um + %(mm, 7)G(q)up, (3.5)

m

lub inaczej
y=J(zm,qu, (3.6)

przy czym u = (U, Up) € R™ oraz J(zm, q) = [ gr’fn(xm, q) g%(:cm,q)G(q) ] jest macierzg Jacobiego
o wymiarze r x m. Konfiguracj¢, w ktérej rzad macierzy J(zm, q) jest niepetny nazywamy konfiguracjg
osobliwa manipulatora. Zatozymy, ze manipulator mobilny jest redundantny (m > ).

Po zdefiniowaniu macierzy Jacobiego mozemy przejs¢ do przedstawienia miar jako$ci manipulatoréw
mobilnych. Dla danej konfiguracji (zm, q) elipsoida manipulowalno$ci charakteryzuje zbiér predkosei y w
przestrzeni zadaniowej, dla ktérych ||g||= 1. Elipsoidg manipulowalnosci definiujemy jako

w = {9 €R" | 9T (I (@m, 9)IT (zm,q)) "'y = 1}. (3.7)

Manipulowalnos¢ definiuje si¢ wzorem

wy = 1/det(J (@m, )7 (@m, ) = 010201, (33)

przy czym o1 > 0 > ... > 0y to tzw. wartosci osobliwe macierzy J(zm,q). Nietrudno zauwazy¢, ze
manipulowalno¢ opisuje objeto$¢ elipsoidy manipulowalnosci.

Wspdtezynnik uwarunkowania, miare pozwalajgcg okresli¢ odlegtos¢ konfiguracji manipulatora mobilnego
od osobliwosci, zapisujemy wzorem

o1
w3 = —.
Or

(3.9)

Autorzy wprowadzaja réwniez ekscentrycznos¢ elipsoidy, miarg opisujaca ksztalt elipsoidy manipulowalnosct,
Wy = - —. (3.10)

Ekscentrycznos¢ elipsoidy zostala zastosowana do rozwigzania problemu planowania ruchu manipulatora
mobilnego w przestrzeni zadaniowej (operacyjnej) [7].

3.2. Y.Yamamoto, Y. Yun i S. Fukuda

Rozwazmy manipulator mobilny klasy (nh,h) ztozony z manipulatora stacjonarnego zamontowanego na
platformie mobilnej, z umieszczonym w jego chwytaku obiektem manipulacji. Zaktadajac, ze manipulator
posiada p stopni swobody, wspéirzgdne uogélnione manipulatora zapisujemy w postaci wektora z =
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(z1...2p) € RP, natomiast wspdlrzedne platformy za pomocg wektora ¢ = (q1...qn) € R™ Ruch
platformy podlega [ < n ograniczeniom nieholonomicznym danym zalezno$cig

A(q)¢ = 0. (3.11)

Zaktadamy, ze wspétrzedne efektora y = k(z, ¢). Réwnania ruchu manipulatora mobilnego, uwzgledniajace
jego dynamike oraz interakcje manipulatora z platformg mobilng zapisujemy w postaci uktadu [70]

{ QM + C™ 4+ GM™ = 7™ — Ry — JTh

QPG+ CP = Br? — AT\, — RP. (3.12)

Macierze Q™, C™ i G™ oznaczaja odpowiednio p X p-wymiarowa podmacierz macierzy inercji, p-wy-
miarowy wektor sit Coriolisa oraz p-wymiarowy wektor grawitacji manipulatora. Wektor C™ zalezy od
predkosci platformy ¢, natomiast wektor G™ moze zaleze¢ od jej konfiguraciji g (jesli platforma porusza si¢
po niepoziomej powierzchni). Wektor 7™ jest p-wymiarowym wektorem sit i momentéw sit dzialajacych
w przegubach manipulatora poktadowego, J oznacza macierz Jacobiego manipulatora, h jest wektorem
sit zewnetrznych dziatajacych na efektor manipulatora, R, jest p X n-wymiarowg podmacierza macierzy
inercji zalezng od z i g, QP oznacza n X n-wymiarowa macierz inercji platformy, CP - wektor sit Coriolisa
platformy, 7P - m-wymiarowy (m = n—I[) wektor sit i moment6w sit sterujgcych, dziatajgcych na platforme,
Ap € R! - wektor mnoznikéw Lagrange’a i wreszcie RP - podmacierz macierzy inercji, zalezng od z i q.
B jest macierzg sterowari platformy.
Niech G(q) spetnia réwnanie

A(q)G(q) = 0. (3.13)

Z (3.11) i (3.13) wynika, Ze istnieje m-wymiarowy wektor 7, taki ze
¢ =G(g)n, (3.14)

a zatem .
i =G(g)n+ G(g)n. (3.15)

Wykorzystujac réwnania (3.14) i (3.15) oraz mnozac drugie réwnanie uktadu (3.12) przez G T, otrzymujemy
GT(QPGTH + QPG + CP) = GTBP — GTRFi. (3.16)
Podstawiajac wzér (3.15) do pierwszego réwnania zaleznosci (3.12) dostajemy
Q™% +C™ +G™ = 7™ — R,Gn — RyGiy — JTh. (3.17)
W efekcie, otrzymujemy nastepujace réwnania ruchu przedstawione w formie macierzowej

P{=¢+Qr—JTh, (3.18)

([ _ [ GTQPG GTRP _[GTB 0
=(1) r=[%% ] o= [T 4]

-GTQPGn-GTCP\ (TP
—C™—G™—R,Gn )’ \ ™)

gdzie

£
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W kolejnym kroku rozwazamy ruch obiektu umieszczonego w chwytaku manipulatora. Niech h, oznacza
s-wymiarowy wektor sitl i momentéw zewnetrznych dziatajacych na Srodek masy obiektu manipulacji,

zwigzany z wektorem h zaleznoscig
ho = Wh, (3.19)

zawierajaca nieosobliwg kwadratowa macierz W rozmiaru s X s.
Bazujac na dualnosci miedzy sitami a predkoSciami, wynikajacej z zasady pracy wirtualnej, mozna
pokazaé, ze

v=WTu,, (3.20)

gdzie v, jest s-wymiarowym wektorem predkosci Srodka masy obiektu, natomiast v jest wektorem predkosci
efektora. Rézniczkujac réwnanie (3.20) po czasie dostajemy réwnanie na przyspieszenie

a=WTa, + WTvo, (3.21)

przy czym a, jest s-wymiarowym wektorem przyspieszenia obiektu. Réwnania ruchu obiektu mozemy
zapisa¢ za pomocg nastgpujacej zaleznosci

Moao + ¢o + go = ho, (3.22)

przy czym M,, ¢, 1 go oznaczaja odpowiednio macierz inercji obiektu, wektor sit Coriolisa i wektor sit
grawitacji dziatajacych na obiekt.

Bazujac na réwnaniach ruchu manipulatora, platformy (3.18) i obiektu (3.22) definiuje si¢ kinematyczng
oraz dynamiczng elipsoide zadaniowq.

Niech ~
(=Y,
oznacza wektor znormalizowanych predkosci platformy i manipulatora, gdzie
Y=diag{ Y1, Y2, ..., Ymip }
1
Y, = - s8= 1y s u M
T]imaa:
oraz
. 1
Ym+i=-‘ i=1...,p,
tmazx
oznaczmy przez -
J=J¥1

znormalizowang macierz Jacobiego manipulatora mobilnego, J(q,z) = [ g—g(q, z)G(q) %(q, x) ]
Rozwazmy sfere jednostkowg znormalizowanych predkosci platformy i manipulatora

— _T._
{¢1¢¢=1} (3.23)
Réwnanie (3.23) jest transformowane w kinematyczng elipsoide zadaniowg w przestrzeni predkosci obiektu
(o | YT )T (¥ T#0) = W T*WTu,) T (YT WTv,) = oL (YT WO T (YT W ), = 1}, (3.24)

gdzie g reprezentuje znormalizowany Jakobian pseudoodwrotny. Tak zdefiniowana kinematyczna elipsoida
zadaniowa bierze pod uwage zaréwno manipulowalno$¢ jak i lokomocje manipulatora mobilnego.
W celu wprowadzenia dynamicznej elipsoidy zadaniowej rozwazamy dynamike manipulatora mobilnego.
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Jesli zalozymy, Ze manipulator mobilny oraz obiekt nie poruszajg si¢ (( = (n,£) =0 i v, = 0), wéwczas
beda spetnione nastgpujace zaleznosci

n=0,C™=0,CP =0,c, = 0,7¢ =0, W v, = 0.

a zatem a = J¢ + J¢ redukuje sig do

a = J¢. (3.25)
Réwniez réwnania (3.18), (3.21) i (3.22) ulegng uproszczeniu
r=Q'P(-Q+ Q' h (3.26)
a=WTa, (3.27)
Moao + go = ho. (3.28)
Z (3.25) i (3.27) wynika ‘
(= J*WTa,, (3.29)
natomiast (3.19) i (3.28) dajg w efekcie
WY (M,a, + go) = h. (3.30)

Podstawiajagc (3.29) i (3.30) do (3.26), dostajemy
T=Q 1PJ*WTa, — QU+ QLITW Y (Moa, + go) =

— (QIPJ*WT + Q LITWTM,)a0 + tio = Ao + fio, (5
przy czym
A=Q 'PI*WT + Q' JTWIM,
Ho = _Q_1€ + Q-IJTW_lgm
Tak jak w przypadku kinematycznym, normalizujemy wektor momentéw wejsciowych 7
T=2T,
gdzie
Z = diag{ Zl, Z2, ey Zm+p }
1
Zi=——,i=1,...,m
Timaz
oraz 1
Z’m+‘i = T_;Z,i = 1,...,p.
Sfera jednostkowa momentéw sterujacych
Flefr=1} (3.32)
jest transformowana w dynamiczng elipsoide zadaniowq w przestrzeni przyspieszeri obiektu
T+ T | T
{ao | aTK Aa, + 207X 7, + 52T, = 1}, (3.33)

gdzie A = ZA, natomiast &, = Z .

Dynamiczna elipsoida zadaniowa uwzglgdnia wktad manipulowalnogci i lokomocji manipulatora mobilnego
w zadanie wykonywane przez efektor. Ksztalt obu elipsoid zadaniowych odzwierciedla ograniczenia
nalozone na predkosci platformy.
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3.3. J. F. Gardner i S. A. Velinsky

W dalszym ciagu rozwazamy manipulator mobilny klasy (nh,h). Niech z = (z1,z2,...,z)) € RP oznacza
wektor zmiennych uogélnionych manipulatora. Kinematyke manipulatora mobilnego opisuje odwzorowanie

y = k(z,p), (3.34)
y € R", a wektor nawigacji p € R® opisuje wspétrzedne potozenia i orientacji platformy mobilnej
p = (Pz, Py, Pz, 0z, 0y, 02). (3.35)

Pochodna wektora nawigacji p definiuje predkosci platformy mobilnej. Pr¢dkos¢ efektora manipulatora
mobilnego zapisujemy w postaci zaleznosci od predkosci manipulatora oraz platformy

g 2B oo o o3 336
y=5.\%:p)z sz,pp- (3.36)

W celu potaczenia kinematyki i sterowania platformy mobilnej oraz manipulatora, nalezy odnies¢ wektor
nawigacji p jest wyrazony przez funkcje sterujgce platformy

p=G(p)u, (3.37)

przy czym postaé macierzy G(p) wynika z ograniczefi nieholonomicznych natozonych na ruch platformy,
natomiast u € R™ jest wektorem sterowan platformy. Podobnie jak w podrozdziale 3.2 zatozono, ze
ograniczenia nieholonomiczne dotycza polozenia i orientacji platformy. Podstawiajac (3.37) do (3.36)
otrzymujemy nastepujgcy model rézniczkowy kinematyki manipulatora mobilnego

. &

i=| §@p) %@mG@](u>. (338)
Elipsoida manipulowalnosci odwzorowuje sfere predkosci jednostkowych z przestrzeni konfiguracyjnej w
przestrzefi zadaniow manipulatora mobilnego. Aby uwzglednic fakt, ze poszczeg6lne nape¢dy manipulatora
mobilnego z reguly charakteryzujg sig réznymi predko$ciami maksymalnymi, nalezy znormalizowa¢ wektor

predkosci )
Z =
(£)=a(%) 5
gdzie
Q= diag{wlmaz: yW2mazy e ’w(p-}-m)qu }7 (3'40)
dla

Wimaez =Ii:imw dla i= 1,2,...,p
W(pti)mas = Yimez dl@ 1=1,2,...,m.

Przeskalowany wektor predkosci (:ﬁ,ﬁ) przyjmuje wartosci z przedziatu [—1;1]. Podstawiajac (3.39) do
(3.38) oraz uwzgledniajgc maksymalne predkosci ruchu manipulatora i platformy otrzymujemy nowy model
kinematyki ukiadu

) . (3.41)

Wykorzystujac powyzszy model kinematyki, definiuje si¢ w naturalny sposéb elipsoide manipulowalnosci
manipulatora mobilnego

2 &

i=[ B Benew o(f)=7(

u

{@a) |97y = @0)T ()T I#@E,a) = @07 ()7 @) =1} (342)
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3.4. Ograniczenie podejscia tradycyjnego

Ostatnie trzy podrozdzialy pozwalaja w nastgpujacy sposéb podsumowaé dominujgce w literaturze, tra-
dycyjne podejscie do miar jakoSci manipulatoréw mobilnych. Zalézmy, ze kinematyka platformy oraz
potozenie i orientacja efektora manipulatora umieszczonego na platformie sg dane w postaci uktadu
sterowania z funkcja wyjscia

¢ =G(q)u, y = k(g, z), (3.43)

przy czym wektory ¢ € R", z € RP, y € R", u € R™ reprezentujg odpowiednio wspétrzedne platformy,
polozenie przegubéw manipulatora, potozenie i orientacje efektora oraz sterowania platformy mobilne;.
Po zrézniczkowaniu funkcji wyjscia y dostaniemy

i= 2+ P = Fanow Een]( ), G4
gdzie
J(g,z) = [ &(q,7)G(q) %(a,2) ] (3.45)

jest macierza Jacobiego rozmiaru r X (m + p). Przy takich zalozeniach, odpowiednikiem macierzy mani-
pulowalnosci (2.6), stanowigcej punkt wyjsciowy do konstruowania miar jakoSci robotéw, bedzie macierz

T T
Mlg.0) = J0.277@2) = 2o ) 00 + 5@ 200 05 ) o). G0

Przy definiowaniu miar jakoSci zar6wno manipulatoréw stacjonarnych, jak i mobilnych, konieczne jest
odréznienie konfiguracji osobliwych i nieosobliwych robota. W przypadku tradycyjnym konfiguracje ma-
nipulatora mobilnego bgdg nieosobliwe, gdy wymiar wektora y nie przekroczy sumy wymiaréw wektoréw
ziu (r < m+p). W przeciwnym razie rzad macierzy J (¢, =) bedzie niepetny, a co za tym idzie, wszystkie
konfiguracje (g,z) manipulatora mobilnego stang si¢ osobliwe. Z powyzszego wynika, ze przy podejsciu
tradycyjnym nie uda si¢ skonstruowac miar jako$ci w przypadku, gdy np. w sktad manipulatora mobilnego
bedzie wchodzita wylacznie platforma mobilna, lub gdy manipulator zamontowany na platformie nie bedzie
posiadal wystarczajacej liczby stopni swobody. Rozwazmy prosty przyklad tzw. podnosnika mobilnego.
Sklada sie on z platformy typu monocykl i umieszczonego na niej manipulatora o jednym stopniu swobody,
petnigcego rolg podnosnika (poruszajacego sie wzdluz osi pionowej). Model kinematyki podnosnika ma
postac

d1 = u1C0s g3

go=wursings y=(q1,92,2). (3.47)

s = uz,
Analiza tego modelu pokazuje, Ze macierz (3.46) jest zawsze osobliwa, a zatem w ramach podejscia
tradycyjnego zdefiniowanie jakichkolwiek miar jakosci jest niemozliwe. Z drugiej strony mozna pokazac, ze
po zastosowaniu odpowiednich sterowari (u1, uz, z), podnosnik mobilny jest w stanie osiagnac kazdy punkt
w przestrzeni R®, skad wynika, ze jakos§¢ jego dziatania moze by¢ zadowalajaca. Metoda endogenicznej
przestrzeni konfiguracyjnej, ktéra zaprezentujemy w nastgpnym rozdziale pozwala wyznaczy¢ miary jako$ci
w kazdym przypadku, gdy uklad jest sterowalny. Fundamentalnym dla metody przestrzeni endogenicznej
jest pojecie konfiguracji endogenicznej, sktadajacej sie z funkcji sterujgcych platformy i manipulatora
poktadowego. Celem niniejszej rozprawy jest pokazanie, ze metoda endogenicznej przetrzeni konfigura-
cyjnej pozwala zdefiniowaé kinematyczne i dynamiczne miary jakosci wszelkiego typu manipulatoréw
mobilnych. Podstawowe pojgcia metody przestrzeni endogenicznej przedstawiono w pracach [63], [56],
[57], [58], [64], [59].
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W ramach metody endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej zaprezentujemy sposéb modelowania kine-
matyki manipulatoréw mobilnych klas (nh,h) oraz (nh,nh), a takze zasad¢ modelowania kinematyki oraz
dynamiki manipulatoréw mobilnych klasy (nh,h) i (nh,0). Manipulatory stacjonarne klasy (0,h), czyli
stacjonarne manipulatory holonomiczne s rozpowszechnione i szeroko omawiane w literaturze robotycznej
([18], [22], [32], [41], [66], [72]). Poniewaz manipulatory nieholonomiczne (manipulatory klasy (0,nh))
zostaly skonstruowane stosunkowo niedawno ([14], [43]), przed przejéciem do manipulatoréw mobilnych
klas (nh,h) i (nh,nh), zapoznamy Czytelnika z podstawowymi pojeciami dotyczacymi stacjonarnych ma-
nipulatoréw nieholonomicznych. Klas¢ (nh,0) manipulatoréw mobilnych bedziemy nazywa¢ robotami
mobilnymi.

4.1. Kinematyka

4.1.1. Manipulatory mobilne klasy (0,nh)

Zacznijmy od wprowadzenia zasadniczych pojec opisujacych stacjonarne manipulatory nieholonomiczne.
Zalézmy, ze dane sg wspélrzedne w przestrzeni konfiguracyjnej p € R™ i zadaniowej y € R™ manipulatora.
Wspétrzedne przegubowe p € R™ sg napedzane za pomocg m wej$¢ sterujgcych u € R™. Biorac pod
uwage niezalezne ograniczenia nicholonomiczne

A(p)p =0, (4.1)

nalozone na potozenia i predkosci przegubéw manipulatora, wprowadzamy model kinematyki manipulatora
nieholonomicznego, zapisywany w postaci bezdryfowego ukladu sterowania z funkcja wyjacia opisujaca
polozenie i orientacje efektora w funkcji potozeri przegubéw

{ p=F(p)u= 31", filp)ui
y = k(p) = (k1(p), - - -, kr(p))-

Funkcje sterujace manipulatora naleza do przestrzeni Hilberta, funkcji okre§lonych na przedziale [0,77],
calkowalnych z kwadratem w sensie Lebesgue’a u(-) € L2, [0,T)]. Sterowanie

(4.2)

u() e & = L2 [0,T) (4.3)

nalezy do endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej X manipulatora nieholonomicznego. Dobierajg odpo-
wiednio macierz wagowa R(t), R(t) = RT(¢) > 0 opisujgcg wlasnosci sterujace manipulatora, wyposazamy
endogeniczng przestrzen konfiguracyjng w iloczyn skalarny "

T
(), v()r = / WT(OR(E)v(t)dt (4.4)
0
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i definiujemy norme konfiguracji endogenicznej

T
Huﬁwé=~/uT@N%ﬂuuﬁ#- @.5)
0

Majac ustalong posturg¢ poczatkowa manipulatora nieholonomicznego po € R"™ oraz zadane sterowanie
u(-) € 2, dla kazdej chwili czasu t € [0,T] potrafimy wyznaczy¢ trajektori¢ stanu manipulatora

P(t) = ¥po,e(u())

bedaca rozwigzaniem (4.2). Wykorzystujac trajektorie stanu uktadu (4.2) definiujemy kinematyke chwilowq
manipulatora nieholonomicznego, ktéra jest odwzorowaniem wejscie - wyjscie uktadu (4.2) dla zadanego

T oraz po
i Kpor: & =R

okre§lonym zaleznoscig
yY(T) = Kpo,7(u(-)) = k(tpo,r(u("))- (4.6)

Kinematyka chwilowa, dla zadanej chwili czasu T' oraz postury poczatkowej manipulatora po, opisuje
potozenie i orientacj¢ efektora manipulatora nieholonomicznego w zaleznosci od funkcji sterujgcych
manipulatora.

Odwrotne zadanie kinematyki manipulatora nieholonomicznego polega na okresleniu, dla ustalonych (po, T")
i zadanego y € R", konfiguracji endogenicznej u(-) € 2, takiej ze

Kpo,r(u(") = v. 4.7

W celu rozwigzania tego zadania, dla ustalonej konfiguracji u(-) € £ oraz odpowiadajacej jej trajektorii
p(t), definiujemy przyblizenie liniowe ukladu (4.2)

¢ =A@ + B(t)o(t),
{n=C@Q (48)
przy czym
A(t) = 2ECE0) | B(t) = F(p(t), C(t) = 250, (49)

Jakobian analityczny manipulatora nieholonomicznego
Jpor(u()) : & — R,

transformujacy przestrzefi styczng do przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie u(-) w przestrzefi styczng
do przestrzeni zadaniowej w punkcie Kp,7(u(:)) definiuje odwzorowanie osiggalnosci wyjscia uktadu
wariacyjnego (4.8) przy (o = 0 i wyraza si¢ zaleznoScig

T
Jpor(u(-))v() = % OKpo,T(U(') + av(-)) = C(T) / (T, s)B(s)v(s)ds, (4.10)
o= 0

przy czym ¥ (t,s) oznacza macierz fundamentalng przyblizenia liniowego (4.8), spetniajacg réwnanie

Mléz’s} = A(t)¥(t,s), U(s,s)=In. 4.11)
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Konfiguracje u(-) € £ okre§lamy mianem regularnej, jesli odwzorowanie (4.10) jest suriekcjg. W prze-
ciwnym razie méwimy, ze konfiguracja jest osobliwa.
W konfiguracji regularnej u(-) € 2 réwnanie jakobianowe

Jpo, 7 (u(:))v() = x, (4.12)
posiada rozwigzanie v(-), ktére otrzymujemy poprzez minimalizacje kwadratu normy
mingy(y [|v() [k (4.13)

przy ograniczeniu (4.12). Stosujagc metod¢ mnoznikéw Lagrange’a mozna pokaza¢, ze to rozwigzanie jest
nastepujace

u(t) = (JE p(u(-)x) () = R ()BT ()Y (T, £)CT(T) M\ (u())x, (4.14)
przy czym
T
My r(u() = C(T) / U(T, s)B(s)R(s) BT (s)U7 (T, s)dsCT (T) @.15)

0
jest macierzq manipulowalnosci kinematycznej manipulatora nieholonomicznego. Warto doda¢, ze konfi-
guracja endogeniczna u(-) € & jest regularna, wtedy i tylko wtedy, gdy rankMp, r(u(-)) = r.

4.1.2. Manipulatory mobilne klasy (nh,h)

Rozwazmy manipulator mobilny zlozony z nieholonomicznej platformy mobilnej opisywanej wspéirze-
dnymi uogélnionymi ¢ € R™ oraz umieszczonego na niej stacjonarnego manipulatora opisywanego wspéi-
rzednymi z € RP. Zaktadamy, ze ruch platformy podlega | < n niezaleznym ograniczeniom fazowym w
formie Pfaffa

A(q)¢ =0, (4.16)
przy czym A(q) jest analityczng macierzg ograniczefi o rozmiarze | X n, pelnego rzedu rankA(q) = I.
Zaktadamy, ze ograniczenia (4.16) sa nicholonomiczne. Nieholonomiczne ograniczenia fazowe wyznaczaja
dopuszczalne predkosci ruchu platformy. W kazdym punkcie g € R™ predkosci te s3 opisane przy pomocy
bezdryfowego ukladu sterowania

§=Glgu=>_ algu 4.17)
=1

reprezentujgcego kinematyke platformy. Pola wektorowe g1(q), - . ., gm(q), m = n—I rozpinaja dystrybucje
KerA(q).

Niech y € R" oznacza polozenie i orientacje efektora w zewnetrznym ukladzie wspétrzednych. Przestrzen
R™ wyposazong w iloczyn skalarny
<y1,v2 >o=yi Quo, (4.18)

przy czym Q = OT > 0, bedziemy nazywaé przestrzenia zadaniowa manipulatora mobilnego. Potozenie i
orientacja efektora we wspétrzednych zadaniowych zalezy od postury platformy ¢ i polozenia przegubéw
manipulatora

y = k(g,z). (4.19)
W rezultacie, bezdryfowy uklad sterowania (4.17) wraz z funkcjg wyjsScia (4.19) stanowia model matema-
tyczny kinematyki manipulatora mobilnego

{ ¢=G(gu= 31", gi(Qu

y = k(q, ). (:20)
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Zakladamy, ze funkcje sterujace u(-) ukladu (4.20) naleza do przestrzeni Hilberta L2 [0,7] funkcji
catkowalnych z kwadratem w sensie Lebesgue’a na przedziale [0,77] i przyjmujacych wartosci w R™.
Poniewaz na poziomie kinematyki potozenie przegubéw jest zmienng sterowang, w uktadzie (4.20) wektor
z € RP nalezy dotaczy¢ do wektora sterowad. Zatem para (u(-),z) tworzy kinematyczng endogeniczng
przestrzen konfiguracyjng & manipulatora mobilnego

(u(-),z) € Z = L% [0,T] x R?, @21)

bedacg przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

T
((u1(-)yz1)(ua("), z2))rw = /u{(t)R(t)w(t)dt-FIlTsz (4.22)
0
oraz nOI‘mQ
T
WO, D= [ T OROu(E): + 5T Wea. “23)
0

Macierze R(t) i W sa macierzami wagowymi spetniajacymi wiasnosci R(t) = RT > Qoraz W = W7T > 0.
Zalézmy, ze dla kazdej postury poczatkowej platformy go € R™ i kazdego sterowania u(-) € L2 [0, T]
istnieje trajektoria

q(t) = ¢go,e(u("))

zdefiniowana dla kazdej chwili czasu t € [0,T]. Odwzorowanie osiggalno$ci wyjécia uktadu (4.20)
Kor:Z =R

okreslone zaleznoScia

Y(T) = Kogo,r(u(), 2) = k(pgo,r(u()), ) (4.24)
nazywa sie kinematykq chwilowg manipulatora mobilnego [64]. Kinematyka K, 7 opisuje polozenie
i orientacje efektora manipulatora mobilnego w chwili 7', przy ustalonej posturze poczatkowej go platformy.
Dla ustalonego (qo,7") i przy zadanym y € R”™ odwrotne zadanie kinematyki manipulatora mobilnego
polega na okresleniu konfiguracji (u(-),z) = &, takiej ze

Koo r(u(:),z) = 9. (4.25)

Dla danej konfiguracji (u(-),z) € £ oraz odpowiadajacej jej trajektorii g(t), definiujemy uktad wariacyjny,
bedacy przyblizeniem liniowym ukltadu (4.20) wzdhuz (u(t), z, q(t)):

€ = A(t)¢ + B(t)
{ ¢ =C(t,z)é + D(t,z)w, (4.26)

przy czym
5]
A(r) = 2D, B(5) = Gg(t),
C(t,z) = Qk_@g(gﬂ D(t, ) = 2at)z)

T

(4.27)

definiuja odpowiednie macierze ukladu (4.26). Jakobian analityczny

Jpr(u(-);z) : L = R
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jest transformacjq liniowg przestrzeni stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie (u(-),z) w
przestrzeri styczng do zadaniowej w punkcie K, 7(u(-), z), zdefiniowang za pomocg pochodnej

Jgo,7(u(-), ) (v(:), w) = ;i% la=0 Kgo,7(ul(-) + av(-),z + aw). (4.28)

W wyniku rézniczkowania otrzymujemy nastgpujaca posta¢ jakobianu analitycznego

T
Jgo,r(u(-), z)(v(), w) = C’(T,m)/@(T,s)B(s)’u(s)ds + D(T, z)w, (4.29)
0

reprezentujgcego odwzorowanie osiggalno$ci wyjScia przyblizenia liniowego (4.26) przy £o = 0. Macierz
®(t,s) jest macierza fundamentalng ukladu (4.26) spelniajacg réwnanie

92bs) = A(t)®(t,s), @(s,s)=1In - (4.30)
Réwnanie jakobianowe
Jgo, 7 (u(-), z)(v(-), w) = n, 4.31)

posiada rozwigzanie (v(-),w), ktére otrzymujemy z minimalizacji kwadratu normy

|
minz [|(v(), w)llRw (432)

przy ograniczeniu (4.31). Wprowadzajac pojecie jakobianu pseudoodwrotnego

JE pw(),z) R > & (4.33)
zdefiniowanego wyrazeniem
BT (t)®T(T,t)CT(T
Ut = | T OTEITED T o .2, @34

otrzymujemy konfiguracj¢ endogeniczng

w

( u(t) ) = (7% 2w 2)n)(2) 435)

rozwiazujacg réwnanie jakobianowe (4.31). Macierz Dy, 7(u(-), ), bgdaca odpowiednikiem macierzy
manipulowalnosci (2.6), nazywamy macierzq zrecznosci kinematycznej manipulatora mobilnego. W kon-
figuracji (u(-),z) € &

Dyo,r(u(’),z) = D(T, )W ' D(T, z) + C(T, 2) Mgy, (u(-))CT (T, z). (4.36)

W skiad macierzy zrecznosci kinematycznej wchodzi macierz mobilnosci kinematycznej platformy, zdefi-

niowana wzorem .

Mar(u()) = [ 8(T,5)B6)R™(6) BT (5)87 (T, 5)ds. (437)
0

Macierz zrecznosci kinematycznej jest odpowiednikiem macierzy Grama sterowalno$ci wyjscia przyblizenia
liniowego (4.26), natomiast macierz mobilnosci kinematycznej odpowiada macierzy Grama sterowalnosci
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w przestrzeni stanu. Warto zauwazy¢, ze gdy liczba ograniczen fazowych rosnie | = n, a wiec gdy
manipulator mobilny traci zdolno$¢ ruchu i staje si¢ zwyktym manipulatorem (k(q, z) = k(zx)), wéwczas
macierz zrecznosci kinematycznej pokrywa si¢ ze znana macierzq manipulowalnosci (2.6). Podobnie, w
przypadku gdy manipulator mobilny skiada si¢ wytacznie z platformy mobilnej (k(g,z) = k(q)), macierz
zrecznosci kinematycznej przechodzi w macierz mobilnosci kinematycznej (4.37).

Konfiguracje (u(-),z) € 2 okreslamy mianem regularnej, jesli odwzorowanie Jg, 7(u(-), z) jest suriekcja
(Jgor(u(:),2)Z = R"). Oznacza to, ze macierz zrgcznosci kinematycznej jest petnego rzedu (detD 7
(u(-),z) # 0). W przeciwnym razie konfiguracja (u(-),z) € 2 jest osobliwa.

4.1.3. Manipulatory mobilne klasy (nh,nh)

Manipulatory te s takze okre§lane mianem manipulatoréw podwdjnie nieholonomicznych. W ich skfad
wchodzi zaréwno nieholonomiczna platforma opisywana m; wspdtrzednymi uogdlnionymi ¢ € R™ na-
pedzana m; sterowaniami u! € R™!, jak réwniez niecholonomiczny manipulator o ny wspélrzednych
przegubowych p € R napedzany my wejSciami sterujacymi u? € R™2. Zastosowaniu metody endogeni-
cznej przestrzeni konfiguracyjnej do tej klasy manipulatoréw mobilnych jest po§wigcona praca [62].
Niech y € R" oznacza przestrzefi zadaniowa wyposazong w iloczyn skalarny

< y1,92 >0= Y Qua, (4.38)

gdzie @ = QT > 0. Biorac pod uwage ograniczenia nieholonomiczne natozone zaréwno na platforme,
jak i manipulator poktadowy, model kinematyki manipulatora podwéjnie nieholonomicznego zapisujemy
w postaci pary bezdryfowych ukladéw sterowania ze wspélng funkcjg wyjscia, wyrazajacg zaleznos¢
polozenia i orientacji efektora od wspéirzednych uogélnionych platformy i manipulatora

i =G(qu! = Y gi(q)u]

p=F(p)u® = Y12 fi(p)u? (4.39)
y = k(q,p) = (k1(q,p),- .., kr(q, D))

Funkcje sterujace platformy oraz manipulatora naleza do produktu dwoéch przestrzeni funkcji okreslonych
na przedziale [0, 7] catkowalnych z kwadratem w sensie Lebesgue’a

ul() € L2, [0,T), () e LZ,[0,T].

Poprzez analogie do manipulatoréw klasy (nh,h), definiujemy kinematyczng endogeniczng przestrzer kon-
figuracyjng % manipulatoréw podwdjnie nieholonomicznych

(ul(),u?(")) € & = L% [0,T] x L2, [0,T7. (4.40)

Po odpowiednim doborze m; x m; macierzy wagowych R;(t), Ri(t) = RT(t) > 0, i = 1,2, odzwiercie-
dlajacych wiasnosci sterujace platformy oraz manipulatora, endogeniczna przestrzeri konfiguracyjna staje
sie przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

T

(OO NCHOREONI N /((ul)T(t)R1(t)u2(t) + (V)T (t)Ra(8)v* (t))dt. (4.41)
0
Norma konfiguracji endogenicznej
T
I (), u? (D kg, = / (T ORL (B! () + @) (£)Ra(t)u? (1))t (4.42)

0
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Majac ustalong posture poczatkowa manipulatora podwdjnie nieholonomicznego (qo,po) € R™1+12  dla
kazdej pary sterowan (u!(-),u?(:)) € £ mozemy wyznaczy¢ trajektorie stanu manipulatora mobilnego

(2(8),p() = (Pgo,t (1 (), ot (w? (), € [0,T).

Kinematyke chwilowg manipulatora podwdjnie nieholonomicznego
KgopoT: ' — R",

definiujemy jako odwzorowanie wejscie - wyjscie uktadu (4.39)

Y(T) = Ko po,r(u' (), 4%()) = k(g0 (' (), thpo, 7 (w*(1)). (4.43)

w chwili 7.
Odwrotne zadanie kinematyki manipulatora podwéjnie nieholonomicznego polega na okreleniu, dla usta-
lonych (go, po, T) i zadanego yq € R”, konfiguracji endogenicznej (u'(-),u*(-)) = £, takiej ze

Kgopor (1! (), () = ya- (4.44)
W celu rozwiazania wyzej postawionego zadania definiujemy liniowe przyblizenie ukfadu (4.39) wzdtuz
par sterowanie - trajektoria (u!(-),q(t)), (u?(),p(t)),
€= A1()E+ Bi(t)' (0),
¢ = As(t)¢ + Ba(t)v?(t), (4.45)
n = C1(t)¢ + Ca(t)¢,

przy czym

8(G(q(®))ul (¢
Aq(t) = LEUDEO) - 1) = G(a(t)),
Ag(t) = Q(F—(”M, By(t) = F(p(2)), 4.46)
Ci (t) (é) P(t)) : s (t) _ Bk(q(at;;p(t)) .

Jakobian analityczny manipulatora podwéjnie nieholonomicznego Jgq,p,7(u (),u2(-)) : Z — R,
transformujacy przestrzeri styczng do przestrzeni konﬁguracyjnej w punkcie (u!l(-),u?(:)) w przestrzen
styczng do przestrzeni zadaniowej w punkcie K gg po,7(u 1(.),u%(-)), definiuje odwzorowanie osiggalnosci
wyjécia uktadu wariacyjnego (4.45) przy (é0,Co0) = 0 i wyraza si¢ zaleznoScig

Taopor (U (), 82 (N@ (), v2() = 45| omo Kaopor(u () +av?(),u*() + av?()) =
=Ci(T fo ®(T,s)B1(s)vt(s)ds + Co(T fo (T, s)Ba(s)v?(s)ds,

(4.47)

przy czym ®(t, s) oraz U (t, s) s3 macierzami fundamentalnymi przyblizenia liniowego (4.45), spetniajgcymi
réwnania D8(ts) _
S
ot A(t)@(ta S), (I)(S,S) = Inu
ML) — A)T(t,5), U(s,5) = In,. (4.48)

Konfiguracje (ul(-),u?(-)) € Z nazywamy regularng, jesli odwzorowanie (4.47) jest suriekcja, W prze-
ciwnym razie mamy do czynienia z konfiguracjg osobliwa.
Dla zadanego punktu x € R” z przestrzeni zadaniowej okreslamy réwnanie jakobianowe

Jgopo @ (), u ()@ (),2%()) = x, (4.49)
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ktére w konfiguracji regularnej (ul(-),u?(-)) € % posiada rozwigzanie (v!(-),v%(-)), uzyskiwane za
posrednictwem minimalizacji kwadratu normy

ming g2y 1(01C), 02 () &R, (4.50)

przy ograniczeniu (4.49). Rozwigzaniem jest para (v!(t),v?(t))

1
( 5252 ) (T3 o (@ (), w2 (Nx)(E) =
R (t) BT (£)®T(T,t)CT(T) | — (4.51)
N { Ry (1) B ()7 (T, 6)CT(T) ]Dqﬁpmul(-),u?( )X,

gdzie

DQO,PO,T(ul (s u? ()=

= C1(T) My r(wd (-)CF(T) + Ca(T) [T U(T, 5) Ba(s)R5 ™ (s) BY (s) U7 (T, 5)dsC (T)

4.52
oznacza macierz zrecznosci kinematycznej manipulatora podwdéjnie nieholonomicznego. Druga czgs§é p(rawej)'
strony réwnania definiuje macierz manipulowalnoéci poktadowego manipulatora nieholonomicznego (por.
4.15). Warto dodaé, ze konfiguracja endogeniczna (ul(-),u?(-)) € 2 jest regularna wtedy i tylko wtedy,
gdy rzad macierzy Dygq po,r(ul(+),u?(-)) wynosi 7. W sktad macierzy zrecznosci kinematycznej wehodzi
macierz mobilnosci kinematycznej platformy nieholonomicznej, ktéra w konfiguracji u'(-) wyraza sie
wzorem

T
M () = / (T, 5)B1(s)R7(s)BT ()87 (T, s)ds. 4.53)
0

Jesli manipulator mobilny sktada si¢ wylacznie z platformy mobilnej, wéwczas Dgq po 7(ul(+), u2("))
przechodzi w Mg, 7(u!(+)).

4.2. Dynamika

4.2.1. Manipulatory mobilne klasy (nh,h)

W tym podrozdziale, przez analogie do macierzy zrgczno$ci kinematycznej zdefiniowanej dla manipula-
toréw mobilnych, wyprowadzimy odpowiednie pojecie dynamiczne uwzgledniajace nie tylko kinematyke,
lecz takze dynamike platformy mobilnej i manipulatora poktadowego.

Rozwazamy manipulator mobilny, w skiad ktérego wchodzi platforma mobilna o wspétrzednych uogélnio-
nych ¢ € R™ oraz manipulator poktadowy opisany wspélrzgdnymi przegubowymi p € R™2. Zat6zmy, ze
platforma podlega [ < m; niezaleznym ograniczeniom fazowym w formie Pfaffa

A(q)g =0. (4.54)

Kinematyke platformy reprezentujemy za pomocg bezdryfowego ukfadu sterowania

= Zgz-(q)m, (4.55)
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przy czym m; = ni — I, A(q)G(q) = 0, natomiast n € R™ jest wektorem zmiennych pomocniczych
majacych sens predkosci. Model dynamiki manipulatora mobilnego wyprowadzimy, na podstawie zasady
Lagrange’a - d’Alemberta, wychodzac od ukladu réwnar

aen) () +Ccaman () +oan=san( L)+ (), wso

gdzie Q(q, p) oznacza macierz inercji, C(q, p, ¢, p) jest wektorem sit i momentéw Coriolisa i odsrodkowych,
D(q, p) - wektorem grawitacji, B(q,p) - macierza sterowan. F'(q) oznacza sity (momenty) wiezéw nieho-
lonomicznych. Wektory u € R™ i v € R™? sg sterowaniami platformy i manipulatora. Majg one sens sit
i momentéw sil.

Po zastosowaniu redukcji nieholonomicznej wspéirzednych ¢ € R™2 i po uwzglednieniu funkcji wyjscia
opisujacej wspéirzedne manipulatora mobilnego w przestrzeni zadaniowej otrzymujemy afiniczny uktad
sterowania opisujgcy kinematyke i dynamike¢ manipulatora mobilnego

q¢=Gla)n
p=m
( Z ) = P(g,p,n,m) + R(g,p)u 2
y = k(q,p),
przy czym
P(g,p,n,1I) =

-([¢7 5. ]of8 R ) CLE 5 (el8 oS 2 ) (R)-[3 5 ]

ran=([& 5,15 0TS 5

Funkcje sterujace u(-) = (u(:),v(-)) uktadu (4.57), majace sens sit i momentéw, stanowia dynamiczng
konfiguracje endogeniczng manipulatora mobilnego. Naleza one do przestrzeni Hilberta u(-) € 2 =

L2, 1,0, z iloczynem skalarnym
T
W) v( e = / o (OR(EV(E)dt (4.58)
0
oraz normg
T
luOTE= [T @R (4.59)
0

Macierz R(t) jest macierza wagowa, spelniajaca wlasnosci R(t) = RT(t) > 0.

Przestrzeri 2 nazywamy dynamiczng endogeniczng przetrzeniq konfiguracyjng manipulatora mobilnego.
Niech z = (¢,p,n,7) € RMT™*22, Zaté7my, ze dla kazdego stanu poczatkowego zo i kazdego
sterowania u(-) istnieje trajektoria

z(t) = Pa,t(u(-)) = (q(2), p(t), n(2), 7(t))
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zdefiniowana dla kazdej chwili czasu ¢t € [0, 7). Wowczas, przez analogi¢ do pojecia kinematyki chwilowej,
mozemy wyprowadzié¢ pojgcie dynamicznego odwzorowania zadaniowego

Ko : Z - R, I(Io.T(u(')) = k(qu,T(U(‘)),pIO,T(U(‘))), (4.60)

ktére dla ustalonego stanu poczatkowego o oraz zadanej chwili 7" opisuje polozenie i orientacje efektora
manipulatora mobilnego w przestrzeni zadaniowej w zalezno$ci od funkcji sterujacych u(-).
Dynamiczny jakobian zadaniowy definiujemy jako

Jzor(u(-))v() = % la=0 Kzo,1(u(-) + av(-)). (4.61)

Aby obliczyé jakobian zadaniowy dla danej konfiguracji u(-) € £~ oraz odpowiadajgcej jej trajektorii z(t),
definiujemy uktad wariacyjny
£=AM)E+ B(t)v, n=C(), (4.62)

zwiazany z (4.57) i bedacy liniowym, nieautonomicznym ukladem sterowania, przy czym

(G
( (qgg)‘fl(t)) 0 G(q(t)) 0
Alt)=10 0 0 § ,
d(P(q,pn,m)+R(gp)u(t)) 8P(q,p,mm)+R(g,p)u(t)) OP(q,p,n7m) IP(q,p,m,m)
dq op on o
0
B(t) = | 0 L0 = [ 3.2, Ga®.p0) |.

R(q(t),p(t))

Wobec postaci ukladéw (4.57) i (4.62), dynamiczny Jakobian zadaniowy bedacy odwzorowaniem osiggalnosci
wyjécia przyblizenia liniowego (4.73) zapiszemy jako

T

TayzWONC) = CT) [ (T8 BN, (4.63)

0

gdzie ®(t,s) jest macierza fundamentalng uktadu wariacyjnego (4.62), spelniajacg réwnanie rézniczkowe

8%
gS) A(t)@(t,s), Q(S,S)z ni+mi+2ny

Na zakoriczenie zdefiniujemy dynamiczng macierz zrecznosci manipulatora mobilnego
T
Dyor(u()) = C(T) / ®(T,s)B(s)R™'(s)BT (s)@T (T, s)ds CT(T). (4.64)
0

Dynamiczng konfiguracj¢ endogeniczng u(-) € 2 okre§lamy mianem regularnej, jezeli dynamiczny
jakobian zadaniowy Jz, 7(u(:)) jest suriekcjg (det Dyor(u(+)) # 0). W przeciwnym razie konfiguracja
u(:) € & jest osobliwa.
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4.2.2. Manipulatory mobilne klasy (nh,0)

Manipulatory mobilne klasy (nh,0) stanowig szczegélny przypadek rozwazanych w poprzednim podroz-
dziale manipulatoréw mobilnych klasy (nh,h). W szczegélnosci, mamy do czynienia z manipulatorami
mobilnymi klasy (nh,0) wéwczas, gdy manipulator mobilny traci wlasnosci manipulacyjne k(q, p) = k(q)
np., gdy sklada si¢ wytacznie z platformy mobilnej. Manipulatory mobilne klasy (nh,0) nazywamy robotami
mobilnymi. W zasadzie, pojgcia charakteryzujgce klase (nh,0) mozna otrzymac przez wyspecjalizowanie
poje¢ dla klasy (nh,h), jednak ze wzgledu na znaczenie klasy (nh,0) przedstawimy niezalezne wyprowadze-
nie. W tym celu rozwazmy jeszcze raz platforme mobilng opisang wspéirzednymi uogélnionymi ¢ € R™.
Zatézmy, ze platforma podlega [ nieholonomicznym ograniczeniom Pfaffa

A(q)g = 0. (4.65)

Kinematyke platformy reprezentujemy za pomoca bezdryfowego uktadu sterowania
m
= gi(@)m, (4.66)

gdzie m = n — I, A(q)G(q) = 0, natomiast 7 € R™ jest wektorem zmiennych pomocniczych majacych
sens predkosci. Korzystajac z zasady Lagrange’a - d’Alemberta, dynamike robota mobilnego zapisujemy

W postaci
Q(q)d + C(q,d)d + D(q) = AT(g)A + B(q)u, 4.67)

gdzie A € R! jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a, Q(q) - macierzg inercji, C(q,q) - wektorem sit
i momentéw Coriolisa i odsrodkowych, D(q) - wektorem grawitacji, natomiast B(q) oznacza macierz
sterowari. Po standardowym wyeliminowaniu mnoznikéw Lagrange’a oraz uwzglednieniu funkcji wyjscia
opisujacej wspélrzedne robota mobilnego w przestrzeni zadaniowej otrzymujemy afiniczny uklad sterowa-
nia opisujacy kinematyke i dynamike robota mobilnego

q¢=G(q)n
n = P(q,n) + R(q)u , (4.68)
y = k(q)
przy czym
P(g,7) = (GT(¢)Q(a)G(a)) ' GT(a)(—=Q(q)G(q)n — C(g, G(a)n)n — D(q))

R(q) = (GT(9)Q(9)G(2))*G" (q)B(q).

Funkcje sterujgce u(-) ukladu (4.68) maja sens sil i momentéw, dlatego bedziemy je nazywac dynamiczng
konfiguracjg endogeniczng robota mobilnego. Naleza one do przestrzeni Hilberta 2 = L2[0,T] z
iloczynem skalarnym

T

/ WT(OR(E)v(t)dt (4.69)
0

0.

gdzie R(t) jest macierza wagowa, R(t) = RT(t) > 0. Norma konfiguraciji
P

lu() 2= / uT (R ()u(t)dt. (4.70)
0
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Przestrzeri 2~ okreslamy mianem dynamicznej endogenicznej przetrzeni konfiguracyjnej robota mobilnego.
Niech q(t) = ©gomo,t(u(-)) oraz n(t) = ¥ggmo,t(u(-)) oznaczajg trajektorie stanu ukiadu uzyskane po
zastosowaniu sterowania u(-) € 2. Wéwczas definiujemy pojgcie dynamicznego odwzorowania zadanio-
wego

Kaomo,T Z — R, qu,no,T(U(‘)) = k(%”qo,no,T(“(')))v “4.71)

ktére dla ustalonego stanu poczgtkowego (qo,7o) i zadanego horyzontu sterowania 7" opisuje polozenie
i orientacje robota w przestrzeni zadaniowej w zaleznoéci od funkcji sterujacych u(-).
Dynamiczny jakobian zadaniowy definiujemy jako pochodng

d

Jgomo, T (W())v(:) = Ta la=0 Kgo,mo,7(u(-) + av(-)). 4.72)

W celu obliczenia jakobianu zadaniowego, dla danej konfiguracji u(-) € £ oraz odpowiadajacych jej
trajektorii (g(t),n(t)) definiujemy ukfad wariacyjny zwigzany z (4.68)

£ = A(t)¢ + B(t)v, n=C(t)E, (4.73)

bedacy liniowym, nieautonomicznym uktadem sterowania ze zmienng stanu § € R™*™, przy czym

A(G(q(t))n(t))
Ay = | g G(q(t)
O(P(q(t ,n(t)())+R(q(t))u(t)) BP(qg),n(t))
q n

5= | Buge] = | Rt OO =[G Gt ] =[ 248, o]

Biorac pod uwage posta¢ uktadéw (4.68) i (4.73) mozna pokazaé, ze dynamiczny jakobian zadaniowy,
bedacy odwzorowaniem osiagalno$ci wyjscia przyblizenia liniowego (4.73) zainicjowanego przy §o, wyraza
sie wzorem

T
Tiao (W) = C(T) [ 1a(T,9)Ba(s)o(s)ds, @.74)
0

przy czym
@11(t,3) (I)lg(t,s):I

B(t,s) =
(t,) [‘1’21(t73) Poo(t, s)

jest macierzg fundamentalng ukfadu wariacyjnego (4.73), spelniajgcg réwnanie rézniczkowe

(L) — A()D(t,5), B(s,8) = Intm -

Dynamiczng macierz zrgcznoSci robota mobilnego definiujemy wzorem
I
Do, (U / ®19(T, s)Ba(s)R™(s) B (5)®15(T, s)ds CT (T). (4.75)
0

Konfiguracje endogeniczng u(-) € 2 nazywamy regularna, jezeli jakobian zadaniowy Jgo no 7(u(+)) jest
suriekcja, co oznacza, ze det Dgg no,7(u(-)) # 0. W przeciwnym razie konfiguracja u(-) € Z jest osobliwa.
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4.3. Endogeniczna przestrzen konfiguracyjna o ograniczonym pasmie

Konfiguracje endogeniczne manipulatoréw mobilnych definiujemy za pomocg funkcji sterujgcych platformy
oraz potozen przegubéw manipulatora. Funkcje sterujgce u(-) zaréwno platformy jak i manipulatora
nieholonomicznego naleza do przestrzeni Hilberta L2,[0,T) funkcji catkowalnych z kwadratem w sensie
Lebesgue’a, okreslonych na przedziale [0,7]. Zatem endogeniczna przestrzeri konfiguracyjna jest nieskori-
czenie wymiarowa. Na potrzeby realizacji obliczedi symulacyjnych wybieramy skoriczenie wymiarowg
reprezentacje endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. W tym celu wybieramy ortogonalng bazg w
LT[0, T), skladajaca si¢ z funkcji bazowych ¢o(t),¢1(t),. .., nastgpnie zapisujemy sterowanie u(t) w
wybranej bazie, i wreszcie obcinamy uzyskane w ten sposéb rozwinigcie pozostawiajac jedynie skoriczong
liczbe jego sktadnikéw. Uzyskana w ten sposéb reprezentacja przestrzeni konfiguracyjnej nazywana jest
reprezentacjg o ograniczonym widmie czgstotliwosci [13]

(u(t), z) — (Fs(t)c, z). (4.76)
¢ definiuje wektor wspétczynnikéw rozwinigcia
¢ = (€10,C20 -+ 1Cm0, €11, €215 - - - » Cm1, Cls; C2s5 - - -  Cms) € R+
natomiast Fi(t) jest macierza funkcji bazowych

Ft)=[ wo®)m o1(0)Im ... @s(t)Im ]. (4.77)

Z (4.76) wynika, ze i-ta sktadows funkcji sterujacych platformy mozna zapisa¢ w postaci

S
wi(t) = cij;(t). (4.78)
j=0
W szczegdlnosci funkcje sterujace u(-) mozemy zapisa¢ przy pomocy skoficzonego szeregu Fouriera
k
u(t) =co+ Z c2j—1 sin jwt + cz; cos jwt. (4.79)
j=1

Elementy szeregu nazywamy harmonicznymi, k stanowi stopief harmonicznych, w = 2% natomiast ¢ =
(co,c1,- - - ,Cok) tworzy wektor parametréw rozwinigcia (4.79), gdzie ¢; = (Cigy e g Gt 5 1 =0, 1y 0 e . 2K

Po sparametryzowaniu konfiguracji endogenicznych manipulatora mobilnego (dla manipulatoréw typu
(hh) (u(-),z) € & — (c,z) € &, dla manipulatoréw (nh,nh) (ul(-),u?(-)) € & — (c',¢*) €
% oraz dla robotéw mobilnych u(-) € & — ¢ € Z') otrzymujemy konfiguracje endogeniczne
o ograniczonym pasmie. Przestrzei £ bedziemy nazywa¢ endogeniczng przestrzenig konfiguracyjna
o ograniczonym pa$mie. Wraz ze wzrostem liczby skladnikéw w zalezno$ci (4.78), konfiguracje endo-
geniczne o ograniczonym pa$mie czgstotliwosci lepiej aproksymuja konfiguracje rzeczywiste. Dla Z
definiujemy kinematyke o ogranicznym pa$mie K, jakobian analityczny o ograniczonym pasmie J oraz
macierz zrecznosci o ograniczonym pasmie D. Pojecia te wykorzystamy przy obliczeniach miar jakosci
manipulatoréw mobilnych.
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Przyjeta w pracy metodologia opiera si¢ na zalozeniu, ze kinematyczne miary jako$ci manipulatoréw
mobilnych konstruuje si¢ analogicznie do istniejgcych, dobrze zdefiniowanych kinematycznych miar jakosci
manipulatoréw stacjonarnych, natomiast dynamiczne miary jakosci manipulatoréw mobilnych definiujemy
poprzez analogi¢ do odpowiednich kinematycznych miar jako$ci manipulatoréw mobilnych. Naturalne
jest przyjecie dla manipulatoréw mobilnych tego samego podzialu miar jakosci, co dla manipulatoréw
stacjonarnych, a zatem wyrézniamy lokalne i globalne miary jakosci manipulatoréw mobilnych. Miary
lokalne opisuja zachowanie manipulatoréw mobilnych w okreslonej konfiguracji, podczas gdy miary
globalne opisujg catkowite zachowanie manipulatoréw mobilnych. Na tej samej zasadzie rozr6zniamy
kinematyczne i dynamiczne miary jakoSci. Miary kinematyczne sg definiowane na poziomie kinematyki,
natomiast dynamiczne miary jakosci pojawiajg si¢ wéwczas, gdy w rozwazaniach uwzgledniamy dodatkowo
dynamike uktadu. Dla zachowania porzadku, w tym rozdziale najpierw wprowadzimy kinematyczne miary
jakosci dla manipulatoréw stacjonarnych klasy (0,nh), nastepnie analogiczne miary dla manipulatoréw klas
(nh,h) i (nh,nh), i na koniec zaproponujemy dynamiczne miary jako$ci dla manipulatoréw mobilnych typu
(nh,h) oraz robotéw mobilnych, czyli manipulatoréw mobilnych klasy (nh,0).

5.1. Miary kinematyczne

5.1.1. Manipulatory mobilne klasy (0,nh)

Opierajgc sie na znanych miarach jako$ci manipulatoréw holonomicznych, wprowadzimy teraz odpowiednie
miary jakosci dla stacjonarnych manipulatoréw nieholonomicznych. Zaczniemy od kinematycznej elipsoidy
manipulowalnosci, ktéra opisuje obraz jednostkowej sfery predkosci

Spo,r(u() = {v() € Z' [llv()llr= 1} (5.1

w przestrzeni stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie u(-) € 2 przez jakobian analityczny
Jpo.r(u(+)) W przestrzeni stycznej do przestrzeni zadaniowej w punkcie Kp, 7 (u(-))

Epo,7(u()) = Jpo,r(u(-)Spo,r(u()) = {x € R" | X" My 'p(u(-)x = 1}, (5:2)

przy czym My, r(u(:)) jest macierza manipulowalnosci manipulatora nieholonomicznego (4.15). Jesli
kinematyczna elipsoida manipulowalnosci przyjmuje posta¢ sfery, wszystkie kierunki ruchu w przestrzeni
zadaniowej manipulatora nieholonomicznego sg jednakowo osiggalne.

Lokalna manipulowalnos¢ kinematyczna

r

Mo, r(u(")) = \/detMpo r(u(-) = | T] Mintyg 2w (53

i=1

jest proporcjonalna do objetosci kinematycznej elipsoidy manipulowalnosci i opisuje przeniesienie nieskon-
czenie matego ruchu z przestrzeni sterowan manipulatora nieholonomicznego w jego przestrzef zadaniowa.
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Zerowa warto$¢ miary sygnalizuje wystapienie konfiguracji osobliwej manipulatora nieholonomicznego.
Odpowiednia miare globalna, czyli tzw. globalng manipulowalnosc kinematyczng konstruujemy catkujac
miare lokalng (5.3) po pewnym obszarze endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej & C %

Mo, T(Kpo,T) /mpo r(u("))du(:). (5.4)

vol

Lokalny kinematyczny wspdtczynnik uwarunkowania konfiguracji endogenicznej u(-) € 2~

AMpy 1 (u(-))

Ay, r(u()

(5.5)

opisuje ksztalt kinematycznej elipsoidy manipulowalnosci. Jesli warto$¢ miary jest minimalna (ko 7(u()) =
1), wéwczas mamy do czynienia z konfiguracja izotropowa manipulatora. W konfiguracji osobliwej warto$¢
miary jest nieskoriczona.

Globalny kinematyczny wspotczynnik uwarunkowania definiujemy za pomocy catki

Konr () = ooz [ ()l 56

T

gdzie & C Z.

Na koniec wprowadzamy kinematyczng dystorsje, miarg niesztywnoSci kinematyki manipulatora nieholono-
micznego. W rozdziale 2 zauwazyli$my, ze jesli macierze H(z) i G(k(z)) sa jednostkowe, wéwczas lokalng
dystorsje mozna zapisa¢ w postaci §ladu macierzy manipulowalnosci (2.17). Proponujemy nastgpujaca
postaé lokalnej dystorsji kinematycznej manipulatora nieholonomicznego

dpe.r(u(-) = TrDpo,r(ul-))- (5.7)
Po uSrednieniu powyzszej miary wzgledem Z € & dostajemy wzér na globalng dystorsje kinematyczng
K 1 K
Oror(Kpoi7) = 2557y | dpor(ul))du). (5-8)
T
5.1.2. Manipulatory mobilne klasy (nh,h)

Jak poprzednio kinematyczna elipsoida zrgcznosci

Sgor(u(-);z) = {(v(-),w) € Z |||(v(-), w)l|lrw= 1} (5.9)

opisuje obraz sfery jednostkowej kierunkéw ruchu w przestrzeni stycznej do konfiguracyjnej w punkcie
(u(+),z) € &, przez jakobian anlityczny Jg, 7(u(-),z), W przestrzeni stycznej do przestrzeni zadaniowej
w punkcie Kg, 7(u(-), )

Egor(u(), @) = Jgo,r(u(-),2)Sgo,r(u(),2) = {¢ € R | ("D p(u(-), 2)¢ = 1}. (5.10)

Macierz Dy, 7(u(-), z) jest macierzq zrecznosci kinematycznej zdefiniowang wzorem (4.36). Pierwiastki z

maksymalnej i minimalnej wartosci wiasnej macierzy Dg, 7(u(:), z) (4 //\qu r(u(),z) OFZ /AD_ 1(u()z))
0

wyznaczgjg, odpowiednio, diugosci najdtuzszej i najkrétszej pétosi kinematycznej elipsoidy zrecznosci. W
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konfiguracji osobliwej kinematyczna elipsoida zrgcznosci ulega splaszczeniu.
Miara objetosci kinematycznej elipsoidy zrecznosci jest lokalna zrgcznos¢ kinematyczna [61], [65]

Mago,r(u(), ) = \/detho,T(u(-),m) = H)‘i’DqO’T(u(-),a:)- (5.11)
i=1

Zreczno$¢ w konfiguracji osobliwej manipulatora mobilnego wynosi 0. Lokalna zrgcznos¢ kinematyczna
jest wiasnoécia konfiguracji endogenicznej manipulatora mobilnego, opisujaca mozliwosci ruchu efektora
manipulatora w odpowiedzi na lokalne zmiany konfiguracji endogenicznej. Z punktu widzenia teorii
sterowania, lokalna zrecznos¢ kinematyczna stanowi miare sterowalno$ci wyjscia przyblizenia liniowego
(4.26) uktadu sterowania (4.20) reprezentujacego kinematyke manipulatora mobilnego. Mozna pokazaé, ze
umieszczenie manipulatora stacjonarnego na platformie mobilnej przyczynia si¢ do wzrostu jego zrgcznosci
[57]. -

Globalna zrecznosc kinematyczna powstaje przez usrednienie lokalnej zrecznosci kinematycznej po pewnym
obszarze 2 C % przestrzeni konfiguracyjnej

My Koy 1) = —— / ) e (), (5.12)

E vol(Z)

Maksymalizacja tej miary wzgledem kinematyki chwilowej pozwala na zaprojektowanie takiego manipu-
latora mobilnego, ktérego przecigtna zreczno$¢ osiggana przy realizacji réznych zadaii jest mozliwie duza.
W przypadku, gdy w sklad manipulatora mobilnego wchodzi nieruchoma platforma, a zatem gdy u(-) =0

oraz y = k(q,z) = k(x), zachodzi réwnos¢
'qu,T(’U,(-),:E)) = M(w)a

a co za tym idzie lokalna zrecznosé kinematyczna m(u(-),x) przechodzi w manipulowalnos¢ (2.8),
natomiast globalna zrecznos¢ kinematyczna Mgy 7(Kqo 1 (+)) staje si¢ manipulowalnosciq globalng (2.13).
Podobnie, gdy manipulator mobilny skiada si¢ wylacznie z platformy mobilnej (y = k(q,z) = k(q)),
woéwczas

Dgo,r(u("), 7)) = Mgo,r(u()),
natomiast lokalna zrecznos¢ kinematyczna m(u(-),z) staje si¢ zdefiniowang w konfiguracji u(-) lokalng
mobilno$ciq kinematyczng platformy

r

mg, r(u(-)) = 1/ detMgor(u(")) = AiMgg 1 (u())> (5.13)
i=1
Globalna mobilnos¢ kinematyczna platformy powstaje z usrednienia odpowiedniej miary lokalnej
1
Tt (K) = iz [ Moo 614

po obszarze Z C Z endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej.

O ksztalcie kinematycznej elipsoidy zrgcznosci, a co za tym idzie o stopniu izotropowosci konfiguracji
manipulatora mobilnego informuje lokalny kinematyczny wspdtczynnik uwarunkowania konfiguracji endo-
genicznej, wWyrazony wzorem

(5.15)
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Minimalna warto$¢ miary k¢, 7(u(-),z) = 1 gwarantuje izotropowo$¢ konfiguracji endogenicznej mani-
pulatora mobilnego. W konfiguracji osobliwej warto$¢ miary rosnie nieograniczenie.
Globalny kinematyczny wspotczynnik uwarunkowania okre§lamy jako

Ko (K) = sz [ smr(ut).2)d(u), ), 5.16

A
gdzie Z C Z.
Z definicji wynika, ze manipulator mobilny osiaga konfiguracje izotropowsa, jezeli wszystkie wartosci
wiasne macierzy Dg, r(u(-), z) sa jednakowe. Oznacza to, ze zadanie wyznaczenia konfiguracji izotropo-
wych mozna sprowadzi¢ do nastgpujacego problemu optymalizacji

minu(.)Fr(u(~)) (5.17)

gdzie
Fr(u()) = ()\1 - /\2)2 + ()\1 — )\3)2 +...+ (/\1 - AT)2+
+(>\2 - )\3)2 +...+ ()\2 - Ar)2 + ... ()\r—l — /\r)z.
Zazwyczaj znacznie tatwiej wyliczy¢ wspéiczynniki wielomianu charakterystycznego macierzy D gy 7(u(:), z,
niz jej warto$ci wtasne. Zapiszmy wigc wielomian charakterystyczny macierzy Dy, 7(u(-),z)

w() = det(Al; — Dgo, 7(u(-))) = A"+ ar1 A" + ... + ap. (5.19)

(5.18)

Poszczegélne elementy wielomianu charakterystycznego sg funkcjami symetrycznymi warto$ci wiasnych
macierzy zrecznosci kinematycznej
Qr_1 = —TTqu,T(u(')) = —-()\1 +Xo+...+ /\,-)
Ar—g = Mo+ ..+ A A+ A1 A
. (5.20)

a0 = (=1)"detDeo 7(u(")) = (~1)" Ada.. Ar.

Korzystajac z powyzszej wiasnosci, funkcje celu (5.18) mozemy zapisa¢ jako funkcje wspéiczynnikéw
wielomianu charakterystycznego

Fr(u(:)) = (r - 1)33_1 —2ra,_s. (5.21)
Nietrudno zauwazy¢, ze dla r = 2
Fa(u(-)) = (A1 = A2)2 = A2 = 20100 + A3 = (A1 + A2)? — 4A1 X = a? — 4ay, (5.22)
adlar=3
Fa(u()) = (A1 = M)2+ (A1 = X3)? + (A — M3)? =
=A2 =20 0+ A2+ A =20 03 + A2 N - 200 + A = (5.23)

=2(M + 2N+ A2) — 2(A1 A2 + M3+ Aod3) = 2a3 — 6ay.

Na zakoriczenie przez analogi¢ do miar jako$ci zdefiniowanych dla manipulatoréw stacjonarnych, okre§limy
dystorsje manipulatoréw mobilnych klasy (nh,h). Lokalng dystorsj¢ kinematycznq definiujemy wzorem

dgo,r(u(-),z) = TrDgo,r(u(’), z), (5.24)
Globalna dystorsja kinematyczna powstaje z usrednienia odpowiedniej miary lokalnej
1
K
O rKnor) = iz [ i arul), 2)d(u() ). (529
DA

Jest to miara niesztywnos$ci kinematyki.
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5.1.3. Manipulatory mobilne klasy (nh,nh)

W niniejszym podrozdziale zdefiniujemy miary jakosci dla manipulatoréw mobilnych klasy (nh,nh). W
zwigzku z tym, Ze ich interpretacja jest taka sama jak dla manipulatoréw klasy (nh,h), ograniczymy sie
do ich wymienienia.

Kinematyczng elipsoide zrecznosci manipulatoréw podwdjnie nieholonomicznych definiujemy jako obraz
sfery jednostkowej kierunkéw ruchu

Saowe (U (),u?()) = {(v'(),0*()) € Z (' (), v*(DlIriro= 1} (5.26)

w przestrzeni stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej w konfiguracji (u!(-),u%(-)) € Z przez jakobian
analityczny Jyq po(ul (-), u?(+)) w przestrzeni stycznej do przestrzeni zadaniowej w punkcie

Kgopo,r(u' (), u%()),

Ego,po, (6! (-), 42 (4)) = Jao,0,7 (U (1), 42 (1)) S o o7 (u (+),u2()) =

= {x € R | X" Dg o (0 (), w()x = 1} 520)

Lokalna zrecznos¢ kinematyczna [62]

T

mqo,po,T(ul(')’uz(')) - \/detho,Po,T(u1<')’“2(')) = H’\mqo,po,T(ul(-),u%))’ (5.28)
i=1

jest miarg objetosci Eqq po, T, ktéra opisuje transmisj¢ nieskoriczenie matego ruchu z przestrzeni endoge-
nicznej manipulatora podwdéjnie nieholonomicznego do jego przestrzeni zadaniowe;.
Globalng zrecznos¢ kinematyczng

oot Kpguir) = =7z [ Mg (W02l (0020, 529)

vol(Z) J

powstaje przez usrednienie po obszarze xcX.
Lokalna mobilnos¢ kinematyczna platformy w konfiguracji

go,r(u!(7)) = 1/ detMgo r(ul(: H MM 2(at() (5.30)

Globalna mobilnos¢ kinematyczna ma posta¢ catki

imqe,T(KQD,Po,T) = ‘) /mqo,po,T(ul(‘))dul(‘)a (5.31)

vol(Z
a2

po pewnym obszarze & C & .

Wprowadzamy réwniez miary izotropowosci konfiguracji endogenicznej (u'(:),u?(")) € £  podwéjnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego, a wiec lokalny kinematyczny wspétczynnik uwarunkowania
konfiguracji endogenicznej

AD gy po (w1 (),u2(-))
Kgopo, (! (), u% (")) = /\D"°"’°'T( " “2( . (5.32)
—=lqg,po, T (U ("), u”\
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oraz globalny kinematyczny wspdtczynnik uwarunkowania

Kao,p0,7(Kgo,p0,7) = Kl(lf‘)‘/“qo,po,T(Ul(')aUQ(‘))d(Ul(')=U2(‘))- (5.33)

7
Globalna dystorsja kinematyczna, jest miarg niesztywnosci kinematyki manipulatora podwdjnie nieholo-
nomicznego,

Dgo,po7 (Kaopo.) = Uol(l—%) / dgo po. (' (), u?())d(u! (), 42 ()). (5.34)

2
Wyrazenie pod catka nosi nazwe lokalnej dystorsji kinematycznej, ktéra jest dana wzorem

A po. (U ()6 (-) = TrDyg po,r(u! (-),u*()). (5.35)

5.2. Miary dynamiczne

5.2.1. Manipulatory mobilne klasy (nh,h)

Na zakoriczenie tego rozdzialu przedstawimy miary jakosci robotéw mobilnych opisywanych réwnaniami
dynamiki. Spos6b podejscia do omawiane;j klasy robotéw zaproponowano w podrozdziale 4.2.2. Przypom-
nijmy, ze opieramy si¢ na zalozeniu, iz dynamiczne miary jakoSci manipulatoréw mobilnych definiuje sig
analogicznie do odpowiednich kinematycznych miar jakosci tych manipulatoréw.

W ten sposéb, przez analogi¢ definiujemy dynamiczng elipsoidg zrecznosci [76], ktéra jest odwzorowaniem,
przez jakobian zadaniowy, sfery jednostkowej kierunkéw ruchu

Seo,r(u() = {v(-) € 2 [IIV(-)llr= 1}, (5.36)

z przestrzeni stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie u(-) € &, w przestrzen styczna do
przestrzeni zadaniowej w punkcie Kzo 7 (u(-))

Eao1(u(-) = Jao. 0 (u())Szo,r(u()) = {x € R | X D7 1 (u(-))x = 1}, (5.37)

przy czym Dy, r(u(-)) definiuje zaleznos¢ 4.64.
Lokalna zreczno$¢ dynamiczna :

T

Mao,r(u(")) = 1/ detDzo,r(u()) = HMD%,T(U(-)), (5.38)

i=1

jest miarg objetosci elipsoidy zrecznosci dynamicznej. Opisuje ona wrazliwo$¢ efektora manipulatora
mobilnego na infinitezymalne zmiany konfiguracji endogenicznej u(-) € Z'.

Globalng zrecznos¢ dynamiczng konstruujemy usredniajagc lokalng zrgczno$¢ dynamiczng po podzbiorze
przestrzeni konfiguracyjnej

Mg 1(Koo) = i [ manr (@il (539
e

vol(

Lokalny dynamiczny wspdtczynnik uwarunkowania

Kzo,T(u(-)) = (5.40)
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jest miarg izotropowoSci dynamicznej konfiguracji endogenicznej manipulatora mobilnego. Catkujac miarg
po obszarze 2 C % otrzymujemy globalny dynamiczny wspotczynnik uwarunkowania

1

Kao1(Kao) = s | manr(ut o). 5.41)

@

Na koniec wprowadzamy globalng dystorsje dynamiczng, miarg niesztywnosci odwzorowania zadaniowego
lub tez niejednorodnosci transformacji sity i momenty napgdowe - potozenie i orientacja efektora

1
D s D
02, (o) = roirs [ 4Bz 64)
N
Powstaje ona przez usrednienie lokalnej dystorsji dynamicznej
dg, r(u() = TrDgor(u(). (5.43)

po podzbiorze & C %'

5.2.2. Manipulatory mobilne klasy (nh,0)

W podrozdziale wprowadzamy miary jako$ci manipulatoréw mobilnych klasy (nh,0). Jako pierwszg
konstruujemy dynamiczng elipsoidg zrecznosci [76], bedaca obrazem sfery jednostkowej

Sgomo.r(u()) = {v(-) € Z' [[lv()llr= 1}, (5.44)

predkosci w przestrzeni stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej w punkcie u(-) € 27, poprzez jakobian
zadaniowy, w przestrzeni stycznej do przestrzeni zadaniowej w punkcie K go no 7(u(+))

Eqoumo7(u()) = Jao.n0.7(())Sao,m0,7(u()) = {x € R" | X" Do p(u(-))x = 1} (5.45)

Podobnie definiujemy lokalng zrecznos$¢ dynamiczng [75]

T

mqeano,T(u(')) = \/detDQO,flo,T(u(')) = H)‘iqumo,T("('))’ (5.46)
i=1

bedaca miarg objetosci elipsoidy zrecznosci dynamicznej i opisujacg wrazliwo§¢ robota mobilnego na mate
zmiany konfiguracji endogenicznej u(-) € £ (opisujacej np. momenty obrotowe kot).
Odpowiednia miara globalna przyjmuje posta¢

1

‘/ZQO,WO,T(KQOWO,T) . m /mQO,no,T(u('))du(')- (5.47)

7

Informacje o ksztalcie dynamicznej elipsoidy zrgcznosci zawiera lokalny dynamiczny wspdlczynnik uwa-
runkowania

(5.48)
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Po scatkowaniu po obszarze & C 2 uzyskujemy odpowiednia miare globalng

/qu.no.T(qu,no,T) = m/"qomi(u(‘))du(‘)'

P
Miare niesztywno$ci odwzorowania zadaniowego stanowi globalna dystorsja dynamiczna

1
Dg),no,T(qu,no,T) = W/dﬁ,nom(u('))d%),

A

powstata przez usrednienie lokalnej dystorsji dynamicznej

dlI]?J,flo,T(u(’)) = TrDgq,n0,7(u("))-

(5.49)

(5.50)

(5.51)



6. Metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej
a podejscie tradycyjne

Niniejszy rozdzial ma na celu poréwnanie wynikéw uzyskanych przy zastosowaniu do rozwigzania tego
samego zadania metodg tradycyjna i metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. Zadanie bedzie
polegato na wyznaczeniu optymalnego punktu zamontowania manipulatora typu ZEBRA ZERO na plat-
formie dwukotowej. Chcemy wybraé taki punkt umieszczenia manipulatora na platformie, dla ktérego
zreczno$é w kierunku jazdy calego ukfadu bedzie najwigksza. Najpierw przedstawimy wyniki Gardnera
i Velinskiego [21], a nastepnie rozwigzemy to zadanie wykorzystujgc metodologi¢ przestrzeni endogeni-
cznej. W ten sposéb pokazemy zalety metodologii przestrzeni endogenicznej.

6.1. Podejscie tradycyjne

ZEBRA ZERO jest manipulatorem stacjonarnym o szeSciu stopniach swobody. Pierwsze trzy stopnie
swobody, odpowiedzialne za makroruchy robota, skiadajg si¢ z osi pionowej oraz dwéch poziomych osi
réwnoleglych, natomiast ostatnie trzy stopnie swobody tworza nadgarstek manipulatora. W rozwazaniach
uwzglednimy jedynie trzy pierwsze stopnie swobody. Kinematyka opisujaca potozenie manipulatora ZEBRA
ZERO jest dana wzorem [21]

cos z1(lg cos g + U3 cos(zg + 3))
k(z1,29,23) = | sinzi(locoszy +Il3cos(za +23)) |, (6.1)
I —lysinzg — I3 Sin((L'Q + I3)
przy czym z1,T2,T3 $3 zmiennymi przegubowymi manipulatora, natomiast l1,12,13 oznaczajg dlugosci
jego ramion. Manipulator zostal umieszczony na platformie mobilne; wyposazonej w dwa niezaleznie
napedzane kofa (rysunek 6.1). Gardner i Velinsky definiuja predkos¢ efektora manipulatora mobilnego
zgodnie ze wzorem (3.36)

T —l.sinz; —lscosz; —l3cosz;sin(zy + z3) 1
y | = | —lecoszy —lssinz; —Izsinzsin(zy + 73) To | +
z 0 -l —l3 cos(zg + z3) I3 6.2
1 0 —(dy+lesinzy) | [ Pe &)
+10 1 dy+l.cosxy Dy |
00 0 fo

przy czym [, = lycos 23 + I3 cos(z2 + x3), ls = lasinzs + l3sin(z2 + x3), natomiast d; i dy oznaczaja
wsp6trzedne punktu zamontowania manipulatora na platformie mobilnej w ukfadzie lokalnym. Ostatnia
cze§¢ wzoru (6.2) opisuje orientacje 6o oraz pofozenie na plaszczyZnie (z, y) platformy mobilnej. Zalezno$¢
(3.37) zapiszemy jako
Dy Scostly 5cosbp b
py | =| 5sin6o Esino ( J > : (6.3)
T

P I
90 2a 2a
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Rys. 6.1: Manipulator mobilny typu Zebra Zero.

gdzie 1; i 1, opisuja kat obrotu odpowiednio lewego oraz prawego kota, - promieni k6t oraz 2a - szerokos¢
platformy. Podstawiajac (6.3) do (6.2) otrzymujemy model rézniczkowy (3.38) kinematyki manipulatora
mobilnego

T —l.sin(fo +z1) —lscos(fo +z1) —l3cos(fo + z1)sin(z + z3)
= | —l.cos(fp + 1) —lssin(6o +z1) —l3sin(bp + z1)sin(z2 + z3)
0 -l —l3 cos(zg + x3)

L.

oz
I
2=(lcsin(fo + z1) + dy sin o + cos Oo(dy +a)) F=(lesin(fo + 1) + dzsin g + cosfo(dy — a)) || 22
= (l cos(fp + 1) + dy cos by — sinbo(dy + a)) ﬁ(lc cos(fo + x1) + dy cos By — sinbo(dy — a)) :i{s
0 0 U
Yr
6.4)
Uwzgledniajac jedynie dwa pierwsze wiersze macierzy Jacobiego we wzorze (6.4) (dotyczace ruchu
efektora w plaszczyznie (z,y)) oraz normalizujac wektor predkosci zgodnie ze wzorem (3.39), dostajemy
nastepujacg postaé macierzy Jacobiego

j —lesin(p + T1)wimaz —ls c08(60 + T1)wamaz —l3c0s(fo + Z1) sin(z2 + T3)wsmaz
-l COS(90 + Il)u)lmaz -l SiIl(Go + Zl)Ungaz —l3 sin(Go + IL‘1) sin(zg + :113)0.)3",0,1

(l sin(fo + 1) + dy sin 6y + cosbp(dy + a)) _”b 2z (1. sin(fp + x1) + dg sinfp + cos bp(dy — a))
=T l az (1, cos(fo + 1) + dg cos B — sinbp(dy + a)) rw’ = (l cos(fp + 1) + dz cosbp — sinby(dy — a))
(6.5)
Gardner i Velinsky wykorzystali macierz Jacobiego J w celu zdefiniowania macierzy manipulowalnosci
(2.6) oraz elipsoidy manipulowalnosci (2.10). Elipsoidg manipulowalnosci zastosowali do wyznaczenia
optymalnych wspétrzednych (dz, dy) punktu zamontowania manipulatora na platformie mobilnej. Celem
bylo uzyskanie mozliwie najwigkszej zrecznosci w kierunku poruszania si¢ manipulatora mobilnego, czyli
wzdluz osi z uktadu lokalnego. Wartosci pozostalych parametréw przyjeto tak jak w tabeli (6.1).
Rysunki (6.2)-(6.4) obrazuja zrekonstruowane wykresy elipsoid manipulowalnosci uzyskane dla réznych
punktéw zamontowania manipulatora na platformie mobilnej. Podobne wyniki zawiera praca [21]. Zadanie,
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parametr warto$é

3 0.254m

2 0.274m

I3 0.228m

r 0.127m

a 0.5m

Wimax 3.7295‘;—(1
Womaz W3maz | 6.521 T—‘;E
wlmaxa"b?maz 20947“—?

Tab. 6.1: Warto$ci parametréw manipulatra mobilnego typu ZEBRA ZERO

by manipulator mobilny byt najbardziej zrgczny wzdtuz kierunku jazdy oznacza, ze najdtuzsza of elipsoidy
manipulowalnosci powinna by¢ skierowana wzdluz osi z lokalnego uktadu wspéirzgdnych. Nietrudno
zauwazyé, ze optymalna sytuacje przedstawia rysunek (6.3a), z ktérego wynika, ze manipulator nalezy
umieéci¢ na osi kél, mozliwie najdalej od Srodka platformy.

6.2. Metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej

Rozwiazemy teraz to samo zadanie przy wykorzystaniu metody przestrzeni endogenicznej. Kinematyke
manipulatora typu ZEBRA ZERO zapisujemy w postaci uktadu sterowania

{ g1 = (u1 +ug)§cosfo, ga= (u1+uz)jsinbo (6.6)

g3 = —g5uU1 + 55U2
z funkcjg wyjscia

q1 + dg cos 0y — dy sin by + cos(zo + x1)(I2 cos zg + I3 cos(zz + z3))
y=k(g,z) = | ga+ dzsinby+ dycosfp + sin(zo + z1)(l2 cos T2 + I3 cos(za +z3)) |, (6.7
I} — lpsinzy — I3 sin(ze + x3)

opisujaca potozenie efektora w tréjwymiarowe;j przestrzeni kartezjariskiej. Wszystkie parametry przyjmuje-
my takie jak w tabeli (6.1). Dla uproszczenia zaktadamy, ze funkcje sterujace u(-) sg state oraz (u1,us) €
[-3;3], (z1,22,23) € [0;2n] i go = 0. Ze wzoru (4.29) wyliczamy jakobian analityczny Jg,,1(u("),z),
nastepnie na podstawie zaleznoci (4.36) obliczamy macierz zrgcznosci kinematycznej D g, T(u(:), T), by
w efekcie wyznaczyé optymalne wspéirzedne (dy, dy), korzystajgc ze wzoru

0= fii,l%ix wT'E’qu'T(u(-),z) (u(*), z, d, dy)d(u(')’m)a (6.8)
"y

przy czym w jest wektorem definiujgcym pozadany kierunek ruchu manipulatora mobilnego, natomiast
Upg, (u()z) - wektorem wiasnym macierzy Dy, 7(u(:),z) odpowiadajagcym jej najwickszej wartosci
wlasnej Ap, r(u()e): Formuta (6.8) opisuje dtugo§¢ rzutu wektora na zadany kierunek. Przyjmujemy,
ze =2 < dp < 2 oraz —0.5 < dyy < 0.5. Tabela (6.2) zawiera optymalne wspétrzgdne (dz,dy) za-
montowania manipulatora na platformie, uzyskane dla réznych warto$ci horyzontu sterowania T'. Okazuje
sie, ze metoda przestrzeni endogenicznej sugeruje, by manipulator umiesci¢ mozliwie najblizej lewego,
badz prawego brzegu platformy mobilnej dy = 0.5m, przy czym to, jak daleko wzgledem osi két bedzie
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Rys. 6.2: Elipsoidy manipulowalnosci manipulatora mobilnego typu ZEBRA ZERO dla: a) dy =0, dy = 0;b)
dz = 0.12m, dy = 0m ¢) d = 0.25, dy = 0; d) dy = 0.5m, dy = 0.
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’

0.25m, dy = 0.5m; d) d; = 0.5m

$ci manipulatora mobilnego typu ZEBRA ZERO dla: a) d; = 0, dy = 0.5m; b)
T

0.12m, dy =0.5m c) d

Rys. 6.3: Elipsoidy manipulowalno
dy



51

6.2. Metoda endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej

AN
e
DIV

=SS S y
S S .
AN S S—— Q

d)

<)

RO dla: a) d; = —0.5m, dy = 0.5m;

Rys. 6.4: Elipsoidy manipulowalnosci manipulatora mobilnego typu ZEBRA ZE

-2m, d,, = 0.5.

T

—-0.85m, dy = 0.5m; d) d

=0.5mc)d; =

Yy

—0.65m, d

b) d;
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wysuniety manipulator, zalezy od wartosci horyzontu sterowania T'. Dla matych wartoéci 7', przy ktérych
platforma moze wykona¢ jedynie niewielki ruch, wysuniecie manipulatora jest wigksze, natomiast wraz
ze wzrostem 7', wysuniecie manipulatora wzgledem osi két maleje do zera. Nietrudno zaobserwowac, ze
uzyskane przez nas wyniki s3 zblizone do wynikéw Gardnera i Velinskyego. W szczeg6lnosci, dla T' = 4w
rozwigzania optymalne proponowane przez obie metody pokrywaja sie. Oznacza to, ze w ramach metody
endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej potrafimy nie tylko zdefiniowa¢ miary jakoSci dla manipulatora
mobilnego, lecz takze rozwigza¢ klasyczne zadania projektowe, w sposéb efektywny (w pracy [21] w
celu rozwigzania zadania zastosowano czasochtonne metody przegladu zupelnego, my natomiast, poprzez
odpowiednie zdefiniowanie funkcji celu oraz wykorzystanie technik optymalizacyjnych, potrafimy znalez¢
rozwigzanie zadania w bardzo krétkim czasie).

horyzont sterowania wspbtrzedne (d, dy)
T=mn (dg,dy) = (£1.442m, £0.5m)
T =3r (dzydy) = (£0.927m, £0.5m)
T = 4r (dy,dy) = (£0.000m, £0.5m)

Tab. 6.2: Optymalny punkt umieszczenia manipulatra typu ZEBRA ZERO na platformie mobilnej



7. Modele manipulatoréw mobilnych poddanych badaniom
symulacyjnym

Niniejszy rozdziat zawiera modele oraz rysunki robotéw poddanych badaniom symulacyjnym.

MANIPULATOR NIEHOLONOMICZNY (0,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R
Model kinematyki tego manipulatora jest dany zaleznoscig ([14], [43])

L= U
P2 = agugsinp; . (7.1)
P3 = azug sinps cos p;

Funkcja wyjécia wyznacza polozenie i orientacje efektora w przestrzeni kartezjariskiej

Iy cosp1 + Iz cos(p1 + p2) + I3 cos(p1 + p2 + p3)
y=k(p)= | lsinp +lasin(py + p2) + l3sin(py +p2 +p3) |, (7.2)
p1+ p2 + 3

przy czym zmienne (p1,p2,p3) opisuja postur¢ manipulatora. Sterowania u 1 up oznaczajg odpowiednio
predkos¢ katowa pierwszego przegubu manipulatora oraz prgdko$¢ katowa przekiadni nieholonomiczne;j
pierwszego przegubu. Przelozenia przektadni nieholonomicznych w przegubach manipulatora wynosza a
i a3. Manipulator przyjmuje konfiguracje osobliwe dla ugy = 0.

MANIPULATOR MOBILNY (nh,h): Manipulator holonomiczny typu RTR na platformie
dwukolowej

Kinematyke manipulatora mobilnego reprezentuje bezdryfowy uklad sterowania [65]

g1 = (u1 + ug)l cos 3;(q3 — qa4)
g2 = (u1 + ug)lsin (g3 — q4)

= 2y a3)
gs = Zug

z funkcja wyjécia opisujaca potozenie efektora w uktadzie wspéirzednych kartezjariskich

q1 + dy cos 0 — dysinf + (I2 + I3 cos x3) cos(d + 1),
y=k(g,z) = | g2+ dgsinf+dycosf+ (la + l3cosz3)sin(6 + 1), |, (7.4)
T9 + l3sinzg

Postura platformy jest opisywana za pomocg zmiennych (q1, g2, g3, g4), j€j orientacja - § = 71(g3—q4). Katy
w przegubach obrotowych manipulatora oznaczamy jako (z1,z3), a potozenie przegubu translacyjnego
jako zo. Sterowania u; i us sq predkosciami katowymi két platformy. Zmienne uogélnione oraz parametry
geometryczne manipulatora mobilnego zostaty objasnione na rysunku (7.1).
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Rys. 7.1: Manipulator holonomiczny typu RTR zamontowany na platformie dwukotowe;j.

MANIPULATOR MOBILNY (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu

Kinematyke tego manipulatora mobilnego reprezentuje uktad sterowania

g1 = u1 COSq3
¢ =usings , (7.5)
43 = us

z funkcja wyjscia opisujgca wspélrzedne kartezjariskie efektora w przestrzeni zadaniowej

q1 + (I3 cos Ty + la cos(z1 + 22)) cos g3 + dcos g3
y=k(g,z)=| g2+ (licoszy +lacos(zy + z2))sings +dsings | . (7.6)
lo+lysinzy + Iy sin(z; + x2)

Rozwazany manipulator zostal przestawiony na rysunku (7.2). Postura monocykla jest opisywana wsp6i-
rzednymi uogélnionymi (g1, g2, ¢3). Manipulator, charakteryzujacy si¢ zmiennymi przegubowymi (z1,22),
zostal umieszczony na wysiegniku o dugosci o i wysunigty na odlegto$¢ d do przodu wzglgdem Srodka
platformy. Sterowanie u; jest prgdkoscia manipulatora mobilnego, natomiast us - predkoScig zmiany
orientacji platformy.

MANIPULATOR MOBILNY (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 3R na samochodzie
kinematycznym

Kinematyke manipulatora holonomicznego typu potréjne wahadio umieszczonego na samochodzie kine-
matycznym definiujemy za pomocg uktadu sterowania

g1 = lu; cos g3 cos qq
gs = luy sings cos q4
gs = u1singy

ga = U2

) (7.7)
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Rys. 7.2: Planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu.

z wyjsciem

q1 + (I3 cos z1 + lp cos(z1 + x2) + I3 cos(zy + z2 + x3)) cos g3
y=k(qg,z)=| g2+ (licoszy + lycos(zy + x2) + l3cos(z1 + z2 +x3))sings | . (7.8)
lo + lysinzy + losin(zy + z2) + I3sin(z; + z2 + 23)

Rysunek (7.3) obja$nia znaczenie wsp6trzednych (g1, 2,43, q4) samochodu oraz manipulatora o wspét-
rzednych przegubowych (z1,z2,23), umieszczonego na Srodku tylnej osi samochodu, na wysiggniku o
dhugosci lp.

Rys. 7.3: Planarny manipulator holonomiczny typu 3R zamontowany na samochodzie kinematycznym.
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MANIPULATOR MOBILNY (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 3R na platformie
dwukolowej

Kinematyke zapisujemy w postaci uktadu sterowania

g1 = (u1 + ua)lcos 5;(q3 — qa)
g2 = (w1 + u2)lsin 5;(g3 — qq)
gs = Zuy

-2
qq4 = TU2

(7.9)

z funkcjg wyjscia

q1 + dyz cos 8 — dysin @ + (I cos z1 + Iz cos(zy + z2) + I3 cos(z1 + z2 + z3)) cos g3
y=k(q,z) = | ga+dgsin®+dycosd+ (I coszy + Iy cos(xy + z2) + I3 cos(xy + z2 + z3)) sin g3
lo+ lisinzy + lasin(zy + z2) + l3sin(zy + z2 + z3)
(7.10)
Wspétrzedne platformy oraz jej parametry geometryczne objasnia rysunek (7.1). d; i dy definiujg przesu-
niecie manipulatora wzgledem $rodka platformy w kierunku odpowiednio y; i y2. Za pomoca zmiennych
(z1, 9, T3) oznaczamy polozenie katowe przegubéw manipulatora. W celu uniknigcia kolizji pomigdzy
platformg a manipulatorem, zostal on umieszczony na wysiggniku o dlugosci lo.

MANIPULATOR PODWOJNIE NIEHOLONOMICZNY (nh,nh): planarny manipulator
nicholonomiczny typu 3R na samochodzie kinematycznym

Manipulator podwdjnie nieholonomiczny sktada si¢ z nieholonomicznego manipulatora planarnego o trzech
stopniach swobody zamontowanego na samochodzie kinematycznym. Jego kinematyka jest dana za pomoca
uktadu sterowania [62]

q1 = lu% COS g3 COS g4
G2 = lul sin g3 cos ¢4
gs = u% sin gy

ga = uj

.1 o 'LL%
P2 = asu3sinp; (7.11)
p3 = agug sin py cos p1

oraz funkcji wyjscia

q1 + (li cosp1 + 2 cos(p1 + p2) + I3 cos(p1 + p2 + p3)) cos g3
y=k(g,p) = | g2+ (licospr +lacos(p1 +p2) + lzcos(p1 +p2 +p3))sings | . (7.12)
lo + Iy sinpy + la sin(p1 + p2) + I3 sin(p1 + p2 + p3)

Wspétrzedne oraz parametry geometryczne manipulatora mobilnego objasnia rysunek (7.4). Pary (ul,ud)
i (u?,u3) sa odpowiednio sterowaniami platformy i manipulatora, natomiast as i a3 - przetozeniami
przektadni nieholonomicznych przegubéw manipulatora.

MANIPULATOR PODWOJNIE NIEHOLONOMICZNY (nh,nh): planarny manipulator
nieholonomiczny typu 3R na platformie dwukolowej

Biorac pod uwage zalozenia na brak po$lizgu két platformy mobilnej, nietrudno pokazac, ze kinematyke
rozwazanego manipulatora mobilnego mozna zapisa¢ w postaci ukladu sterowania

g1 = (ul + ul)lcos 77(a3 — q4) e D

G2 = (uf +uj)lsin 5;(g3 — qa) PL=M

g3 = 2,1 D2 = azujsIinp (7.13)
31 % p3 = a;;u% sin py cos p;

Ga = D)
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Rys. 7.4: Planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R zamontowany na samochodzie kinematycznym.

z funkcja wyjécia opisujacg potozenie efektora manipulatora nieholonomicznego w przestrzeni kartezjari-
skiej:

q1 + dg cos 8 — dysin@ + (Iy cospy + Iz cos(p1 + p2) +13 cos(py + p2 + p3)) cos g3
y=k(g,p)=| ¢+ desind+dycosd+ (licosp+1ly cos(py + p2) + I3 cos(p1 + p2 + p3)) sing3
lo + 1 sinpy + la sin(py + p2) + l3sin(p1 + p2 + p3)
(7.14)
0 = (g3 — qs) oznacza orientacje platformy. Posturg platformy oraz manipulatora wyznaczaja odpo-
wiednio wspétrzedne (q1,q2,9s3,q4) oraz (pi,pe,p3). Sterowania ul, u} definiuja predkosci katowe kot
platformy, u? to predko$¢ katowa pierwszego przegubu manipulatora, a u? oznacza predkosé katowa
przektadni nicholonomicznej pierwszego przegubu. a; i as sg przetozeniami przektadni nieholonomicznych
manipulatora. Parametry geometryczne platformy zostaly objasnione na rysunku (7.1), a manipulatora -
na rysunku (7.4).

MANIPULATOR PODWOJNIE NIEHOLONOMICZNY (nh,nh): planarny manipulator
nieholonomiczny typu 3R na monocyklu

Réwnania kinematyki tego robota sa nastgpujgce [59]

q = u% cos q3 P = u%
Go=ulsings  pPa=asujsinp; . (7.15)

43 = u} P3 = azu’sinpy cospy
Funkcja wyjscia okresla potozenie efektora manipulatora w uktadzie wsp6irzednych kartezjanskich

q1 + (ly cospy + Iy cos(p1 + p2) + I3 cos(py + p2 + p3)) cos g3 + dcos g3
y=k(g,p) = | @+ (licospy +lacos(p1 + p2) + I3 cos(py +p2 + ps3))sings +dsings | . (7.16)
lo + U1 sinpy + lasin(py + p2) + I3 sin(p1 + p2 + p3)

Znaczenie wspéirzednych oraz parametréw geometrycznych platformy mobilnej robota objasniono na

rysunku (7.2). Jest ona sterowana za pomocg predkosci ruchu postepowego ul oraz predkosci zmiany
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orientacji u% Na platformie umieszczono manipulator poktadowy taki jak na rysunku (7.4). Manipulator
taczy z platforma wysiggnik o diugosci lo. Posturg manipulatora nieholonomicznego opisuja zmienne
(p1,p2,p3). Na ich warto§c wptywamy posrednio poprzez funkcje sterujgce u% u% majgce znaczenie

predkosci. Jak poprzednio, przetozenia przektadni oznaczamy symbolami a; i as.

ROBOT MOBILNY MK (nh,0)

Schemat robota MK oraz objasnienie znaczenia jego parametrow i wspdlrzednych przedstawia rysunek
(7.5). Robot MK jest wyposazony w dwa niezaleznie napedzane kofa, kazde o promieniu R i masie my,

Rys. 7.5: Robot mobilny MK.

réwnomiernie rozlozonej na obwodzie. Kota taczy o§ o dlugosci 2d i masie m,. Na osi két, w odlegtosci
¢ od niej, jest zawieszony korpus robota (zakladamy, ze jest to jednorodny walec o promieniu 7., masie
me 1 dlugosci £.). Srodek masy woézka pozostajacego w stanie spoczynku znajduje sie ponizej osi k6l
Robot wskutek wahan korpusu. Wektor ¢ = (x,y,®1,®2,) opisuje polozenie §rodkowego punktu osi
robota w ukladzie zewnetrznym, katy obrotu két oraz kat odchylenia korpusu robota od pionu. Przy
wykorzystaniu formalizmu lagranzowskiego oraz przy zatozeniu braku poslizgu két otrzymujemy model
kinematyki i dynamiki robota MK

X =gz cosf, ¥ =massing, ¢ =2m, ¢2=%m, &= fmn,
Q(a)n + C(a,m) = Bu, (7.17)
y=(x+ ({+rc)sinacos,y+ ({+r1c)sinasing, R — (£ +r;)cosa),

gdzie 6 = -2%(g02 — 1) 1 Moz = m + n2 + M3, Przy czym m;,m2 83 wyznaczone przez predkosci liniowe
w punktach styku két z podiozem, natomiast 73 jest sktadnikiem predkosci liniowej két, ktéry wynika
z wahadiowego ruchu korpusu. Funkcja wyjécia opisuje potozenie wybranego punktu korpusu robota w
zewnetrznym ukladzie wspéirzednych kartezjariskich. Poszczeglne sktadniki modelu sg nastgpujace ([28],

[76]):
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macierz bezwiadno$ci Q(a)
(mc + %mo + 8mk) d? + miR% + m, (132 sin? o + %ZZ + %rg)
(me + %mo) d* — mpR? — m, (?sin a + %82 + %rg)
(me + mo + 4my + m‘Rﬁ cosa) d?

Q ()

(me + 2mo) d® — myR? — m, (£2sin® o + 362 + 372)
(me + 3mo + 8my) d? + mpR? + mc (Esin® o + 342 + 572) (7.18)
(mc + my + 4dmy + %e cos a) d?

(mo + me + 4my + még cosa) d?
(mc+m0+4mk+ﬂR~£cosa) d? ;
(mc +mo +4mk + 2LRC€COSQ + __717%25_ (KQ -+ %T‘Z)) d2

wektor momentéw sit Coriolisa, od$rodkowych, tarcia lepkiego oraz sit grawitacji

—melsina (2ny +13) (N2 — M) —

2 . 20 a3
2mel” sin o cos ams (n2 — M) — Zebpinen? + 4d k1,
Clam) melsina (2m +m3) (n2 — m) + o
a7 = . i I L
1 _J_2mR22 sinacosans (M2 —m) — "’cdjff‘““ng + 4%:5 212 ( )

. 5 .
—mﬁﬁi‘—"— (n2 —m)? (R + £cosa) — mﬁ;‘i—smang—i—
2
—g—mcRed sin

i macierz sterowarn

10
B="-|01|. (7.20)
00

DESKOROLKA (nh,0)

Schemat rozwazanego robota przedstawia rysunek (7.6). Deskorolka sktada si¢ z deski o masie m i dlugosci
2l wyposazonej w dwie pary kol oraz umieszczonego na niej rotora. Wektor g = (x,y,0,¢,%) opisuje
odpowiednio potozenie (x,y) i orientacje @ deski w zewnetrznym uklfadzie odniesienia, kat skretu két ¢
wzgledem deski i kat obrotu rotora ¢ wzgledem deski. Dla uproszczenia przyjgto, ze katy skretu kot
przednich i tylnych maja te samg warto$¢. Po uwzglednieniu ograniczefi nieholonomicznych, za pomocg
formalizmu lagranzowskiego uzyskano nastgpujacy model kinematyki i dynamiki deskorolki (1451, [46])

x =mlcos@cosp, y=mnisinfcosa, 9=—nlsin¢, giS:ng, 11}:"73,
Q(¢)7 + C(¢,m) = Bu, (7.21)
y = (x+lcosf,y+lsinh),

gdzie J, Jr i Jy, definiuja odpowiednio bezwladnosé deski, rotora i két, symbole u; i uy oznaczajg
odpowiednio moment skrecajacy kierownicy i moment sterujacy rotora, natomiast kolejno: macierz bez-
wladnosci Q(¢), wektor moment6w sit Coriolisa, od§rodkowych, tarcia lepkiego oraz sit grawitacji C(¢,m)
i macierz sterowan B sg okre§lone wzorami

J+J,+2Jy 0 —Jrsing 0
—Jrsing 0 s —Jy cos ¢mim2
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Rys. 7.6: Deskorolka.

(7.23)

o9}
Il
o = o
—-o o

W modelu zatozono dodatkowo, ze ml? = J + J, + 2Jy,.



8. Wyznaczenie kinematycznych miar jakosci
manipulatoréw mobilnych

8.1. Zrecznosc

8.1.1. Manipulator typu (0,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R

Kinematyka rozwazanego manipulatora zostata opisana réwnaniami (7.1) i (7.2).

OPTYMALNA KONFIGURACJA

Zadanie optymalizacji konfiguracji polega na doborze funkcji sterujacych (konfiguracji endogenicznej
u (), ua(+)), a co za tym idzie wartosci katéw przegubéw manipulatora (p1,p2,p3), W taki sposéb, by
maksymalizowaé lokalng manipulowalno§¢ - kinematyczng miare jakosci dana zaleznosScia (5.3). W celu
rozwigzania tego zadania ustalamy wartoSci przeozen przektadni az = a3 = 0.1, parametry geometryczne
l; = ly = I3 = 0.2 oraz postur¢ poczatkowg manipulatora poktadowego po = (30°,30°,30°). W tabeli (8.1)
zostaly zebrane wyniki symulacji przeprowadzonych dla statej wartosci horyzontu czasowego sterowania
T = , przy funkcjach sterujacych statych (2 = 1,2; 7 = 0) i zawierajacych odpowiednio pierwsze
G=1,2,7=0,1,2) idrugie (i =1,2; j =0, 1,2,3,4) harmoniczne (przez c;; oznaczamy parametry
rozwiniecia (4.79)).

ograniczenia optymalna konfiguracja
lei|< 3 {c10, c20} = {0.4867, 3}
’L'~= 1,2,j =0 {pl,pz,pg} = {1170,780,370}
X = R? g 1(c) = 1.46 x 10~
|Cz_7|_§ 3 {Clo, C11,C12,C20,C21, 622} = {1.6182, —1.8824, 2.8023, 3, 3, —3}
i~= 1,2,§=0,1,2 {p1,p2,p3} = {320°,83°,30°}
X =RS e, r(C) = 2.26 % 104
|C"|< 3 {610,611,612, 613,014} = {1.7244, —1.9073,0.7196, —1.8155, —0.6314}
; Y 1.2.5=0,1,2,3,4 {coo, co1, €22, €23, 24} = {3,3,-3,3, -3}
F=pO {p1,p2,ps} = {330°,86°,48°}
e, (c) = 3.30 % 104

Tab. 8.1: Optymalne konfiguracje manipulatora mobilnego typu (0,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny 3R.

Na rysunkach (8.1), (8.2) i (8.3) pokazano kolejne przejécia manipulatora nieholonomicznego z konfiguracji
poczatkowych (pogrubiona linia przerywana) do zrecznych (pogrubiona linia ciggla) oraz odpowiadajgce
konfiguracjom zrecznym elipsoidy manipulowalnosci obliczone wedtug wzoru (5.2). Warto zwréci¢ uwage
na fakt, ze w konfiguracji zrecznej kat ps jest bliski wartosci 90°, co oznacza, ze konfiguracja manipulatora
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nieholonomicznego jest daleka od osobliwej. Symulacje przeprowadzone dla statych funkcji sterujacych
oraz réznych wartoSci parametru T' dowodza, ze sterowanie up zawsze wybierane jest z dolnego lub
gérnego ograniczenia. Mozna takze zauwazy¢, ze zreczna konfiguracja manipulatora nieholonomicznego
jest zupetnie inna niz konfiguracja zrgczna odpowiedniego manipulatora holonomicznego, w ktérej = jest
dowolne, o = 315°, a 3 = 295°.

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o 0.1 0.2

Rys. 8.1: Optymalna konfiguracja oraz elipsoida manipulowalnosci planarnego manipulatora nieholonomicznego
typu 3R. X = R2. Wspéiczynnik uwarunkowania Rpo,r(c) = 26922.800, wartoéci wlasne \ My, r(C) =

{0.430765, 0.003157, 0.000025}, dystorsja dp, 7(c) = 0.434.

0 8.0

-0.2

Rys. 8.2: Optymalna konfiguracja oraz elipsoida manipulowalnosci planarnego manipulatora nieholonomicznego
typu 3R. X = RS. Wspéiczynnik uwarunkowania &p, 7(c) = 38495.700, wartosci wlasne A My, (C) =

{0.461948,0.009135, 0.000012}, dystorsja dp, (c) = 0.471.

8.1.2. Manipulator typu (nh,h): manipulator holonomiczny typu RTR na platformie
dwukotowej

Rozpatrujemy manipulator mobilny przedstawiony na rysunku (7.1) i opisany réwnaniami (7.3), (7.4).

OPTYMALNA KONFIGURACJA

Dla ustalonych wartosci parametréw geometrycznych [ = Iy = 1, [3 = 2, 7 = 0.5, zadanych wspéirzednych
punktu zamontowania manipulatora na platformie (d, d,) = (1,0), zadanej postury poczatkowej platformy
g0 = (0,0,45°,45°) oraz horyzontu czasowego 1" = m, wybieramy zmienne przegubowe manipulatora
(z1, 2, z3) oraz kolejno state funkcje sterujace platformy (¢ = 1, 2; j = 0), zawierajace pierwsze ( = 1,2;
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0.4

0.2

8.0

-0.2

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Rys. 8.3: Optymalna_ konfiguracja oraz elipsoida manipulowalnosci planarnego manipulatora nieholonomicznego
typu 3R. X = R0, Wspétczynnik uwarunkowania Ropo,7(c) = 9480.550, wartosci whasne Apr, - (c) =

{0.360261,0.007928,0.000038}, dystorsja dp, () = 0.368.

j=0,1,2) i drugie (i = 1,2; j = 0,1,2,3,4) harmoniczne, tak by maksymalizowa¢ lokalng zrgcznos¢
kinematyczna (5.11). Ograniczenia natozone na konfiguracje dopuszczalne sg nastgpujace: =1, 3 € [0, 27,
Ty € [0, Zamaz), |ij|< 3. Uzyskane w ten sposéb konfiguracje optymalne zostaly zamieszczone w tabeli
(8.2). Przez ¢ oznaczamy energi¢ robota zuzyta na osiggni¢cie konfiguracji optymalnej. Okazuje sig, ze
warto$¢ jednego ze sterowari jest zawsze wybierana z ograniczenia.

Rysunki (8.4) - (8.6) przedstawiaja odpowiednie konfiguracje optymalne manipulatora mobilnego (jego

ograniczenia optymalna konfiguracja (c, z)
i=1.2 {c10, 20, z1, 23} = {(2.39, 3.00, 5.69, 0.00), (3.00, 2.39,0.59,0.00) }
_ =,O ’ Mg,,r(C, ) = 460.63
J € = 46.22
{610, C11,C12, 620,621,622,$1,9«'3} =
i—1.9 e {(3.00,—1.38,—2.39,3.00,—3,00,—3.00,5.93,0.00),
i=0 ’1 ’2 (3.00,—3.00, —3.00, 3.00, —1.38, —2.39, 0.36, 0.00)}
b= Mgo,r(c, ) = 669.89
e =96.79
{c10, c11, C12, €13, C14, €20, €21, C22, C23, €24, T1, T3} =
i—12 ={(3.00,-1.10, —3.00, —3.00,1.63, 3.00, —3.00, —3.00, —3.00, 3.00, 0.19, 0.00),
i=01 ’2 ’3 4 (3.00, —3.00, —3.00, —3.00, 3.00, 3.00, -1.10, —-3.00, —3.00, 1.63,6.09,0.00) }
da Mo, r(C; T) = 954.76
€ = 14745

Tab. 8.2: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR na
platformie dwukotowej.

potozenie koricowe, jak réwniez trajektorie platformy i efektora wraz z odpowiadajacymi im elipsoidami
zrecznosci kinematycznej). W konfiguracji optymalnej rami¢ manipulatora jest wysuniete maksymalnie do
przodu, a sam robot moze poruszaé si¢ w jednym z dwéch dopuszczalnych kierunkéw. Ksztalt elipsoid
zrecznosci kinematycznej dowodzi, ze wraz z dodawaniem do funkcji sterujgcych kolejnych harmonicznych,
wzrasta anizotropowo§¢ konfiguracji zrgcznych rozwazanego manipulatora mobilnego.

Wyniki zamieszczone w tabeli (8.3) wskazuja, ze dla przypadku statych sterowan (u1,u2), istnieje pewna
graniczna warto$¢ horyzontu czasowego sterowania (T" = 1), po przekroczeniu ktérej manifestacja optymal-
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Rys. 8.4: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR
na platformie dwukolowej (pogrubiona linia oznacza trajektori¢ platformy) oraz elipsoide zrecznosci
(j = 0). Wspélczynnik uwarunkowania Rg,r(c,z) = 145.11, wartosci wlasne Ap, ,(c,z) =
{728.46,58.22,5.02}, dystorsja dg, 7(c, z) = 791.70.

Rys. 8.5: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR
na platformie dwukofowej (pogrubiona linia oznacza trajektori¢ platformy) oraz elipsoide zrgcznosci
(j = 0,1,2). Wspélczynnik uwarunkowania Rg, r(c,z) = 214.31, wartosci wlasne Ap, r(c,z) =
{1075.84,83.36, 5.02}, dystorsja dg,,1(c, ) = 1164.22.
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Rys. 8.6: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR
na platformie dwukofowej (pogrubiona linia oznacza trajektori¢ platformy) oraz elipsoide zrecznosci
(j = 0,1,2,3,4). Wspélczynnik uwarunkowania Rg,,7(c, z) = 244.45, wartosci wiasne Ap, . (c,z) =
{1227.10, 148.60, 5.03}, dystorsja dgo.1(c, ) = 1380.72.

nej konfiguracji endogenicznej manipulatora mobilnego zmienia si¢ z jazdy po prostej w ruch po okregu.
Ponadto okazuje sie, ze konfiguracja osobliwa potréjnego wahadta (z3 = 0), po jego zamontowaniu na
platformie mobilnej, przestaje by¢ konfiguracja osobliwa, a staje si¢ jego konfiguracja zreczng. Szczeg6towe
symulacje potwierdzajg, ze wyniki uzyskane przy réznych ograniczeniach nalozonych na funkcje sterujace
(u1(+), u2(+)) maja podobny charakter.

ograniczenia optymalna konfiguracja (c, x)

s {c10, 20, 71,73} = {(3.00,3.00, 1.41, 0.00), (3.00, 3.00, 4.87, 0.00) }
Mgo,7(C, z) = 10.85

T—1 {c10, 20, 71,23} = {(3.00, 3.00, 1.45, 0.00), (3.00, 3.00,4.83,0.00) }
Mg, r(C, ) = 51.57

1 {c10, 20, 71,73} = {(3.00,2.90, 1.41, 0.00), (2.90, 3.00, 4.87, 0.00)}
Mg,7(C, ) = 97.40

T—9 {10, c20, 21,23} = {(3.00,2.48,1.05, 0.00), (2.48, 3.00, 5.23, 0.00) }
Mg 1(C, ) = 165.74

Tab. 8.3: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR na
platformie dwukotowej (j = 0).

OPTYMALNA GEOMETRIA

W kolejnym kroku rozwiazemy przykiadowe zadanie projektowania optymalnej geometrii rozwazanego
manipulatora mobilnego. W tym celu bgdziemy poszukiwa¢ wspétrzednych (dy, dy) punktu zamontowa-
nia manipulatora RTR na platformie dwukotowej i dtugosci ramion manipulatora (l9,[3), tak by maksy-
malizowaé globalng zreczno$é kinematyczna (5.12). Zadanie to rozwigzemy dla ustalonych pozostatych
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parametréw geometrycznych [ = 1, r = 0.5, zadanej postury poczatkowej platformy go = (0,0, 45°,45°)
i horyzontu czasowego sterowania 1" = 7 oraz ograniczonych (|c;;|< 1) funkcji sterujacych zawierajacych
pierwsze harmoniczne ( = 1,2; j = 0,1,2). Wyniki otrzymane dla réznych ograniczeri nalozonych na
zmienne decyzyjne (d,dy, l2,[3), zawiera tabela (8.4).

BEraniczenia optymalna geometria global zrecznos¢
la+13 =28,
12207l3207 12=0’l3:8’ - B
-1 S d‘z S 1’ (dl’dy) = {(—'1,—3),(—1,3),(1,—3),(1,3)} %QO’T(K‘JO’T) - 18141
-3<d, <3
lo + 13 =8,
122071320’ l2-—013—87 = B
—1<d: <1, (de,dy) = {(1,-6),(—1,-6)} Mao,1(Kgo,r) = 276.89
-6 <d, <3
l2 + l3 = 8a
l2 20,03 20, la=0,l3=8, 7 -
-05<d; <1, (dey dy) = {(1,-3), (1,3)} My 7 (Kgo 1) = 181.41
-3<dy <3.
0< l2 < 57
OSISS'?), 12—513—3 -1 _
1A <1, | (davdy) = {(-1,-9),(~1,3), (1,-3), (1,8)} | Peor(Kawr)=6699
-3 <dy <3.

Tab. 8.4: Optymalna geometria manipulatora mobilnego typu (nh,h) - manipulator holonomiczny typu RTR na
platformie dwukotowe;j.

Jak sie okazuje, optymalny punkt umieszczenia manipulatora na platformie lezy zawsze w wierzchotkach
platformy, czyli w miejscach najbardziej oddalonych od jej Srodka. Przy réwno$ciowym ograniczeniu
natozonym na catkowitg dtugo$¢ ramion manipulatora, optymalna geometria wymaga, by dtugo$¢ ramienia
I3 byta maksymalna (co odpowiada optymalnej geometrii manipulatora stacjonarnego typu RTR). Szczeg6-
towe wyniki optymalizacji geometrii planarnego manipulatora holonomicznego typu 2R zamontowanego
na monocyklu zawiera praca [74].

8.1.3. Manipulator typu (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 3R na samochodzie
kinematycznym

Kinematyke rozpatrywanego manipulatora mobilnego opisujg réwnania (7.7), (7.8).

OPTYMALNA KONFIGURACJA

Podobnie jak poprzednio, ustalamy parametry geometryczne manipulatora: [ = 1, I} = [y = I3 = 0.2,
lo = 1 i posture poczatkowa platformy mobilnej go = (0,0,0,0). Poszukiwaé bgdziemy stalych (i =
1,2,7 = 0) i ograniczonych (|c; ;|< 3) funkcji sterujacych (u(-), ua(-)) oraz ograniczonych zmiennych
przegubowych ((z1,z2,z3) € [0,27]), ktére maksymalizujg lokalng zrgcznos$é kinematyczng. Rezultaty
obliczen zamieszczono w tabeli (8.5).

Rysunek (8.7) przedstawia konfiguracje optymalng manipulatora (trajektori¢ platformy oraz postur¢ mani-
pulatora mobilnego) oraz odpowiadajaca jej elipsoide zrecznosci kinematycznej, uzyskane dla horyzontu
czasowego T' = m. Wyniki wskazuja, ze w konfiguracji optymalnej manipulator jest wysuniety maksymalnie
w kierunku poruszania sie platformy mobilnej (taka postura manipulatora 3R odpowiada jego konfiguracji
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ograniczenia optymalna konfiguracja (c, z)

{c10, ca0} = {3, £0.144}
{1,923, 04} = {5.935,4.550,120°, 25°}
{$1’$2ax3} = {0°,0°,O°}
ThQpro.T(c,l') = 127.056
{c10,¢c20} = {3,£0.019}

(91,92, 93, g4} = {14.534,14.825,147°,10°}
{z1,72,23} = {0°,0°,0°}
MMgo,po,T(C, T) = 24652
{c10, 20} = {3,+0.007}

{q1,q2, 43,94} = {23.498,24.821,150°,6°}
{z1, 22,23} = {0°,0°,0°}
Mgo,po,T(C, T) = 304430

Tab. 8.5: Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu
3R na samochodzie kinematycznym

osobliwej). W miare dodawania do funkcji sterujgcych samochodu coraz wyzszych harmonicznych, rosnie
anizotropowo§¢ uzyskanych konfiguracji.

8.1.4. Manipulator typu (nh,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R na
samochodzie kinematycznym

Rozwazmy manipulator mobilny réznigcy si¢ od poprzedniego typem manipulatora poktadowego (nh)
(rysunek 7.4). Jego kinematyke definiujg zaleznodei (7.11) 1 (7.12).

OPTYMALNA KONFIGURACJA

Parametry geometryczne, postur¢ poczatkowa samochodu oraz ograniczenia na funkcje sterujgce samochodu
ustalamy jak poprzednio: I = 1, lp = 1, I = Iy = I3 = 0.2, o = (0,0,0,0), |cf] |< 3. Dodatkowo
przyjmujemy warto$ci wspétczynnikéw as = a3 = 0.1 oraz posturg poczjtkows manipulatora pg =
(30°,30°,30°). Pod uwage bierzemy state funkcje sterujace (k = 1,2;¢ = 1,2;j = 0) oraz funkcje
zawierajace pierwsze harmoniczne (k = 1,2;i = 1,2,5 = 0,1,2). Rezultaty odpowiednich badarn
zawiera tabela (8.6). Zmienne €, €, oraz &, oznaczajg odpowiednio energi¢ catkowitg (¢) zuzyta na
osiagniecie danej konfiguracji zrgcznej, sktadajacg si¢ z energii platformy (g,) oraz energii manipulatora
() nieholonomicznego. Okazuje si¢, ze optymalna konfiguracja samochodu przypomina konfiguracjg
optymalng uzyskang we wcze$niejszym paragrafie (patrz tab. (8.5) i (8.6)), z ta jednak réznica, ze teraz
platforma mobilna porusza si¢ w przeciwnym kierunku. Dopiero dla T' = 57 optymalne trajektorie obu
manipulatoréw mobilnych pokrywaja si¢. Energia wykorzystana na osiagnigcie konfiguracji zrgcznej w
przypadku statych sterowari jest rozfozona réwnomiernie pomigdzy platforme, a manipulator, natomiast
dodanie pierwszych harmonicznych przyczynia si¢ do wzrostu zuzycia energii manipulatora.

Rysunki (8.8) i (8.9) obrazuja konfiguracje zreczne (trajektorig samochodu kinematycznego oraz posturg
koficowa manipulatora) wraz z odpowiadajacymi im elipsoidami zrgcznodei kinematycznej, uzyskane
dla horyzontu czasowego T' = 7. Anizotropowos§¢ konfiguracji ro$nie wraz z dodawaniem do funkcji
sterujacych harmonicznych. Warto zauwazy¢, ze po zamontowaniu stacjonarnego manipulatora nieholono-
micznego na platformie mobilnej, jego konfiguracja osobliwa staje si¢ jedng z konfiguracji zrgcznych.
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Rys. 8.7: a) Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu
3R na samochodzie kinematycznym (X = RZ); b) Elipsoida zrecznosci. Wspétczynnik uwarunkowania

Fgo,r(c,x) = 1768.50, wartosci wlasne Ap, . (c,z) = {990.36,29.05,0.56}, dystorsja dg,7(c,z) =
1019.97.

Rys. 8.8: a) Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,nh) (X = RY - planarny manipulator
nieholonomiczny typu 3R na samochodzie kinematycznym; b) Elipsoida zrgcznosci. Wspéiczynnik
uwarunkowania Rq, po,7(c!,c?) = 631.58, wartosci wiasne Ap, . (c',c?) = {985.27,28.99,1.56},
dystorsja dg, po,7(ct, c?) = 1015.82.
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ograniczenia optymalna konfiguracja (c!, c?)
{clo:c30) = {—3,£0.144}
T {c2, 3y} = {0.839, -3}
k=1,2 {a1,92,93, 94} = {—5.935,£4.550, F120°, +25°}
i=1,2,j=0 {p1,p2,p3} = {180°,—8°,24°}
X = R TMgo,pe.T(cty ) = 211.134
(e,€p,€m) = (58.824,28.339, 30.484)
{clos €0} = {—3,40.019}
T=23m {2, 30} = {0.379, -3}
k=1,2 {q1,92,93,q4} = {—14.534, +14.825, F147°,£10°}
7'=172ij0 {pl,P2,P3} ={235°1—35°’—36°}
X = R TMgopo,T(Cty c2) = 95367
(e,€p,em) = (171.003, 84.826, 86.177)
{clorclo] = 3, £0.007)
T = 5w {c20: ¢k} = {—0.048, 3}
k=1,2 {q1,92,q3,q4} = {23.498,£24.821,4+150°, £6°}
1=1,2,7=0 {p1,p2,p3} = {—14°,67°,262°}
X=R Mo po,T(C, €2) = 2053700
(,€p,em) = (282.781,141.372,141.408)
{clo, chi,cigy oo, €21, €20 b = {3, —3, =3, £1.114,£1.268, +0.978}
T=m {20, c2y, 2y, By, By, 0By } = {2.757,2.687, —1.544, -3, 3, -3}
k=1,2 {q1,92,q3,q4} = {—5.812,F5.102, £118°,+200°}
i=1,2,7 =0,1,2 {p11p2,p3} = {16607101340}
X = R™? e po.T(ct, ) = 502.394
(e,€p,€m) = (159.986,64.475,95.511)

Tab. 8.6: Konfiguracje optymalne manipulatora mobilnego typu (nh,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny
typu 3R na samochodzie kinematycznym
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Y1
-6.25-65.75.5

Rys. 8.9: a) Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,nh) (X = R!?) . planarny manipulator
nicholonomiczny typu 3R na samochodzie kinematycznym; b) Elipsoida zrgcznosci. Wspéiczynnik
uwarunkowania &g, p, (¢!, c?) = 1216.39, wartosci wlasne Ap (c',c?) = {2761.21,40.34,2.27},

dystorsja dgq, po,7(c!, c?) = 2803.82.

a0:70,T

8.1.5. Manipulator typu (nh,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R na
monocyklu

Na zakoriczenie zajmiemy si¢ manipulatorem podwdjnie nieholonomicznym, ktérego kinematyka jest
opisana wzorami (7.15), (7.16).

OPTYMALNA KONFIGURACJA

W celu wyznaczenia zrecznych konfiguracji manipulatora, ustalamy warto$ci jego parametréw geometry-
cznych [y = Iy =13 = 0.2, d = 0, lp = 1, wspéiczynnikéw ay = a3 = 0.1 oraz postury poczgtkowej
q0 = (0,0,0), po = (30°,30°,30°). Poszukujemy optymalnych wartosci statych i ograniczonych funkcji
sterujgcych monocykla (k = 1;4 = 1,2;j = 0; |cf] |< 3) oraz manipulatora nieholonomicznego (k =
i=12:9=0; |c{?j|§ 3). Uzyskane wyniki przedstawia tabela (8.7).

W efekcie, dla réznych warto$ci horyzontu sterowania 7" uzyskujemy rézne optymalne trajektorie platformy
mobilnej, natomiast t¢ sama konfiguracj¢ zreczng manipulatora nieholonomicznego (poréwnaj tab. (8.6) i
(8.7)). Rysunek (8.10) przedstawia zr¢czng konfiguracje (trajektori¢ monocykla oraz postur¢ manipulatora),
a takze odpowiadajaca jej elipsoide zrecznodci kinematycznej, dla czasu 7' = 7. Dodatkowe obliczenia
dowodza, ze wraz ze wzrostem horyzontu czasowego sterowania 7' wzrasta anizotropowo$¢ konfiguracji
zrecznych.
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ograniczenia

optymalna konfiguracja (c!, c?)

{clo, c3o, clo, 50} = {—3,+0.794,0.839, —3}
{QIa q2, 43, q4} = {_22839 :F6793, i143°}
{p17p2)p3} = {1800, '—80)240}
MgopoT(cty c?) = 28.706
(€,€p,€m) = (60.743,30.253, 30.490)

{cko, clos o, B} = {—3,+0.452,0.501, -3}
{q1, 92,93, g4} = {~1.976, F12.976,£163°}
{p1,p2,p3} = {211°, -29°, —1°}
ThQO:PO,T(Cla C2) = 328.770
(€,€p,€m) = (115.959,57.832, 58.128)

{clo, chor Cor o+ = {—3, £0.309,0.379, -3}
{q1,92,93,q4} = {—2.159,F19.143, £167° }
{p1,p2,p3} = {235°, —35°, —36°}
Thqo,po,T(Cla 02) = 1420
(€,€py€m) = (171.904, 85.726, 86.178)

Tclo, chor G Cao} = {—3, £0.192, -0.049, 3}
{91, 92,03, g1} = {—1.908, F31.101,£173°}
{p1,p2,p3} = {—14°,67°,262°}
Thge,po,T(C, ¢?) = 10422
(,6p,€m) = (283.361,141.952, 141.409)

Tab. 8.7: Konfiguracje optymalne manipulatora mobilnego typu (nh,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny

typu 3R na monocyklu

Rys. 8.10: a) Optymalna konfiguracja manipulatora mobilnego typu (nh,nh) (X

= R*) - planarny manipulator

nicholonomiczny typu 3R na monocyklu; b) Elipsoida zrgczno$ci. Wspéiczynnik uwarunkowania

Fqopo(ct,c?) = 48.3077, wartosci wiasne Ap,

d%'Po,T(clv 02) = 83.94.

10,70, T

(c!,c®) = {75.36,7.02,1.56}, dystorsja
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8.2. lzotropowosc

8.2.1. Manipulator typu (0,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R

Réwnania kinematyki rozwazanego manipulatora nieholonomicznego sa dane zaleznosciami (7.1) i (7.2).
Konfiguracji izotropowych manipulatora poszukujemy dla zadanych wspétczynnikéw ay = a3 = 0.1,
dtugosci ramion /; = lp = I3 = 0.2 oraz ustalonej postury poczatkowej pg = (30°,30°,30°). W tym celu
minimalizujemy funkcj¢ dang zaleznoscig (5.5). Niestety, zadanie znalezienia konfiguracji izotropowych w
tréjwymiarowej przestrzeni zadaniowej y = (y1,¥2, ¥3) nie powiodlo si¢. Dopiero zredukowanie przestrzeni
zadaniowej do dwuwymiarowej y = (y1,y2), pozwala rozwigza¢ przedstawiony problem. Przyczyna
takiego zachowania jest niewspétmierno$¢ sktadowych funkcji wyjécia rozwazanego manipulatora, ktére;
pierwsze dwie sktadowe okre§laja polozenie manipulatora na plaszczyzZnie, natomiast trzecia skladowa
- jego orientacje. Zatem, charakter dwéch pierwszych sktadowych w poréwnaniu z charakterem trzeciej
sktadowej jest istotnie rézny. W takim przypadku, wyznaczenie postury p = (pi,p2,p3) zapewniajgcej
uzyskanie jednakowych wartosci dla wszystkich trzech skladowych wydaje si¢ niemozliwe. W tabeli
(8.8) zostaly zamieszczone wyniki uzyskane dla przypadku dwuwymiarowej przestrzeni zadaniowej przy
réznych warto$ciach horyzontu czasowego 1" oraz statych funkcjach sterujacych. Znalezione konfiguracje
endogeniczne nazywamy subizotropowymi.

ograniczenia konfiguracje subizotropowe (c)
{010, Czo} = {—0.043, 2.896}

T'=3m|cy|<3 o mgQo )
s |61J l— {plap2ap3}={6 378 7153 }

{c10,co0} = {0.149,2.918}
{p1,p2,p3} = {110°,166°,70°}
{c10,c20} = {—0.026,1.738}
{1?17172,?3}} ={{6°, 78°,153°}

: . €10, C20} = {0.090, 1.751
T=bmleslS3i=125=0 | O 1660,73)0}
{c10,c20} = {—0.103, —2.146}
{p1,p2, p3} = {—62°,78°, —43°}
{c10,c20} = {—0.013,0.869}
{p1,p2,p3} = {6°,78°,153°}
{c10,co0} = {0.045,0.875}
E?lap2apf} =1{110°,166°,70°}
= - c10,c20} = {—0.051,-1.073}
b= Efhg =0 {p17p2ap3} = {_620, 78°, —430}
{c10, c20} = {—0.179,2.206}
{p1,p2,p3} = {—292°,-2°,212°}

Tab. 8.8: Konfiguracje subizotropowe manipulatora mobilnego typu (0,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny
typu 3R (X = R?).

i=1,2,7=0

T =10m,| ¢;; |[< 3

Przy wczesniej przyjetej posturze poczatkowej po = (30°,30°,30°), konfiguracje subizotropowe znajdu-
jemy dopiero dla T' > 3. Jednak jej zmiana (np. po = (90°,90°,90°)) powoduje, ze potrafimy znalezé
konfiguracje subizotropowe nawet dla T' = «. Dzieje si¢ tak dlatego, bo nowa konfiguracja poczatkowa
jest blizsza subizotropowej, w zwiazku z czym manipulator potrzebuje mniej czasu na przejscie pomiedzy
nimi. Ponadto, jak si¢ okazuje, dla réznych horyzontéw czasowych otrzymujemy te same konfiguracje
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subizotropowe. Powiekszenie czasu T powoduje, ze do wczesniej uzyskanych konfiguracji dochodza
nowe. Kilka z nich pokazano na rysunku (8.11). Pogrubiong linig przerywang zaznaczono konfiguracje
poczgtkowa, natomiast pogrubiong linig ciagly - konfiguracje subizotropowa manipulatora. Konfiguracje
posrednie zaznaczono cienkg linig.

0.4 i
0.3
0.3
0.2
0.2 0.1
0
0.1
-0.1
0 -0.2
a) -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 b) ¢ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
C) -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Rys. 8.11: Przyktadowe konfiguracje subizotropowe manipulatora nieholonomicznego (¥ = R a) T = 37):
wartosci wlasne A, () = (0.06,0.06), dystorsja dp,, r(c) = 0.12, manipulowalno$¢ i, 7 (c) = 0.06;
b) T = 5m: wartosci wlasne A, (c) = (0.63,0.63), dystorsja apo,T(c) = 1.26, manipulowalno$¢é
Mpo,r(c) = 0.63; ¢) T = 107: wartosci wlasne A, r(c) = (0.45,0.45), dystorsja dp.7(c) = 0.90,
manipulowalno$é mp,,r(c) = 0.45.

W tabeli (8.9) podano wyniki uzyskane przy ustalonej wartosci horyzontu czasowego sterowania 1" =
3w, ograniczeniu | ¢;; |< 3 na parametry funkcji sterujacych stalych, a takze zawierajacych pierwsze
i drugie harmoniczne. Rysunek (8.12) przedstawia konfiguracje subizotropowe zebrane w tabeli (8.9). Jak
sie okazuje, zadna z nich nie jest konfiguracja subizotropowg odpowiedniego manipulatora holonomicznego
(z1 - dowolne, zo = 60°, z3 = 120°).
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ograniczenia

konfiguracje subizotropowe (c)

=12
7=0

{610,020} = {0.149, 2.918}
{p1,p2,p3} = {110°,166°,70°}
RPO.T(C) =1

{c10, 11, 12, €20, €21, €22} = {—1.706, —2.760, 0.793, 1.914, —3.000, —3.000}
{p1,p2,p3} = {192°,107°,1°}
RPO.T(C) =1

{c10, c11, €12, €13, c1a} = {—0.763, —2.597, —2.601, —2.796, —2.175}
{Cgo, C21,C22,C23, C24} = {2.915, —2.928, —3.000, *0.861, 1980}
{P1,p2,p3} = {340°,156°,50°}

Rpo,r(c) =1

Tab. 8.9: Konfiguracje subizotropowe manipulatora typu (0,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R

(T = 3m).
0.5
0.4
0.4
0.3 0.2
0.2 .
0.1
-0.2
0
-0.4
-0.1
a) =0.2 -0.1 0 0.1 0.2 b) -0.4  -0.2 0 0.2 0.4
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0
-0.1
c) -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Rys. 8.12: Konfiguracje subizotropowe manipulatora nieholonomicznego dla T' = 37: a) X = R%: wartosci wlasne
AM,, () = (0.05,0.05), dystorsja dp,,7(c) = 0.1(_), manipulowalnosc 7, 7(c) = 0.05; b) X = RS:
wartosci wtasne Ay, r(¢) = (0.35,0.35), dystorsja dp,,7(c) = 0.70, l_nanipulowalnos’c’ Mpo,T(€) = 0.35;
¢) X = R'°: wartoéci wlasne AM,, r(c) = (0.10,0.10), dystorsja dp, r(c) = 0.20, manipulowalnos¢
Mp,,7(c) = 0.10.
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8.2.2. Manipulator typu (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu

Jako przyktadowy manipulator mobilny typu (nh,h) zbadamy podwdjne wahadio zamontowane na jedno-
kotowej platformie mobilnej (rys. 7.2). Zalézmy, ze rozpatrywany manipulator, opisywany réwnaniami
(7.5) i (7.6), porusza sie w tréjwymiarowej przestrzeni zadaniowej y = (y1, Y2, ¥3). Oznacza to, ze w celu
znalezienia konfiguracji izotropowych nalezy minimalizowa¢ funkcje celu dang zaleznoscig (5.15) przy
ustalonych parametrach geometrycznych manipulatora [ = 2, Iy = 1 i platformy d = 1, zadanej posturze
poczatkowej go = (0,0,0), oraz ograniczeniach z1,z3 € [0,27], |¢;;|< 3,4 = 1,2, j = 0,1,2. Wybrane
konfiguracje izotropowe, uzyskane dla réznych wartosci horyzontu czasowego T', przedstawia tabela (8.10)
oraz rysunki (8.13) 1 (8.14).

ograniczenia konfiguracje izotropowe (c, z)
T =
IC'<7r.3 Ci0 = 1.04,620 =0
A= z1 = 2.56, 79 = 1.83
1=1,2,7=0 -
7= R? Reo,T(C,Z) =1
T=m Cio = —2.57, Cl1 = 0.30,612 =-1.13
|C1;j|§ 3 Co0 = 0.24, Co1 = 1.03,622 = —0.86
i=1,2=01,2 z1=0,73=0
X = RS kgr(cz) =1
T=12
|C"|<7; Ci10 = 0.56,020 =0
s z1 = 2.68, x5 = 1.23
1=1,2,7=0 -
7 -2 Rgo,r(C,z) =1
T =2m C10 = 0.11,611 = —-0.70,012 = -0.35
lC/L]’S 3 Coo = —2.28,021 = —0.43,622 = -2.98
1=1,2,7=0,1,2 1 = 3.69, 19 = 4.72
X = RS Kgo,r(C,Z) =1

Tab. 8.10: Konfiguracje izotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu
2R na monocyklu (¥ = (1, Y2,¥3))-

Okazuje sie, ze dla duzych warto$ci horyzontu czasowego (T' > 3) konfiguracje izotropowe nie istniejg.
Fakt ten mozna wytlumaczy¢ tym, ze zwigkszenie horyzontu czasowego poprawia mobilno$¢ platformy w
kierunkach y1, 2, podczas gdy mozliwo$ci ruchu manipulatora w kierunku pionowym (y3) pozostajg takie
same. Z tego powodu, dla duzych T" péto$ elipsoidy zrecznosci wzdtuz kierunku y3 jest zawsze krétsza od
pozostalych pélosi. Dlatego, w celu wyznaczenia konfiguracji izotropowych dla duzych wartosci horyzontu
czasowego (T > 3) ograniczamy przestrzeri zadaniowa do dwuwymiarowej (y = (y1,%2)). Konfiguracje
znalezione przy uwzglednieniu tego ograniczenia bedziemy nazywaé subizotropowymi. Tabela (8.11)
zawiera niektére z nich, uzyskane dla parametréw geometrycznych i postury poczatkowej zadanych jak dla
przypadku tréjwymiarowej przestrzeni zadaniowej oraz ustalonego horyzontu 7' = 207.

Rysunki (8.15a), (8.16a), (8.17a) ilustruja zamieszczone w tabeli konfiguracje subizotropowe. Zauwaz-
my, Ze po ograniczeniu przestrzeni zadaniowej manipulator mobilny z tatwoscig osigga konfiguracje
izotropowe. Warto takze zaobserwowa¢, ze w konfiguracji izotropowej platforma manipulatora porusza sig
po skomplikowanych trajektoriach zawartych w pewnym ograniczonym obszarze przestrzeni zadaniowej,
co sugeruje, ze zachowanie platformy moze by¢ chaotyczne [5], [44]. W celu zweryfikowania tej hipotezy,
zbadali$my trzy zasadnicze wskazniki chaosu: ksztalt trajektorii platformy, widmo mocy oraz wyktadnik
Lapunowa. Ksztalt trajektorii jest intuicyjnym wskaznikiem chaosu. Inng cechg zachowania chaotyczne-
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Rys. 8.13: Konfiguracja izotropowa manipulatora mobilnego typu (nh,h) oraz odpowiadajaca jej elipsoida zrgcznosci
kinematycznej uzyskana dla 7" = 27 i j = 0 (cienka linia odpowiada trajektorii platformy mobilne;j).
Wartosci wlasne Ap, r(c,z) = {6.807,6.807,6.807}, dystorsja dg, 7(c,z) = 20.421, zrgcznosé
Mge,1(C, ) = 17.76.

Rys. 8.14: Konfiguracja izotropowa manipulatora mobilnego typu (nh,h) oraz odpowiadajaca jej elipsoida zrecznosci
kinematycznej uzyskana dla 77 = 27 i j = 0,1,2 (cienka linia odpowiada trajektorii platformy
mobilnej). Wartosci wlasne Ap,, r(c, ) = (5.276,5.276,5.276), dystorsja dg, 7(c, ) = 15.83, zrecznosé
Mgo,7(C; T) = 12.12.
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ograniczenia konfiguracje subizotropowe (c, )
T =207
z1,z2 € [0,27] c1o = 1.79,¢11 = —0.11, ¢12 = 1.99

leij|< 3 c20 = —2.98,c01 = 2.98, cop = —2.40
i=1,2,5=0,1,2 71 = 0.42, 5 =,0.12
X = RS Ker(CizT) =1

Cilo = *1.33,611 = —*0.94,612 = -1.26

T1 7;2 62[(())Tr27r] c13 = —1.64,c14 = —0.70
: lesi|< :; co0 = —1.07,¢o1 = —1.28, ¢ = —1.61
i=127=01,234 con = —0.82, cp4 = —1.25
X = R’lo, - z1 =012,z = 0.15
R"IO,T(C’:E) =1
= c1o = 0.71,¢11 = —2.24,¢12 = 0.64
z Z_GQ[%WQ'N] c13 = —2.03,c14 = 0.70, c15 = —2.07,c16 = —2.11
1’ |C2|< 3; Cop = —2.25,ca1 = 0.74, co0 = —2.25
i=1,2,5 :”0’—1’ 2,3,4,5,6 e = 0'74’02; =-—02£),1’ 025_= 0.75, c26 = 0.78
X =RM 1 =013,z =0.15

’%qo,T (C, :E) =1

Tab. 8.11: Konfiguracje subizotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny
typu 2R na monocyklu.

go jest koncentracja mocy sygnatu w obszarze niskich czgstotliwo$ci. Wykladnik Lapunowa jest miarg
wrazliwo$ci uktadu na warunki poczatkowe. Jego dodatnia waro$¢ §wiadczy o zachowaniu chaotycznym.
Definicje omawianych wskaznikéw mozna znaleZ¢ w pracy [53]. Wykresy tych wskaZnikéw, zamieszczone
na rysunkach (8.15ab,c,d), (8.16a,b,c,d), (8.17a,b,c,d), potwierdzajg chaotyczne zachowanie platformy
manipulatora mobilnego, a co za tym idzie, jego efektora. Szczegblowe wyniki badania chaosu pojawiajg-
cego sie w konfiguracjach izotropowych rozwazanego manipulatora mobilnego przedstawia praca [77]. W
pracy [78] mozna znaleZé wyniki badafi zachowari chaotycznych manipulatoréw mobilnych klasy (nh,0).

Dla tréjwymiarowej przestrzeni zadaniowej (y = (y1,¥2,¥3)) mozna wyznaczy¢ konfiguracjg izotropowa
i jednoczesnie zreczna. W tym celu poszukujemy statych (@ = 1,2, j = 0) i ograniczonych (| ci; |< 3)
funkcji sterujacych (ui(-),ua(-)) oraz ograniczonych zmiennych przegubowych z1,z2 € [0, 2], takich
by najpierw minimalizowaé lokalny wspétczynnik uwarunkowania (5.15), a nastgpnie maksymalizowaé
lokalng zreczno$é (5.11). Postura poczatkowa oraz horyzont czasowy sg zadane i wynoszg odpowiednio
qo0 = (0,0,0) oraz T' = . Ustalona jest réwniez geometria robota: {; = 2, ls = 1, d = 1. Tabela (8.12)
oraz rysunek (8.18) prezentuja uzyskany wynik.

ograniczenia konfiguracja zrgczno - izotropowa (c, x)
T=m

lC' 'l< 3 Cio = 1.037, Co0 = 0
’LE]T2]—0 r1 = 2.56,29 = 1.83

P = ’R2’ ’?‘QO,T(C’ :E) =1

Tab. 8.12: Konfiguracja zrgczno - izotropowa manipulatora mobilnego typu (nhh) - planarny manipulator
holonomiczny typu 2R na monocyklu (y = (y1,¥2,¥3))-
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q2
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Rys. 8.15: Manipulator mobilny typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu: a)
konfiguracja subizotropowa platformy mobilnej dla T = 207 i X

RS; b) trajektoria q;(t); c)

widmo mocy; d) wykladnik Lapunowa. Wartosci wlasne /\qu_T()\l,.’L‘) = (751.78,751.78), dystorsja
dgo.r(A, ) = 1503.70, zrgcznosé dg, 7(A!, 7) = 751.78.
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Rys. 8.16: Manipulator mobilny typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu: a)

konfiguracja subizotropowa platformy mobilnej dla T = 207 i X = R!%; b) trajektoria qi(t); c)
widmo mocy; d) wykladnik Lapunowa. Wartosci wlasne Ap, ,(A',z) = (612.03,612.03), dystorsja
dgo, (AL, 2) = 1224.10, zrecznosé dg, (A, ) = 612.03.
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Rys. 8.17: Manipulator mobilny typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny typu 2R na monocyklu: a)
konfiguracja subizotropowa platformy mobilnej dla 7' = 207 and X = RY; b) trajektoria q;(t); c)
widmo mocy; d) wykladnik Lapunowa. Wartosci whasne Ap, .(A',z) = (743.19,743.19), dystorsja

dgo (AL, z) = 1486.40, zrgezno$é dg, 7(A!, ) = 743.19.

Rys. 8.18: Konfiguracja zrgczno - izotropowa planarnego manipulatora holonomicznego typu 2R na monocyklu wraz
z odpowiadajaca jej elipsoida zrecznosci (cienka linia odpowiada trajektorii platformy mobilnej). Wartosci
wlasne Ap,, (c,z) = (4.063,4.063,4.063), dystorsja dgo,7(c, ) = 12.188, zrgcznos$é Mg, r(c,z) =
8.189.
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Na zakoniczenie wyznaczymy konfiguracje endogeniczng (u1(-), ua(+), 21, x2) oraz geometrie manipulatora
poktadowego (I, lo) gwarantujace izotropowosS¢ konfiguracji. Ponownie rozwazamy tréjwymiarows prze-
strzer zadaniowa (y = (v1,Y2,y3)) i stale funkcje sterujace. Wysunigcie manipulatora wzgledem S$rodka
platformy jest zerowe (d = 0), horyzont czasowy T = 7, natomiast postura poczatkowa go = (0,0,0).
Przyktadowe wyniki zebrano w tabeli (8.13) oraz na rysunku (8.19).

ograniczenia konfiguracje 1 geometrie izotropowe
C190 = —0.0139,620 = 2.9832
o}
Ioczill_ 31 -y 1 = 6.162,z9 = 3.259
: = 11’22]_: 0 l{ =1.234,15 = 1.258
o ’%qo,T(Caxall:ZQ) =1
Cio = 0.169, Cyo = 0
<L
(I)czill_ 31 s 21 = 1.572, 29 = 1.57
i = 11,22.__ . l; = 0.000,1, = 1.253
v 4y ] kqo,T(caxa l1,12) =1
Clo0 = 1.302, Co0 = 0
<
!)czill_ ?; s 21 = 1.860, 25 = 1.956
14J F“/qo,T(C)mvll’lQ) =1

Tab. 8.13: Konfiguracje i geometrie izotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator
holonomiczny typu 2R na monocyklu (y = (y1,¥2,¥3)).

Wyniki zamieszczone w tabeli, jak réwniez dodatkowe szczegétowe badania symulacyjne dowodza, ze
manipulator mobilny w konfiguracji izotropowej moze porusza¢ si¢ po dwéch rodzajach krzywych: po
okregu (8.19a) o bardzo matym promieniu i wtedy mamy do czynienia z matg zrgcznoscia, oraz po prostej
(8.19b i 8.19¢) i wéwczas zrgczno$¢ manipulatora mobilnego jest duza. Ponadto zauwazamy, ze zrecznos§¢
moze ulec poprawie takze dzigki dysproporcji dtugosci ramion manipulatora.

8.2.3. Manipulator typu (nh,nh): planarny manipulator nieholonomiczny typu 3R na
samochodzie kinematycznym

Rozpatrywany manipulator mobilny zostal przedstawiony na rysunku (7.4); jego kinematyke definiujg
réwnania (7.11) oraz (7.12). Naszym zadaniem jest wyznaczenie konfiguracji izotropowych tego manipu-
latora przy ustalonych parametrach geometrycznych [ =1, lp = 1, 1 = Iy = I3 = 0.2, wspdtczynnikach
as = az = 0.1 oraz zadanej posturze poczatkowej platformy go = (0, 0,0, 0) i manipulatora poktadowego
po = (30°,30°,30°). Konfiguracji izotropowych poszukujemy w tréjwymiarowej przestrzeni zadaniowej
(y1,y2,y3). W tabeli (8.14) zostaly zebrane wyniki uzyskane dla przypadku statych funkcji sterujacych (cfj,
k=1,i=1,2, 7 =0) i ograniczonych amplitud sterowan (|ij15 3). Dla wielu przebadanych warto$ci
horyzontu czasowego T udalo si¢ znaleZ¢ jedynie dwie konfiguracje izotropowe. Obrazujg je rysunki (8.20)
i (8.21). Ponadto okazalo sie, ze dla duzych warto$ci horyzontu czasowego (I" > 5) oraz statych funkcji
sterujacych manipulator podwdjnie nieholonomiczny w ogdle nie posiada konfiguracji izotropowych. Fakt
ten wytlumaczyliémy w podrozdziale (8.2.2). Dopiero ograniczenie przestrzeni zadaniowej do dwuwymia-
rowej (y1,y2) pozwala wyznaczy¢ konfiguracje izotropowe dla dtuzszych czaséw T'; okazato sig, ze istnieje
wiele takich konfiguracji. Kilka z nich pokazano w tabeli (8.16) i na rysunku (8.23).

Problem wyznaczania konfiguracji izotropowych dla duzych horyzontéw T mozna réwniez rozwigza¢ po
dodaniu wyzszych harmonicznych do statych funkcji sterujacych (tabela 8.15). Jednak wéwczas platforma
manipulatora mobilnego w konfiguracji izotropowej porusza si¢ zygzakami (rys. 8.22). Takie zachowanie
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a)

b)

c)

Rys. 8.19: Konfiguracje izotropowe planarnego manipulatora holonomicznego typu 2R na monocyklu wraz z

odpowiadajacymi im elipsoidami zrecznosci (cienka linia odpowiada trajektorii platformy mobilnej).
a) wartosci whasne Ap, r(c,z,l1,l2) = (1.583,1.583,1.583), dystorsja 8q0,T(c,z,ll,l2) = 4.749,
zreczno$é Mgy 7(c, T, l1,12) = 1.992; b) wartodci wlasne Ap, r(c,z,l1,l2) = (3.142,3.142,3.142),
dystorsja aqo,T(c,r,ll,lg) = 9.424, zrgczno§é Mg, r(c, z,l1,l2) = 5.568; c) wartosci wiasne
/\D,IO_T(c,x,ll,lg) = (4.639,4.639,4.639), dystorsja aqO,T(c,m,ll,lg) = 13.918, zrgcznosé
gy (. T, 11, 12) = 9.993.
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ograniczenia konfiguracje izotropowe (c!, c?)
{clo, Aoy cloy c30} = {0.385,+1.643,0.816, —2.911}
Ten {q1,92,93,94} = {-0.171,-0.174,8°,296°}

{p1,p2,p3} = {177°,-8°,25°}
RCIOVPO,T(Cl’ 62) =1
{clor oy Clos €30} = {—0.248,£0.815, —0.208, 2.024}
T =9n {91,492, 93,4} = {0.192, -0.288, —10°,294°}
{p1,p2,p3} = {—45°,21°,67°}
Koo T(CHyC ) =1
{cFo, hor €20, G0} = {—0.165,£0.544, —0.138, 1.350}
{q1,42,43,q4} = {0.192, —0.288, —10°, 294°}

T = 3 £o o (e]
" {p17p2)p3} = {"'40 721 ,67 }
R‘IO,PO,T(Cla CQ) =1
{Cho» Cho» Coo» Ca0} = {0.096, £0.411,0.204, —0.728}
T = dr {a1,92, 93, a2} = {—0.171,-0.174,8°,296°}

{p1,p2,p3} = {177°,-8°,25°}
RQO,PO,T(Cla 02) =1

Tab. 8.14: Konfiguracje izotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny
typu 3R na samochodzie kinematycznym (X = RY, y = (v1,Y2,93)).

Rys. 8.20: Konfiguracja izotropowa planarnego manipulatora nicholonomicznego typu 3R na samochodzie

kinematycznym (y = (y1,2,%3)) dla T = 7 i X = R* (zrecznosé mgy po,r(c',c?) = 1.89;
wartosci wlasne Ap,, . r(c!,¢?) = (1.53,1.53,1.53), dystorsja dgo.r(ct,c?) = 4.59) oraz T = 4«
(zrecznos¢ Mg, po.r(cl,¢?) = 15.12; wartosci whasne Ap, . r(c',c?) = (6.12,6.12,6.12), dystorsja

afIO,pn,T(cl 3 02) = 18.36).
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Rys. 8.21: Konfiguracja izotropowa planarnego manipulatora nieholonomicznego typu 3R na samochodzie
kinematycznym (y = (y1,%2,%3)) dla T = 27 i X = R* (zrgczno$é mgy po,r(c!,c?) = 5.73;
wartoéci wlasne Ap, . -(c',c?) = (3.20,3.20,3.20), dystorsja dgo,7(ct,c?) = 9.60) oraz T = 3w
(zreczno$é Mg po,7(ct,c?) = 10.52; wartosci wiasne Ap ct,c?) = (4.80,4.80,4.80), dystorsja

aqo,Joo,T(Cl,Cz) = 14.40).

flo,ro.T(

manipulatora mobilnego mozna wyjasni¢ tym, ze w konfiguracji izotropowej manipulator powinien by¢
jednakowo zreczny we wszystkich kierunkach przestrzeni zadaniowej, w zwigzku z czym mozliwosci
ruchowe platformy musza byé dopasowywane do ograniczonych mozliwosci ruchowych manipulatora
wzdtuz kierunku y3, poprzez pewna “deregulacj¢” jej trajektorii ruchu. Zachowania takiego nie obserwujemy
w przypadku dwuwymiarowej przestrzeni zadaniowej (rys. 8.23). Manipulator mobilny porusza si¢ zyg-
zakami, gdyz ograniczenie na kat skretu kierownicy jest zbyt mato restrykcyjne g4 < 90°. Wzmocnienie
tego ograniczenia, takie by g4 < 45°, uzyskujemy w sposéb posredni, dzigki odpowiedniemu ograniczeniu
jednej z funkcji sterujacych platformy: uj < 77 (dla statych funkeji sterujgcych) lub ul < E(T:-Vi—) (dla
funkcji sterujacych zawierajacych pierwsze harmoniczne). Okazuje sig, Ze przy takim ograniczeniu kata
skretu kierownicy g4, nie udaje si¢ znalez¢ konfiguracji izotropowych manipulatora podwéjnie nieholono-
micznego (platforma nie moze juz wykonywa¢ gwaltownych skretéw, wigc nie ma mozliwosci “deregulacji”
jej ruchu, a zatem nie mozna znalez¢ konfiguracji, przy ktérych manipulator mobilny bylby jednakowo
zreczny we wszystkich kierunkach).
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i=1,2,7=0,1,2

ograniczenia konfiguracje izotropowe (cl, ¢?)
T =9 {clo,chyycha, cho, 31, cap} = {—0.774, —1.266, —0.450, 2.857, 2.467, —1.435}
|c,_;'<7; {20, 2y, Ry, Gy oy 2o} = {1.288,1.180,2.139, 1.144, —2.392, —1.316}
s {a1,42, 43,9} = {—1.087, —0.410, —44°, 308°}

{p1,p2,p3} = {134°,30°,57°}
RQO,PO,T(Cl ) 02) =1

T =3nr
|ck1< 3
k=12

i=1,2,7=01,2

{clo, chy, ety cho, by o} = {—0.082,0.278, —0.133, 2.224, 0.107, 1.624}
{c}o, 21,39, cho, By, 635} = {—1.095,0.555, 0.848, 0.336, —0.175, —3.000}
{q1,42,93,q4} = {—0.503, —0.087, —7°,121°}

{pl,pg,pg} = {2010, 14°,31°}

’;"qo,po,T(ClaCQ) =1

T =57
|ij|§3
k=1,2

i=1,2,7=0,1,2

{elgsCh1: ClasCogs G163 ¥ = {0.196,0.358,0.620, 2.236,0.327, 2.183}
{30,315 Cho, CBoy Gy chy } = {—2.882,—0.641, —2.911,1.811, —3.000, —2.482}
{a1,92, 93,94} = {—1.625,—0.293, —45°,212°}

{plap2’p3} = {—44°a _6°a 960}

Rgopor(ct,?) =1

Tab. 8.15: Konfiguracje izotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,nh) - planarny manipulator nieholonomiczny
typu 3R na samochodzie kinematycznym (X = R'?, y = (1,2, y3))-

a)

¥a2

%225 25 o

b)

Rys. 8.22: Konfiguracje izotropowe planarnego manipulatora nieholonomicznego typu 3R na samochodzie
kinematycznym (X = R, y = (y1,y2,%3)): a) T = 2m zrgcznosé gy po,r(c',¢?) = 5.64;
wartosci wlasne Ap, . r(c',c?) = (1.78,1.78,1.78), dystorsja dgo,po,7(ct, %) = 9.50; b) T = 3m:
2recznosé Mgy po,r(c',c?) = 9.35; wartosci whasne Ap, . »(c',c?) = (2.11,2.11,2.11), dystorsja

dgopor(ch,c?) = 1332 ¢) T = 5m zrgcznosé mgo,p,1(c’, %)
(c!, c?) = (3.40,3.40, 3.40), dystorsja dgy o, 7(c?, ¢?) = 34.66.

AD

q0.70,T

39.27; wartoSci wlasne
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ograniczenia

konfiguracje izotropowe (c!,c?)

{clo, 3o, 0y c30} = {—0.487,0.000,0.810, —1.515}
{q1,92,93,q4} = {~1.529,0,0°,0°}
{p1,p2,p3} = {176°,10°,30°}
kqo,Po,T(Clch) =1

{c5o, e, 0, o} = {0.443,—0.157, —2.390, 2.458}
{ql, 92,43, Q4} = {1.986, —1.218, —147° y —850}
{php?,p:i} = {1800, 1907 370}
kQOyPO,T(cl5 A =1

Tl Lo, a1 ol = {—0.110,0.000, —0.176, 2.008)
{41,612, %#14} = {_17291()’ 00100}
{p1,p2,p3} = {—128°,-72°,90°}
Rgopo1(c!, %) =1

Tab. 8.16: Konfiguracje —subizotropowe manipulatora mobilnego typu (nh,nh) - planarny
nieholonomiczny typu 3R na samochodzie kinematycznym (X = R*, y = (y1,%2)).

manipulator

Rys. 8.23: Konfiguracje subizotropowe planarnego manipulatora nieholonomicznego typu 3R na samochodzie
kinematycznym (X = RY, y = (y1,¥2)): @ T = m: zreczno$é mgqy po,r(ct, ¢?) = 3.21; wartosci
wlasne /\p,m_,,o.T(cl,cz) = (3.21,3.21), dystorsja dgq po,7(ct,c?) = 6.42; b) T = 3m: zrecznosé

Titgo,po,T (€Y, €2) = 11.13; wartosci wlasne Ap, . - (ct,c?) = (11.13,11.13), dystorsja dg, o, 7(c?, ¢%)
22.25; ¢) T = 5m: zrecznos$é Mgy po.r(ct,c?) =

(17.01,17.01), dystorsja dgq,po,7(ct, ¢?) = 34.00.

17.01; wartosci wlasne Ap,
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8.3. Dystorsja

Przypomnijmy, ze dystorsja jest miarg niesztywnosci kinematyki robota, dlatego w celu uzyskania kinema-
tyki “bliskiej” izometrii nalezy minimalizowa¢ wymieniong miarg. Z drugiej strony mozna powiedzie¢, ze
obecnosé platformy odpowiada za wzrost elastycznosci kinematyki [38]. Majac na celu wzrost elastycznosci
stawiamy zadanie maksymalizacji omawianej miary jakosci.

8.3.1. Manipulator typu (nh,h): planarny manipulator holonomiczny typu 3R na platformie
dwukofowej

Model kinematyki rozwazanego manipulatora jest opisany réwnaniami (7.9) i (7.10).

OPTYMALNA GEOMETRIA

Minimalizacja globalnej dystorsji kinematycznej
W celu wyznaczenia optymalnych wymiaréw manipulatora mobilnego bgdziemy minimalizowa¢ globalng
dystorsje, miare kinematyczng dang zalezno$cig (5.25). Badania przeprowadzimy przy ustalonych warto-
§ciach parametréw [ = 1, l[p = 1, r = 0.5, zadanym horyzoncie czasowym 7" = 7 oraz zerowym
przemieszczeniu manipulatora wzgledem $rodka platformy (dy = dy = 0). Zaktadamy dodatkowo, ze
funkcje sterujace sg state (i = 1,2; j = 0) i ograniczone (|cij |< 1) oraz ze zmienne przegubowe
manipulatora (z1,Z2,%3) € [0, 27]. Minimalizacji globalnej dystorsji dokonujemy przy ograniczeniu
réwnosciowym nalozonym na sumaryczne wymiary geometryczne manipulatora (L = l; + Ia + I3).
Na podstawie wynikéw zebranych w tabeli (8.17) wnioskujemy, ze w celu uzyskania optymalnej geometrii
manipulatora umieszczonego na platformie dlugosci jego ramion nalezy dobra¢ niezaleznie od wartosci
ograniczenia L w stosunku

li:1p:13=1:0.8:0.67. 8.1

Dla poréwnania, optymalny stosunek diugo$ci ramion planarnego manipulatora stacjonarnego typu 3R
wynosi [73]

l1 . l2 . l3 =1:05: 033 (82)
ograniczenia optymalna geometria globalna dystorsja
L=3 (I1,19,13) = (1.2097,0.9745,0.8158) | Dyy 1(Kyo,1) = 133.7467
L=6 (I,12,13) = (2.4195,1.9489,1.6316) | Dgy 1 (Kgo,1) = 317.8652
L=11 (I1,12,13) = (4.4357,3.5730,2.9912) | Dy 7(Kgo,1) = 897.4976

Tab. 8.17: Optymalna geometria (I1,l2,l3) manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny
typu 3R na platformie dwukotowej - minimalizacja globalnej dystorsji.

Zadanie wyznaczenia optymalnych ze wzglgdu na dystorsje wspétrzednych (d;,dy,) punktu zamontowa-
nia potréjnego wahadta na platformie rozwigzujemy przy warunkach takich jak poprzednio, zakiadajac
dodatkowo, ze dlugoéci ramion manipulatora sg réwne l; = lo = I3 = 0.2. Wyniki zamieszczone w tabeli
(8.18) pozwalaja stwierdzi¢, ze optymalnym punktem zamontowania manipulatora na platformie jest jej
Srodek

(dz,dy) = (0,0). (8.3)

Maksymalizacja globalnej dystorsji kinematycznej
Przyjrzyjmy sie optymalnej geometrii uzyskanej przez maksymalizacje globalnej dystorsji (5.25). W
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ograniczenia | optymalna geometria globalna dystorsja
-1<dy <1 (deydy) = (0,0) | Dgo,7(Kqgo,r) = 18.1305
-3<d, L3 _
—o5<dy <1 | %) =000 | Dor(Ker) = 18.1305

Tab. 8.18: Optymalna geometria (d,d,) manipulatora mobilnego typu (nh,h) - planarny manipulator holonomiczny
typu 3R na platformie dwukofowej - minimalizacja globalnej dystorsji.

pierwszym kroku poszukujemy optymalnych dtugo$ci ramion manipulatora (I, l2, I3). Pozostate parametry
geometryczne (lo, [, 7), horyzont sterowania 7" oraz ograniczenia na dopuszczalny zakres sterowan i dlugosci
ramion (l1, lg, I3), przyjmujemy jak wyzej. Rezultaty obliczed podano w tabeli (8.19). Okazuje sie, ze
znaczenie dla optymalnej geometrii ma jedynie ostatnie rami¢ manipulatora
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