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ADAPTACYJNE METODY JADROWE W REGRES]JI

1. Wstep

Przedmiotem analizy jest zbiér obserwacji:
U={(x,y,): i=1,2,..,N}.

Celem klasyczne) analizy regresji jest znalezienie funkcji f, ktéra opisywataby
zalezno$¢ zmienne) Y od zmiennej objasniajacej X. Szuka si¢ wiec funkcji f, dla
ktérej:

Y=f(X)+e, a
gdzie € jest skladnikiem losowym.

W regresji jadrowej nie jest wazna analityczna postac f. Poszukuje si¢ jedynie
wartosci funkcji f dla pojedynczych punktéw xg:

Yo=flx)+e. 2

Z tego wzgledu metody te zalicza si¢ do klasy metod adaptacyjnych.

2. Adaptacyjne metody regresji

Jak juz wspomniano, w metodach adaptacyjnych czesto nie znamy analitycznej
postaci funkcji f. Jesli jest taka potrzeba, do modelu dotaczane sa funkcje sktado-
we, ktérych parametry sa szacowane w kolejnych krokach. Istotna rolg odgrywa tu
wiasnie spos6b estymacji wspétczynnikéw funkc;ji f.

Metody adaptacyjne maja wiasnosci lepsze niz metody klasyczne. Modele
otrzymywane za ich pomoca charakteryzuja si¢ cz¢sto lepszym dopasowaniem do
danych empirycznych oraz mniejszymi blgdami prognoz. Nie zakladamy w tym
przypadku ani znajomosci rozkladéw badanych cech (zmienne objasniajace nie
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musza mieé¢ rozkladéw normalnych), ani analitycznych postaci zwiazkéw miedzy
nimi. Pozwala to na duzo szersze zastosowanie tych metod.

3. Metody jadrowe w przestrzeni jednowymiarowe;j

Metody wykorzystywane w regresji jadrowej sg zaliczane do metod estymacji
lokalnej. Polegaja one na szacowaniu wartosci funkcji f dla pojedynczych punktéw
z osobna, a nie na szukaniu postaci funkcji f. Estymuje si¢ wigc wartosci yo:

Yo =f (%) A3)

Punkty x, sa wybierane z przedziatu zmiennosci zmiennej X. Metoda nie narzu-
ca sposobu ich ustalania. Standardowo wykorzystywana procedura dzieli zakres
zmiennosci zmiennej X na z géry ustalona liczbe przedzialéw o réwnej dlugosci i
przyjmuje otrzymane w ten sposéb punkty podzialu za punkty x;, w ktérych esty-
mowane beda wartosci funkcji regresii.

W metodach regresji jadrowej za funkcj¢ f przyjmujemy najczesciej wielo-
mian. W najprostszym przypadku f jest funkcja stata, a f (x,) — srednia wazong
wartosci y;. Z takim podejsciem mamy do czynienia m.in. w metodzie ,k-najbliz-
szych sasiadéw” oraz w estymatorze Nadaraya-Watsona.

W metodach adaptacyjnych wazna role odgrywa réwniez sposdb estymacji

wspolczynnikéw funkcji f' . W regresji jadrowej parametry f szacujemy, opiera-
jac si¢ jedynie na tych obserwacjach (x;,y,), dla ktérych x; lezy w otoczeniu punk-
tu xg.

3.1. Metoda ,,k-najblizszych sgsiadéw”

W metodzie ,k-najblizszych sasiadéw” wartos¢ yo jest obliczana jako srednia
wazona wartosci y;, dla ktérych wspélrzedne x; leza w sasiedztwie xp:

N N
Yo =f(xo)=%ZKk(xo,x,.)- Yoo @)
i=1

gdzie K, (x,,x;) jest funkcja jadrowa nadajaca wagi wartosciom y;.

Jesli przez N,(x,) oznaczymy k-elementowe sasiedztwo punktu xp, to funkcje
jadrowa K, (x,,x;) mozemy zdefiniowaé nastgpujaco:

l, dla x;€ N,(x,)

K, (%,x)= o)

0, dla x;& N, (x)

Wartos¢ y, jest wigc obliczana na podstawie k wartosci y;. Wagi nadane y; sa
state: jeden, gdy x; nalezy do sasiedztwa x;, zero — w przeciwnym razie.

&)
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Funkcja jadrowa K, (x,,x;) zalezy od parametru k, czyli od liczby elementéw sa-
siedztwa N, (x,). Jesli k zostanie przyjete a priori, to bedziemy mieli do czynienia
z metoda nieadaptacyjna. Jezeli k wyznaczymy na podstawie zbioru uczacego, ale bedzie
ono state dla wszystkich punktéw x;, to mamy do czynienia z adaptacyjng metoda glo-
balna. W metodzie adaptacyjnej lokalnej k powinno by¢ obliczone na podstawie zbioru
uczacego dla kazdego x, z osobna. To podejécie jest jednak trudne i pracochionne.

W celu zilustrowania metody ,k-najblizszych sasiadéw” przedstawiony zostal
wykres dla zbioru danych cars (zob. [Ezekiel 1930]). Dane w tym zbiorze s scha-
rakteryzowane przez dwie zmienne:

— zmienng objasniajaca X = speed, wyrazajaca szybkos¢ samochodu,

— zmienna zalezng Y =dist , czyli odleglos¢ potrzebna do wyhamowania.

(= (-]

a

-—

100

dist
40 60 80

20

5 10 15 20 25

speed
Rys.1. Wykres dla zbioru danych cars ilustrujacy metodg ,k-najblizszych sasiad6w”.
Zré6dio: opracowanie wlasne z uzyciem pakietu R.

Na rys. 1 znajduja si¢ oszacowane na podstawie metody ,.k-najblizszych sasia-
déw” wartosci yo, ktére potaczone zostaly krzywa.
3.2, Estymator Nadaraya-Watsona

Wartosé y, oszacowana za pomocg estymatora Nadaraya-Watsona jest réwniez
Srednig wazona:
N
. ZKl(xO’xi)'yi
Yo = fx)="5 , ©6)
D K, (%,x)
i=1

gdzie K,(x,,x;) jest funkcja jadrowa zalezna od odleglosci pomigdzy punktami xo
i x; oraz parametru A:
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_ Ixo—xilj
Ki(xo,x‘.)—D( T M

Oryginalnie w estymatorze Nadaraya-Watsona funkcja jadrowa oparta byla na
funkcji Epanechnikowa danej wzorem:

2(1-1%), dl <1

0, dla |z|>1
Wykorzystywane sa réwniez inne funkcje, wsréd ktérych najczesciej spotykamy
a) funkcje ,fri-cube”:

)

1-), dla |l

piy={ 4" It ©
0, dla |r|>1

b) funkcje gestosci Gaussa:
D(t) =D(¢). (10)

Poniewaz w metodzie tej funkcja jadrowa K,(x,,x;) zalezy od odlegtosci pomigdzy
X i X;, to na szacowang, wartos¢ yo, wptywajq najbardziej te y;, dla ktérych x; sa najblizej x,.
Im x; znajduje si¢ dalej od xp, tym waga odpowiadajacej mu wsp6irzednej y; jest mniejsza.
Jesli zas x; znajduje si¢ na zewnatrz otoczenia xp, to K, (x,, x;) réwne jest zeru.

Funkcja jadrowa K, (x,,x;) zalezy réwniez od parametru A, nazywanego czgsto
parametrem szerokosci okna lub parametrem wygladzenia, wyrazajacego promien
otoczenia punktu x,. Przy wyborze parametru A wystepuje kilka probleméw:

— jesli dobierzemy zbyt matle A, to f (x,) zaleze¢ bedzie jedynie od kilku war-

tosci y; i w efekcie otrzymamy funkcj¢ zbyt dobrze dopasowang do danych,

— jesli ustalimy zbyt duze 4, to f (x,) bedziemy oblicza¢ na podstawie prawie

wszystkich y;, a uzyskana funkcja nie bedzie si¢ w tej sytuacji réznita od li-
niowej funkcji regresji otrzymanej metoda najmniejszych kwadratéw.

A=10 A=05
8 ° b= o
8 8
2 2|
is gs
e s
] |
o =]
5 10 15 20 25 5 10 15 20 5
speed speed

Rys. 2. Wykres funkcji regresji otrzymanej dla estymatora Nadaraya-Watsona dotyczacy zbioru
danych cars dla dwéch wybranych wartosci parametru A
Zrédlo: opracowanie wiasne z uzyciem pakietu R.
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Na rysunku 2 pokazano funkcje regresji, otrzymane za pomoca estymatora
Nadaraya-Watsona dla zbyt duzego A = 10 i zbyt matego 4 = 0,5. Przedstawiono
oszacowane wartosci y,, ktére potaczono krzywa.

3.3. Ogélny zapis problemu regresji jadrowej

Zar6wno w metodzie , k-najblizszych sasiadéw”, jak i w estymatorze Nadaraya-
-Watsona za funkcje f przyjmowalismy funkcje stata. Ogélne podejscie do problemu
regresji jadrowej polega na szacowaniu wartosci y, z uzyciem wielomianu stopnia p
przez rozwigzanie zadania minimalizacji lokalnego ryzyka empirycznego.

Lokalne ryzyko empiryczne (wazony btad sredniokwadratowy) dane jest wzorem:

N
gt B30 =2 3 K, (0053, = F G BCT. an

i=]
gdzie K,(x,,x;) jest, jak wczesniej, funkcjq jadrowa, a f(x;,B(x,)) — funkcja wy-
korzystywana do estymacji lokalnej o parametrach wewnetrznych:
B(x) = (B2 B3 he- s B, (). (12)

W adaptacyjnych metodach jadrowych w regresji estymator funkcji f jest naj-
czesciej wielomianem stopnia p.
Zatem

~ p .
Yo = F (ru Bt = By () + D B, (%) XL, (13)
j=1

Wyznaczenie wartosci y, sprowadza si¢ wigc do oszacowania wektora parame-
tréw P(x,), ktére otrzymujemy jako rozwiazanie zadania minimalizacji lokalnego

ryzyka empirycznego:

ggolgsz(xmx,-)-[y.-—ﬂo(xo)—Zﬂ,-(xo)-x.-’}- (14)

Nadanie wag kwadratom réznic pomigdzy wartosciami rzeczywistymi y;,
a teoretycznymi f (x;,B(x,)) powoduje, ze w estymowaniu parametréw B(x,)
biora udziat tylko te obserwacje (x;,y,), dla ktérych x; lezy w otoczeniu punktu xy,
okreslonym przez funkcj¢ jadrowa K, (x,,x;).

Minimalizacja lokalnego ryzyka empirycznego prowadzi do wyznaczenia esty-
matora parametréw ﬁ(xo) (zob. [Wand, Jones 1995]):

B(x) = (B"W(x,)B) B W(x,)y, (15)
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gdzie:

1 x £ - & K(x) 0 - 0 »
0 K,(x,x) -
B! = 2 ¥ we : ‘(Jf’x’) ? y=| 2.
1 Xy x:, . xf, 0 0 KA(XO,XN) In
W zwiazku z tym otrzymujemy oszacowanie wartosci yo:
A -1
f(x)=¢] (B"W(x,)B) B"W(x,)y . (16)

Latwo pokazaé, ze dla p = 0, czyli statej funkcji f rozwiazaniem zadania (14)
~ minimalizacji lokalnego ryzyka empirycznego — jest estymator Nadaraya-
-Watsona dany wzorem (6).

Estymowana lokalnie wartos¢ y, zalezy od stopnia wielomianu f oraz parame-

tru A. Wyb6r zaréwno p, czyli stopnia wielomianu, jak i parametru A jest kompro-
misem pomigdzy obcigzeniem a wariancja estymatora.

o Jesli A jest zbyt mate, to f (x,) obliczamy na podstawie kilku wartosci y;. War-

tosci teoretyczne sa wtedy bliskie wartosciom rzeczywistym, dlatego obciazenie
estymatora jest niskie. Jednak ceng jest wysoka wariancja.

o Jesli A jest zbyt duze, to f (x,) obliczamy na podstawie wielu wartosci y;
i w efekcie otrzymujemy estymator o niskiej wariancji, ale o0 wysokim obciazeniu.
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Rys. 3. Zastosowanie wielomianéw réznych stopni w estymacji lokalnej
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zastosowania wielomianéw rézmych stopni do estymacji lokalnej zaprezento-
wane bedzie na przykladzie zbioru danych Boston (zob. [Harrison, Rubinfeld
1978]). Jest to zbiér znany i wykorzystywany do sprawdzania jakosci modeli re-
gresyjnych. Zgromadzone dane sa charakteryzowane przez kilkanascie zmiennych,
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jednak do analizy wybrano liczb¢ pokoi jako zmienng objasniajacq X. Zmienna za-
lezna Y jest mediana wartosci domu w tys. dol.

Na rysunku 3 pokazano funkcje regresji otrzymana z wykorzystaniem metod jadrowych,
zaimplementowanych w pakiecie statystycznym R dla wielomianéw stopnia p=0, 1,2 3.

4. Uogdlnienie metod jadrowych na przestrzen wielowymiarows

Przedmiotem analizy jest teraz zbiér obserwacji:

U={(x;,y)=(x,x,,x,y): i=1,2,....N }. an
Kazdy element tego zbioru jest charakteryzowany przez wektor n + 1 zmiennych:
(X:.X,,...X,.Y).

-~

Estymowana lokalnie warto$¢ y, = f(X,) otrzymujemy jako rozwiazanie za-
dania minimalizacji lokalnego ryzyka empirycznego:

N
min > K, (%, %,):[y; = £ (%, B )] (18)
i=1

gdzie f:R" -5 R jest funkcja o wewnetrznych parametrach:

B(x,)= (:Bo(xo)’ﬂl(xo )s-- -’ﬂm(xo))'
Funkcja jadrowa jest zalezna od odleglosci pomigdzy punktami X, i X; oraz parametru A

Kl(xo,x,.)=D[w], (19)

gdzie D jest np. funkcja Epanechnikowa.

5. Przyklad zastosowania regresji jadrowej

W celu zilustrowania adaptacyjnych metod jadrowych w regresji ponownie prze-
prowadzono obliczenia na zbiorze Boston za pomoca programu statystycznego R.

Obserwacje przedstawione w zbiorze Boston zostaly zebrane i opublikowane
w 1978 r. przez D. Harrisona i D. Rubinfelda, badaczy, ktérzy zajmowali si¢ wy-
krywaniem zaleznosci pomig¢dzy cenami nieruchomosci w Bostonie a jakoscia zycia.

Lokalne szacowanie wartosci yp za pomoca metod jadrowych czgsto daje wysokie
obcigzenie estymatora na koncach przedziatu zmiennosci zmiennej X. W regresji jadro-
wej w przestrzeni wielowymiarowej problem ten znacznie sig¢ nasila. W zwigzku z tym
opisywane metody sa wykorzystywane w praktyce jedynie do przestrzeni dwu- lub tréj-
wymiarowej. Dlatego tez do analizy wykorzystano tylko dwie zmienne objasniajace:

X, - liczbg pokoi,

X, — procent ludnosci o niskim statusie spolecznym.

Zmienna zalezna Y jest mediana wartosci domu w tys. dol.
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Wykorzystany model lokalnej funkcji regresji ma postac:
yo = f('xlo’xg),
gdzie f jest wielomianem pierwszego stopnia. Wartosci teoretyczne y, wyznaczo-

no za pomoca metod jadrowych zaimplementowanych w programie R. Dopasowa-
nie modelu obliczone za pomoca wspétczynnika R? wynosi 0,768.

Dla por6wnania obliczono réwniez R* dla modelu liniowego, modelu zbudowa-
nego metoda rzutowania (ang. projection pursuit regression) oraz otrzymanego
metoda MARS. Wyniki przedstawia tab. 1.

Tabela 1. Dopasowanie r6znych funkcji regresji, obliczone za pomoca wspétczynnika R?

Model | Funkgcja liniowa | MARS Metoda rzutowania Regresja jadrowa
R 0,637 0,793 0,796 0,768

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wspélczynnik dopasowania modelu uzyskanego za pomoca metod jadrowych
nie jest wprawdzie najwyzszy, ale bliski R” dla modelu zbudowanego metoda rzu-
towania, dajaca najcze¢sciej najlepsze wyniki.
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ADAPTIVE KERNEL METHODS OF REGRESSION

Summary

In this article kernel methods for regression are presented. These methods are
based on theory of local estimation when one needs to estimate an unknown func-
tion only at a single point. The methods don’t need the analytic form of the model,
so they are the adaptive methods. An example is given for illustration.
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