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1. Wstep

Metoda wektoréw nosnych (ang. SVM — support vector machines) zostala pier-
wotnie skonstruowana jako narzedzie stuzace do dyskryminacji. Jest naturalny spo-
séb jej przeformutowania, prowadzacy do zbudowania modelu regresji nieliniowe;.

W zadaniu dyskryminacji metoda wektoréw nosnych polega na przetransfor-
mowaniu obserwacji ze zbioru uczacego, za pomoca nieliniowego przeksztalcenia
@, w przestrzen o duzo wigkszym wymiarze, gdzie klasy rozdzielane sa hiperplasz-
czyzna optymalna (zob. [Trzg¢siok 2003]), dana wzorem:

B-o(x)+ f, =0. (1

W zagadnieniu regresji celem jest znalezienie hiperplaszczyzny lezacej jak naj-
blizej jak najwigkszej liczby punktéw ze zbioru uczacego, po wczesniejszym prze-
transformowaniu tych punktéw za pomoca nieliniowego przeksztalcenia w prze-
strzen o wigkszym wymiarze. Tak postawiony problem przeklada si¢ na zadanie
minimalizacji normy wektora kierunkowego hiperptaszczyzny B, przy jednoczesnej
minimalizacji odleglosci punktéw ze zbioru uczacego od tejze hiperplaszczyzny.
V. Vapnik — twérca metody wektor6w nosnych — zaproponowat Vapnik [1998] do
pomiaru dopasowania funkcje straty, majacy postac:

¢ 0, gdy |y-f(xp)<e,
L(y,fx,p))= | |
ly-fx.B)|-€ gdy |y-rxB)|>e,
gdzie f(x,p)=P.9(x)+ B, jest funkcja regresji wyznaczona przez hiperplaszczy-
zn¢ (1). Funkcja straty (2) zwraca wartos¢ zero dla wszystkich punktéw lezacych
blizej hiperptaszczyzny niz z géry zadana wartosé¢ £ >0 . Tak wyznaczonej hiper-
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plaszczyznie w nowej przestrzeni cech odpowiada nieliniowa funkcja regresji w
przestrzeni pierwotnej.

Przeksztalcenie nieliniowe przestrzeni, ktére umozliwia konstruowanie za po-
mocg metody wektoréw nosnych nieliniowych modeli regresji, realizuje si¢ przez
pewng funkcj¢ jadrowa definiujacg iloczyn skalammy w nowej przestrzeni cech.
Wybdr postaci funkcji jadrowej, a takze wyb6ér wartosci parametréw tej funkcji,
wartosci £>0, ma kluczowe znaczenie dla jakosci otrzymywanego modelu, lecz
stanowi najmniej rozpoznang cz¢s¢ teoretyczna metody wektoréw nosnych. Do-
myslnie w dostgpnym oprogramowaniu, jak w wielu publikacjach naukowych, au-
torzy wykorzystuja funkcj¢ jadrowa Gaussa i przeszukuja jedynie pewien zakres jej
parametréw w celu uzyskania najlepszego modelu.

W nastgpnych czesciach pracy przedstawione beda algorytm metody wektoréw
nos$nych w zagadnieniu regresji oraz préba odpowiedzi na pytanie o zasadnos¢ wy-
boru funkcji jadrowej Gaussa. Przeprowadzona zostanie réwniez analiza biedu
sredniokwadratowego, ktéry generuje metoda w zaleznosci od postaci funkcji ja-
drowej oraz jej parametréw.

2. Metoda wektorow nosnych w regresji

2.1. Ryzyko rzeczywiste, empiryczne i funkcje straty

Zakladamy, ze dany jest zbi6r uczacy o postaci {(x',y'),...,(x",y")} , gdzie

x'e R’ oraz y'eR dla i=1,...,N, kiéry tworza realizacje niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym, nieznanym rozkladzie:
p(x,y)= p(x)p(y|%). 3)
Nalezy wyznaczy¢ funkcjg regresji f(x,p) minimalizujaca ryzyko rzeczywiste,
tj. funkcjonat dany wzorem:

R®)= [L(y, f(x,B) p(x, y)dxdy, @)
gdzie: L(y, f(x,B)) jest funkcjq straty mierzaca jako$¢ aproksymacji, a p ~ wek-
torem parametr6w funkcji regresji. Wartosci tego funkcjonatu sa nieznane, jako ze
nieznany jest rozktad p(x,y) . Mozemy zatem jedynie oszacowaé warto$¢ R(a) na

podstawie zbioru uczacego. Wobec tego w przeszukiwanej przestrzeni hipotez wy-
bierana bedzie ta-funkcja f, ktéra minimalizuje ryzyko empiryczne:

N
R, B)= %Z L(y', f(x',B)). 5)
i=1

Jednakze mata wartos¢ ryzyka empirycznego (dobre dopasowanie na zbiorze
uczacym) nie gwarantuje niewielkiej wartosci ryzyka rzeczywistego. Oznacza to,
ze otrzymany model moze mie¢ staba zdolnosé objasniania (uogdlniania). Metoda
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wektoréw nosnych zostala skonstruowana przez Vapnika [1998] na podstawie teo-
retycznego oszacowania ryzyka rzeczywistego. Vapnik udowodnit, ze w liniowej
funkcji regresji (definiujacej hiperptaszczyzng w przestrzeni cech) ryzyko rzeczy-
wiste jest ograniczone z goéry przez wartos¢ ryzyka empirycznego oraz dlugosé
(normg) wektora kierunkowego hiperplaszczyzny. Mala warto$é ryzyka empirycz-
nego jest zwiazana z dobrym dopasowaniem modelu, a minimalizacja normy wek-
tora kierunkowego hiperptaszczyzny - z lepsza zdolnoscia modelu do uogélniania.
Procedura jednoczesnej minimalizacji obu skladnikéw ograniczajacych ryzyko
rzeczywiste nazywana jest minimalizacja ryzyka strukturalnego.

Istomym zagadnieniem jest réwniez wyb6r funkcji straty. Kwadratowa funkcja

straty, majaca postaé L(y, f (x, B)) = (y - f (x, B))’, wraz z minimalizacja ryzyka em-
pirycznego stanowi podstawe klasycznej metody najmniejszych kwadratéw. W meto-
dzie wektoréw nosnych jest wykorzystywana funkcja straty Vapnika o postaci (2).

2.2. Formalny zapis metody wektoréw nosnych w regresji

Poniewaz aproksymowana zaleinos¢ mi¢dzy zmienna objasniana y a zmienna
objasniajaca x moze mieé charakter nieliniowy, metoda wektoréw nosnych wyko-
rzystuje nieliniowa transformacje ¢:R? — Z danych ze zbioru uczacego do prze-
strzeni o wigkszym wymiarze. Nast¢pnie w nowej przestrzeni cech jest wyznacza-
na hiperptaszczyzna (odpowiadajaca liniowej funkcji regresji) minimalizujaca ry-
zyko strukturalne. Rozpatrujemy zatem zbi6r { ((o(x'), y'),...,((o(x" )y )} , gdzie

@(x')e Z oraz y'e R dla i=1,...,N . Zakladamy, ze wyznaczana funkcja regresji
f ma postaé: '

y=f(x$ﬁ)=ﬂ'¢(x)+ﬂov (6)
czyli jest funkcja liniowa w przestrzeni Z i definiuje w tej przestrzeni hiperptasz-
czyzne (jednoczesnie funkcja ta, rozwazana w pierwotnej przestrzeni danych R“,
jest funkcja nieliniowa). Zgodnie z opisang powyzej zasadgq minimalizacji ryzyka
strukturalnego, funkcj¢ f znajdujemy jak rozwiazanie zadania minimalizacji naste-
pujacego wyrazenia:

N
JZ-"B"z + CZLe(yi’f(x"p))v N
i=l

gdzie C jest parametrem metody, okres§lajacym kompromis miedzy dokladnoscia
dopasowania a zdolnoscia uog6lniania modelu. Wprowadzajac zmienne

&by & & 200stabiajace zalozenie, ze wszystkie obserwacje musza
znajdowac¢ si¢ blizej wyznaczanej hiperptaszczyzny niz z géry zadana wartos¢ ¢,
oraz wykorzystujac funkcjg¢ straty (2), mozemy zadanie minimalizacji wyrazenia
(7) zapisa¢ w postaci zadania programowania kwadratowego z liniowymi ograni-
czeniami:
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mind|Bf° +CY (6 + ).

‘y"_(p.gj(xl)+ﬂo)SE+é, i=L...,N, (8)
_yi+(p.¢(x')+ﬂo)sg+§', i=1...,N,
&.& 20.

Zadanie to rozwiazujemy metoda mnoznikéw Lagrange’a. Funkcja Lagrange’a
ma postac:

L, (Ao’ =B +C3 6+ £)-Sa[e &y +B-p0x)+ 4]

) ) ©)
—Zla,.'[£+§,.'+yi—B-¢’(X')-ﬂo]—2(’h‘fﬁ+77.-'f.~‘)s

i=l
gdzie a,,a;,n,,n 20 sa wspétczynnikami Lagrange’a. Przyréwnujac pochodne
czastkowe rz¢du pierwszego funkcji Lagrange’a do zera i podstawiajac otrzymane
zaleznosci do (9), otrzymujemy tzw. dualna postaé funkcji Lagrange’a:

L{ad)=—43Y(a-a)( —04)¢<f>-¢<"’>-€g(%+04')+§(04 -&)y,(10)

i=l j=1

N
przy ograniczeniach 0< @,,0; <C,i=1,...,N,) (o - a)=0.

i=1

Powyzsze zadanie ma jednoznacznie wyznaczone rozwiazanie:
B= i}(a -a)p(x'),
B =y -8-ox')-€, dald<a<C.
Zatem funkcja regresji ma postaé:
f(x)=il(a.-—q-‘)¢(x‘)-¢(x)+ﬁo. (12)

Rozwiazanie optymalne (11) ponadto spetnia warunki Kuhna-Tuckera. Jeden z
nich ma posta¢:

(11)

aa, =0, i=1,...,N. (13)
2.3. Wektory nosne

Wektorami nosnymi (ang. support vectors) nazywamy te obserwacje ¢(x'), dla
ktérych odpowiadajace im wsp6lczynniki Lagrange’a «, lub a; sa niezerowe
(wigksze od zera). Wida¢ zatem, Ze wyznaczona funkcja regresji (12) zalezy nie od
wszystkich obserwacji, a tylko od tych, bedacych wektorami nosnymi (pozostate
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obserwacje wystepuja we wzorze (12) ze wspélczynnikami réwnymi zeru i sa nie-
istotne dla rozwazanego zagadnienia regresji). Oznaczmy przez Isy zbi6r tych in-

deks6w ze zbioru {1,...,N}, ktérym odpowiadaja wektory nosne.

2.4. Funkcje jadrowe

Zar6wno w sformulowaniu zadania optymalizacyjnego (10), jak i w jego roz-
wiazaniu (12) posta¢ nieliniowej funkcji transformujacej ¢ nie musi byé znana.
Wystarczy, jesli zdefiniuje si¢ iloczyn skalarny o postaci K(u,v)=¢@(u).@g(v) w
nowej przestrzeni cech Z. Metoda wektoréw nosnych wykorzystuje najczesciej
funkcje z rodziny funkcji jadrowych:

1) Gaussa: K(u,v)=exp(-7|u- v||2) ,

2) wielomianowa: K(u,v)=pu-v+46), d=12,...,

3) sigmoidalna: K(u,v)=tanh(yu-v+4),

4) liniowa: Ku,v)=u-v.

Przy zadanej funkcji jadrowej, definiujacej iloczyn skalarny w Z, funkcje regre-
sji (12) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

f®0=Y (@ -a)Kx'x)+4, (14)
icly,

Wektory nosne, definiujace funkcj¢ regresji, leza na brzegu epsylonowego oto-
czenia wyznaczonej hiperplaszczyzny lub na zewnatrz tego otoczenia.

3. Analiza wlasnosci metody

Jak juz wspomniano, jakos¢ otrzymywanego modelu regresji zalezy w sposéb
istotny od wyboru postaci funkcji jadrowej, wartosci parametréw tej funkcji oraz od
wartosci dwéch dodatkowych parametré6w metody wektoréw nosnych: €1 C. Najcze-
Sciej do ustalenia optymalnych wartosci parametréw jest proponowana metoda sy-
mulacyjnego przeszukiwania zadanego przez uzytkownika zakresu warto$ci parame-
tréw lub metoda sprawdzania krzyzowego. W opracowaniu do poréwnania jakosci
modeli regresji zbudowanych dla réznych funkcji jadrowych i réznych kombinacji
wartosci parametréw wykorzystano blad sredniokwadratowy, obliczony metoda
sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru uczacego na dziesie¢ czesci.

3.1. Zbiory danych
Badanie przeprowadzono na pigciu zbiorach danych, standardowo wykorzysty-

wanych do poréwnywania wlasnosci metod wielowymiarowej analizy statystycz-
nej. Pierwsze dwa zbiory zawieraja dane rzeczywiste i maja swoje zrédlo w og6l-
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nodostepnej bazie ,,UCI Repository Of Machine Learning Databases”, zlokalizo-
wanej w Uniwersytecie Kalifornijskim', a wykorzystane do obliczen zbiory za-
czerpnieto z pakietu Leisch i Dimitriadou [2004], ktérego autorzy przygotowali
kilkanascie zbioréw danych do bezposredniego przetwarzania w pakiecie staty-
stycznym R. Kolejne trzy zbiory danych to zbiory sztuczne, wygenerowane kom-
puterowo za pomocg funkcji dostepnych w pakiecie ml1bench, zgodnie z koncep-
cja Friedmana, opisana w dokumentacji pakietu ml1bench, oraz w artykule Fried-
mana [1991]. Nazwy oraz krétka charakterystyke zbioréw przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Zbiory danych wykorzystane do analizy.

Nazwa Liczebnosé Liczba zmiennych
BostonHousing 506 14
Servo 167 5
Friedman 1 200 11
Friedman2 200 5
Friedman3 200 5

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na przyklad zbiér ,,Friedman1” zostal utworzony jako realizacje dziesieciu nieza-
leznych zmiennych objasniajacych, o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1],
przy czym zmienna objasniana y jest zalezna tylko od pigciu i wyznaczona jest we-
diug formuty:

y=10sin(7x x;) + 20(x, — 0,5)* + 10x, +5x, +e,
gdzie ¢ ma rozktad N(O, 1).

Do obliczen wykorzystano program statystyczny R z dodatkowymi pakietami:
e1071 (zawierajacym implementacj¢ metody wektoréw nosnych) oraz mlbench
(zawierajacym analizowane zbiory danych, wraz z ich opisem, oraz funkcje, za
pomoca ktérych wygenerowano zbiory sztuczne).

3.2. Procedura badawcza

Dla kazdego zbioru zbudowano modele regresji metoda wektoréw nosnych,
uzywajac:

a) funkcji jadrowej Gaussa z parametrami (¥,C,€), gdzie ¥ przebiega zakres
od 2% do 2°, C-0d 107 do 10°, £€{0,1;0,5;0,8},

b) wielomianowej funkcji jadrowej z parametrami (d,%,d,C,€), gdzie d prze-
biega zakres’ od 2 do 5, ¥ - od 272 do 2°, §€{2,10}, oraz C — od 107 do 10°,
£€{0,1;0,5;0,8},

Do&qme przez: fipJ/ffip.ics.uciedw/pub/machine-leamning-databases, hitp//www.ics.uci.edu/~mleam/MLRep

z thachzbnom:lmlawwk)mmlowe) funkcji jadrowej analiz¢ przeprowadzono, zawezajac zakres niektérych
parametréw ze wzgledu na bardzo diugi czas oczekiwania na wyniki (program przerwano po 12 godz. obliczerh).
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¢) sigmoidalnej funkcji jadrowej z parametrami (y,d,C,€), gdzie y przebiega
zakres od 272 do 2°, 5€{2,10}, za§ C - od 107 do 10°, £€{0,1;0,5; 0,8},

d) liniowej funkcji jadrowej z parametrami (C,€), gdzie C przebiega zakres od
10 do 10°, £€{0,1;0,5;0,8] .

Dla kazdego tak otrzymanego modelu obliczono btad sredniokwadratowy me-
toda sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru uczacego na dziesi¢é czgsci.

3.3. Wyniki analizy

Przeprowadzono analiz¢ bigdu sredniokwadratowego generowanego przez mo-
del najpierw ze wzgledu na wybdr postaci funkcji jadrowej, a nastgpnie ze wzgledu
na wartosci poszczeg6lnych parametréw.

Tabela 2 przedstawia minimalne wartosci bt¢du sreniokwadratowego, w zalez-
nosci od postaci funkcji jadrowej. Pogrubiong czcionka zaznaczono najlepsze re-
zultaty, a kursywa — najgorsze.

Tabela 2. Minimalny btad sredniokwadratowy w zalezmosci od postaci funkcji jadrowej

Nazwa Gaussa Wielomianowa | Sigmoidalna Liniowa
BostonHousing 14,55 11,15 54,4 25,6
Servo 29,65 23,88 91,94 30,67
Friedman|1 9,52 4,7 155 8,98
Friedman2 24661,0 20670,0 95248,0 38565,0
Friedman3 0,029 0,024 0,105 0,064

Zrédto: opracowanie wiasne.

Widaé, ze we wszystkich pigciu przypadkach najmniejsze btedy generuje meto-
da wektoréw nosnych z wielomianowa funkcja jadrowa. Ponadto zdecydowanie
najgorsze rezultaty otrzymujemy po wykorzystaniu sigmoidalnych funkcji jadro-
wych. Funkcje Gaussa, ustawione jako domysiny wybdr w programach kompute-
rowych, daja rezultaty dobre, ale modele regresji na nich oparte ustepowaty jako-
$cig modelom z wielomianowymi funkcjami jadrowymi.

Przekrojowe por6éwnania blgdéw sredniokwadratowych dla réznych wartosci
badanych parametréw pozwalaja sformutowa¢ pewne wnioski jedynie w przypad-
ku parametru £ oraz parametru d — stopnia wielomianu.

Poniewaz, oprécz minimalnych bledéw, interesujaca wydaje sie réwniez in-
formacja o innych charakterystykach opisowych (szczegdlnie informacja o zrézni-
cowaniu wartosci bledéw), dla ustalonych wartosci jednego z parametréw wyniki
analizy przedstawiono na wykresach pudetkowych (rys. 1-2).
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Rys. 1. Wykresy pudetkowe btedow sredniokwadratowych dla wartosci £=0,1; 0,5; 0,8, dla trzech
wybranych zbioréw: zbioru Boston z funkcjq jadrowa Gaussa, zbioru Friedman1 z wielomianows
funkcja jqdrowa oraz funkcja Gaussa

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na przedstawionych wykresach (rys.1) wida¢, ze blgdy sredniokwadratowe cha-
rakteryzuja si¢ stosunkowo silnym zréznicowaniem. Potwierdza to réwniez wcze-
S$niejsze stwierdzenie, ze wyb6r wartosci parametréw jest istotny dla jakosci
otrzymywanego modelu. Ponadto mozna wnioskowaé, ze male warto$ci parametru
€ daja lepsze rezultaty.
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Rys. 2. Wykresy pudetkowe bledéw sredniokwadratowych dia wiclomianowych funkcji jadrowych
dla wielomianéw stopnia 2, 3, 4, 5 dla zbioru Servo i zbioru Friedman1
Zr6dto: opracowanie wlasne.

Bardzo istotnym parametrem w wielomianowej funkcji jadrowej jest stopien
wielomianu d. Dla dwéch zbioréw dodatkowo obliczono bi¢dy Sredniokwadratowe
dla wielomianéw stopnia sz6stego i sibdmego. Na podstawie przeprowadzonych
badan mozna wnioskowaé, ze najlepsze rezultaty daja wiclomiany stopnia 3 oraz 4.
Zwigkszanie stopnia wielomianu powoduje na ogét znaczne pogorszenie jakosci
otrzymywanego modelu. Wyniki analizy na przykladowych dwéch zbiorach przed-
stawia rys. 2.

Pozostale parametry maja réwniez istotny wplyw na jakos¢ dyskryminacji, ale
nie mozna wskazaé takich ich wartosci, ktére dawatyby mate btedy sredniokwadra-
towe, niezaleznie od analizowanego zbioru danych.
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4, Podsumowanie

Metoda wektor6w nosnych umozliwia budowe nieliniowych modeli regresji z
zachowaniem duzego uog6lnienia otrzymywanego modelu. Nieliniowo$¢ metody
realizuje si¢ przez wybér funkcji jadrowej. R6znorodnos¢ mozliwosci wyboru ro-
dzaju funkcji jadrowej oraz jej parametréw sprawiaja, Ze metoda pozwala przeszu-
kiwaé¢ duzy zbiér hipotez (potencjalnych funkcji regresji opisujacych badang za-
leznosc€). Najlepsze rezultaty daja wielomianowe funkcje jadrowe dla wielomianéw
stopnia 3 lub 4 oraz mate wartosci parametru £ (np. 0,1). Wskazanie wyboru wie-
lomianowej funkcji jadrowej stopnia 3 lub 4 jest zgodne z wynikami analiz, przed-
stawionymi w pracy Trz¢sioka [2004], ktére dotyczyly analogicznego badania, lecz
przypadku zastosowania metody wektoréw no$nych w dyskryminacji.

Staboscia wielomianowych funkcji jadrowych jest, po pierwsze, to, ze uzyt-
kownik musi okresli¢ wartosci czterech parametréw, ktére nie maja jasnej interpre-
tacji (w przeciwienstwie do dwéch interpretowalnych parametréw dla funkcji ja-
drowej Gaussa). Po drugie, symulacyjne przeszukiwanie zakresu parametréw dla
okreslenia ukladu dajacego najmniejszy blad klasyfikacji moze byé, bardzo czaso-
chionne szczegdlnie przy duzych zbiorach danych.
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SUPPORT VECTOR MACHINES FOR REGRESSION

Summary

For nonlinear regression problem, support vector machines (SVM) map the in-
put space into a high-dimensional feature space first, and then perform linear re-
gression in the high-dimensional feature space. The nonlinearity of SVM is real-
ized by choosing the kernel function. Performance of SVM is very sensitive to the
choice of the kernel and model parameters. In the paper the method is presented
and the dependency of its performance on the kernel and the model parameters se-
lection is analyzed.
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