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MODEL LOGITOWY Z KLASAMI UKRYTYMI

1. Wstep

Dos¢ czgsto konsumenci sa przedmiotem badan marketingowych. Jak wiado-
mo, rdznia si¢ pod wieloma wzgledami. Pomimo to, konwencjonalne metody i pro-
cedury analizy danych marketingowych opieraja si¢ na zalozeniu, ze badana préba
jest homogeniczna. W konsekwencji otrzymuje si¢ estymatory parametréw mode-
lu, ktore sa identyczne dla kazdego konsumenta. Przyktadowo, w prostym modelu
pozwalajacym uchwycié¢, jak zmiana ceny wplynie na popyt, mozna otrzymac
usrednione wyniki, mimo ze wczes$niejsze badania wyraznie wylaniaja dwie skraj-
ne grupy konsumentow, z ktorych jedna jest bardzo wrazliwa na zmiang ceny, dru-
ga natomiast — prawie wcale. Z innego przykladu [Dillon, Kumar 1994] mozna
wyciagnaé wniosek, ze nieuwzglednienie heterogenicznosci jest przyczyna bardzo
stabego dopasowania modelu do danych. W przyktadzie tym przedstawiono dane,
dotyczace ilosci nabywanych stodyczy w ciagu 7 dni. Postuzono si¢ rozkladem
Poissona. Jedyny estymowany parametr to srednia. Naturalnie, model byt zle dopa-
sowany do danych empirycznych, dlatego powtérzono procedur¢ z uwzglednie-
niem heterogenicznosci. Wyodrgbniono siedem segmentdw i otrzymano bardzo
dobre rezultaty.

W s$wietle powyzszych wywodow nie moze dziwié, ze uwzglgdnienie hetero-
genicznosci przyczynia si¢ do lepszego odzwierciedlenia struktury badanych. Dla-
tego dos¢ czesto wykorzystuje sie analiz¢ klas ukrytych (lub mieszaning rozkfa-
dow). W.A. Kamakura i G.J. Russell [1989], opierajac si¢ na mieszankach rozkla-
dow, wykorzystali wielomianowy model logitowy do zbadania struktury cenowej —
wyodrebnili jednoczesnie segmenty. W analizie klas ukrytych A.K. Formann
[1992] skupia si¢ na regresji logistycznej.

W niniejszej pracy przedstawiono model logitowy, ktdrego podstawa jest idea
wielomianowego modelu logitowego. Takie ujgcie zagadnienia pozwolito zwrécié
uwage na strategi¢ decyzyjna konsumenta i jednoczesnie poréwnacé przedstawiony
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model z zaproponowanym przez A.K. Formanna. Pokazano réwniez, ze w zalezno-
$ci od przyjetych zalozen model opiera si¢ na mieszankach rozktadéw lub analizie
klas ukrytych.

2. Sformulowanie modelu logitowego z klasami ukrytymi

Niech Y; =(Y;;, Yig, .0 KJ)T bedzie wektorem losowym, natomiast jego reali-
zacja y; = (y,-*l, y;‘z,..., y,’-f,)T , przy czym y,-;- przyjmuje wartos¢ 1, gdy konsument i
(i=12,..., N) wybierze marke¢ j (j =1,2,...,J), oraz zero w przeciwnym wypad-
ku. Ponadto przyjmuje si¢, ze badana zbiorowos¢ (konsumenci) dzielona jest na
wzajemnie roztaczne, bezposrednio nieobserwowalne klasy (segmenty). Z podzia-
fem tym zwiazana jest wprowadzona zmienna ukryta O = (q,,qz,...,qS)T,
(s=1,2,....8) (por. [Kaplon 2002]). Zgodnie z istota modeli zmiennych latent-
nych Y, Y2, ..., Y;; ma warunkowy rozklad ze wzgledu na g, g5, ..., gg (por.
[Everitt 1987]). Zmlenna ukryta jest dyskretna, dlatego niech prawdopodobienstwo
tego, ze losowo wybrany konsument znajdzie si¢ w klasie C, wynosi h(q;),
i oczywiscie musi zachodzi¢: Zh(&s) =1.

S

W kontekscie tak postawionego zagadnienia, niech wektor losowy Y; ma wie-

lowymiarowy, warunkowy rozktad Bernoulliego:

Y,|0, ~ B(L, pis)> pis =(B°Dseces B (s BE(D)), (1)

bioracy si¢ z zalozenia o lokalnej niezaleznos$ci (zob. [Kapton 2002]). Prawdopo-
dobienstwo tego, ze marka j zostanie wybrana przez konsumenta i/ nalezacego do

segmentu C,, 0zZnaczono przez P,-s (J). Ze wzgledu na wzér (1), warunkowe praw-
dopodobienstwo wyraza si¢ w postaci:

(%0, %)= LT[0 [1- o] ™ @
Jj=1

gdzie: y jest wektorem nieznanych parametrow w klasie C; natomiast X; repre-

zentuje mracierz, ktéra zostanie zdefiniowana pézniej. Dyskretna natura zmiennej
latentnej pozwala wyrazié¢ prawdopodobiefistwo bezwarunkowe wzorem:

Pr(Y,- =y,'-“x,-,l11)=1£[h(9s)1>r(y,. =y s). 3)
s=1

i
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Aby zdefiniowa¢ prawdopodobiefistwa wyboru marek, niech zgodnie z idea
wielomianowego modelu logitowego (por. [McFadden 1974]), uzytecznos¢, jaka
ma dla konsumenta / marka j w segmencie C;, bedzie wyrazona w stochastyczny
sposéb, tzn.:

T
Uyls =B Xy + 510 )

gdzie: B1 = (B, Bags ..y B 4s) reprezentuje wektor parametréw w klasie C,, oce-

na konsumenta / atrybutu a (a=1,2,..., 4) marki j jest rbwna Xjjg> €O oczywiscie
ij

= [x,-l, x,-z,...,x,-_,], natomiast &£

, T . N .
pozwala zapisaé x,--=(x,-jl,...,x,~ja,...,x,-jA) i zdefiniowa¢ macierz X; =

i jest ta czescia uzytecznosci w segmencie Cg,

ktérej nie mozna bezposrednio zaobserwowac; w tym wypadku zaklada si¢ rozktad
ekstremalnych wartosci typu I o funkceji gestosci:

_Ei'.\‘ _gi'.\‘
feg)=e exp[—e d ) ®)
przy czym
:Z: cov(el.j|s, £nmls) =0.
J#£m

Wypada w tym miejscu nawiazaé¢ do wzoru (3) i przyjetej notacji. Okazuje sie
bowiem, Ze przyjgcie macierzy X; roznej dla kazdego konsumenta nie pozwala
nawiazywac do analizy klas ukrytych lecz mieszanek rozkiadéw. Tak tez nalezy
traktowa¢ prawdopodobienstwo (3). Aby z kolei wykorzysta¢ analize klas ukry-
tych, trzeba przyjac ograniczenie na wspominang macierz. Chociaz dalsze analizy
beda prowadzone z uwzglgdnieniem macierzy réznych dla kazdego konsumenta, to
Jjednak w przykladzie empirycznym wybrano wariant z klasami ukrytymi.

W dalszej kolejnosci nalezy rozstrzygna¢, kiedy marka zostanie wybrana. Ze
wzgledu na istote analizy klas ukrytych — i zwiazana z tym mozliwo$¢ wyboru kil-
ku marek — nie mozna wykorzystac strategii, ktéra jest podstawa wielomianowego
modelu logitowego (MNL). Dzieje si¢ tak dlatego, ze w modelu tym (MNL) defi-
niuje si¢ prawdopodobienstwo wyboru jednej marki, a tym samym przyjmuje sig,
ze marka o najwigkszej uzytecznosci bedzie wybrana. Z tego tez wzgledu dla pre-
zentowanego modelu mozna przyjaé strategi¢, zgodnie z ktora konsumenci wybio-

ra marki o uzytecznos$ci przekraczajacej pewien poziomA . Przyjmujemy jego lo-
sowy charakter, zatem niech w pewnym segmencie C; A, =6 + &, przy czym 6
i &; odzwierciedlaja odpowiednio deterministyczng i losowa naturg¢ przyjg¢tego
poziomu. Wtedy interesujace nas prawdopodobienstwo mozna zapisa¢ w postaci:
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PS(j)= Pr(U,-j|s > As) = Pr(es < ﬁzxij -0+ gij|s) =
< (6)
= [ (oo )(Bsxy =6+ oy ey,

—0

gdzie F(-) jest dystrybuanta funkcji ggstosci zdefiniowanej wzorem (5). Po pew-
nych przeksztalceniach prawdopodobienstwo (6) mozna zapisa¢ w zwigztej formie:

Pl_s(j)=[1+exp(5s —BIXU)}-I. (7)

Tak zdefiniowane prawdopodobienstwo ma posta¢ regresji logistycznej. Czy
wobec tego istniata uzasadniona potrzeba szczegétowego wyprowadzenia wzoru
(7), skoro jego postac jest ogdlnie znana? Nie dos¢ wspomnieé, ze juz A K. For-
mann [1992] proponuje model regresji logistycznej z klasami ukrytymi. W odréz-
nieniu jednak od wspomnianego modelu i znanej regresji logistycznej zaakcento-
wano fakt, ze konsument, wybierajac jakas marke, postuguje si¢ strategia decyzyj-
na. Przyjeto wigc, ze zostang wybrane te produkty, ktorych uzytecznos$é przekroczy
pewien poziom. Przenoszac ideg tej strategii na model Formanna, okazuje sig, ze
tym poziomem jest warto$¢ rowna zeru'. Widaé wiec, ze prawdopodobienstwo (7)
zostalo zdefiniowane w bardziej ogdlny sposob. Jak si¢ pdzniej okaze — w czgsci
empirycznej pracy — nie w kazdym segmencie mozna przyjaé za ten poziom war-
tosé zero.

Dla tak sformulowanego modelu poszukujemy wektora ¥ nieznanych para-
metroéw, maksymalizujac ponizsza funkcj¢ wiarygodnosci:

L(¥|Y) =1_N[Pr(Y,- =y;'\x,.,\P). )

i=1
3. Procedura poszukiwania estymatorow najwigkszej wiarygodnosci

W praktyce wykorzystanie funkcji (8) nastrgcza wielu probleméw. Mozna ich
jednak uniknaé, jesli wykorzystuje si¢ algorytm EM zaproponowany przez
A.P. Dempstera, N.M. Lairda i D.B. Rubina [1977]. Szczegétowe omowienie moz-
na znalez¢ w monografii G.J. McLachlana, T. Krishnan [1997].

Traktujac macierz zmiennych latentnych Z = [zis] NxS jako ,,brakujace” dane,

definiujemy funkcje¢ wiarygodnosci dla kompletnego zbioru, czyli (Y, Z). W tym
celu przyjmujemy, ze

! Inna cechg odrdzniajaca model Formanna od przedstawianego w pracy jest reparametryzacja
prawdopodobienstw przynaleznosci do klasy tego pierwszego.
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1, gdy konsument i eC,,
X,z = ©)
0, w przeciwnym wypadku,
o wielomianowym rozk}adzie postaci:
z;|h(0) ~ M(1, h(8)). (10)

Wtedy logarytm funkcji wiarygodnosci dla kompletnego zbioru danych ma postac:

N S J
log L (¥|Y.2)= Y. ", 3. v} log 27 () + (1= v; ) log1 - ()]} +

i=ls=1  j=I

+Z Zz,s Iogh

i=] s=1

(1)

Do powyzszej funkcji wiarygodnosci stosuje si¢ wspomniany algorytm EM, na
ktory sktadaja si¢ dwa kroki:

Krok E: W iteracji (k + 1) obliczy¢ Q(‘I’|‘I’(k)), przyjmujac za nieznany wek-

tor parametrow W poczatkowe wartosci rowne plh) , gdzie

Q(‘I’|‘P(k)) = E 0 [Iog Lc(‘PIY, )y, qf"‘))} (12)
Poniewaz
Ey[Z;s|¥]= kP, (13)
gdzie
h(6, )Pr(Y =y; BS,X,,w(k))
K = (14)
(A} k)
" (8, )Pr(Y =yiio,; X, ! )
s
dlatego funkcja (12) przekszta%ca si¢ do nastgpujacej postaé:
o(¥Eh)-35 K‘“ {y,-j- log P () +(1- ; )log1 - P (i) [} +
i=] s=1
(15)

+ZZK”‘) log h(6

i=1s=1
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Krok M: Nalezy maksymalizowa¢ warto$¢ oczekiwana, ktéra zostata obliczo-
na w poprzednim kroku E, czyli

Pt _arg maxQ(‘I’I‘I’(k)). (16)
v

W wypadku estymatoréw prawdopodobienstwa przynaleznosci do klas mozli-
we jest podanie ich postaci analitycznej. Odwotujac si¢ do (16), nalezy obliczy¢
odpowiednie pochodne czastkowe. Przyréwnanie ich do zera pozwala otrzymac
nastepujaca wartosé:

R N
h(es)=#21<,.(s"’. (17)
i=1

Aby oszacowaé pozostale parametry, tzn. {y S}f=l’ zgodnie z (16), mozna wy-

korzystac¢ algorytm Newtona-Raphsona. W metodzie tej wymaga si¢ podania gra-

dientu i macierzy hesianu [Everitt 1987]. Dla klarownosci dalszych zapisow przy-

Jeto indeksowanie atrybutow od zera i wtedy V; ix;o=-1, a tym samym

Bos = 85. Na podstawie (15) obliczono gradient?

a0(#|e™)

(k)
& P

T
=[A01 A1l o Agl o Al e Ags o Ays], (18)

gdzie
k k * .
l(ﬂs) = Z Z Ki(s )xt_'/'a [yij - Pis (./)])
i

oraz macierz hesianu
#Q(\{f]?"‘))

q®
Bap’

:diag[Hﬁ") ..H® ...H(Sk)], (19)

w ktorej kazdy element diagonalny jest kwadratowa macierza wymiaru 4 + 1, przy
czym

2 Pominigto tutaj kroki algorytmu Newtona-Raphsona. Wyrézniony krok & odnosi si¢ tylko do
algorytmu EM.
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[ (k) k 130
My - h() R

k) _| , (k o 0]
H =\ p0) hf,a> . KPS (20)

(k) (k) (k
LY S

(k)_ ZZK( xyaxybP (J)[l— (j)] a,b=0,1,.

i=1 j=1

. . , S .
Po oszacowaniu nieznanych parametrow {w}__, powraca si¢ do kroku E,

a pézniej znowu do kroku M. Kroki te powtarza si¢ naprzemiennie, dopoki warto$c¢
funkcji wiarygodnosci nie zmieni si¢ o mata, arbitralnie ustalona wartos¢.

4. Przyklad empiryczny

Na potrzeby niniejszego artykutu przeprowadzono badania ankietowe, dotycza-
ce osmiu marek kawy: Exclusive Mild, Tchibo Family, Grand Mocca, Jacobs
Merido, Jacobs Kroénung, Maxwell House, Nescafe Classic oraz Nescafe Gold.
W wyniku redukcji wymiarowosci przestrzeni percepcji droga analizy czynnikowe;j
wyodrebniono cztery zmienne:

X —walory smakowe | (gorycz, smak, kwaskowatosc),

X5 —wizerunek (cena, prestiz),

X3 — walory smakowe II (aromat, moc, posmak),

X4 — dostgpnosc.

Po ocenie atrybutéw wymienionych kaw konsumenci mieli powiedzie¢, ktore
marki zakupiliby. Zgodnie z koncepcja modelu, mogli zdecydowa¢ si¢ na kilka
produktow.

Najpierw nalezy ustali¢ liczb¢ klas. Poniewaz modele o réznych liczbach klas
nie sa wzgledem siebie hierarchiczne, dlatego test statystyczny oparty na podwojo-
nym logarytmie ilorazu funkcji wiarygodnosci nie moze by¢ uzyty [Titterington,
Smith, Markov 1985]. W takim wypadku odwotuje si¢ czesto do kryteriow infor-
macyjnych [Kaplon 2002]. Oszacowano wigc parametry dla czterech modeli, tzn.
z jedna klasa, dwoma itd., zestawiajac odpowiednie wartosci w tab. 1. Do estyma-
cji parametréow napisano odpowiedni kod programu w srodowisku MATLAB.

Wszystkie modele oprocz pierwszego (1 klasa) nalezy uzna¢ za dobrze opisuja-
ce badane zjawisko. Przemawiajg za tym niskie, w pordwnaniu ze stopniami swo-
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Tabela 1. Logarytm funkcji wiarygodnos$ci oraz kryteria informacyjne dla modeli z rézng liczba klas

Liczba klas Logl AlIC AIC* CAIC BIC BIC*
1 —1089,0139 | 2188,0279 | —128,7519 | 2210,1965 [ 2205,1965 | —987,1056
2 —992,8889 | 2007,7778 | —308,9253 | 2056,5487 [ 2045,5487 | -1146,7534
3 —980,0206 | 1994,0411 [ —-322,6619 | 2069.4144 [ 2052,4144 | —1139,8877
4 —975.4287 | 1996,8574 | -319.8457 | 2098,8330 | 2075.8330 | —-1116,4692

Zrodlo: opracowanie wlasne.

body, wartosci statystyk testowych, tj.: chi-kwadrat, G2, Cressie-Read’. W wy-
padku odrzuconego modelu sa one wysokie i wynosza odpowiednio 575,33,371,32
i 582,28 przy 251 stopniach swobody. Dlatego nalezy si¢ oprze¢ si¢ na wynikach
z tab. 1 i wybra¢ ten sposréd pozostatych trzech, dla ktérych wartosci kryteriow sa
najnizsze. Okazuje si¢ (zacienione pola reprezentuja najnizsze wartosci), ze najlep-
szym kandydatem jest model z dwoma klasami ukrytymi. Dalsza analiza bgdzie
dotyczyla tego modelu.

Pojawia si¢ tu jednak naturalne pytanie, czy model z trzema klasami — wobec
najnizszych kryteriow AIC — nie jest tez dobrym kandydatem. Za jego odrzuce-
niem przemawiaja dwa argumenty. Pierwszy odnosi si¢ bezposrednio do ,,prefe-
rowania” przez AIC modeli nazbyt rozbudowanych [Kass, Raftery 1995]. Dlatego
H. Bozdogan [1987] zaproponowat kryterium CAIC, ktére naktada wigeksza kare na
modele o zbyt duzej liczbie parametrow. Poniewaz kryteria BIC i BIC* réwniez
preferuja modele mniej ztozone [Kass, Raftery 1995], dlatego rozsadne wydaje sie
by¢ poleganie na BIC, BIC* oraz CAIC. Oczywiscie, model z dwoma klasami,
posiada tam wartosci najmniejsze. Drugi argument utwierdza w przekonaniu o zre-
zygnowaniu z jednej klasy, gdyz prawdopodobieinstwo przynaleznosci do pierw-
szej z trzech klas jest niskie: 4(6,)=0,12.

Przyjawszy model z dwoma klasami, w tab. 2 prezentujemy wyniki estymacji.
Warto odnotowa¢ wartodci statystyk testowych. Statystyka chi-kwadrat wyniosta

188,12 (p <0,997), G? = 179,07 (p <0,999), natomiast Cressie-Read rowna jest
195,6 (p < 0,991). W nawiasie podano, z uwzglednieniem 245 stopni swobody,

Tabela 2. Warto$ci szacowanych parametréw — estymatory parametréw modelu w odpowiedniej klasie

Prawdopodobieristwa
Klasa Po A % Ps Pa przynaleznosci do klasy
Pierwsza 2,3742 | -5,1636 | —1,7879 | —0,4096 | 2,7920 0,3703
Druga 0.4277 | -2,7044 3,1308 | —0,1079 [ 0,0002 0,6297

Zrédlo: opracowanie wiasne.

3 Wspomniane statystyki sa czgsto wykorzystywanymi miernikami dopasowania modeli do da-
nych. Szczegdtowe informacje mozna znalez¢ w wielu pracach, np. [Dayton 1998]. Wartoéci owych
statystyk zostang pézniej podane dla najlepszego modelu.
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tzw. p-value. Uznaje si¢ wigc model za bardzo dobrze odzwierciedlajacy strukture
danych.

W segmencie pierwszym, mniej licznym (0,3703), uzytecznos$¢ produktu po-
winna by¢ znacznie wyzsza od uzytecznosci w segmencie drugim. O tym informu-
je warto$¢ progu krytycznego réwna 2,3742. Pokazuje to réwniez, o czym warto
wspomnieé w kontekscie wczesniejszych rozwazan, ze ustalanie progu krytyczne-
go na poziomie zero moze przyczynic si¢ do znacznych bledow.

W rozwazanej klasie dostepnosé (2,7920) jest waznym atrybutem decydujacym
o wyborze. Inaczej jest w drugim segmencie, w ktérym atrybut ten nie ma wigk-
szego znaczenia (0,0002). Roznica migdzy segmentami pojawia si¢ tez na pozio-
mie wizerunku marki. Marki o wigkszym prestizu oraz wyzszej cenie ciesza si¢
wigkszym powodzeniem w bardziej licznym segmencie. Konsumenci nalezacy do
klasy pierwszej zainteresowani sa kawami o niskiej cenie (—1,7879). Wymagaja
réwniez, aby cechowaty je bardzo niska gorycz i kwaskowatosé¢ (-5,1636). Podob-
ne preferencje maja badani nalezacy do klasy drugiej, przy czym poziom atrybutow
nie jest az tak niski (-2,7044). W najwigkszym stopniu zgoda migdzy segmentami
dotyczy atrybutu wyrazajacego walory smakowe II. Cho¢ kawy slabsze, mniej
aromatyczne o stabym posmaku majg wigksza szans¢ na wybér, to jednak wptyw
tej zmiennej na zakup jest znikomy. Moze to by¢ przestanka do wyeliminowania
tej zmiennej ze zbioru zmiennych rozwazanych?.

W konkluzji stwierdza sie, ze analiza klas ukrytych wnosi wiele istotnych in-
formacji do modelu logitowego. Pozwala rezygnowac z klopotliwego zalozenia do-
tyczacego jednorodnos$ci obserwacji. W konsekwencji jej wykorzystania otrzymuje
si¢ segmenty (klasy ukryte), w ktorych preferencje sa podobne. Pozwala to porow-
nywaé szacowane parametry mi¢dzy klasami. Jednak najwazniejsza rzecza jest to,
jak pokazuje przykiad empiryczny, ze dla tak skonstruowanej strategii decyzyjnej
jest mozliwe uznanie modelu logitowego za dobrze opisujacy badane zjawisko (dla
dwéch klas). Gdyby jednak przyjac jedna klasg, a wiec podejscie najczesciej sto-
sowane, wtedy taki model nalezatoby odrzuci¢. Przemawiaja za tym zbyt wysokie
wartosci statystyk testowych.

4 Aby tym rozwazaniom nada¢ wymiar statystyczny, nalezaloby wykorzysta¢ statystyke 7-Stu-
denta, w celu zbadania istotnosci szacowanych parametréw. Zrezygnowano z tego, gdyz celem niniej-
szego artykutu byly metodologiczne rozwazania. Przyklad natomiast stanowil ich uzupelnienie.
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LOGIT MODEL WITH LATENT CLASS ANALYSIS

Summary

Using a single logit model for an entire population is potentially dangerous in masking the dif-
ferential effects due to consumer heterogeneity. Therefore, as a remedy a logit model are combined
with a widely known statistical method as latent class analysis. Also, a more generic model based on
finite mixture distribution is discussed. In particular author focusing on consumer decision strategy
shows that logistic latent class analysis are a special case. The maximum likelihood function is opti-
mized by means of an EM algorithm and Newton-Raphson in the M-step. The practical applicability
of logit latent class analysis is demonstrated by real data.
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