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PROBA UOGOLNIENIA METRYKI MINKOWSKIEGO
NA PLASZCZYZNIE

Do podstawowych narzgdzi badawczych mozna zaliczy¢ klasyfikowanie, po-
rzadkowanie i okre$lanie zwigzkéw przyczynowo-skutkowych. Metody klasyfika-
cji oraz metody porzadkowania liniowego opartego na wzorcu wykorzystuja poj¢-
cie podobienstwa obiektéw. Jeden z podstawowych miernikéw podobiefistwa jest
generowany przez metryke, czyli odlegtosc. Mozna powiedzie¢, ze mata odlegto$é
miedzy dwoma obiektami oznacza bliskos¢ albo podobienistwo obiektéw, a duza
odlegtos¢ oznacza oddalenie lub niepodobienstwo tych obiektow.

Istnieja rozne sposoby okreslenia odleglosci. Do najczgsciej stosowanych naleza
metryki Minkowskiego. Praca ta jest proba uogdlnienia odlegtosci Minkowskiego.
-I

sujaca kazdemu wektorowi a nieujemna liczbe rzeczywista [ja] € R,, spelniajaca

Definicja 1. Na plaszczyznie R? definiujemy funkcje |

, ZWan3 norma przypi-

trzy postulaty:
N1. Norma wektora a jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy wektor a jest wekto-
rem zerowym.
N2. faal|=al-[a

N3. |la +b| <[] +[b] nieréwnos¢ trojkata, zwana tez nieréwnoscia Minkow-

|, gdzie |a| = max{-a; a} — jednorodnosé¢ normy.

skiego, gdzieaib eRz, a eR.

Kazda przestrzen liniowa i unormowana jest jednoczesnie przestrzenia me-
tryczna. Metryka, odleglos¢ wektorow, jest zdefiniowana wzorem: d(a,b) = ||a - b||

Definicja 2. Para (E, d) zlozona z dowolnego zbioru E i funkcji d: Ex E — R
nazywa si¢ przestrzenig metryczna, jesli funkcja d, zwana metryka, spetnia trzy
aksjomaty:

PMIL.d(x,y)=0&ox=Yy.

PM2. d(x,y) =d(y, x).

PM3.d(x,y)<d(x,z)+d(z,y).
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Szczegdlng klasa metryk, czyli funkcji odleglosci, jest klasa metryk Minkow-
skiego:

1
P

2
d.(x,y) =|:Z|xi _}’ilr:| srzl,
i=1

gdZie X=(XI,XZ), y=(y|ay2)'

Najczesciej stosowanymi metrykami Minkowskiego sa metryki z indeksem
r =1 — metryka miejska, r =2 — metryka Euklidesa i r = — metryka Czebysze-
wa. Sprébujemy uogoélnié te klase metryk i w tym celu zatozymy, ze indeks r jest
funkcja wspotrzednych punktow, ktérymi mierzymy odleglos¢.

Niech x(x, x;) i ¥(3, y2) beda punktami plaszczyzny R? i niech x = |x1 = »|
y= |x2 —y2|. Zdefiniujmy funkcje¢ d, nastgpujaco:

1

1) d,(x,y)= (xf(*’ )4 yrn ”)f‘x’y), gdzie R > R.

Powstaja naturalne pytania: jakie wlasnosci ma ta klasa funkcji i kiedy tak zde-
finiowana funkcja bg¢dzie metryka lub — co jest rownowazne — dla jakich funkcji
r(x, y) spetnia ona warunek trojkata.

Uwaga 1. Zauwazmy, ze jesli x(x, 0), (0, y) sa ustalonymi punktami na osiach
wspolrzednych, to x, y — const. i r(x, y) =a i wtedy warunek trdjkata przyjmuje
nast¢pujaca postac:

1

2) (xa +ya)a <x+y,(x>0,y>0), x% +y* <(x+y)“.

Niech f(a)=(x+y)* —x% — y%. Chcemy, aby f(a) =0, czyli
(x+n)*-x%-y*>0.

Niech z=% i zatézmy, ze x <y, wtedy 0<z <1,

(+2)% -2 =120.
Zatem badanie funkcji f sprowadza si¢ do badania funkcji:
gla)=(1+2)* -z% -1,
g@=0+2%In(l+2)-z% Inzi0<z<l,

zatem g'(a)>0 i g(0)=-1, g(1)=0, czyli dla a €(0,1), g(a)<0 i dla a>1
g(a) > 0. Stad (2) zachodzi, gdy r(x, y) > 1.
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Jesli x = y, wtedy (2) sprowadza si¢ do nieréwnosci
¥ +x% < (x+x)%,

2x¥<2%%x? 222 o a>l.

Jesli y<x, to (2) mnozymy obustronnie przez La. Zatem wystarczy, aby

x

r(x,y)=1.

Uwaga 2. Zauwazmy, ze jesli r(x, y) = ¢ — const, to warunek tréjkata jest row-
nowazny nieréwnosci Minkowskiego, ktéra zachodzi dla ¢ > 1.

Jesli mamy ustalone punkty plaszczyzny, to mozemy badac nasza funkcje d
jako funkcj¢ zmiennej £ = r(x, y)

1
d:t—(a' +b'), a,b>0, 121,

1

" ! , dlab<a,
lim(a’+bt)’ =a- lim[l+(£) j =a-max{l,é}={a av<a
1> (B a a

b, dlaa<b,

1 ]
d_ (.t wt\r_d gl t oWt ot e | Ly (ot 21\, 1a' Ina+b"Inb
ot =~ n{a 45|~ nfa ' e nasbi1n |
t !
Niech s; =—4 5y = b , 51 + 5, = 1. Z wklgstosci funkcji In(x):

b
a' +b a' +b'

spIna+ sy Inb < In(s1a + s,b),

la'ina+b'inb _ 1 ta'lna+b'Inb _ 1 a'ing’ +b' Inb’ SLln(azwbz’}

t gt +p! ¢2 a +b ¢2 a' +b t? a' +b'

Z drugiej strony

ln(a’ +b’)=|n (a’ +b’)(a’ +bt) =ln(“2t b2 424! jzlnam £

(a'+b’) a' +b' a' +b
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Stad
%[(a' +b’)] <0.
1
!

Zatem d:t — (a' + bt) jest funkcja malejaca i stad mamy nastgpujacy lemat:
Lemat 1. Jesli funkcja d, bytaby metryka (norma), to:

Il < el <2l

gdzie ||z||r =d, (0, z), lub — co jest rownowazne,
K1((0,0), 1) = K, ((0,0), 1) = K, ((0,0), 1),
gdzie K; — kula w metryce d;.
Lemat 2. Jesli funkcja d, jest metryka, to wtedy ||z||r =d,.(z,0) jest funkcja
ciagla, oraz r(x, y) tez jest funkcja ciagla.
Dowad:

d,(0,z +h) ~d,(0,2) < max{d, (0, h), d,(0, - )} <],

1
Niech f(x,y,r)= (x" +yr)r (tutaj r jest zmienng) oraz u(x, y,r)=(x,y, f),

u. ‘.Ri x [0, ©) —> N2, Poniewaz u jest funkcja malejaca ze wzgledu na trzecig
wspotrz¢dna, det(u') < 0, to z twierdzenia o funkcji uwiklanej wynika istnienie u!
oraz (x, y,r(x, y)) = u"(x, y,d,.(x, y),0), czyli ciaglodé r(x, y).

Funkcja #(x, y) nie jest ciagla na osiach, poniewaz funkcja f na osiach nie zale-
zy od r — z definicji d,..

Niech 4 ={x:|x|<1}.

Twierdzenie 1. Warunek trojkata dla metryki jest rOwnowazny wypuklosci
kuli jednostkowej (znany fakt).

Dowdd. Niech x, y — dowolne ustalone punkty, X =%, y = L, xeAiyed
I Iyl
i niech
o, b
bl + 1™ e+
wtedy

x+y = (] + ) (1% +223),

e+ A= (el )i + 23 < [ + 1A

(nieréwnos¢ wynika z wypuklosci 4).
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W dowodzie korzysta si¢ z jednorodnosci normy. Dla funkcji d, jednorodnosé
normy wyraza sie nastepujacym warunkiem:
U 1
((tx)"(u‘ ) +(ty)r(tx. ty))r(tx, ) =t(xr(lx. ty) +yr(tx, ty))r(tx. ty)_
Stad Vx, y, V>0,

-1 _1
(xr(lx,ty) " yr(tx. t_v))r(lx, ) _ (xl‘(.\’.. ¥) +yr(x, y))r(x,y) ,

czyli
Vx,y, Vt >0, r(tx,ty) =r(x, y),
co oznacza, ze funkcja r(x, y) musi by¢ stala na promieniach!
Uwaga 3. Aby byt spetniony warunek trojkata dla metryki d,., musi by¢ spel-
niona nastgpujaca nierdwnos¢:

vx, y[2x,2)], <2(x, ),
] 1
[2x,29), =((2x)" 3% 42y G2V} 2020 237 2x2) 4 (25 20))r2x.27),
r

Lemat 3. Jesli 3x, y:r(2x,2y) <r(x,y), to funkcja d, nie spetnia warunku
trojkata (wniosek z uwagi 3).
Dowdd: d, nie jest metryka < 3x,y: ||(2x, 2y)||r >2||(x, y)"r o

1 1
& 23" CX D) | rRRWNIED 5 o720 ) 4 )rCx 2 ) CxTy).

1
Poniewaz funkcja d:x— (a* +b” }* jest funkcja malejaca, wiec powyzsza
J J

nieréwnos¢ zachodzi, gdy r(2x,2y) <r(x, y).
Oznaczmy: B”(t) — kula o promieniu tw L', W/ = {x: ||x||r(x) < t}. Warunek
trojkata jest rownowazny nastgpujacemu warunkowi:

r r r
VVI| + VVIZ c VV’|+12 .

Twierdzenie 2. Jezeli
r : r
(x+y)eWy,, i(x+y) EW"y"r = r(x +y) 2 max{r(x), r(y)}],
i wtedy d, jest metryka.

‘s ¥ ¥
to I/I/tl +VI/’2 < I/I/ll+t2
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Dowéd. Niech p=max{r(x),r(»)}, ert::x eB'(x)(tl)ch(tl), yeWt; =

> yeBP(1;). Zatem x+ yeBP (1 + 1) > x+y eW’:Hz.

Funkcja d,.(x,y) ma ciekawe wilasnosci. Niech r(x,y)=2+6-n(x,y),

b 4

O R, gdzie rl(x,y)=(2y *)4(2x l’:l))+,r|(X,y)eC3.
(1+x2+y2)

Tutai _|x, dlax>0,

way *+710, dlax<0.

Mozna pokazaé, ze funkcja d,(x,y) z tak zdefiniowana funkcja r(x, y) nie
spetnia warunku trdjkata i ma wypukle warstwice. Z lematu 3 wystarczy pokazac, ze

Ix, yin(2x,2y) <n(x, y).
Niech x = y =10, wtedy

n(20,20) - —20°:20°___ 200
(1+400+400) 801
no10-—10t10" 100
(1+100+100) 201
208 _ 108 s _(801)°
Wsm,pomewaZZ <(m) .

Teraz pokazemy, ze d, ma wypukle warstwice. Niech

F(x,y,0)=2+1(x.¥) i N, (x,,0)= ([ ) + )y )

oraz
H(x,y,0)=N,(x,y,0)-1.
Dla
x €[-0,9;09]=7idla@=0
mamy

H(x,p,0)=x*+y* 1.

Latwo sprawdzi¢, ze dla tych x istnieje y > 0 taki, ze H(x, y, 0) = 0 (wystarczy

2
wziaé y = V1-x? ). Co wigcej d—iv<0.
dx
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»Wyliczajac”, mozna zobaczy¢, ze H eCz, zatem z twierdzenia 8.8 [Maurin
1976] beda istniaty § >0 i ¥(x, @) takie, ze H(x,7(x,0),0)=0dla @<, xel

2~
oraz Lx;@)- <0 dla @<, x €l. To gwarantuje wklgstos¢ jednego fragmentu
dx

brzegu. Pozostale fragmenty sa otrzymane przez symetrie tego kawatka, co daje
wypuklioéé warstwic.

Czy zatem istnieje niestala funkcja r(x, y) ,,generujaca” metryke?
Niech ¢ €[1, ) i u €[0, «). Zdefiniujmy funkcje

ro(x) = inf{u tcxe B,l,“'c},
u

gdzie

B { ( +le) < }

Pokazemy, ze r.(x) spehia zatozenia twierdzenia 2. Ustalmy x, y eR?i wezmy

£>0. Z definicji x € B:((;))ff_g (zamiast r,(x) bedziemy pisa¢ r(x)), wigc
xe (Bl e o= B-c
>0

stad
||x||r(x) <r(x)-c.

Gdyby ||x||r(x) <r(x)—c, to istnialoby &> 0 takie, ze ||x||r(x)_‘E <r(x)-c-¢
(z ciaglosci normy). Wigc

xeBDE

czyli r(x)<r(x)-—¢.
Otrzymalismy sprzecznos¢. Stad ||x||r(x) =r(x)=c.

Podobnie mozna pokazac, ze

"(x+y)
B'((;')) i Xty EB)
Jesli r(x + y) <r(x), to

B"(-H‘J’) c B"(X)

r(x+y)—c r(x)-c

ix+yeW _ =w", .
Y e =y,

Podobnie mozna pokaza¢ dla y.
Zatem funkcja r,(x) generuje metryke d,..
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AN ATTEMPT OF GENERALIZATION OF MINKOWSKI’S METRIX
ON PLANE

Summary

In this article Minkowski’s metrix is made generalized by the way of grounding the power that
depends upon the absolute remainder of the distance between the coordinates.

Given here is an example of inconstant power which this function is a metrix for and of a funk-
tion that has convex layers and that does not comply with the triangle’s condition.
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