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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Podstawowe pojecia

W centrum zainteresowania teorii ergodycznej i dynamiki topologicznej znaj-
duja sie uklady dynamiczne zlozone z przestrzeni mierzalnej i transforma-
cji mierzalnej, badz z przestrzeni topologicznej 1 przeksztalcenia ciaglego.
W dziedzinach tych szczegdlna wage przyktada sie do badania tych wtasno-
$ci wspomnianych odwzorowan, ktére decyduja o ewolucji ukladu zadanej
przez kolejne iteracje przeksztalcenia. Jednym z pierwszych waznych rezul-
tatéw dotyczacych tego typu zagadnien byto twierdzenie Poincarégo o powra-
caniu; warto tez wspomnie¢ stynne twierdzenia ergodyczne Birkhoffa i von
Neumanna, a w przypadku wielowymiarowym twierdzenia o wielopowracaniu
Birkhoffa oraz Furstenberga-Szemerediego. Inne istotne pytania, studiowane
nie tylko w tych dzialach matematyki, dotycza problemu izomorfizmu, czyli
rozstrzygania, ktore uktady mozemy traktowac jako nierozréznialne z punktu
widzenia danej teorii. W oba nurty badan dobrze wpisuje sie teoria entropii,
oferujac, zaréwno w przypadku miarowym, jak i topologicznym, wielkosci
mierzace stopien zlozonosci dzialania i bedace jednoczes$nie niezmiennikami
naturalnych izomorfizméw.

Uogolnienie klasycznych ukladéw dynamicznych mozna otrzymac przez
zastapienie deterministycznej transformacji punktowej operacja, ktorej wy-
nik jest losowy. Stosowny formalizm matematyczny zapewnia nastepujaca

definicja.

Definicja 1.1.1 Prawdopodobienstwem przejScia na przestrzeni mierzalnej
(X, X) nazywamy funkcje P : X x ¥ — [0,1] spelniajaca warunki:

(1) dla kazdego = € X funkcja zbioru P(z,-) jest miara probabilistyczna,

(ii) dla kazdego A € ¥ funkcja P(-, A) jest mierzalna.
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Wstep 1.1 Podstawowe pojecia

Zauwazmy, ze majac dane prawdopodobienstwa przejscia P; i P, mozemy
zdefiniowad ich superpozycje, bedaca takze prawdopodobienstwem przejscia,
kiadac:

PPy(z,A) = /P2(y,A)P1(a:, dy).

Prawdopodobienistwa przejscia zwigzane sa z pewnymi specjalnymi opera-
torami na przestrzeniach funkcyjnych, zwanymi zwykle operatorami stochas-
tycznymi lub operatorami (badZ procesami) Markowa. Teoria takich opera-
toréw, ktérej podstawy opisal E. Hopf w swej klasycznej pracy [H], a ktéra
rozwijali wezesniej m. in. J. L. Doob, S. Kakutani, K. Yosida, okazala sie byc
bogata i wieloaspektowa dziedzina badan. Zajmowano si¢ zaréwno przenosze-
niem na przypadek operatorowy znanych wlasnosci klasycznych uktadéw dy-
namicznych (twierdzenia ergodyczne, istnienie miar niezmienniczych, twier-
dzenia o powracaniu), jak i studiowaniem wlasnosci zyskujacych sens dopiero
dla operatoréw znacznie odbiegajacych od transformacji punktowych (prawo
0-2, aproksymacja operatora przez transformacje, uklady scisle niepunkto-
we). Stosunkowo niedawno podjeto tez proby definiowania pojecia entropii
dla operatoréow Markowa.

Bogactwo i réznorodno$¢ tematyki zmusily autoréw do elastycznego po-
slugiwania sie definicjami operatora Markowa i operatora stochastycznego
(por. definicje w [F], [H], [I1], [I3], [N], [S]). W niniejszej pracy bedziemy ro-
zumied je w nastepujacy sposob. Niech (X, ¥) bedzie przestrzenia mierzalna.
Zalézmy, ze p jest miarg probabilistyczna na (X, ¥). Przez LP(pu), 1 < p < o0,
bedziemy oznaczaé przestrzen catkowalnych w p-tej potedze funkeji (wlasci-
wie klas funkcji) rzeczywistych na X, a przez L*°(u) przestrzen rzeczywistych
funkcji ograniczonych p prawie wszedzie.

Definicja 1.1.2 Operatorem stochastycznym bedziemy nazywac operator li-
niowy S : L'(p) — L*(u) spelniajacy warunki

(S1) Sf > 0dla f > 0 (tzn. S jest dodatni),

(S2) S*1 = 1, gdzie S* oznacza operator sprze¢zony do S, a 1 jest funkcja
stale réwna 1.

Operator T = S* : L®(u) — L*>(p) bedziemy nazywac operatorem x-sto-
chastycznym.

Nietrudno zauwazyc, ze tak operator stochastyczny, jak i1 *-stochastyczny
sa ograniczone; S jest w rzeczywisto$ci kontrakcja w L'(x). Ponadto waru-
nek (S2) mozna zastapi¢ nastepujacym warunkiem nie odwolujacym sie do
wlasnosci operatora sprzezonego:
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(S2) [Sudu = [udp dla kazdej funkcji u € L'(p).

Operator *-stochastyczny T mozna réwnowaznie zdefiniowaé jako operator
liniowy L*°(u) — L*(p) speliajacy warunki:

(S1*) Tf>0dla f >0,
(S2*) T1 =1,
(S3*) jesli f, € L®(p), fu \¢ 0 p-p.w., to Tf,, \, 0 p-p.w.

Utozsamiajac przestrzen L'(u) ze zbiorem wszystkich miar absolutnie cig-
glych wzgledem p, mozemy, majac dany operator *-stochastyczny T, zdefi-
niowaé S, dla ktérego S* = T, wzorem Sv(A) = [T1,dv. Kazdy opera-
tor *-stochastyczny T (a wiec i stochastyczny) okresla prawdopodobiefistwo
przejscia P(z, A) = T14(z); warunek (S3*) odpowiada za przeliczalna ad-
dytywno$¢ miary P(z,-). Na odwrét, kazde prawdopodobiefistwo przejscia
zadaje operator stochastyczny na Ll(p) wzorem

Su(A) = / P(z, A) v(dz)
oraz operator *-stochastyczny na L*(u) wzorem

Tf(z) = [ f(y)P(a, dy). (L1)

Latwo sprawdzic, ze operator *-stochastyczny mozna przedtuzyé do kontrak-
cji w L'(p) (jednakze to przedluzenie nie musi byé operatorem stochastycz-
nym). Co wiecej, korzystajac z reprezentacji operatora *-stochastycznego ja-
ko calki wzgledem pewnego prawdopodobienstwa przejicia i z nieréwnosci
Jensena, mozna wykazac, ze odpowiednie przedtuzenia na przestrzenie LP(u)
sa tez kontrakcjami w normach LP(u).

Definicja 1.1.3 Operatorem podwdjnie stochastycznym nazywamy operator
stochastyczny S spelniajacy dodatkowo warunek

(S3) S1 =1, lub réwnowaznie
(S3’) [S*fdu = [ fdu dla kazdej funkcji f.

Zauwazmy, ze operator sprzezony do podwdjnie stochastycznego (okreslo-
ny na L*(u)) mozna przedtuzy¢ do operatora podwdjnie stochastycznego
na L'(u). Bedziemy swobodnie uzywaé tej nazwy w obu przypadkach — jest
ona zreszta zgodna ze spotykanym w literaturze okresleniem operatora po-
dwdjnie stochastycznego jako liniowego, dodatniego i zachowujacego calke
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funkcji operatora na L'(u) ([B]) lub L*(u) ([K-SL]), dla ktérego funkcja
stale réwna 1 jest funkcja niezmiennicza.

W przypadku topologicznym, tzn. gdy X jest zwarta przestrzenia Haus-
dorffa, a ¥ jej o-cialem zbioréw borelowskich, przyjmujemy nastepujaca de-
finicje.

Definicja 1.1.4 Operatorem Markowa bedziemy nazywac operator liniowy
T : C(X) — C(X) speliajacy warunki

(M1) Tf >0dla f >0,
(M2) T1=1.

Zauwazmy, ze warunki te implikuja ograniczonos¢ operatora T (w normie
supremum).

Przyklad 1.1.5 Niech X bedzie przestrzenia n-elementowa z o-cialem
wszystkich podzbioréw. Niech p oznacza miare (wektor probabilistyczny)
na X. Elementy u przestrzeni L'(u) bedziemy zapisywal w postaci wekto-
réw wierszowych, za$ elementy f przestrzeni L= (x) (lub C(X)) jako wektory
kolumnowe. Wéwczas macierz kwadratowa A = [a;;] stopnia n, dla ktérej
i a;; = 1, definiuje operator stochastyczny na L'(y) wzorem Sy = vA
(gdzie v jest miarg absolutnie ciagla wzgledem p) oraz operator *-stochas-
tyczny na L*®°(p) (Markowa na C(X)) wzorem Tf = Af. Elementy macie-
rzy sa warto$ciami zwigzanego z S i T prawdopodobienstwa przejécia. Takie
macierze nosza zwykle w literaturze nazwe macierzy stochastycznych lub ma-
cierzy Markowa. Jesli dodatkowo pA = p, to zdefiniowane powyzej S 1 T sa
operatorami podwdjnie stochastycznymi. O

Niech T : X — X bedzie transformacja punktowa na przestrzeni (X, X).

Definicja 1.1.6 Operator liniowy (na dowolnej przestrzeni funkcyjnej) okre-
§lony wzorem Tf(z) = f(Tz) nazywamy operatorem punktowo generowa-
nym.

Jedli na X dana jest miara probabilistyczna p, a T jest nieosobliwa transfor-
macja mierzalna, to T jest operatorem *-stochastycznym (odpowiedni opera-
tor na L'(u) nazywa si¢ wtedy operatorem Frobeniusa-Perrona); jesli zacho-
wuje miare p, to T jest podwdjnie stochastyczny. Gdy X jest zwarta prze-
strzenig Hausdorffa, a T jest ciagte, T jest operatorem Markowa na C(X).
Rozwazmy teraz przypadek, gdy (X,X) jest zwarta przestrzenia Haus-
dorffa z o-cialem borelowskim, a T jest operatorem Markowa. Wiadomo,
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ze wtedy kazdy taki operator jest rowniez generowany przez prawdopodo-
biefistwo przejscia P(z, A) = T*6,(A), gdzie d, oznacza miare probabilistycz-
na skupiona w punkcie z, a operator T*, sprzezony do T, dziala na przestrze-
ni znakowanych miar Radona na X (dualnej do C(X)). Takie prawdopodo-
biefistwo przejscia, bedace ciagta funkcja z przestrzeni X w zbiér M(X)
miar probabilistycznych z topologia *-staba, nazywamy fellerowskim. Pod-
zbiér M(X) zlozony z wszystkich miar T*-niezmienniczych (czyli spelniaja-
cych [Tfdp = [ fdu dla kazdej f ciaglej) jest niepusty, wypukly i *-stabo
zwarty. Dla kazdej takiej miary u, operator T mozna traktowac jako operator
podwdjnie stochastyczny, przyjmujac (1.1) jako definicje dzialania operatora
na funkcjach nieciagltych.

Wprowadzimy jeszcze pojecie ukladu przejscia, ktore bedzie wykorzysty-
wane w rozdziale 3. Zalézmy, ze X jest zwarta i metryzowalna. Oznaczmy
przez 2% zbiér wszystkich niepustych domknietych (zatem zwartych) pod-
zbioréw przestrzeni X . Prawdopodobienstwo przejicia P(z, -) zapewnia pelny
opis mozliwej ewolucji procesu znajdujacego sie w punkcie z. W przypadku
topologicznym mozemy rozwazaé opis ubozszy, podajacy jedynie najmniej-
szy (domkniety) zbiér mozliwych przysztych stanéw. Sciéle méwiac, mozemy
ograniczy¢ sie do badania przeksztalcenia pp : X — 2% przypisujacego kaz-
demu z noénik topologiczny miary P(z,-). To przeksztalcenie jest dolnie pél-
ciagle, tzn. dla kazdego zbioru otwartego U C X zbiér {z : pp(z) N U # 0}
jest otwarty w X. Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja 1.1.7 Uktadem przejscia nazywamy dolnie pélciagle przeksztal-
cenie ¢ : X — 2X,

Prostym przykladem ukladu przejscia jest odwzorowanie p(z) = {T'z}, gdzie
T jest ciaglym przeksztalceniem przestrzeni X. Powiemy, ze uklad przejscia ¢
jest wpisany w inny uklad przejicia ¢ (¢ < ¥), gdy ¢(z) C ¥(z) dla kaz-
dego =z € X. Dla danego ukladu przejscia ¢ istnienie prawdopodobienstwa
przejécia P (zatem i operatora Markowa), ktérego uklad ¢p jest wpisany
w ¢, wynika z klasycznego twierdzenia Michaela o ciaglych selektorach. Co
wiecej, stosujac jeden z subtelniejszych wariantéw tego twierdzenia (tw. 3.1”
w [Mi]), daje si¢ uzyskac istnienie prawdopodobienistwa przejscia, dla ktérego
zachodzi réwnosé pp = ¢.

Zauwazmy, ze uktad ¢ : X — 2% mozemy przedhuzyé do przeksztalcenia
2X — 2% dla kazdego domknigtego zbioru F kladac

#(F) = U ¢(2). (1.2)

z€F

Pozwala to na okreslenie superpozycji ukladéw przejicia wzorem (po)(z) =
?((z)). Nietrudno sprawdzi¢, ze dla prawdopodobienstw przejscia Py, P,
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zachodzi
YPP, = PP, 0 PP . (13)

1.2 Zawartosc¢ pracy

Rozprawa sktada si¢ z dwoch czesci o nieco odmiennej tematyce. Rozdziat
drugi traktuje o entropii operatoréw na przestrzeniach funkcyjnych. W lite-
raturze mozna znalez¢ kilka prob okreslenia entropii operatorowej. W przy-
padku miarowym, najdokladniej zbadana jest chyba definicja entropii kwan-
towej zaproponowana przez R. Alickiego, J. Andriesa, M. Fannesa i P. Tuylsa
w [A-A-F-T] (obszerng monografig na temat kwantowych ukladéw dynamicz-
nych jest [A-F]). Entropia ta bazuje na zdefiniowanej przez J. von Neumanna
entropii macierzy gestosci opisujacej stan uktadu kwantowego. Podobne po-
jecie, ale w sformulowaniu dla operatoréw podwdjnie stochastycznych (zwa-
nych tam operatorami Markowa) na przestrzeni funkcji catkowalnych, badal
I. I. Makarow w pracy [M]. Zupelnie inne podejscie zostalo zaprezentowane
przez E. Ghysa, R. Langevina i P. Walczaka w [G-L-W]. Ich entropie studio-
wali niedawno B. Kaminski i J. de Sam Lazaro ([K-SL]). Jedyna znana auto-
rowi definicja entropii topologicznej pochodzi od R. Langevina i P. Walczaka
([L-W]). Wszystkie powyzsze definicje uogélniaja pojecia klasyczne, t.j. dla
operatorow punktowo generowanych zgadzaja sie z entropia Kolmogorowa-
Sinaja lub entropia topologiczna Adlera-Konheima-McAndrew generujacej
transformacji punktowej. Jednakze w przypadku operatoréw nie punktowych
relacje miedzy tymi wielkosciami nie byly dotychczas znane.

W podrozdziale 2.1 zaprezentowane zostalo aksjomatyczne podejscie do
miarowej entropii operatorowej. W celu uzyskania pojecia posiadajacego pew-
ne, jak sie wydaje, nieodzowne wlasnosci, wyréznionych zostalo pie¢ krokéw
konstrukcyjnych i cztery aksjomaty entropii. Gléwnym rezultatem jest twier-
dzenie moéwiace, ze wszystkie pojecia spelniajace podane warunki zgadzaja
sie na zbiorze wszystkich operatoréw podwojnie stochastycznych. W szczegdl-
nosci dotyczy to wyzej wspomnianych znanych definicji entropii miarowej, co
pociaga ich rownos¢ dla kazdego operatora podwdjnie stochastycznego. Autor
pragnie nadmienic, ze jego wklad w wyniki dotyczace aksjomatycznej teorii
entropii jest niewielki. Poniewaz jednak rezultaty te sa istotne dla calosci
przedstawionej teorii, zamieszczenie ich w niniejszej rozprawie wydawalo sie
niezbedne.

W podrozdziale 2.2 wprowadzono nowa jawna definicje entropii miarowej,
réwniez spelniajaca aksjomaty entropii. Definicja ta posiada pewne pozadane
wlasnosci, ktorych nie stwierdzono w przypadku innych znanych pojec. Naj-
wazniejsza cecha wydaje sie by¢ fakt istnienia granicy w jednym z typowych
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krokéw konstrukcyjnych. Dowdd tej wlasnosci opiera sie na zastosowaniu
twierdzenia o reprezentacji catkowej pewnych operatorow funkcyjnych, udo-
wodnionego przez A. Iwanika w pracy [I2]. W omawianym fragmencie moz-
na tez znalez¢ kilka elementarnych wlasnosci nowej entropii, miedzy innymi
fakt, ze entropia operatorowa jest niezmiennikiem izomorfizmu oraz wzor na
entropie potegi operatora. Uzasadnia si¢ réwniez stwierdzenie, ze entropia
operatorowa stanowi istotne uogdlnienie entropii transformacji punktowe;j.

Dla przypadku topologicznego podano, w podrozdziale 2.3, trzy naturalne
metody okreSlania entropii operatora Markowa, prowadzace, jak sie okazuje,
do tej samej wielko$ci. Zgodnie z oczekiwaniami, nowe pojecie jest uogdlnie-
niem klasycznej entropii topologicznej. Podano przyklady dyskwalifikujace
dwie inne naturalne proby zdefiniowania entropii, jako dajace zawyzone wy-
niki. Zamieszczono tez analize entropii wprowadzonej w [L-W], cho¢ pytanie
o relacje miedzy tym pojeciem a nowa definicja pozostaje otwarte.

W podrozdziale 2.4 sformulowano i udowodniono (przy wykorzystaniu de-
finicji entropii topologicznej z niniejszej pracy) odpowiednik stynnego twier-
dzenia Goodwyna, stanowiacego cze$¢ zasady wariacyjnej (patrz np. [D-G-S],
tw. (18.4) lub [W], tw. 8.6): entropia topologiczna operatora Markowa na
C(X) ogranicza z gory jego entropie miarowa (jako operatora podwéjnie sto-
chastycznego) wzgledem kazdej niezmienniczej miary probabilistycznej Ra-
dona. Pozostaje pytanie, czy operatorowa entropia topologiczna jest realizo-
wana jako kres gorny entropii miarowych.

Wyniki rozdzialu 2 zostaly wystane do renomowanego czasopisma, jako
praca [D-F].

Rozdzial 3 jest inspirowany zagadnieniem wielopowracania dla operato-
réw Markowa na C(X), gdzie X jest zwarta przestrzeniag metryczna. Przy-
pomnijmy, ze punkt z jest powracajgcy wzgledem transformacji ciaglej 7' :
X — X, gdy istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych (ny) taki, ze dla kaz-
dego otoczenia U punktu z zachodzi T™z € U, o ile k jest dostatecznie
duze. Punkt z jest wielopowracajgcy dla rodziny transformacji {T;}{‘:l, gdy
jest powracajacy wzgledem kazdej z tych transformacji pod wspdlnym cia-
giem (ng). Odpowiednie sformulowania definicji dla operatoréw Markowa
uzyskujemy zastepujac warunek Tz € U przez T™1y(z) > 0 (lub réw-
nowaznie P*(z,U) > 0, gdzie P™ jest prawdopodobienstwem przejscia od-
powiadajacym T7). Twierdzenie Birkhoffa o wielopowracaniu udziela pozy-
tywnej odpowiedzi na pytanie o istnienie punktow wielopowracajacych dla
rodziny komutujacych transformacji ciagltych. Blisko zwiazane, ale sformu-
lowane w przypadku miarowym, jest tez slynne twierdzenie Furstenberga-
Szemerediego. Przypadkiem operatorowym zajmowano sie w pracach [I3]
i [D-I]. W pierwszej z nich udowodniono, miedzy innymi, ze dla kazdej skon-
czonej rodziny zlozonej z iteracji pojedynczego operatora Markowa istnieja
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punkty wielopowracajace oraz ze para komutujacych operatoréw Markowa
posiada takie punkty, o ile spelnione jest pewne dodatkowe zalozenie gwa-
rantujace domknietosé zbioru trajektorii; w drugiej, przeprowadzono dowéd
tego drugiego faktu bez uzycia wspomnianego zalozenia. W [I3] uzywano
jako narzedzia ukladow przejscia zwiazanych z komutujacymi operatorami
Markowa. Dowdd przedstawiony w [D-I] oparty jest na konstrukcji procesu
stacjonarnego, generowanego przez komutujace operatory Markowa na wzér
twiedzenia Ionescu-Tulcea’6w. Niemniej, jak pokazujemy w rozdziale 3, miara
odpowiadajaca temu procesowi w istocie jest skupiona na zbiorze trajektorii
pewnych ukladéw przejscia.

Podrozdzial 3.1 rozpoczyna sie dyskusja na temat ukladéw przejscia.
Szczegdlny nacisk polozony jest na zagadnienia zwiazane z istnieniem tra-
jektorii; w szczegdlnosci dowodzi sie wspomnianego wyzej faktu dotyczacego
uktadéw pochodzacych od komutujacych operatorow Markowa.

W podrozdziale 3.2 uzasadnia sie, ze komutowanie uktadéw przejscia mo-
ze nie implikowa¢ komutowania operatoréw, od ktorych dane uktady pocho-
dza. W istocie pokazano nieco wigcej: komutowanie moze by¢ wykluczone
nawet dla operatoréw Markowa zwiazanych z ukladami wpisanymi. Wyni-
ki tych podrozdzialéw (w przypadku 3.2 tylko skrécona wersja przyktadu)
opublikowane zostaly w pracy [Fr2].

Rozprawe konczy przyklad tréjki operatoréow Markowa, ktérych zadne
iteracje nie dopuszczaja trajektorii (podrozdzial 3.3). Jest on kontynuacja
przyktadu, ktéry podano w [D-I] celem wskazania trudnosci w przenosze-
niu konstrukcji procesu stochastycznego zwiazanego z trzema operatorami
Markowa. Tamten przyklad dopuszczal jednak trajektorie juz dla kwadra-
tow zaproponowanych operatorow. Podany w biezace] pracy uzasadnia, ze
metoda uzyta w dowodzie twierdzenia o istnieniu punktéw wielopowracaja-
cych dla pary operator6w Markowa w istocie nie moze by¢ przeniesiona na
przypadki liczniejszych rodzin. Przyklad ten znalazl si¢ w pracy [Frl].

1.3 Oznaczenia

Poza nielicznymi wyjatkami, w oznaczeniach bedziemy sie kierowac¢ nastepu-
jacymi regutami:

przestrzen, na ktorej dzialamy bedzie oznaczana przez X, a o-cialo

przez %,

funkcje rzeczywiste na rozwazanej przestrzeni mierzalnej lub topolo-
gicznej bedziemy oznaczaé literami f lub g (z ewentualnymi indeksa-
mi),



Wstep 1.3 Oznaczenia

skoficzone rodziny takich funkcji (podstawowe narzedzie w definicjach

entropii) — F, G, H
transformacje punktowe na X — §, T,

operatory (a w podrozdziale 3.3 takze zwigzane z nimi prawdopodo-
biefistwa przejscia) — S, T, U,

uklady przejscia — ¢, ¥,

rozbicia mierzalne przestrzeni X — A, B,

rozbicia na odcinki przedziatu [0, 1] — «,

pokrycia otwarte przestrzeni topologiczney X — U, W,
pokrycia otwarte przedziatu [0,1] — V.

Oprécz tego, przyjmujemy standardowo:

N — zbiér liczb naturalnych,

No = NU {0},

R — zbiér liczb rzeczywistych,

B(X) — przestrzen rzeczywistych funkcji ograniczonych na X,
C(X) — przestrzen rzeczywistych funkeji ciaglych na X,

L>(p) lub L™ (X, ) — przestrzen rzeczywistych funkcji ograniczonych
i prawie wszedzie na X,

LY(p) lub LY(X,u) — przestrzen rzeczywistych funkcji catkowalnych
na X wzgledem miary p.

Chcialbym wyrazic¢ gleboka wdziecznos¢ dwoém osobom. Pierwsza z nich
jest promotor rozprawy, profesor Tomasz Downarowicz. Czas, ktory mi po-
$wiecil i mozliwos¢ wspdlnej pracy byly dla mnie bezcenne. Druga osoba jest
moja zona, Paulina. Na jej pomoc moglem liczy¢ i przy organizacji zycia w
domu, i przy redakcji pracy. Ich wiara w moje umiejetnosci miata dla mnie
ogromne znaczenie.

Dziekuje.
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Rozdzial 2

Entropia operatorowa

2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

2.1.1 Aksjomaty

Niech (X, ¥) bedzie przestrzenia mierzalng, a L pewnym zbiorem funkcji mie-
rzalnych na X przyjmujacych wartosci z odcinka [0, 1]. Rozwazmy operator
T : L — L (niekoniecznie liniowy) i miare probabilistyczna na ¥. Wydaje
sie, ze chcac zdefiniowaé jakiekolwiek pojecie entropii h, (T) operatora T,
nalezy postepowa¢ wedlug ustalonego schematu:

(1) okresli¢ zbiér F zlozony z wybranych skonczonych rodzin F funkcji
nalezacych do L; zbior ten powinien by¢ T-niezmienniczy, tzn. dla F €
F zadamy, by TF € F, gdzie TF jest zbiorem {Tf: f € F};

(2) zdefiniowad operacje potgczenia rodzin L taka, ze zbior I jest zamkniety
na dzialanie L; bedziemy zakladaé, ze dzialanie to jest laczne i prze-
mienne oraz, ze licznos¢ rodziny F U G zalezy jedynie od licznosci ro-

dzin F i G;
(3) zdefiniowac entropie ,statyczna” H, (F) rodziny F € F wzgledem mia-
Ty K,

(4) potozyc
h, (T,F) = limsup lH,, (F"),

n—oo 1N
gdzie
n—1
Fr= || T*F;
k=0

11



Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

(5) przyjac
h, (T) = suph, (T, F).
FelF

Przyktadowo, w klasycznej definicji Kolmogorowa-Sinaja entropii trans-
formacji mierzalnej zbiér F sklada sie z rodzin funkcji charakterystycznych
odpowiadajacych mierzalnym rozbiciom przestrzeni, a polaczenie rodzin mo-
ze byé realizowane przez mnozenie przez siebie elementéw rodzin lub, réw-
nowaznie, przez operacje minimum. Niektére ogélniejsze definicje ([A-F],
[G-L-W]) przyjmuja za F zbior mierzalnych rozktadow jednosci, tzn. rodzin
F = {fi : 1 < 1 < r} skladajacych si¢ z mierzalnych funkcji nieujem-
nych, spetniajacych warunek ¥; f; = 1 (lub ¥; f2 = 1 w przypadku [A-F)).
Polaczenie okredla sie wtedy, jako zbior odpowiednich iloczynéw funkcji. W
podanej dalej nowej definicji entropii (patrz podrozdzial 2.2), I jest zbiorem
wszystkich skonczonych rodzin funkcji mierzalnych o wartosciach z odcin-
ka [0,1], a polaczenie rodzin jest ich suma mnogo$ciows.

Powyzszej standardowej konstrukcji towarzyszy zwykle definicja entro-
pii warunkowej, przydatnej w dowodach wiasnosci entropii. Na tak ogélnym
poziomie rozwazan przyjmiemy, ze entropia warunkowa jest zadana wzorem

H, (F|9) = Hu (FUG) - Hu(9)-

Kazde pojecie entropii powinno uogoélniac¢ klasyczna definicje Kolmogo-
rowa-Sinaja, zachowujac jej elementarne wlasnosci w przypadku ogdlnym.
Postulat ten prowadzi do sformulowania nastepujacych warunkéow, ktore na-
zwiemy aksjomatami entropii.

(A) AKSJOMAT MONOTONICZNOSCI I PODADDYTYWNOSCI
Dla F, G i H nalezacych do F zachodza nieréwnosci

0 < H, (FIH) < H, (FUGIH) < Hy (FIH) + Hy (G1H),

przy czym przyjmujemy konwencje, ze H, (F|H) = H, (F), gdy
‘H jest rodzina pusta.

Z aksjomatu tego wynika nierownosc
H, (LJ A
k=1

ktérej standardowy dowdd pomijamy (por. np. [D-S]). Ponadto, dla kazde-
gon 21,

n

kl;ll gk) < D0 HL (FilGr) (2.1)

k=1

h, (T, T"F) = h, (T, F). (2.2)

12
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Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

(B) AKSJOMAT CIAGEOSCI (W L)
Odleglos¢ (w L) dwéch rodzin F = {f;: 1 <i<r}ig = {g:
1 <1< r'}, ' < r, definiujemy wzorem

dist(F,G) = m,,in{max / |fi = (o] du},

1<igr

gdzie m przebiega zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...r},
a G traktujemy jako rodzine r-elementowa przyjmujac g; = 0
dla 7’ < 2 < r. W aksjomacie tym zakladamy, ze dla dowolnych
r € Nie > 0 istnieje . > 0 taka, ze jesli licznoéci F, G i H nie
przekraczaja r, a dist(F,G) < 4. to

dist(FUH,GUH) <e

oraz

[H, (F) - Hu (G)] <e. (2.3)

W szczegdlnosci, z aksjomatu tego wynika, ze dla kazdego r € Nie > 0
istnieje § > 0, dla ktérej dist(F,G) < & pociaga

Hu (HIF) — Hu (HIG)] <, (24)

o ile wszystkie wystepujace we wzorze rodziny maja nie wiecej niz r elemen-
tow.

(C) AKSJOMAT O ROZBICIACH

Dla mierzalnego rozbicia skonczonego A przestrzeni X oznaczmy
przez 14 = {14 : A € A} rodzine funkcji charakterystycznych
elementéow A. Aksjomat jest speliony, gdy funkcja charaktery-
styczna kazdego zbioru mierzalnego nalezy do L, dla kazdego roz-
bicia mierzalnego A przestrzeni X rodzina 14 jest elementem T,
a polaczenie i entropia H,, dla takich rodzin zgadzaja sie z poje-
ciami klasycznymi:

1aUlg=14vs, Hu(1a)=- > p(A)logpu(A).
AcA

Dowéd faktu, ze dane pojecie entropii uogélnia entropie Kolmogorowa-
Sinaja, musi opierac si¢ na oszacowaniu z gory entropii rodziny funkcji F
przez entropie pewnego rozbicia. Takie rozbicie otrzymuje sie zazwyczaj roz-
wazajac przeciwobrazy (przez funkcje f € F) dostatecznie drobnego rozbicia
odcinka [0, 1]. Ponizszy aksjomat, w polaczeniu z aksjomatem (C), gwarantu-
je zgodnosc z entropia Kolmogorowa-Sinaja dla transformacji zachowujacych

miare.
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Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

(D) AKSJOMAT O OSZACOWANIU

Dla dowolnych r € Ni e > 0 istnieje v > 0 taka, ze dla kazdej
rodziny F = {f; : 1 <i < r} i kazdego rozbicia a odcinka [0, 1]
na skonczong liczbe przedzialow o dlugosci nie przekraczajacej y
zachodzi
HIJ (}-llv;f,-_l(a) U 6) <Eg,

gdzie @ jest rodzing funkcji zalezna tylko od « i spelniajaca wa-
runek lim, H, (Lf_, @) = 0 (zazwyczaj @ jest rodzing pusta, co
oznacza, ze nalezy ja zaniedbad, lub sklada sie z funkcji statych).

Oba wspomniane pojecia entropii spelniaja powyzsze aksjomaty (dla en-
tropii kwantowej, aksjomat (A) wynika z lematéw 11.1 i 11.4 w [A-F], za$
aksjomat (D) pojawia si¢ tamze w dowodzie twierdzenia 11.2; dla entro-
pii [G-L-W] aksjomat (A) mozna wywnioskowaé z wynikéw pracy [K-SL],
a aksjomat (D) zostal wykorzystany w dowodzie gléwnego twierdzenia w
pracy [G-L-W]; prawdziwos¢ pozostalych aksjomatéw jest w obu przypad-
kach oczywista). Pozostala czes¢ tego podrozdzialu zajmuje dowdd faktu, ze
wszystkie pojecia entropii spelniajace nasze aksjomaty zgadzaja sie nie tylko
na zbiorze transformacji mierzalnych, ale tez na zbiorze wszystkich opera-
toréw podwdjnie stochastycznych. Innymi slowy, dowodzimy nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.1 Jesli T jest operatorem podwdjnie stochastycznym, to
aksjomaty (A)-(D) (razem z krokami konstrukcyjnymi (1)-(5)) jednoznacz-
nie okreslajg wartosé entropii h, (T).

Dowdd jest oparty na dwoch obserwacjach dotyczacych operatorow po-
dwdjnie stochastycznych: kolejne iteracje operatora zachowuja od pewnego
miejsca operacje kratowe z zadana z gory dokladnoscia i (w konsekwencji)
przeksztalcaja pewne specjalne funkcje charakterystyczne na funkcje bliskie

charakterystycznym.

2.1.2 Asymptotyczna stabilnos¢ kratowa

Przez reszte podrozdzialu 2.1 zakladamy, ze T jest operatorem podwdjnie
stochastycznym.

Lemat 2.1.2 Niech f i g bedqg ograniczonymi funkcjami mierzalnymi na X .
Dla kazdej liczby dodatniej § istnieje N € N takie, ze dla dowolnych k € N,
| > N zachodzq nieréwnosci

/]Tk(T’f VTlg) — (THf v T*g)| du < 6
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Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

oraz

/ [TH(T'f A'T'g) — (T f A T*g)| du < 6.

Dowdéd Jest jasne, ze T(f Vg) > Tf1T(fVg)> Ty, co pociaga

T(fVg)>TfVTy

(i analogicznie T(f A g) < Tf ATg). (2:5)

Poniewaz T zachowuje calke, dla kazdego n € N mamy
/T"f VT"gdy = /T(T"f VT"g)du > /T"“f VT g dy,

wiec ciag calek [T"fV T"gdp jest zbiezny. Dla zadanej § > 0 mozna zna-
lezé N € N tak duze, by dla kazdego | > N i kazdego k € N

0< /T'f VT gdu — /Tk+’f v T gdu < 6. (2.6)

Poniewaz T* zachowuje miare, a wynikajaca z (2.5) nieréwnosé T*(T' f(z) Vv
T'g(z)) < T f(2) v TF+'g(x) zachodzi dla wszystkich z, powyzsza réznica
jest réwna odlegloéci funkcji w L'(u). Dowéd dla operacji minimum A jest
analogiczny. a

Definicja 2.1.3 Dla funkcji f i stalych a < b oznaczmy f = (f V a) Ab.
Méwimy, ze f ma wlasnosé CZ(4), gdy

[l - (s

dla kazdego n > 0 i kazdej pary a < b.

dp < 6,

Lemat 2.1.4 Dla kazdej funkcji ograniczoney f i kazdej liczby dodatniej §
istnieje | € N, dla ktérego T'f ma wtasnosé CZ(J).

Dowéd Wybierzmy stale a,b. Zgodnie z lematem 2.1.2 istnieje I’ takie, ze
dla kazdego n odleglosé w L'(u) miedzy T"((T" f) V a) a (T"™' f) V a jest
mniejsza niz g. Stosujac ten sam lemat do funkcji ¢ = (TV f) V a i stalej b,
znajdziemy [”, dla ktorego prawdziwa jest przy dowolnym n nieréwnosc

/ |T"((T”’g) A b) — (T g) A b| dp < g

Zaréwno operator T, jak i przeksztalcenie g — gAb sa kontrakcjami w L*(u),
zatem

[ () — (T <
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Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

Niech [ bedzie najwieksza z liczb I’ 4+ ["” uzyskanych dla skonczenie wielu par
stalych a,b rozmieszczonych co %. Modyfikujac kazda ze stalych a,b o licz-

be mniejsza niz g, otrzymujemy funkcje f°, ktéra rézni si¢ od poprzednie;j
(w normie L') o mniej niz . Zatem ostatnia nieréwnoé¢ jest spelniona dla

kazdego a i b, gdy zastapimy I’ 4+ I" przez [, a utamek g przez 4. a

Nastepny wynik zostanie wykorzystany dopiero w podrozdziale 2.2, jed-
nakze technika dowodu, taka jak w poprzednim lemacie, uzasadnia jego wcze-
sniejsze przytoczenie.

Wielomianem kratowym (Boole’a) nazywamy dowolne wyrazenie 8 zawie-
rajace skonczenie wiele argumentow bedacych elementami ustalonej kraty
(lub algebry Boole’a) oraz operacje kratowe V i A (a takze nawiasy) (pod-
stawowe informacje o wielomianach kratowych mozna znalez¢ np. w [R]).
Bedziemy postugiwac sie takimi wielomianami na algebrze Boole’a funkcji
z L. Przykladem wielomianu kratowego trzech funkcji jest wyrazenie 6(-, -, -)
okreslone wzorem 6(f,g,h) = (f V g) A h. Piszac 6(F), bedziemy zakladac,
ze elementy F zostaly w pewien sposéb ponumerowane.

Definicja 2.1.5 Méwimy, ze rodzina F = {f; : 1 < 1 < r} jest kratowo
d-stabilna wzgledem T, gdy dla kazdego r-argumentowego wielomianu krato-
wego 0 i kazdego n € N prawdziwa jest nieréwnosé

/ IT"(8(F)) — 6(T"F)| du < 6. (2.7)

Stwierdzenie 2.1.6 Dla kazdej rodziny F funkcji ograniczonych i kazdej
liczby § > 0 istnieje | > 0, dla ktdrego rodzina T'F jest kratowo &-stabilna.

Dowéd Dla rodzin dwuelementowych powyzsze stwierdzenie wynika z le-
matu 2.1.2. Dla wiekszych rodzin (i bardziej skomplikowanych wielomianéw
kratowych) przeprowadzamy dowéd indukcyjny. Zatézmy, ze wielomian kra-
towy 8(F) jest postaci 61(F1) V 02(F2) lub 6,(F1) A 62(F2), gdzie 6; 1 F; sa
takie, ze dla pewnego I’ zachodzi wzér (2.7) przy 6;, TV F; i % w miejsce 8, F,
§ (i = 1,2). Nastepnie dla % oraz funkcji 6,(T"Fy) i 62(T" F,) znajdzmy 1"
zgodnie z lematem 2.1.2. Wéwczas suma [ = [’ 4+ [” zapewnia é-stabilnosé
wielomianu # na rodzinie T"(F).

Poniewaz kazdy wielomian sklada sie ze skonczenie wielu operacji Vi A, a
dla ustalonej licznosci r istnieje tylko skonczenie wiele réznych wielomianéw
kratowych, mozna znalezc¢ [ spelniajace teze dowodzonego stwierdzenia. [

2.1.3 Wyrdznione rozbicia

Lemat 2.1.7 Niech F C F sktada si¢ zr funkcji o wartosciach w [0,1], spet-
niajgcych warunek CZ(8%). Wtedy mozna znalezé skoriczenie wiele punktdw €;

16



Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

rozmieszczonych na odcinku [0,1] w odlegtosciach nie przekraczajgcych 2ré
i takich, ze dla kazdego n € N i kazdej funkcji f € F zachodzi

/ T Lasne) = Laitnsioe

Dowéd Pokryjmy przedzial [0, 1] odcinkami o dtugosci 262 tak, by ich liczba
nie przekraczala %2— + 1. Dla ustalonej funkcji f € F, co najwyzej (;} — 1)
przeciwobrazéw tych odcinkéw ma miary wieksze niz J. Zatem laczna ilosc
przeciwobrazéw (przez dowolne f € F) o miarach przekraczajacych § wyno-
si co najwyzej r al_ 1). Kazdy przedzial dlugosci 2rd musi wiec zawierac
punkt &; bedacy srodkiem pewnego odcinka, ktérego przeciwobraz przez do-
wolna funkcje f € F jest miary nie wigkszej niz ¢, tzn.

p{z: & — 8 < f(z) < &+ 8%} < 6.

Jest prawda, ze

fi-’% ~ &5
52

2
5 —52 (EJ — 9 )
< 1{.1::f(:1:)>£j} < 52 =: Gf

Fy =

Zauwazmy, ze
S Gy = Fy < Lizig-a2<f(2) <5462}
Stad [ |Gy — FY| d,u < 4. Nakladajac T, otrzymujemy
T"Fy < T"(L{z:s@¢3) < TGy,
przy czym ponownie odleglo§¢ (w L') midey skrajnymi wyrazami jest mniej-

sza niz ¢, gdyz T jest kontrakcja w L*(u). Z drugiej strony,

(T"HE* —¢; (T"F) _g2 — (& — 82)
Fng = 52 - S Lamrf(a)2e) S 52 = Gy,

ale tym razem tracimy oszacowanie odleglosci. Korzystajac jednak z wlasno-
éci CZ(4?), mozemy stwierdzié, ze odlegtoéé miedzy Frny; a T"F; (podobnie
miedzy Grny a T"Gy) jest mniejsza niz 6: . Zatem odleglos¢ (w L!)
miedzy 1(zTrf(z)3¢;} @ T"(1{e:f(x)3¢;}) jSt mniejsza niz 44. O

Lemat 2.1.8 Niech rodzina F = {f; : 1 <1 < r} C L sktada sig z funkcyi
majgcych wiasnosé CZ(8°) i niech a bedzie rozbiciem [0,1] na m odcinkdéw:
Ay = [0’61)1 AJ = [gj’£j+l) (.7 =1,...,m— 2)1 Amo1 = [é'm—la 1]1 przy czym
punkty &; spetniajg teze lematu 2.1.7. Wowczas

dist (T"(lv_f-x(a)), lv‘Tnf.—x(a)) < 8rm'J,
dla kazdego n > 0.
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Dowéd Rodzina 1V~ f71(a) Sklada si¢ z funkeji postaci
ln‘.{z:f,'(z‘)GAj'.} = lIllf l{x:f;(a:)EAj;}’

o lacznej sumie (przebiegajacej wszystkie ¢ = 1,...,r oraz wszystkie cig-
gi (7;) € {0,1,...,m — 1}") bedacej funkcja stale réwna 1. Zgodnie z (2.5),
dla kazdego n zachodzi nieréwnosé

T" (10 enwensd) < BT (Lneen); (2.8)

a laczna suma funkcji wystepujacych z lewej strony nieréwnosci ponownie
jest stale rowna 1. Poniewaz

l{rtfi(I)EAj;} = 1{I=fi(x)26.i,-} - 1{r=f.'(z)>£j,-+1}a

z lematu 2.1.7 wynika, ze odleglto§¢é (w L') miedzy funkcjami T"(1{z:fi(2)ea;,})
a 1{z.:Tnfi(z)c4;,} jest mniejsza niz 8. Zatem

/

Zauwazmy, ze ostatnia funkcje mozna zapisaé jako ln (T fi(x)€A;;}" Ponie-
waz wszystkie takie funkcje sktadaja si¢ na rodzine lv T (o) ich suma

jest funkcja stale réwna 1. Korzystajac z (2.8) i (2.9), otrzymujemy

lI'lf Tn(l{z:f.-(r)EAj,-}) = II‘lf 1{1::T"].'(a:)eA_,-'.} dy, < 8ré. (29)

L (ln;{xifi(I)EAj,-}) SN (eTrie)ea;) T 95
gdzie g jest pewna funkcja nieujemna o calce nie przekraczajacej 8rd. Ponie-
waz poréwnujemy rodziny o jednakowych sumach, najwieksza z réznic
1 e rmenn = T (I erwen)]

moze mie¢ calke co najwyzej 8rd razy wieksza od licznosci rodziny funk-
i 1M (T fi(w)e )} (ktéra z kolei jest mniejsza lub réwna m”). To konczy
dowad. O

2.1.4 Dowdd gléwnego twierdzenia

Dowéd twierdzenia 2.1.1 Rozwazmy pojecie entropii zdefiniowane w kro-
kach (1)—(5) i spelniajace aksjomaty (A)—(D). Ustalmy ¢ > 0 i wybierzmy
rodzing F = {f; : 0 <1 < r} € F spelniajaca

hy(T) <h,(T,F)+e¢
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Entropia operatorowa 2.1 Aksjomatyczna definicja miarowa

(por. punkt (5)). Niech liczba v spelnia aksjomat (D) o oszacowaniu dla r
i €. Wybierzmy m miedzy % a % Niech ¢ bedzie taka liczba dodatnia, ze
nieréwnos¢ (2.4) jest spelniona dla rodzin o licznosci m" i €. Majac na uwa-
dze wilasnoéé (2.2), zastapmy rodzing F przez T'F (dalej oznaczang juz
przez F), gdzie [ jest dobrane tak, by kazda funkcja z nowej rodziny miala
wlasno§é CZ((Srfn,)3) (patrz lemat 2.1.4). Liczba 4:1, ogranicza z gory odle-
gloéci miedzy punktami §; z lematu 2.1.7 (w miejsce § przyjmujemy EF(,;F)’ a
poniewaz jest ona znacznie mniejsza od v (w szczegdlnosci, mniejsza niz 7 ),
mozemy spo$réd ¢; wybraé (m — 1) punktéw zadajacych rozbicie a odcin-
ka [0,1] na m przedzialéw o dlugosciach mniejszych niz 5. Dla kazdego k,
aksjomat (D), zapisany dla T*F, daje oszacowanie

Hy (T*FI1y, 4 () U @) < e

Stosujac wzor (2.1), otrzymujemy dla kazdego n nieréwnosc

n—1

U (].v' kai_l(a) U a_)) < ne.

k=0

B, (5

Poniewaz lim, 2H, (LJf—, @) = 0, z aksjomatu (A) i kroku konstrukcyjne-
go (4) wynika nieréwnos¢

n—o0o

. 1 n—1
h, (T,F) < limsup ;H,, (l_l ]-VAka_—l(a)) + €.
k=0 ' '

Oznaczmy powyzsza granice gorna przez h, (T, F, ) i zauwazmy, ze w rze-
czywistosci zalezy ona jedynie od wartoSci entropii na pewnych rozbiciach,
zatem jest jednoznacznie okre$lona przez aksjomat (C). Z lematu 2.1.8 otrzy-

mujemy

dist (IV‘Tkji_l(a)’ Tk(lv.f"l(a))) < 5,
co, w polaczeniu z (2.4), pociaga
Hy (1, me st [Ty, @) < Bu (Ly, 1o [Ty, mepmt @) +&

Zgodnie z aksjomatem (C) o rozbiciach, entropia warunkowa, wystepujaca
po prawej stronie nieréwnosci, znika. Ponownie stosujac (2.1) i krok (4) kon-

strukcji, wnioskujemy, ze
hy (T, F, ) < by (T, 1y 1)) +6 <ha (T) + 6.
Udowodnilismy, ze
h, (T, F,a) —e < h,(T) < (T, F,a) + 2¢,

wiec wartos¢ entropii h, (T) jest jednoznacznie okreslona przez aksjoma-

ty (A)-(D). O
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Entropia operatorowa 2.2 Jawna definicja miarowa

2.2 Jawna definicja miarowa

2.2.1 Definicja

Jedna z mozliwych jawnych definicji entropii operatora podwéjnie stochas-
tycznego jest wielkos¢ h, (T, F,a) uzyta w dowodzie twierdzenia 2.1.1. Jej
wada jest jednak obecno$¢ niewygodnych technicznych zalozen dotyczacych
rozbicia « (specjalnie dobierane punkty podziatu §;). Opuszczenie tych zalo-
zen, jak pokazujemy w przykladzie 2.2.14, istotnie zmienia wlasnosci roz-
wazanego pojecia. Proponujemy zatem inng, naszym zdaniem naturalna,
definicje entropii. Definicja ta jest poprawna dla dowolnych przeksztalcen
T : L — L, gdzie L jest zbiorem funkcji mierzalnych przyjmujacych wartosci
z odcinka [0,1]. Postepujac wedtug metody opisanej w poprzednim podroz-
dziale, wykonujemy nastepujace kroki konstrukcyjne.

(1°) Za F przyjmujemy rodzine wszystkich skonczonych rodzin F C L.
(2°) FUGY Fug
(3°) Dla f € L definiujemy

A ={(@,H) € X x [0,1] : £ < f(2)}

i oznaczamy przez Ay rozbicie produktu X x [0,1] skladajace si¢ z Ay
i jego dopelnienia A;°. Dla zadanej rodziny F kladziemy

Ar =\ A;.

fEF

Entropie rodziny F definiujemy wzorem

H, (F) = Hy(As) = — Y A(A)loga(A),

A€Arx
gdzie [i oznacza produkt miary p z miara Lebesgue’a na odcinku [0, 1].
(4°) h,(T,F) = limsup,_,., ~H, (F")
(5°) h,(T) = supreph, (T, F)
Uwaga 2.2.1
(i) Dla dowolnych F, G € F zachodzi réwnos¢ Aryg = Ar V Ag.
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(i1) Dla kazdej skonczonej rodziny F mozna skonstruowac skonczona (ale
zazwyczaj liczniejsza) rodzing O(F), ktorej elementy tworza rosnacy
ciag funkcji i ktora generuje rozbicie Ag(r) = Ar.

Dowéd Niech r oznacza liczno$é rodziny F. Na zbiorze {0,1}" okre-
§lamy relacje porzadku liniowego kladac o = (o) < 8 = (6i), gdy
i a; > Y Bi lub gdy sumy sa réwne i pierwsza jedynka wystepuje w
(i) na tej samej lub wczesniejszej pozycji niz w (f;). Niech

05(F) = sup inf {f; : o = 1}.
asB
Zbior {05(F)}, z dolaczonymi funkcjami stalymi O (jako najmniejszy
element) i 1 (jako najwiekszy) jest szukang rodzina O(F). O

Zauwazmy, ze O(F) zalezy od kolejnosci ponumerowania funkcji w F, co
jednak nie ma znaczenia dla dalszych rozwazan. Jest jasne, ze entropie ,sta-
tyczne” obu rodzin sa rowne, co wiecej,

H, (F) = H, (8(F)) ( [adn Y108 ([ gdn), (2.10)

gdzie g przebiega wszystkie réznice nastepujacych po sobie elementéw O(F)
(w kontekscie innych, znanych definicji, ciekawym jest spostrzezenie, ze funk-
cje g tworza rozklad jednosci). Jednakze w definicji h, (T, F) nie mozna za-
stapi¢ F przez O(F), gdyz O(T(F)) # T(O(F)).

Latwo mozna sprawdzié, ze zdefiniowana przez nas entropia jest zgodna
z definicja aksjomatyczna podana w poprzednim podrozdziale. Aksjomaty
(A)—(C) wynikajg ze znanych wiasnoéci entropii Kolmogorowa-Sinaja. Aby
uzasadni¢ (D), przyblizmy kazda funkcje fi € F funkcja prosta s; o warto-
éciach w punktach podzialtu ¢; rozbicia a. Wobec punktu (3°) naszej definic;ji
oraz wzoru (2.1), entropia H,(F|{si}) jest mala, za$§ rozbicie generowane
przez rodzine 1V.- Y gdzie @ jest rodzing funkcji stalych o warto-

§ciach &;, jest drobniejsze od rozbicia zadanego przez {s;}.
Nasza definicja posiada tez nastepujaca wlasnosé, zgodna z intuicja opar-
ta na interpretacji entropii w kontekscie teorii informacji:

H, (F|F)=0.

Réwnoéé ta nie jest spelniona ani przez entropie [G-L-W] (patrz [K-SL],
wniosek z Proposition 1), ani przez entropie¢ kwantowa (wystarczy rozwazyc
przestrzen dwupunktowa z miara réwno rozlozona {2, 2} oraz rozklad jedno-

éci w sensie [A-F|, skladajacy si¢ z funkcji (—\7—5,0) i (\/5’ 1)) Ze wzoru (2.4)
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oraz z powyzszej rownosci wynika istnienie dla kazdego r € Nie > 0 pewnej
liczby ¢ > 0, dla ktore;j

dist(F,G) < § = H, (F|G) < e, (2.11)

o ile licznoéci rodzin sa réwne r. Uwzgledniajac (2.1), otrzymujemy dla do-
wolnej kontrakcji T w L!(p) implikacje

dist(F,G) < d = |h, (T, F) —h,(T,G)| < e. (2.12)
Ponadto, dla kazdej rodziny F, funkcji niezmienniczych wzgledem T zachodzi
b, (T, Fs)=10. (2.13)

Przypomnijmy, ze w przypadku zachowujacej miare transformacji punk-
towej entropia rozbicia i entropia jego przeciwobrazu sa réwne, co oznacza, ze
dla operatora punktowo generowanego zachodzi H, (TF) = H, (F). Nieste-
ty, réwno$é ta nie jest prawdziwa dla dowolnych operatoréw podwdéjnie sto-
chastycznych. Co gorsza, jak pokazujemy w ponizszym przykladzie, entropia
rodziny F moze wzrosnaé pod dzialaniem T. Okazuje sie jednak, ze entro-
pia stabilizuje sie dla dalekich iteracji operatora podwdéjnie stochastycznego.
Wilasnosé te bedziemy nazywaé asymptotyczng niezmienniczoscig (patrz le-
mat 2.2.3).

Przyklad 2.2.2 Niech T bedzie operatorem podwdjnie stochastycznym,
okreslonym na odcinku [0, 1] z miara Lebesgue’a wzorem

Tf(z) = 3 (@) + £(1 - 2)).

Niech F sktada sie z funkcji charakterystycznych 1[0,1_] i 1(% 1)+ Wowczas
H, (F)=2log2 — 2log3 < log 2, zaé H, (TF) = %log 2. Zauwazmy, ze sku-
teczny niekiedy zabieg, polegajacy na wzbogaceniu rodziny F pewng liczba
dos$é gesto rozmieszczonych funkcji staltych, w tym przypadku nie zmienia
relacji miedzy entropia F a entropia T.F. O

Lemat 2.2.3 (Asymptotyczna niezmienniczo$é entropii) Niech T be-
dzie operatorem podwdjnie stochastycznym, a F pewng rodzing funkcji z F.
Dla kazdego € > 0 istnieje liczba N € N taka, ze dla kazdego naturalnego k
zachodzi nieréunosé

|1, (T*VF) - H, (TVF)| <e.

22



Entropia operatorowa 2.2 Jawna definicja miarowa

Dowod Skorzystamy z operacji O(-) opisanej w uwadze 2.2.1. Ustalmy ro-
dzine F o licznoéci r i liczbe dodatnia €. Dobierzmy § > 0 zgodnie z aksjoma-
tem ciagtoéci (B). Na mocy stwierdzenia 2.1.6, mozna znalez¢ liczbg natural-
na N, dla ktérej rodzina TN F jest kratowo d-stabilna wzgledem T. Wtedy
dist(@(TN+*F), T¥FO(TNF)) < ¢ dla kazdej liczby naturalnej k, wiec (2.3)
implikuje
|1, (6(T*VF)) — H, (T*6(TVF))| <.

Wobec (2.10) i faktu, ze T* zachowuje calke, mamy H, (T"@(TN]:)) =

H, (@(TN]:)), a stad wynika teza. a

2.2.2 Podaddytywnosé i istnienie granicy

Najwazniejszym wynikiem biezacej czesci jest twierdzenie 2.2.6, méwiace, ze
granice gérna w punkcie (4°) naszej definicji mozna zastapic¢ granica. Warto
nadmienié, ze analogiczne rezultaty dla pozostaltych entropii operatorowych
nie sa znane. Podstawowg trudnos¢ w dowodzie stanowi brak podaddytywno-
éci ciagu H, (F™), ktoéra to wlasnosé jest uzywana w klasycznych dowodach
dla transformacji punktowych. Co prawda, zgodnie z aksjomatem (A), za-
chodzi nieréwnosc

H, (F™*™) < Hu(F") + H, (T"F™),

ale, jak juz wiemy, w drugim sktadniku sumy nie mozna zaniedba¢ T". Nie
wystarczy tez powolaé si¢ na asymptotyczng niezmienniczo$¢ gwarantowana
przez lemat 2.2.3, gdyz zwiekszajac liczbe m, zmieniamy wyjsciowa rodzine
funkcji i, chcac zachowac to samo N, tracimy kontrole nad ¢.

Odpowiednim dla naszych potrzeb wzmocnieniem asymptotycznej stabil-
noéci jest lemat 2.2.4. Kluczowe w jego dowodzie jest twierdzenie o reprezen-
tacji calkowej pewnych operatoréw funkcyjnych, udowodnione przez A. Iwa-
nika w [I2]. Stwierdza ono, ze w przypadku przestrzeni standardowej kazdy
operator T, zadany wzorem (1.1) przez pewne prawdopodobienstwo przejscia
na zbiorze wszystkich ograniczonych funkcji mierzalnych, jest postaci

Tf(x) = | f(#u(2))dN(w),

gdzie (2, \) oznacza odcinek [0,1] z miarg Lebesgue’a, a (w, ) — ¢, () jest
mierzalnym odwzorowaniem produktu 2 x X w X. Rozwazmy operator ® na
przestrzeni B(f) X X), punktowo generowany przez transformacje (w,z) —

(w, ¢u(z)). Dla zadanej funkcji f, mierzalnej na X, oznaczmy przez f funkcje
(w,z) > f(z). Woéwczas

Tf(z) = / 8F(w, z) dA(w). (2.14)
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Mimo, ze operator ® nie jest podwdjnie stochastyczny (bo nie zachowuje catki
wzgledem miary produktowej), z twierdzenia Fubiniego uzyskujemy réwnosé

//tlffd/\du Z/deuz/fdu. (2.15)

Poniewaz kazda iteracja T jest zadana przez pewne prawdopodobienstwo
przejécia, mozemy zdefiniowa¢ punktowo generowany operator ®; odpowia-
dajacy T*. Zauwazmy, ze ®; nie musi byé réwny iteracji ®F.

Lemat 2.2.4 Niech T bedzie operatorem podwdjnie stochastycznym, a F
pewng rodzing funkcji z F. Dla kazdego € > 0 istnieje liczba N € N taka, ze
dla kazdego k,m € N zachodzi nieréwnosé

B, (T F™) — H, (TN F™)| < me.

Dowéd Najpierw, przeprowadzimy dowdd zakladajac, ze X jest przestrzenia
standardowa, a T spelnia zalozenia twierdzenia Iwanika.
Niech v oznacza miare produktowa A x g. Udowodnimy, ze

dla dowolnej funkcji f € L i dostatecznie duzej liczby natu-
ralnej [ odlegloéé (w L'(v)) miedzy funkcjami T*+ f i ®,T!f (2.16)
jest mala dla kazdego k > 1.

Ustalmy M € Nid > 0. Poniewaz operator @ jest punktowo generowany,
dla kazdej funkcji ograniczonej g zachodzi

B _ 2.15
[ 123l dv = [ @cfgl v °=7 [ |g]dn.
Ponownie korzystajac z (2.15) dostajemy réwnosé
/(‘I’k’g')+ dv = /g+ du. (2.17)

Poniewaz (T'f)* = T'f V T'0, na mocy (2.6) mozemy znalez¢ liczbe natu-
ralng N, taka ze dla wszystkich [ > N 1 k > 1 zachodzi

0 < /(T’f)+ dy — /(Tk+’f)+ du < 8.
Podstawiajac g = T' f we wzorze (2.17), otrzymujemy

0< /(@,ﬁﬁﬁ dv — /(Tk+‘f)+ du < 6. (2.18)
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Aby udowodnié (2.16), wystarczy sprawdzic, ze miara zbioru wszystkich
punktéw (w,z), dla ktoérych li)kT’f(w,x) - T’“‘Hf(x)l > %, jest mala. Po-
t6zmy

B(f) = {(,2): &1 (w,2) > 17, T*f(2) <0}

Miare B(f) szacujemy w nastepujacy sposob.

v (B(f) < [ T
/{(w,z):Tk+l f(=)<0} (2TTf)* dv
= /(‘I)kT_'f)+ dv — /{(w,z):'rk+tf(,)>0}(q)"w)+ dv
< [@Thtdv- /{ R 8, T'F dv

(2_-_14) /(Qkﬁ)-i— dv — A Tk-Hf d,u

“Tk+! f(z)>0}
2.18
( < ) J.
Zatem v (B(f)) < M4. Oczywiscie, liczbe N mozna wybrac tak, by powyzsze
rachunki dalo si¢ przeprowadzi¢ dla (skonczenie wielu) funkcji postaci f— 1\‘4;’
gdzie 1 =0,..., M — 1. Otrzymujemy wigc oszacowanie:

v ({(@2): 0 TF(w,2) - T f(2) > %})
M-1

< X v (B —4p) <M.

=0

Podstawiajac (—f) w miejsce f mamy tez
v ({(w,x) : 8, T f(w,z) — T f(z) < —%}) < M?,

a stad

o 2
/ |27 — T 7| du < — +2M%.

Dobierajac odpowiednio M i § koniczymy dowdd tezy (2.16).

Ustalmy € > 0. Wybierzmy N tak duze, by dla kazdego k > 1il > N
odlegloéé (w L'(v)) miedzy rodzinami TFHF a @, T'F byla tak mala, ze,
zgodnie z (2.11)

H, (TFf|,T'f) < = oraz H, (& Tf[TH]) < -, (2.19)
T T
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Wezmy m > 1 i niech TNF™ oznacza rodzine funkcji T'f, gdzie f € F,
l=N,...,N+m—1 Wtedy

H,(T* 7= = B, (TH#NF=)
< H, (8TNF™) + H, (TFVFm| @, TNF™) .

Na mocy uwagi 2.2.1(ii),
H, (8 TVF") = H, (6(2TIVF")) =H, (8,0(TVF™))
) 1, (o(rrm) = 1, (17,

zatem
N+m-1
H, (T*YF™) < H, (TVF™) + > 3 H, (T f|@,T'f)
I=N feF
(229) " (TN]:"') + me
Ponadto,

H, (TVF™) = H, (8TVF")
< H, (Tk+N ]:'m) +H, ((I)kTN Fm|Tk+N Fm )
< H, (Tk+N.7:’" ) + me,

co konczy dowod w sytuacji, gdy spelnione sa zalozenia twierdzenia Iwanika.

Rozwazmy teraz przypadek ogoélny. Niech (X, 1) bedzie przestrzenia pro-
babilistyczna, a T dowolnym operatorem podwdjnie stochastycznym. Za-
uwazmy, ze wszystkie funkcje pojawiajace sie w powyzszej argumentacji, czyli
rodzina F, jej obrazy wzgledem iteracji T i obrazy rodzin TV F™ przez ope-
racje O(+), tworza zbior przeliczalny. Oznaczmy przez L zespolong podalgebre
algebry (réwniez zespolonej) L™ (), generowang przez te funkcje. Wiadomo,
ze L jest izometrycznie izomorficzna z algebra (zespolonych) funkcji ciaglych
na pewnej zwartej przestrzeni Hausdorffa X'. Izomorfizm ten (oznaczmy go
przez 7) zachowuje sprzezenie, wiec przeprowadza funkcje o wartosciach rze-
czywistych na funkcje o wartosciach rzeczywistych. Ponadto mozna dowies¢,
ze T jest izomorfizmem krat, zatem obrazy funkcji nieujemnych sg funkcjami
nieujemnymi. Miara u traktowana jako funkcjonal na L*(x) indukuje funk-
cjonal liniowy na przestrzeni zespolonych funkcji ciaglych, reprezentowany
przez pewna borelowska miare probabilistyczna na X'. Calki z funkcji, beda-
cych swoimi obrazami przez 7 wzgledem odpowiednich miar, sa réwne. Na
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mocy wniosku 10.10 z [Z], przestrzen X’ jest metryzowalna (zatem standar-
dowa), poniewaz zbidr generatoréw algebry L jest przeliczalny. Jest jasne,
ze operator 7 = 7T7~! okreSlony na (rzeczywistej) podalgebrze wszyst-
kich rzeczywistych funkcji ciagltych C(X) jest operatorem Markowa, zatem
pochodzi od pewnego prawdopodobienstwa przejicia. Z pierwszej czesci do-
wodu otrzymujemy wiec prawdziwosé tezy twierdzenia dla operatora 7. Na
mocy uwagi 2.2.1(ii) i faktu, ze 7 jest izomorfizmem krat, entropie rodzin
TNF™ i TFHNF™ s réwne entropiom odpowiadajacych im rodzin w C(X),

co konczy dowdd. O

Ponizsza wlasno$é¢, nazwana przez nas quasi-podaddytywnosciq, jest ope-
ratorowym odpowiednikiem podaddytywnosci klasycznej entropii.

Stwierdzenie 2.2.5 (Quasi-podaddytywnos¢ entropii) Niech T bedzie
operatorem podwdjnie stochastycznym. Dla kazdego € > 0 istniejg: N € N
oraz liczba rzeczywista c, takie, ze dla dowolnych k € N i m > N zachodzi

H, (F*+™) < H, (F*) + Hy (F™) + ¢ + me.

Dowdd Ustalmy ¢ > 01 wybierzmy N zgodnie z lematem 2.2.4. Korzystajac
z faktu, ze H,(F) < rlog2, gdzie r jest licznoscia rodziny F, otrzymujemy
dla & > 01 m > N nieréwnosci

H, (F*) + H, (T*FV) + H, (THV Fm-N)
H, (F*) + Nrlog2 + H, (TVF™N) + (m — N)e
L (fk) + H, (F™) + Nrlog2 + me.

H, (F&+m)

N

NN

]

Twierdzenie 2.2.6 Jesli T jest operatorem podwdjnie stochastycznym, to
cigg H, (F"), wykorzystany w punkcie (4°) definicji entropii, jest zbiezny.

Dowéd  Wobec quasi-podaddytywnosci ciagu H, (F"), wystarczy jedynie
zmodyfikowa¢ dowdd klasycznego lematu orzekajacego o zbieznosci ciagu
(%an) w przypadku (a,) podaddytywnego (patrz np. [D-G-S], Proposition
(10.7) lub [W], Theorem 4.9).

Oznaczmy a, = H, (F"). Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy N oraz c zgodnie
ze stwierdzeniem 2.2.5. Dlan > N,n = Nd+r,gdzied e N, 0 < r < N,
zachodzi

ap, < ang+ a, +c+re <and+cd+ ne + a,.
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Dzielac przez n i obliczajac granice gérna wzgledem n, otrzymujemy

. a a e
limsup — < s
n—oo N N

+ ¢,

skad, po nalozeniu granicy dolnej wzgledem N, wynika nieréwnosc

. a L. an
limsup — < liminf —.
n n L n

O

W przeciwienstwie do przypadku klasycznego, granica w twierdzeniu 2.2.6
nie musi by¢ réwna kresowi dolnemu ciagu. Pelna podaddytywnos¢, niezbed-
na dla tej réwnosci, mozna otrzymac przez wprowadzenie w definicji entropii
dodatkowego kroku konstrukcyjnego. Proponujemy dwie takie modyfikacje.

Definicja 2.2.7

H),(F) = limg00 Hy (Tk.'F ) (istnienie granicy zostalo zapewnione w Lema-
cie 2.2.3)

HZ(?) = SUPpeN HM (ka)

Lemat 2.2.8 Ciqgi H),(F™) i H};(F") sq podaddytywne.
Dowéd Jest oczywiste, ze
H,(T"F) = lim H, (T™+*F) = Hy,(F).
Stad
H,(F™) < H(F™) + H,(T™F") = H,(F™) + H,(F7).

Dowéd podaddytywnosci ciagu HJj(F™) jest prawie identyczny. Nalezy jedy-
nie zaznaczy¢, ze Hj(T™F) jest nie wigksza niz Hj;(F). O

Oznaczmy przez h)(T,F) i hj(T,F) modyfikacje wielkosci h, (T, F)
otrzymane przez podstawienie w miejsce H, (w punkcie (4°) konstrukcji en-
tropii) odpowiednio Hj, lub H}; (zgodnie z powyzszym lematem, granice gérna
mozna w obu przypadkach zastapic granica).

Stwierdzenie 2.2.9 Dla kazdego operatora stochastycznego T zachodzg row-

nosci

b {E, F) = b (T, F) = h (T, F)
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Dowdd Oczywiscie, h, (T, F) < W/j(T, F) oraz h),(T,F) < hj(T, F).

Udowodnimy, ze entropia hj;(T) jest szacowana z géry przez h,(T). Ustal-
my liczbe naturalng n. Dla rodziny F" i ¢ =1 znajdZzmy NN spelniajace teze
Lematu 2.2.3. Niech m bedzie liczba naturalna wieksza niz n + N i1 dobierz-
my p € N tak, by (p — 1)n < m < pn. Nastepnie znajdZzmy k, dla ktérego
réznica miedzy H, &T"f”‘) a Hj;(F™) jest mniejsza niz 1. Niech K bedzie
wieksza z liczb N 1 k.

HI(F™) < H, (TFF™) +1

p—1
< H, (]_-N) +H, (U TK+in]_—n) +1

1=0

< Hu (FV) +pH, (TVF™) +p+ 1.

Dzielac skrajne strony nieréwnosci przez m i obliczajac granice gorna wzgle-
dem m otrzymujemy

1 1

n N

hy/(T, F) < ~H, (TVF) + =

Obliczajac granice wzgledem N, a nastepnie wzgledem n uzyskujemy nierow-
nos¢ hj(T,F) < h, (T, F).

Aby dowieé¢ relacji hy, (T, F) > h),(T, F), majac dany € > 0, znajdujemy,
na mocy lematu 2.2.4, liczbe N taka, ze dla dowolnych [, m naturalnych
zachodzi

H, (T*NF™) < H, (TVF™) + me.
Gdy [ dazy do nieskonczonosci, otrzymujemy

H),(F™) < Hy (TVF™) + me,

skad wynika b(T,F) < b, (T, TVF) + & & b, (T, F) + ¢ dla dowolnych
e > 0. O

Niestety, wielkoéci H, i HJ, nie spelniaja aksjomatu o rozbiciach, za$ praw-
dziwo$é aksjomatu o oszacowaniu trudno jest zweryfikowa¢ — przypuszczal-
nie réwniez nie jest on spelniony.

2.2.3 Wlasnosci entropii

Jak wykazemy ponizej, niektore znane w klasycznej teorii entropii wlasnosci
h, pozostaja prawdziwe w przypadku naszej entropii. Na poczatek sformu-
lyjmy pewne standardowe (dla transformacji) definicje w przypadku opera-
torowym.
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Definicja 2.2.10 Niech T, T; beda operatorami podwodjnie stochastycz-
nymi odpowiednio na L™ (X, p1) 1 L™ (X2, p2) (lub na przestrzeniach funkcji
catkowalnych).

(i) T jest faktorem T,, gdy istnieje zachowujace miare przeksztalcenie 7

z X, na X, speliajace dla kazdej funkcji f € L™ (X, p1) (lub L (1))
warunek

(T1f)om = Ty(fom).

(i1) Ty 1 T; sa wzomorficzne, gdy zdefinowane powyzej 7 jest przeksztalce-
niem odwracalnym i jego odwrotno$é m~! jest transformacja mierzalna
(zatem takze zachowuje miare).

Stwierdzenie 2.2.11 Niech T, 1 Ty bedq operatorami podwdjnie stochas-
tycznyma.
(1) Jesli Ty jest faktorem T3, to h, (Ty) < by, (T2).

(ii) Jesli Ty @ Ty sq izomorficzne, to ich entropie sq rowne.

Dowéd Niech m : X; — X, bedzie odwzorowaniem faktorujacym, a F
ustalong rodzing funkcji. Poltézmy

nF={form: feF}.

Prawda jest, ze h,, (T, F) = h,, (T2, 7F), zatem (i) jest konsekwencja kro-
ku konstrukcyjnego (5°), implikujac jednoczesnie (ii). O

Stwierdzenie 2.2.12 Jesli T jest dowolnym operatorem na zbiorze L zio-
zonym z funkcji mierzalnych przyjmujgcych wartosci z odcinka [0,1], to dla
kazdej liczby naturalnej k zachodzi

h, (T*) = kh, (T).

Dowdd Upewnijmy sie, ze standardowa argumentacja (patrz np. [D-G-S],
Proposition (10.12)(c) lub [W], Theorem 4.13) zachowuje poprawno$¢ w przy-
padku operatorowym. Zauwazmy, ze wobec Lematu 2.2.1

n—1
b, (Tk,]:) = limsup lH# U ™ F
n—oo N 250

N\

1 kn—1 i
k lim sup -k——H,, ( U T'f)

n—oo N i=0

kh, (T, F).

N\
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Na odwrét, ustalmy & i n, i niech m(n) = k - d(n) bedzie najmniejsza wielo-
krotnoscig k wieksza niz n. Wtedy,

n—1
h, (T,F) = limsup— H (U T‘J—")

n—oco TN i=0

N

1 m(n)-1 '
limsup—H, | |J T'F

n—oo N i=0

d(n)—1k-1
1 1
= —limsup (n) —-H, ( U UT'“‘“.F)

k n—o00 n d(n i=0 j=0

Poniewaz lim, o0 ﬂnﬂ =1, a d(n) przebiega wszystkie wartosci natural-
ne, gdy n dazy do nieskonczonosci, otrzymujemy

n—1 k-1
h, (T,F) < %limsup %H,, (U T+ ( U Tif))
n—o00

=0 7=0

1 k-1 )
= Zhy T J T'F) .

J=0
(]

Nastepne stwierdzenie dotyczy istoty zachowan chaotycznych rozréznia-
nych przez entropie. Jego trescia jest naturalna, jak sie wydaje, wlasnosé
naszego pojecia: w przypadku trywialnej, w pewnym sensie, dynamiki ukla-
du entropia wynosi zero.

Stwierdzenie 2.2.13 Niech T bedzie L'-kontrakcjq na zbiorze L ztozonym
z funkcji mierzalnych przyjmujgcych wartosci z odcinka [0,1] ¢ takim, ze dla
kazdej funkcji f € L cigg T"f zbiega w L'(p) do funkcji niezmienniczej ¢y.
Wowczas h,(T) = 0.

Dowod  Ustalmy rodzine F o licznosci r i liczbe € > 0. Dobierzmy ¢ >
0 tak, by prawdziwy byl wzér (2.12). Niech F, oznacza rodzine r funkcji
niezmienniczych bedacych granicami (w L'(1)) ciagéw funkcyjnych T"f, f €
F. Wéwczas istnieje N, dla ktérego dist(TNF, Fy) < & oraz

2.12
) 5(2 13)

b (T, ) @ h, (T, TV F) "< b, (T, 7,) +

skad, wobec dowolnosci F i €, wynika teza. O

Przypomnijmy, ze z powodu ograniczen technicznych dotyczacych wybo-
ru rozbicia «, zrezygnowaliSmy z uzywania wielkosci h,, (T, F, @) jako jawnej
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definicji entropii. Przedstawimy teraz wspomniany na poczatku dziatlu przy-
ktad, ilustrujacy niemoznos¢ opuszczenia niewygodnych zalozen.

Przyklad 2.2.14 Niech (X, X, ) bedzie przestrzenia wszystkich ciagow o
elementach 0 lub 1, z o-cialem produktowym i rownomiernie rozlozona miare
produktowsa. Zdefiniujmy operator podwdjnie stochastyczny T wzorem

T(z) = 5 (flon) + [ f(e)du),

gdzie o jest przesunieciem (z,) — (z,41) na X. Niech F sklada sie z jednej
tylko funkcji f(z) = zo, za$ a bedzie rozbiciem odcinka [0,1] na przedzialy
[0,1] i (3,1]. Zauwazmy, ze f jest funkcja charakterystyczna cylindra

C={z€eX: zo=1}.

Zatem
T'f(@) = 5+ 35 (Lomo)(®) ~ 3)
~ %—2'11“ dla z, =0
- %+2n+1 dlaz,=1

zbiega w L'() do funkcji stale réwnej . Wobec stwierdzenia 2.2.13, en-

tropia h, operatora T wynosi zero. Jednakze H, (l_];c'__fé 1k f—l(a)) jest en-
tropia rozbicia przestrzeni X na cylindry o ustalonych n wspélrzednych,
wiec h, (T, F, ) jest réwna log 2. O
Entropia operatorowa stanowi istotne rozszerzenie definicji Kolmogoro-
wa-Sinaja — jest wrazliwa nie tylko na zjawiska punktowe, ale tez na ,dy-
namike operatorowa”. Fakt ten wyrazamy nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie 2.2.15 Istnieje operator podwdjnie stochastyczny o entropii
dodatniej, ktorego jedynym faktorem punktowo generowanym jest faktor try-
wialny.

Dowdd Niech (X, X, ) bedzie taka jak w poprzednim przykladzie. Oznacz-
my przez v rozklad geometryczny na N, tzn. v(k) = 27% dla k € N. Ele-
ment (z,k) przestrzeni produktowej X x N bedziemy traktowaé jako ciag
(z1,22,..., &5, Tht1,-..) 0 wyrazach 0 lub 1, z umieszczonym na pozycji k

znacznikiem (gwiazdka).
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Dla kazdego bloku B = (by,bs,...,b) € {0,1}* definiujemy przeksztal-
cenie og : X = X kladac

( Jo = b, dla n <k
GBS m = Tpyr dla n>k

Nastepnie okreslamy operator T na L*®(u X v) wzorem:

Tf(z,k) = f(oz,k—1) dlak>1,

Tf(z,1)=Y.27"% Y 27*f(opa,k).
k=1 Be{0,1}*

Odpowiadajace T prawdopodobienstwo przejscia P((z, k), ) mozemy opisaé
jako operacje przesuniecia ciagu o jedna pozycje w lewo (przesuwajaca takze
znacznik), o ile znacznik nie znajduje si¢ na pozycji pierwszej. Jesli znacznik
jest na pozycji pierwszej, to ciag zostaje przesuniety w lewo, a nastepnie w
miejsce poczatkowego bloku o dlugosci k (wybranej zgodnie z prawdopodo-
biefistwem geometrycznym) podstawia si¢ losowo wybrany blok zer i jedynek,
o tej samej dlugosci. Znacznik zapisujemy wtedy na pozycji k.

Uzasadnimy najpierw, ze T jest podwdjnie stochastyczny wzgledem miary
produktowej p X v. W tym celu rozwazmy funkcje charakterystyczna f = 1¢
cylindra postaci

C=C(Y1,Y2,-- - Yps Ykt1,-- - Yn) = {(z,k) :zi = yi, 1 =1,...,n}.

Jest jasne, ze catka z funkcji f wynosi 2-*+") Kazdy punkt nalezacy do kté-
rego$ z dwéch cylindréw C(zo, Y1, Y2, - - s Yks Ykt1, - - - Yn) (o € {0,1}) prze-
chodzi z prawdopodobienstwem 1 na punkt nalezacy do C. Zatem na obu
tych cylindrach Tf = 1, a calka z Tf po tej czesci przestrzeni jest rowna
2-(k+1) . 9. 9=(n+1) — 9-(k+tn+1) (ho znacznik znajduje si¢ na pozycji k + 1).
Ponadto, z prawdopodobienistwem 2~%¢ do C wpadaja tez punkty z cylindréw
postaci C(zg, T1,. .., Tky Yk+1y- - -, Yn), gdzie zo, ...,z sa dowolnie wybrane
(bowiem z takim prawdopodobiefistwem wybieramy przeksztalcenie op dla
B = (y1,Y2,---,Yk)). Dla takich punktéw Tf(z) = P((z,1),C) = 27%. Cal-
ka na tej czesci przestrzeni wynosi 272k . 2k+1.2-1.9=(n+1) — 9—(k+n+1) Guma
obu tych skladnikéw jest réwna wyjsciowej calce z funkcji f, wiec T jest
podwdjnie stochastyczny wzgledem p x v.

Kazdy punktowo generowany faktor operatora T odpowiada takiemu o-
cialu ¥’ C ¥, ze P((z,k), A) = 01ub 1 dla kazdego A € ¥’ i prawie kazdego z.
Rozwazmy pare punktow (z, k), (z', k") o jednakowych ogonach, tzn. takich,
ze T, = x,, o ile n jest wieksze od pewnego k”. Mozemy zalozy¢, ze k" > k

/

i k" > k'. Rozwazmy punkt (z” k") taki, ze z, = z/, = 2! dlan > k".
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Prawdopodobienstwa przejscia z punktu (0z,1) = 0*z do kazdego z punktéw
(z,k) 1 (z",k") sa dodatnie. To oznacza, ze faktor utozsamia (z,k) i (z”, k")
(o ile 0*z jest poza pewnym zbiorem miary zero). Podobnie, faktor ten utoz-
samia (z',k') i (z”,k"), a zatem takze (z,k) i (2',k’). Pokazalismy wiec, ze
faktor punktowy utozsamia (prawie wszystkie) punkty o jednakowych ogo-
nach, niezaleznie od pozycji wystepowania znacznika. Wobec tego ¥’ jest (z
dokladnoécia do miary u) zawarte w o-ciele ogonowym przestrzeni {0, 1},
Na mocy zero-jedynkowego prawa Kolmogorowa, takie o-cialo jest trywialne
wzgledem miary p. Zatem T nie posiada nietrywialnych (miarowych) fakto-
row punktowych.

Konczymy dowdd uzasadniajac, ze h, (T) > log2. Rozwazmy funkcje
fi(z,k) = z;. Sprawdzimy, ze

T"fi(z,k) = 5 + (1 - @)aisn,

gdzie a < 270V, Jest to oczywiécie prawda dla n < k (wéwczas a = 0),
gdyz wtedy T" dziala deterministycznie w punkcie (z,k). Rozwazmy teraz
n = k. Jest to pierwszy moment, w ktérym prawdopodobienstwo P"((z, k), -)
nie jest deterministyczne. Zauwazmy, ze rozklad pozycji znacznika w obrazie
(z,k) (czyli nosniku P"((z,k),-)) jest dany przez prawdopodobiefnistwo geo-
metryczne v. W nastepnym, (n + 1)-szym kroku, z prawdopodobienstwem %
znaczniki zostana przesuniete (dajac polowe tego samego rozkladu geome-
trycznego), a z prawdopodobienstwem ; rozmieszczone losowo (znéw zgodnie
z tym samym rozkladem). W rezultacie, rozkltad pozycji znacznikéw wzgle-
dem P"t!((z, k), -) pozostaje ten sam. Podobnie jest w nastepnych krokach.
Dowiedlismy wiec, ze dla n > k pozycja znacznika wzgledem P"((z,k),-) ma
rozklad geometryczny. Punkty nalezace do nosnika miary P"((z,k),-), kto-
rych znaczniki znajduja sie na pozycjach wczesniejszych niz pewne i, maja
T;1n Na pozycji i-tej, gdyz do tego momentu wartos¢ z;, byla przeksztalcana
deterministycznie (przesuwana). Prawdopodobienistwo zdarzenia, ze w loso-
wo wybranym punkcie z nosnika znacznik wystepuje na pozycji wczesniejszej
niz ¢ wynosi

i—1
Y279 =1 -9 -1,
=1

skad otrzymujemy skladnik (1 — 270~Y)z;,,, we wzorze na T"fi(z,k). Po-
zostale punkty z n-tego obrazu (z,k) przyjmuja na pozycji i-tej wartosé 0
lub 1 z réwnym prawdopodobienstwem, co daje sktadnik 2-(-11 Zatem
otrzymujemy zadany wzér w przypadku n > k (a wynosi 27(-1),

Z powyzszych obliczen wynika, ze n-ty obraz funkcji f; rézni sie¢ od funk-
cji fiyn tym, ze amplituda skokéw funkcji T" f; przy przechodzeniu miedzy
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cylindrami wynosi przynajmniej 1 — 270~1 zamiast by¢ stale réwna 1 (jak
w przypadku f;;,). Jednakze pozwala to otrzymac entropi¢ dowolnie bliska
log 2 poprzez rozpatrywanie odpowiednio duzych s. O

2.3 Entropia topologiczna

2.3.1 Nowa definicja entropii

Niech C;(X) oznacza zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji ciagltych f :
X — [0,1], gdzie X jest zwarta przestrzeniag Hausdorffa. Niech T bedzie
operatorem Markowa dzialajacym na C(X). Ponizej podamy trzy réwno-
wazne sposoby definiowania entropii topologicznej. Pierwszy z nich jest naj-
bardziej zblizony do podanej w poprzednim podrozdziale definicji entropii
miarowej: kluczowa role odgrywaja pokrycia Uz, otrzymane przez ,pogru-
bienie” elementéw rozbicia Ax. Druga metoda polega na przeniesieniu po-
krycia z odcinka [0,1] do przestrzeni X przy pomocy zadanej rodziny funkcji
ciaglych. W trzeciej, wprowadzamy w X pewna pseudo-metryke indukowana
przez skonczona rodzine funkcji ciagltych. Prowadzi to do definicji przypo-
minajacej znana definicje Bowena. Dla skrocenia zapisu, skoniczone pokrycie
przestrzeni X zbiorami otwartymi bedziemy nazywac pokryciem otwartym.
Dla dowolnej funkcji ciaglej f zdefiniujmy

g = @) eXx[01:t< f(z)+e}
Sy = {(z,t) e X x[0,1] : t > f(z) — €}
up = {Uz,U3}.

Majac dang skoniczona rodzine F C C(X), okreslamy pokrycie otwarte pro-
duktu X x [0, 1], ktadac
Uy = \/ Us.

fEF

Dla pokrycia otwartego V odcinka [0, 1] pol6zmy

FW) =V ).

feF
Nastepujacy lemat zawiera podstawowe wlasnosci zdefiniowanych pokry¢.

Lemat 2.3.1 Niech F i1 G bedq skoriczonymi podzbiorami Cr(X), V pokry-
ciem otwartym odcinka [0,1], zas € dowolng liczbg dodatniq. Wowczas

(i) Usug = UV U,
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(i) (FUG)TI(V)=F (V) VGTi(V),
(iii) jesli Tf = fo T dla pewnej transformacji ciggtej T : X — X, to
n—1
Usn = V(T x 1d)™*(U5)
1=0
oraz

F)W) = V THFEW)).

i=0
Dowod Wynika z definicji polaczenia nokry¢ i wlasnosci przeciwobrazu. OJ

Przypomnijmy, ze symbol N(U), gdzie U jest dowolnym pokryciem otwar-
tym, oznacza minimalng liczno$¢ podpokrycia wybranego z ¢ (tzn. podzbio-
ru U bedacego pokryciem). W ponizszych definicjach, F jest skoficzonym
podzbiorem Cr(X).

Definicja 2.3.2 Niech ¢ > 0. Definiujemy
(i) Hy (F,e) = log N(U3),
(ii) hy (T, F,€) = limsup +H; (F", ),
n—oo

(iii) hy (T) = supsuph, (T, F,¢).
F €

Definicja 2.3.3 Niech V bedzie pokryciem otwartym odcinka [0, 1].
(i) Hz (F,V) =log N(F~'(V)),
(ii) hy (T,F,V) = limsup ~H, (F", V),

n—oo

(iii) hy (T) = supsuph, (T, F,V).
F oV

Wspomniana pseudometryke na X okreslamy wzorem

dr(z,y) = sup |f(z) — F(y)l.

Méwimy, ze pewien podzbior przestrzeni X jest (dr,€)-rozdzielony, gdy jest
e-rozdzielony w pseudo-metryce dr. Jako zZe przestrzen X jest zwarta, mozna
znalez¢ w X skonczony (dz, €)-rozdzielony podzbiér o maksymalnej licznoéci.
Licznos¢ te bedziemy oznaczaé symbolem s(dg, €).

Definicja 2.3.4 Dla ¢ > 0 definiujemy
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(i) H3 (F,e) = log s(dz,¢);
(ii) hg (T, F,e) = linm_)sot:p %H;} (™€)
(iii) h3 (T) = Sk hs (T, F,e).
Twierdzenie 2.3.5 Dla kazdego operatora Markowa T zachodzq rownosct
h; (T) = hy (T) = hs (T).

Dowéd Na poczatek, udowodnimy, ze h; (T) < hy (T). Wybierzmy € > 0 1
pokrycie otwarte V odcinka [0,1] sktadajace si¢ ze zbioréw o érednicach nie
wiekszych niz e. Twierdzimy, ze pokrycie produktu X x [0,1] zdefiniowane
wzorem

W, ={UxV:Ue(F)' V), VeV}
jest wpisane w U%,. Istotnie, dla kazdego U x V € W, kladac

F'={f€F": (Voev) f(z) > infV}.

otrzymujemy
UxVc Uy N ) Usy €lUsn.
feF fEFM\F

Zatem

NUsz.) < NW,) < N ((F7)7H(V)) - N(V),
a skoro N(V) nie zalezy od n, wnioskujemy, ze
hl (T,f,E) < h2 (T7‘F’ V)

Konczymy te czes¢ dowodu, obliczajac odpowiednie kresy gérne.

Nastepnie udowodnimy, ze hy (T) < h3(T). Niech V bedzie pokryciem
skonczonym odcinka [0, 1], majacym liczbe Lebesgue’a §. Przez E oznaczmy
(dgn, %)—rozdzielony podzbior przestrzeni X o maksymalnej licznosci. Z mak-
symalnosci E wynika, ze zbiér Bg(a:) T €L } kul w pseudo-metryce dzn
jest pokryciem otwartym przestrzeni X. Dla kazdej funkcji f € F™ i dowolne-
go z € E przedzial (f(z)— —g—, (z)+ ‘%) zawiera si¢ w pewnym elemencie Vy(z)
pokrycia V. Stad

§ ) §
Bz2(z) = ~1 x)— -, f(z -
(z) fgnf (f( ) 5 f( )+2>
c N V(=) e (F) V)

fern
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oraz

N((FM)7™'(V)) < card{B? : z € E} = s(dz, 2),
co pociaga hy (T) < h3 (T).
Koniczymy dowdd uzasadnieniem nieréwnosci hs (T) < hy (T). Niech D C
X bedzie (dr,e)-rozdzielonym zbiorem o maksymalnej licznosci. Polézmy
vy = § oraz
~ 1 . : |
F=qzf+my: feF, 1€, 0<1< ¢
2 2y
Udowodnimy, ze pokrycie Z/{} rozdziela punkty zbioru D x {%} w tym sen-
sie, ze kazdy element pokrycia L{% zawiera co najwyzej jeden punkt naleza-
cy do D X {%} Rozwazmy z, y € D. Istnieje funkcja f € F, dla ktorej
|f(z) — f(y)| > €. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze f(z) +€ < f(y)-
Wybierzmy indeks : taki, ze funkcja f = % f + 1y nalezy do F i spelnia

warunek 1
v §—f($) < 27.

Woéwczas

fo) -5 = Sf@) +iv-3

2 2
1 15 1
> = — 4y — —
~ 1 ¢
— —— 4 = > ~.
f(m) 2+2/7

Zatem (y, 3) nalezy do sz-, lecz nie nalezy do U:f-, podczas gdy (z, 1) jest
elementem Uz 7 ale nie U;’ 2 Poniewaz kazdy zbidr z pokrycia LI} zawiera sie

w U;’ 7 lub w U: 7 pokrycie to rozdziela punkty zbioru D x {%} Co wiecej,

kazde pokrycie wybrane z U;’;_ posiada te sama wlasnos¢, zatem
s(dr,e) < N(Ll}r).

Przypomnijmy, ze T, jako operator Markowa, jest liniowy i zachowuje funk-
cje stale. Wobec tego Fm = (.7-') , cO pozwala nam zastapi¢c w powyzszych
rozwazaniach F przez F", by otrzymac

s(dgn,€) < N(u(})n).

Dowdd konczymy obliczajac odpowiednie granice gorne i kresy. O
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W dalszej czesci pracy bedziemy pisaé hyop majac na mysli wspolng war-
tosé wielkoéci hy, hy i h;. Nastepne twierdzenie wskazuje, ze zbieznosc z
klasycznym oznaczeniem entropii dla ciaglych transformacji jest celowa.

Twierdzenie 2.3.6 Jesli Tf = f o T jest punktowo generowanym operato-
rem Markowa, to entropia hyop, (T) jest rowna entropii topologicznej trans-

formacyi T'.
Dowéd twierdzenia poprzedzimy nastepujacym lematem.

Lemat 2.3.7 Niech W = {Wy,...,W,} bedzie pokryciem otwartym prze-

strzeni X, o minimalnej licznosci. Istnieje rozktad jednosci F = {f1,..., f+}

sktadajgcy sie z funkcji ciggtych na X i taki, ze f;(z) = 0 dla kazdego x € W°

(i=1,...,r). (Wtedy rowniez fi(z) =1, o ile x € Q.(ch), tj. W; jest jedy-
FE

nym zbiorem pokrywajgcym z.)

Dowdéd  Oznaczmy przez Wy; sume U;_; W;. Na mocy lematu Urysohna,
istnieje ciagla funkcja f; : X — [0,1], stale réwna 1 na zbiorze (Ws;)%,
a znikajaca na W;°. Zaléozmy dla dowodu indukcyjnego, ze wybraliSmy juz
nieujemne funkcje ciagle fi,..., fi—1, dla ktérych spelnione sa warunki:

(a) fi(z)=0dlaze W;(j=1,...,1—1),

(b) ’il fi(z) <1 dla kazdego z € X,
7=1

(c) fi-1(z)=1- :X;:j fi(z) dla kazdego z € (W5;)°.

Zdefiniujmy funkcje pomocnicza u; : (W;* U (Wsiy1)) — [0, 1] wzorem

wile) = 1- ng fi(z) dlaz € (Wsip)°
0 dla z € W

Poprawnos$¢ definicji u; wynika z faktu, ze dla ¢ € W N (Wsiy1)© =
(W) warunek (c) implikuje

i-1 i

1-Y file) = (1= X fi®) = finr(®) = 0.

Jj=1 =

[y
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Zatem u; jest dobrze okreslona funkcja cigglta na domknietym podzbiorze
przestrzeni X. Na mocy twierdzenia Tietzego-Urysohna, istnieje przedluze-
nie u; do ciaglej funkcji w; : X — [0, 1]. Polézmy

fi(z) = min (ﬂ,-(:c), (1- gfj(m))) :

Nietrudno przekonad sie, ze warunki (a), (b) oraz (c) pozostaja spelnione,
gdy w miejsce ¢ — 1 podstawimy 7. Na koniec, niech

fr:]-_"z—:fj-

Funkcja f, jest, oczywiscie, ciagta. Wobec warunku (b) dla : = r oraz fak-
tu, ze f; sa funkcjami dodatnimi dla ¢ < r, mamy 0 < f, < 1. Zatem
F = {fi,..., f+} jest rozkladem jednosci zlozonym z funkcji ciaglych. Ja-
ko ze W, = (W5,)%, a f,—1 spelnia warunek (c), otrzymujemy f,(z) =

r—1
1— Y fi(z)=0,0ilexz € W,°. O
J=1

Dowdd twierdzenia 2.3.6 Z lematu 2.3.1(iii) wynika, ze h, (T) jest mniejsza
lub réwna entropii 7T'.

W dowodzie odwrotnej nieréwnosci postuzymy sie definicja h;. Niech W
bedzie pokryciem otwartym przestrzeni X. Sposrdd jego elementéw wybierz-
my podpokrycie {Wy, ..., W,} o minimalnej licznoéci. Niech F = {fi,..., f;}
bedzie rodzing spelniajaca teze poprzedniego lematu. Ustalmy 0 < ¢ < 217
Kazdy zbior z pokrycia Us, jest postaci

n—1
ﬂ Uy = n ﬂ Ugs
geEF™" k=0 gET"}-
gdzie U, € U;. Udowodnimy, ze kazde podpokrycie i’ wybrane z Uz, zadaje
wybér podpokrycia z W", o co najwyzej takiej samej licznoéci. Kazdy zbiér
z pokrycia U’ spelniajacy warunek

(Vk<n) Ggeerer) Ug, = U, (2.20)

wyznacza pewien element pokrycia W". Element ten ma postaé (7Zg W,
gdzie Wi € T-*wW jest taki, ze funkcja gx jest stale réwna 1 na zbiorze po-
krytym wylacznie przez Wk, za$ znika na W,f. Wybierzmy x € X. Poniewaz
dla kazdego k = 0,...,n—1 mozna znalezé funkcje gx € T*F, dla ktérej war-
toS¢ gi(x) jest nie mniejsza niz *, punkt (z, 5‘;) nie nalezy do Nyerrr US, dla
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zadnego k. Zatem zbiér U € U’ zawierajacy (z, 5-) spelnia warunek (2.20) i
wyznacza pewien element pokrycia W". Poniewaz dla k = 0,...,n — 1 funk-
cja gk(z) jest dodatnia (nie mniejsza niz 1), element ten zawiera z. Z dowol-

nosci  wynika, ze zbiory postaci NpZs Wi tworza pokrycie przestrzeni X,

zatem
N(W") < N(U}n).

Ponizszy wynik jest odpowiednikiem stwierdzenia 2.2.13.

Stwierdzenie 2.3.8 Jesli dla kazdej funkcji f istnieje funkcja niezmienni-
cza ¢y taka, ze

lim sup [T (z) - d4(2)| = 0,
zeX
to htop (T) =0.

Dowéd Ustalmy € > 0 oraz rodzine F funkeji ciaglych, i potézmy
®(F) ={¢s: f€eF}.

Istnieje wowczas liczba naturalna N taka, ze dla kazdej funkcji f € F i
wszystkich n > N zachodzi

sup | T" £(x) — 5(c)| < 7.
zeX

Wtedy dla dowolnej pary =,y elementow przestrzeni X mamy

IT"f(z) = T"f(y)] < |T"f(z) — ds()] + |bs(z) — bs(y)]

+s(y) = T"f(y)l

< i) - ).

Zatem dla kazdego n > N prawdziwa jest nieréwnosc
s(drn,€) < s(drvus(F), 5)

przy czym prawa strona nieréwnosci nie zalezy od n. O

Wzorujac sie na miarowej definicji 2.2.10, mozemy okresli¢ faktor topo-
logiczny operatora Markowa, zastepujac we wspomnianej definicji zadanie
zachowywania miary ciaglo$cia odwzorowania faktorujacego. Operatory Mar-
kowa sg izomorficzne, gdy odwzorowanie to jest homeomorfizmem. Powiemy,
ze zwarty zbior Y jest niezmienniczy wzgledem T, jesli Pr(z,Y*°) = 0 dla
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kazdego ¢ € Y (Pr oznacza prawdopodobienstwo przejscia odpowiadaja-
ce T). Korzystajac ze wzoru (1.1) okreslamy operator Markowa na C(Y),
ktéry mozemy taktowal jako ,obciecie” operatora T (poniewaz Y jest do-
mkniety, kazda funkcja f € C(Y) przedtuza sie do funkcji ciaglej na X).
Pozwolimy sobie pomina¢ standardowy dowdd ponizszych faktow.

Stwierdzenie 2.3.9

(i) Entropia faktora operatora Markowa T jest nie wigksza niz entropia T.

(i1) Operatory izomorficzne majq jednakowe entropie.

(iii) Jesli Y jest zwartym podzbiorem niezmienniczym X to entropia ob-
ciecia operatora Markowa T do przestrzeni C(Y') jest nie wigksza niz

entropia T na C(X).
(iv) Dla kazdego k € N zachodzi hop (Tk) = kb, ()

Przedstawimy teraz dwa inne sposoby definiowania entropii operatora
Markowa na C(X). W obu przypadkach, jako entropie operatora przyjmuje
si¢ klasyczna entropie topologiczna pewnej transformacji ciaglej, w naturalny
spos6b zwigzanej z operatorem: entropie ,shift”-u na przestrzeni trajektorii
lub entropie operatora sprzezonego na przestrzeni M (X) wszystkich proba-
bilistycznych miar Radona. Ponizsze przyklady wykazuja, ze zadna z tych
metod nie spelnia naszych oczekiwan.

Przyklad 2.3.10 Niech X bedzie zbiorem n elementowym. Oznaczmy
przez p miare probabilistyczna réowno roztozona na X i okreslmy operator
Markowa T wzorem

i) = [ fdp== 3 (y)
veX
Obraz kazdej funkcji jest funkcja stala, wiec oczekujemy, ze entropia T be-
dzie réwna zero. Istotnie, stwierdzenie 2.3.8 gwarantuje, ze he,p (T) = 0.
Z drugiej strony, uklad symboliczny zdefiniowany na zbiorze trajektorii te-
go operatora jest pelnym uktadem symbolicznym (full shift) nad alfabetem
n-elementowym, wiec jego entropia wynosi logn. O

Przyklad 2.3.11 Rozwazmy jednostronny pelny uktad symboliczny (X, T)
nad alfabetem {0,1}. Niech (a,)n,en bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach
z odcinka [0, 1]. Dla kazdej liczby naturalnej n okreslmy miare P,, = {a,,1—
an} na {0,1} i niech pi(q,) = [1 Pa, bedzie miarg produktowa na X. Nietrudno
sprawdzic, ze

T H(an) = Hantr)-
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Jako ze (a,)neny moze byé dowolnym ciggiem liczb z odcinka [0,1], uklad
(M(X),T*) zawiera poduklad izomorficzny z pelnym ukladem symbolicz-
nym nad nieskonczonym alfabetem [0, 1], czyli ma entropie nieskonczona.
Wobec tego entropia topologiczna transformacji T nie jest rowna klasyczne;j
entropii topologicznej w przypadku punktowym. O

W rzeczywistosci, z rezultatow otrzymanych przez E. Glasnera 1 B. Weis-
sa w [G-W] wynika, ze dodatnio$¢ entropii T' wymusza nieskonczona entropie
sprzezenia T* (ci sami autorzy udowodnili wczesniej, ze entropia T™ znika,
gdy T ma entropie zerowa). Naturalne jest pytanie, czy entropia dowolnego
operatora Markowa T jest realizowana przez obciecie transformacji sprze-
zonej T* do najmniejszego zwartego zbioru niezmienniczego zawierajacego
wszystkie miary Diraca.

2.3.2 Entropia Langevina-Walczaka

W pracy [L-W] znalez¢ mozna inna definicje entropii topologicznej, bazujaca
na rozktadach jednosci zlozonych z nieujemnych funkc;ji ciagtych. Dla takiego
rozkladu F wprowadza sie oznaczenie

N[L.w] (]:) = Z sup f(x)a
feFT€X
za$ jako polaczenie rozkltadéw F, G przyjmuje sie rozklad jednosci F -G =
{f-g:f€F,ge€ G} Nastepnie definiuje sie

(1) Hy.w) (F) = log Np.w) (F),

(i) hpw (T,F) = limsup,_,, +Hy w) (F™), gdzie F™* oznacza polacze-
nie (przez mnozenie funkcji) rozkladéw T*F przy k = 0,1,...,n — 1
(TF oznacza jak zwykle rodzine obrazéw {Tf : f € F}, ktéra w tym
przypadku jest tez rozkladem jednosci).

W pracy [L-W] entropia operatora T zostala zdefiniowana jako kres gérny,
po wszystkich rozkladach jednosci F, wyrazenia lim infg_, oo %h{L_w] (Tk, .77).
Wydaje si¢ jednak, ze jest to definicja niepoprawna: liczba N, ) (F) jest za-
wsze szacowana z gory przez licznos¢ F, zatem hy, (Tk, v 2 ) nie przekracza
logarytmu z tej licznosci, bez wzgledu na warto$¢ k. Granica dolna da wiec
w wyniku zero, czego nie zmieni juz obliczany na koncu kres gérny. Sposréd
mozliwych préb poprawienia definicji wybieramy najprostsza, opuszczenie
liminfy %, przyjmujac

(ii1) hyw) (T) = supxhy w) (T, F).
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Modyfikujac argumentacje przeprowadzona w [L-W], mozna uogélnié twier-
dzenie, sformulowane tamze dla polihedronéw, na przypadek zwartej prze-
strzeni Hausdorffa.

Twierdzenie 2.3.12 Niech X bedzie zwartq przestrzenig Hausdorffa, a T
operatorem Markowa na C(X) punktowo generowanym przez transformacje

ciggtq T. Wowczas
b (T) = hiop (T) -

Dowdéd  Uzasadnimy najpierw, ze hy wj (T) 2 hop (T'). Wykorzystamy w
tym celu wielko$¢ hz z poprzedniego rozdziatu. Niech G bedzie ustalona ro-
dzina funkcji ciagtych, a V pokryciem odcinka [0, 1] przedzialami otwartymi
o érednicach mniejszych od ¢. Oznaczmy przez W pokrycie wybrane z G~!(V)
o minimalnej licznoéci i dobierzmy do W rozktad jednosci F spelniajacy teze
lematu 2.3.7. Niech D bedzie zbiorem (dgn,€)-rozdzielonym o maksymalnej
liczno$ci (G™ oznacza tu polaczenie przez sumy mnogosciowe rodzin). Ustal-
my z € D i znajdZmy funkcje f = f;, - (fi, ©T) ... (fi, oT" ') nalezaca do
Fm*, dla ktérej f(z) > 0. Dla kazdego innego punktu y € D, przynajmniej
jedna z wartoéci f;;(7T7~'y) musi by¢ réwna 0, wiec f(y) = 0. Zastepujac
sup f przez wartos¢ f w punkcie x € D, w ktérym ta funkcja jest dodatnia
(lub przez zero, gdy f jest stale réwna zero na D), otrzymujemy

Niw) (F™) 2 Y ({ > f(w)) :

z€D \{feFn*:f(x)>0}

Poniewaz F™ jest rozkladem jednosci, suma wewnatrz nawiasu wynosi 1,
zatem prawa strona jest réwna s(dgn,€), co pociaga hy w) (T) = h3(T) =
hiop (T')-

Dla dowodu odwrotnej nieréwnosci ustalmy rozklad jednosci F = {fi}._,,
liczbe dodatnia € i pokrycie V odcinka [0, 1] przedzialami o $rednicach mniej-
szych niz £. Ustalmy n i rozwazmy podpokrycie 4 C (F**)~'(V) o minimal-
nej licznosci. Oznaczmy przez U(z) liczbe tych elementéw U, do ktérych
nalezy z. Dla funkcji f = f;, ... (fi, oT™ ') € F** 1 U € U polézmy

fu(z) = ZJ((;)) iggf(y),

f—E(l') = Z ZTU(“C),
feFrUelU

F(z) = TU(:C)

o) = Fzy
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Oznaczmy przez Fm* i Fre rodziny zlozone odpowiednio z funkcji fy; i fu.
Dla kazdego = z ustalonego zbioru U € U zachodzi

fu(z) = u(lx) Sip f()
1 n—1
< @ e faly) - e g A )
1 € i €
< Lm(fil(x)-F;).u(fin(T x)‘f‘;)-

Zatem
f_z(a:) < Z (1+¢)" - 1y(z)- L—{%x—) =(1+e)",

Ueu
co pociaga Ny w] (.7-'"‘) < (1+4€)" Npw (.7?'7') Zauwazmy dalej, ze funk-
cja fu osiaga najwieksza warto$¢ na zbiorze punktéw pokrytych wylacznie
przez U. Wybierajac z kazdego U dowolny punkt zy, otrzymujemy

Npw (F) =3 > fulaw).

Ueu feFne
Latwo wida¢, ze sumujac najpierw po f, a potem po U, otrzymujemy licznosé
pokrycia U, czyli N((F"*)~'(V)). Jest jasne, ze Nywj (F™*) < Nyp.w] (ﬁ),
wiec
N[L.w] (P.) < (1 -+ e)n N((fﬂ.)—l(v))

Dowéd konczymy biorac odpowiednie granice gorne i suprema. O

Zwrocmy uwage, ze obie czesci dowodu korzystaja w istotny sposéb z
faktu, ze T jest punktowo generowany. Dlatego, mimo uzycia w jednej z nich
definicji hs, pytanie o relacje migedzy hj w) a entropia topologiczna podana
w poprzednim podrozdziale pozostaje na razie otwarte.

2.4 Relacja miedzy entropia miarowa a topo-
logiczna

Przyjmujac definicje entropii topologicznej z podrozdziatu 2.3.1, jesteSmy w
stanie udowodni¢ nastepujace twierdzenie. Dowdd jest stosowna modyfikacja
znanego dowodu zasady wariacyjnej podanego przez Misiurewicza.

Twierdzenie 2.4.1 Niech X bedzie zwartq przestrzeniqg Hausdorffa, a T
operatorem Markowa na przestrzeni C(X). Dla kazdej niezmienniczej miary
probabilistycznej Radona u na X zachodzi nierdwnosé

by, (T) < hiop (T).
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Dowod Bedziemy korzystac z jawnej postaci entropii, zdefiniowanej w pod-
rozdziale 2.2. Wobec gestosci zbioru wszystkich funkeji ciagtych w L™ (X, )
oraz na mocy wzoru (2.12), entropia miarowa jest realizowana na rodzinach
F skladajacych si¢ z funkcji ciaglych. Niech F bedzie rodzing funkcji naleza-
cych do Cr(X) o licznosci r. Ustalmy dodatnia liczbe ¢, dla ktérej spelniona
jest nieréwnos¢ 2relog(2re) < 3. Dla kazdego zbioru A € Ar oznaczmy
przez F3 4 rodzine tych elementéw F, dla ktérych f(z) > t, o ile (z,t) € A.
Analogicznie, Fc¢ 4 jest zbiorem wszystkich funkcji z F, dla ktérych f(z) < ¢,
pod warunkiem, ze (z,tf) € A. Nietrudno zauwazy¢, ze suma mnogoscio-
wa Fcy i Fya stanowi calg rodzing F. Niech B% bedzie rozbiciem przestrze-
ni X X [0, 1] zlozonym ze zwartych zbioréw postaci

(z)—€}n

Ba=Bir = {(=,t): (Vser ) t< f
> f(z) +¢},

t
n {(z,t) : (vf6f<A)
gdzie A nalezy do A, oraz zbioru otwartego

B=Bs= (] Ba*={(z,t): (Frer) If(z) —t| <e}.

A€Ar

<
t

Zauwazmy, ze AN By = B4 wtedy i tylko wtedy, gdy A = A’. W przeciwnym
wypadku, przekroj A N By jest pusty. Zatem,

H; (A7|By) = H;(ArV B%)—H; (B%)

= — 3 (AN B)log((AN B))
A€Ax

(przypomnijmy, ze ji oznacza produkt miary y z miara Lebesgue’a). Jako ze
A(B) < 2re, a Ar zawiera co najwyzej 2" elementéw, otrzymujemy

H; (Ar|B%) < 1. (2.21)
Podobnie, dla kazdego k zachodzi
H"; (ATk]:lBr}k}-) =1 (222)

gdyz € zalezy jedynie od licznosci rodziny F. Aby skroci¢ zapis, polaczenie
rozbié \/}Zy Bix x bedziemy oznaczaé symbolem B™ (warto zwrécié uwage, ze
to rozbicie jest rézne od B%. ). Korzystajac ze wzoréw (2.21) i (2.22) mozemy

napisac:
n-1

H": (.A}'n|Bn) < Z Hﬁ(ATk]:IB;*k}-) <n.
k=0
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Stad
H;; (.A]:n) < Hl'; (B") + n.

Poniewaz entropia rozbicia nie przekracza nigdy logarytmu z jego licznosci,
wystarczy oszacowac liczbe elementow B™.

Niech U’ bedzie minimalnym podpokryciem wybranym z U%.. Jest jasne,
ze

card B" < Y card {B € B": BNU # 0}.
Ueu'

Kazdy zbiér U € Usn jest postaci NpZg Uk, gdzie Uy € UGy x. Ponadto, dla
kazdego Uy istnieje A € Arqwy, dla ktérego suma zbioréw Bj qur i Brux
zawiera Uy. Zatem

card {Be B": BNU # 0} < 2",

co pociaga

card B" < 2" - N(Uzn).
W rezultacie mamy

H; (Azn) < log N(Uxn) + nlog2 + n,

czyli
h, (T) < heop (T) +1log 2 + 1.

Stosujac taks sama argumentacje dla T* w miejsce T oraz korzystajac ze
stwierdzen 2.2.12 i 2.3.9(iv), otrzymujemy

1 k 1 k log2+1
by (T) = 7h, (T) < = (beop (T*) +1log2 + 1) < heop (T) + ==
dla dowolnej liczby naturalne)j k. a

Brak pelnej podaddytywnosci ciagu H, (F") powoduje liczne trudnosci
przy probach dowodzenia nieréwnosci odwrotnej. W klasycznych dowodach
konstruuje sie niezmiennicza miare u, realizujaca entropie bliska entropii
topologicznej, jako granice ciagu miar p,, dla ktérych wartosci H,, (F")
rosna wraz ze wzrostem n. Dzigki podaddytywnosci, wartosci H,,, (F") po-
zostaja duze dla dalekich indekséw m > n. Poniewaz H, jest ciagla (lub
gérnie poélciagla) funkcja miary, wszystkie wyrazy ciagu H, (F") sa réwniez
odowiednio duze. W naszej sytuacji indeks IV, powyzej ktérego ciag H,, , (.7: k)
jest ,prawie podaddytywny”, zalezy od pu, i moze by¢ znacznie wiekszy niz n.
Alternatywne funkcje H),(F™) i Hj/(F") sa podaddytywne, ale nie musza by¢
goérnie poélciagte.
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Rozdzial 3

Rodziny operatorow Markowa

3.1 Uklady przejscia. Trajektorie

Aby nie mnozy¢ oznaczen, przyjmujemy w calym rozdziale konwencje ozna-
czania ta sama litera danego operatora Markowa i jego prawdopodobienstwa
przejscia.

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna. Rozwazmy uklady przej-
écia ¢, 1 X — 2%, Przez ¢ U ¢ bedziemy oznaczaé uklad przejicia dany
wzorem

(p Ud)(z) = p(z) U ().

Oczywiscie, ¢ < @ U 1Y < ¢ U 1. Ponadto, dla wypuklej kombinacji
prawdopodobienstw przejscia P = aP; + (1 — a)P;, 0 < a < 1, mamy
pp = ¢p, Upp,. Gdy ¢ 19 sa ukladami przejscia indukowanymi przez ciagle
przeksztalcenia S,T : X — X, bedziemy pisa¢ S U T zamiast ¢ U 9.

Interesujaca klase ukladéw przejscia stanowia uklady, dla ktorych prze-
ksztalcenie ¢ : X — 2% jest ciagte. Wéwczas odwzorowanie @ : 2X — 2X
jest réwniez ciagle, wiec para (2%,%) jest ukladem dynamicznym w klasycz-
nym sensie (uklady takie byly rozwazane w [D]). Dzieki ciaglosci mozna tez
opuéci¢ domkniecie w definicji @ (suma U,er ¢(z) we wzorze (1.2) jest juz
zbiorem domknietym) — jak zobaczymy w przykladzie 3.1.4 wlasno$§é komu-
towania ukladéw przejscia zyskuje wtedy istotne znaczenie.

W przypadku przestrzeni skonczonych badanie ukladéw przejscia spro-
wadza sie do studiowania macierzy, podobnie jak w przypadku prawdopodo-
bienstw przejscia. Z kazdym ukladem przejscia na przestrzeni n-elementowe;j
jest bowiem skojarzona macierz kwadratowa [;;]nxn 0 elementach 01 1, dla
ktérej ¢;; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy element o numerze j (w pewnej
ustalonej numeracji) nalezy do obrazu elementu i-tego. Zatem macierz ta-
kiego dyskretnego ukladu przejscia otrzymuje si¢ z macierzy stochastycznej
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Rodziny operatoréw Markowa 3.1 Uklady przejscia. Trajektorie

przez zastapienie dodatnich elementow jedynkami. Sktadanie uktadow przej-
$cia odpowiada nastepujacemu ,mnozeniu” macierzy:

(¢ © ¥)ij = sgn((¢y)i;)-

Zauwazmy tez, ze wtedy (¢ U ¥)i; = wij V ¥ij.

Przyklad 3.1.1 Niech C,, bedzie grupa cykliczna liczb catkowitych mo-
dulo n. Oznaczmy przez I : C,, — C, przeksztalcenie identycznosciowe, a
przez R : C, = C, operacj¢ dodawania jedynki, t.j. R(p) = p + 1 (mod n).
Gdy n = 3, ukltady TUR, TU R?, RU R? odpowiadaja macierzom

110 1
IUR~|0 1 1| IUR~|1
10 1 0
011
RUR*~ |1 0 1],
110

a ®-iloczyn dowolnych dwéch sposréd nich jest macierza zlozona z samych

jedynek. O

Definicja 3.1.2 Trajektorig uktadu przejécia p nazywamy ciag (z") € XNo,
dla ktérego z"t! € p(z").

Trajektoriq skoriczonej rodziny uktadow przejécia ¢y, .. ., pm nazywamy ma-
cierz [g™-mm] € XNoX-XNo wymiaru m x oo, dla ktérej zachodzi:

ny+1,n2,....,nm nl,...,nm)

T € iz

:L'nl n2+1,...nm = 992(3;"1 yeeos¥m )

JJnl N2,y m+1 € 99m($n1"“’nm)-

Konstrukcje zbioru trajektorii dla komutujacej pary ciaglych ukladéw przej-
§cia mozna znalez¢ w [I3] (zbiér Qo w dowodzie twierdzenia 3). Dla skoriczo-
nej rodziny operatoréw Markowa, przez trajektorie bedziemy rozumieé tra-
jektori¢ indukowanej rodziny ukladéw przejscia. Jak wiadomo z [D-I], jesli S
1 T sa komutujacymi prawdopodobienstwami przejscia, a Py miara probabi-
listyczna na X, to istnieje miara probabilistyczna p na XNoXNo okredlajaca
proces zadany przez S i T. Proces ten (miara) jest stacjonarny, gdy P, jest
miarg niezmiennicza wzgledem operatorow S 1 T.

Twierdzenie 3.1.3 Miara pu zbioru wszystkich trajektorii pary S, T jest row-
na 1.
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Rodziny operatoréw Markowa 3.1 Uklady przejscia. Trajektorie

Dowdd Dla ustalonych ko,lo € Ny rozwazmy zbiér Cp(ko,ly) wszystkich
punktéw (z¥!) € XNoxNo spelniajacych warunek zkotiho € pp(zkob), Zgod-
nie z twierdzeniem 1 z pracy [D-I] miara tego zbioru wynosi

[[-f [ T sty . r(adh, dxth)
X X

X pr(zkoto)
x S(z%01, dg®h) ... §(2°°, dz®*)
XPQ(d(L'O’O),

wiec jest réwna 1, bo ¢r(z¥0") jest nosnikiem miary T'(z*o',.). Podobnie,
miara zbioru Cy(ko,lo) = {(z*!) : zFolotl ¢ pg(zkolo)} takze jest réwna 1.
Zbior wszystkich trajektorii pary S,T mozna zapisac jako przeliczalny prze-

k6]
n ﬂ [Ch(ka l) n Cv(k> l)] )

keNo 1eNp
zatem ma on miare 1. O
Jak wskazuje ponizszy przyklad, komutujaca (w sensie mnozenia ©) para

dowolnych ukladéw przejscia moze nie posiadac trajektorii.

Przyklad 3.1.4 Rozwazmy przestrzen
Y = {p} U{a,a1,ay,...} U[0,7],

gdzie p,a,ay,as, ... sa réznymi liczbami z odcinka [0, 7], p jest punktem izo-
lowanym, za$ ciag ai, az, ... zbiega do punktu a. Oczywiscie, Y jest zbiorem
zwartym. Zdefiniujmy uklady przejscia ¢ i ¢ na Y w nastepujacy sposéb:

( {a,a;,as,...} dlay=p
_ {£: keN}Nn[0,7] dlay=a,
ely) = {0} dlay=a
. {p} dla’ y G [03 ﬂ']
( {a,a1,az,...} dlay=p
B {r—%: keN}n[0,7r] dlay=a,
¥ly) = {m} dlay =a
{r} dla y € [0, 7]

Przeksztalcenia ¢ i 1 sa dolnie pélciagte (jedynym punktem nieciaglosci jest
punkt a). Ponadto ¢ i ¢ komutuja, gdyz

[0, 7], dlay=p

(pod)(y) = (op)(y) = {r}, dlay € {a,a1,a,...}
{a,ay,a,,...}, dlaye[0,n]
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Rodziny operatoré6w Markowa 3.2 Niezgodnos¢ komutowania

Udowodnimy, ze para ¢, ¥ nie posiada trajektorii. Poniewaz dla kazdego y €
Y jeden z obrazéw ¢(y),¢*(y), ¥*(y) jest réwny {p}, wystarczy ograniczy¢
sie do trajektorii o poczatku w p. Zauwazmy, ze dla z°° = p otrzymujemy
0 € p(2°°) = {a,a1,az,...} oraz z%' € ¢(z°°) = {a,a1,4a,,...}. Zatem,
jednoczesnie z''! ma naleze¢ do zbioru ¢(z%*'), zlozonego z liczb wymiernych,
i do ¥ (z!?) zawierajacego wylacznie liczby niewymierne. Sprzecznosé. [

3.2 Niezgodnos$¢ komutowania

Rozwazmy rodzine T,...,T,, komutujacych operatoréw Markowa. Zgod-
nie ze wzorem (1.3), odpowiadajace im uklady przejscia réwniez komutuja.
Odwrotne stwierdzenie na ogél nie jest prawdziwe. Istotnie, wobec twier-
dzenia 3.1.3 jest jasne, ze para , skonstruowana w przykladzie 3.1.4 nie
jest zwigzana z zadna parag komutujacych operatorow Markowa. Ponizej po-
dajemy mocniejszy przyklad cigglych komutujacych ukladéw przejscia nie
zwigzanych z komutujacymi operatorami Markowa. Co wiecej, w przykla-
dzie tym zadne uklady wpisane nie pochodza od komutujacych operatoréw
Markowa. Wobec tego, twierdzenia wyrazane w jezyku ukladéw przejscia sa
istotnie ogdlniejsze niz formulowane dla operatoréw Markowa. (Na odwrdt,
kontrprzyklady polegajace na konstrukcji operatoréw Markowa sg automa-
tycznie kontrprzykladami w teorii ukladéw przejscia.)

Przyklad 3.2.1 Niech X = (5 x C3. Zdefinujmy uklad przejscia na X

WZOremnl:

Ix(IUR) na{0}xCs
p=<¢ Ix(IUR?) na{l}xC;
I x (RUR?) na{2}xC;
Rx (IUR) na{0}xC;
Y=< Rx(ITUR?) na{l}xCs.
R x (RUR?) na {2} x Cs

Poniewaz I 1 R komutuja, a zlozenie dowolnych dwoch uktadéw sposréd
IUR, IUR? RU R? jest rtéwne I U RU R?, uklady ¢ i ¢ réwniez komutu-
ja. Udowodnimy, ze zadne macierze stochastyczne odpowiadajace uktadom
wpisanym w ¢ i % nie moga komutowac.

Przypusémy, ze takie macierze istnieja i oznaczmy je przez T, i Ty.
Ponumerujmy elementy przestrzeni X tak, by punkt (p, ¢) mial numer 3p+q.
Wéwczas dla pewnych a,b,c,...,z € [0,1] spelniajacych a+a' =1,04+ V' =
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Rodziny operatoréw Markowa 3.2 Niezgodnos$é¢ komutowania

1,...,z+ 2 =1, mozemy zapisac:

(e @ 0]0 0 0|0 0 O]
0 b |0 0 0|0 0 O
¢ 0 ¢c|0 O 0]0 O O
0 0 0|d 0 d&|0 0 O

T,.=10 0 0 e e 010 0 0|,
00 0[0 f flO 0 0
00 0(0 0 0[]0 g ¢
0 0 0[O0 O OfAR O R
00 0j0 0 0 i1 0
[0 0 O|r « 0|0 0O O]
0 0 0(0 s |0 0 O
0 0 Oft 0 t|0O O O
00 0/0 0 O|u 0 o

T,=|0 0 0{0 0 0|v v O
0 0 0/{0 0 00 w w
0 2z 2[{0 0 0|0 O O
v 0 y|0 0 0[O0 0 0
| 2 Z 0(0 0 0(0 0 0

Aby macierze T, i Ty komutowaly, niezbedne jest, by:
a a 0 ror 0 r v 0 d 0 d
0 b ¥ |-|]0s s|=]0s §|-]€ e 0],
0 t t 0 t 0 f f
czyli by

/
ar ar' 4+ a's a's' rd 4+ r'e r'e rd
o't bs bs' +b't | = se' se+ s'f' s'f .

d 0 ¢

cdr + ct’ ¢ ct t'd tf' tf +t'd
(3.1)
Otrzymujemy réwnosci
ar=rd+r'e ar'+ds=r'e
bs = se+ s'f’ bs' +bt=3s'f
ct =tf +t'd ct' + dr = t'd,
a nastepnie
r(a—d)=r¢ r'(e—a)=a's
s(b—e)=4f S(f—-b)=101 (3.2)

tlc—f)=td t(d—c)=cr
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Rodziny operatoréw Markowa 3.2 Niezgodno$¢ komutowania

Przypuéémy, ze r,s,t € (0,1). Poniewaz wszystkie wspolczynniki sa nie-
ujemne, mamy a > d, b > e,c > foraze > a, f 2 b, d > c. Zatem,
a>d>c>f>b>e> a,copociaga réwnos¢ wspolczynnikow a, ..., f.
Wobec tego, lewe strony nieréwnoéci (3.2) sa zerami, wiec musi zachodzié
a=b=...= f=1 Wtedy

u 0 o [vw 0 o 0 g ¢
v v 0 = |+ v 0 h 0 h
0 w w 0 v w 1 v 0
[ u ug + u't’ ug'
== vh' v'g v'g’ + vh
| w'h' 4w wa’ w'h
Poniewaz, w szczegdlnosci,
0=ug+u'", (3.3)

musimy mieé u = 0 lub g = 0. Ale jesli v = 0, to réwniez ' = 0, skad
0 = u = u't = 1. Sprzeczno$é. Z drugiej strony, jesli g =0,to v =v'g =01
1 = v’ = vh’ = 0 — ponownie otrzymujemy sprzecznosc.

Udowodniliémy zatem, ze macierze Markowa indukujace uklady przej-
écia ¢, 1 nie moga komutowac. Aby uzasadnic, ze podobnie jest dla uktadow
wpisanych w , ¥, wystarczy wykazac, ze zaden ze wspotczynnikow r, s, t nie
moze nalezeé do {0,1}. Przypusémy, ze r = 0 (przy dowolnych pozostalych
wspéiczynnikach). Wobec (3.2), mamy

O=r(a—d)=r'ed=¢,

co pocigga a's = a’. Zatem a = 1 lub s = 1. Dla komutowania T, i T
potrzeba, by

du d'w' du’ + d'w u't ug + u't’ ug’
e'u + ev’ ev e'u’ = vh' v'g v'g' + vh
flv' flv+ fu' fw w'h’ 4+ wi wi’ w'h
(3.4)
oraz
gy +4g'z gz gy z'd xb zb' + 2'c
hz hWx+hz' Ko = | ya+ycd y'a yc
'y’ iz i’ + 'y za za' + 2'b 2l
(3.5)

Gdy we wzorze (3.5) podstawimy a = 1, otrzymamy h'z + hz' = 0. Wtedy
zachodzi jedna z nastepujacych mozliwosci:

() h=0iz=0,
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Rodziny operatoréw Markowa 3.2 Niezgodno$¢ komutowania

(i) h=1iz=1,
() e=012=1.
Jesli zachodzi (i), to z warunku yc = h'z’ = 1 otrzymujemy ¢ = y = 1.
Ponadto,
g=za=iy =0
b=zd4+2b=1x=0

g=gy=zbl+z'c=1
Po podstawieniu do (3.4) mamy:

/ /
V=Eev=v¢g=v = 0V=_—,

fu=wh=0=w=00r f =10.

DN | =

Alejedliw =0, to 1 = w'h’+wi = f'v' = 1 f, co nie jest mozliwe. Natomiast
gdy w # 0, wzér du’ + d'w = ug’ = 0 pociaga d = u = 1 — sprzecznoéé
z du = u's.

Zakladajac prawdziwosc (ii), dochodzimy do sprzecznosci w (3.4), gdyz
jednoczesnie v/ = e'u+ev'  =vh'=0iv=-ev=10g=0.

Ostatni z warunkoéw, (iii), implikuje 'y’ = za = 1, a nastepnie i = y = 0,
d =42 =gy +4gz=1o0raz h = hz = y'a+ yd = 1, co prowadzi do
rozwazanego juz (ii). Zatem a # 1.

Rozwazmy teraz przypadek s = 1. Jako ze s(b —e) = §'f’ (patrz (3.2)),
mamy b = e = 1. Z (3.5) otrzymujemy iz’ + i’y = 2'b' = 0, wiec ponownie
musimy rozwazy¢ trzy przypadki:

(i) i=0iy=0,
(i) i=liz=1,
(@if) # =11 y=0.
Zakladajac (i) i korzystajac z (3.5), uzyskujemy
za =iy =l=sa=2=1,

co stoi w sprzecznosci z udowodnionym uprzednio faktem, ze a # 1. Jesli
zachodzi (ii), ponownie réwnos¢ (3.5) pociaga ¢z’ = zb =1, wiec g = z = 0.
Poréwnujac ten wynik z (3.4), dostajemy jednoczeénie v = ev = v'g = 0 i
v' = €'u + ev’ = vh' = 0. Sprzecznoé¢. Zauwazmy, ze (iii) prowadzi do g =
z=011=1z = za' + 2’b =1, ktére implikuja (ii).
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Rodziny operatoréw Markowa 3.3 Pewien przyklad tréjki operatoréw Markowa

Dowiedliémy zatem, ze r # 0. Jest jasne, ze to samo jest prawda dla s
i t. Pozostaje tylko wykluczy¢ mozliwosé, ze ktorykolwiek ze wspolczynni-
kéw r,s,t wynosi 1. Przypusémy, ze to r = 1. Wtedy (3.2) pociaga a = d i
a's = 0. Poniewaz s # 0, musi zachodzi¢ ¢ = 1. Nastepnie otrzymujemy:

d=1
d=dr=td—c)=td=ct=0Fc=1

tf =tlc—f)=t'd =0%F f=1.

Jak jednak wynika z (3.4), ug+u't’ = d'w’ = 0, wiec otrzymujemy sprzecznosé
tak jak w przypadku warunku (3.3).
Zatem udowodniliémy, ze macierze Ty, 1 Ty nie moga komutowac. a

Zwréémy uwage na nastepujacy zwiazek ukladow przejscia z teoria ukla-
déw symbolicznych skonczonego typu. Wiadomo, ze zbior trajektorii poje-
dynczego ukladu przejécia ¢ na przestrzeni skonczonej mozna utozsamiac
z ukladem symbolicznym skonczonego typu. Z drugiej strony, kazdy uktad
skoficzonego typu mozna przekodowaé (przy pomocy tzw. higher block co-
des; patrz np. [L-M]) uzyskujac uklad symboliczny na trajektoriach uktadu
przejécia. Jak wiemy, taki uklad jest nosnikiem miary probabilistycznej pu od-
powiadajacej procesowi stacjonarnemu zadanemu przez prawdopodobienstwo
przejécia T spelniajace ot = . Zbidr trajektorii skonczonej rodziny ukla-
dow przejscia mozna utozsami¢ z wielowymiarowym ukladem skonczonego
typu (o ile zbidr ten nie jest pusty). Powyzszy przyktad wskazuje, ze wielo-
wymiarowy uklad skonczonego typu moze nie posiada¢ miary niezmienniczej
odpowiadajacej procesowi Markowa w sensie [D-I].

3.3 Pewien przyklad tréjki operatorow Mar-
kowa

Jak wiadomo z [D-I], w przypadku wiekszych niz dwuelementowe rodzin ope-
ratoréw Markowa, zbior trajektorii moze byc¢ pusty. Przyklad komutujacych
operatoréw Markowa T, S, U, jaki podamy ponizej, ma nawet mocniejsza
wlasnoéé: T*, SF i U nie posiadaja trajektorii dla zadnej liczby naturalnej k
(przyktad skonstruowany w [D-I] dopuszczal trajektorie juz dla T?, S? 1 U?).
Operatory te sa zadane przez prawdopodobienstwa przejscia zwiazane, jak
latwo sprawdzic, z ciagtymi ukltadami przejscia.

Niech (Xk);, bedzie ciggiem zwartych przestrzeni metrycznych. Zaléz-
my, ze na kazdej przestrzeni X} okreslone jest fellerowskie prawdopodo-

00
bienstwo przejscia Tyx. Wowczas przez T = [] Ty rozumiemy prawdopo-
k=1
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oo
dobiefistwo przejscia zdefiniowane na przestrzeni produktowej X = [] X
k=1

tak, ze dla kazdego z = (2x) € X prawdopodobienstwo T(z,-) jest I;ﬁarq
produktowa T;(z1,-) X Ta(zs,-) X .

Lemat 3.3.1 Niech (Xi)re, bedzie ciggiem zwartych przestrzeni metrycz-
nych. Dla kazdego k € N niech Tk, Sk, U bedg komutujgcymsi fellerowskims
prawdopodobieristwami przejécia na Xy, dla ktérych trojka TF, SE, UF nie

posiada trajektorii. Oznaczmy X = [] Xy oraz
k=1

P= ] T, $= ][] 8, U= ] Us
k=1 k=1 k=1

Wowczas T,S i@ U sq komutujgcymi fellerowskimi prawdopodobienstwams
przejécia zas trojka T*, S*, U* nie posiada trajektorii dla zadnego k € N.

Dowdéd Na poczatek, zauwazmy, ze przeksztalcenie X — H M(Xk) (pro-

dukt przestrzeni miar probabilistycznych) przypisujace punktow1 (E13 22555 )
ciag miar (T (z1,-), T2(z2,-),...) jest ciagle. Korzystajac z faktu, ze operacja
tworzenia miary produktowej z zadanego ciagu miar jest ciagla, otrzymujemy
fellerowsko$é prawdopodobienstwa przejscia T. Podobnie, S i U sa fellerow-
skie. Fakt komutowania prawdopodobienstw T, S i U wynika z twierdzenia
Fubiniego.

Jest oczywiste, ze zbior trajektorii jest pusty. Wystarczy bowiem zauwa-
zyé, ze majac trajektorie tréjki T¥, S¥, U¥ uzyskalibyémy trajektorie dla T,
Sk, U} przez rzutowanie na k-ta 0§ produktu. O

Lemat 3.3.2 Niech X bedzie zwartq przestrzeniq metryczng, a T, S, U trdj-
kq komutujgcych fellerowskich prawdopodobieristw przejscia na X. Dla k € N
oznaczmy przez +y operacje dodawania modulo k. Zatézmy, ze

1. X = U X;, gdzie Xo, ..., Xx_1 sg roztgcznymi domknigtymsi podzbiora-

mi X takzmz ze dla kazdego P € {T,S, U} uktad przejécia op speinia
jeden z warunkow:

(a) dla kazdego 1 =0,. ..,k zachodzi op(X;) C Xit,1, lub
(b) dla kazdego i = 0,. ..,k zachodzi op(Xt,1) C Xi;

2. Tk S* U nie posiadajq trajektorii o punkcie poczqtkowym nalezgcym
do X().
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Rodziny operatoré6w Markowa 3.3 Pewien przyklad tréjki operatoré6w Markowa

Wtedy istnieje zwarta przestrzeri metryzowalna X oraz komutujgce prawdo-
podobieristwa przejscia T, S U na X dla ktérych tréjka T, Sk U* nie

postada trajektorii.

Dowdéd Oznaczmy przez X podzbiér przestrzeni X* zlozony z tych punk-
tow (z1,...,2x), dla ktérych istnieje m € [0,k) takie, ze z; € X,,4,; dla
kazdego 7 € [1,k]. Jest jasne, ze X jest zwarty przestrzenia metryzowal-
na. Niech T=Tx. xT,8§=8x...x5U=Ux...xU.Z1(a)
i 1(b) wynika, ze p5(X) C X, pg(X) C X, ch(X) c X, zatem T,SiU
sa dobrze okreslonyrm komutujacymi fellerowskimi prawdopodoblenstwaml
przejscia na X. Przypus$émy, ze trojka Tk S'c U posiada trajektorie na X,
1 oznaczmy punkt poczatkowy tej trajektoru przez ¢ = (z1,..., k). Jedna ze
wspolrzednych punktu z, powiedzmy z;, musi naleze¢ do Xp. Wtedy jednak,
rzut tej trajektorii na j-ta o jest trajektoria tréjki T*, S*¥, U* o poczatku
w Xp, co prowadzi do sprzecznoSci. O

Dowéd ponizszego twierdzenia zawiera konstrukcje przykladu zapowie-
dzianego na poczatku podrozdziatu.

Twierdzenie 3.3.3 Istniejqg komutujgce fellerowskie operatory Markowa T,
S i U, dla ktorych zZadna trdjka iteracji T, S, U*, k € N, nie posiada tra-
jektoris.

Dowod Wobec lematéw 3.3.1 i 3.3.2, wystarczy dla kazdej liczby natural-
nej k skonstruowac tréjke komutujacych fellerowskich prawdopodobienstw
przejscia spelniajacych zalozenia lematu 3.3.2.

Ustalmy & € N. Zdefiniujemy macierze pomocnicze stopnia k + 1:

1 00 0 010 . 0
010 0 00 1. 0
I~ ., R= ,
0 00 1 1 00 0
1 1 1
k-{-l k-i-l k-i—l
M= § hri= | BRI
S T
k+1 k+1 k41

Oznaczmy przez (0 macierz kwadratows stopnia k + 1 zlozona z samych zer.
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Rodziny operatoréw Markowa

Definiujemy T, S, U jako:

0

0

0

0
0
0

0

0
0
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0 M
0 0
0 0 0
0 0|10 0 0|0
0| M 0
0 M 0
U=
0 M| 0
0 0 0 0
' 0
0 0 0 0 I|0
o o .. 0|0 0 . 0|0 0 . 0|M
Lo o ... o0 0 ... 0f(0 0 ... 0|0 ... M 0 |]

przy czym kazda klatka ma wymiar k£ x k, wiec T, S 1 U sa wymiaru 4k(k +
1) x 4k(k + 1). Mozemy rozwazaé dzialanie macierzy T,S,U na przestrzeni
Car X Ciy1, numerujac elementy tej przestrzeni tak, by (p,q) € Cayx X Ciryy
odpowiadalo elementowi i = p(k +1)+qg+1 (z € {1,2,...,4k(k +1)}).
Oczywiscie, T, S 1 U sa fellerowskie, gdyz dzialaja na przestrzeni dyskret-
nej. Mnozac odpowiednie macierze 1 korzystajac z rownosci RM = MR =
IM = MI = MM = M, latwo mozna sprawdzié, ze T, S i U komutuja.
Udowodnimy, ze spelniaja one zalozenia lematu 3.3.2. Dla 2 = 0,...,k — 1
polézmy
X, = {Z,Z+k,l+2k‘,l+3k} X Ck+l-

Wowczas Xo,...,Xk_1 sa rozlacznymi zbiorami domknietymi, ktérych su-
ma jest cala przestrzenia X. Obrazem zbioru X; pod dzialaniem T badz S
jest Xit,1, podczas gdy UX,;,1 = Xi. Jest jasne, ze X, jest zbiorem nie-
zmienniczym wzgledem T*, S* i U*, a obciecia tych iteracji do Xj sa opisane

macierzami:

0 M 0 0 0 M 0 0
|0 0 R0 ge_|0 0 10

00 0 M|’ 0 0 0 M|’

10 0 0 1 0 0 0
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U* =

S D
SIS
- D
SIS

(gdyz I* = I, R* = R~! i MF = M).

Dowéd faktu, ze tréjka T*, S, U* nie posiada trajektorii przeblega tak
jak w [D-I]. Zauwazmy najpierw, ze kazda trajektoria musi zawiera¢ punkt
postaci (0, q), gdzie ¢ € Ci41. Dlatego wystarczy uzasadnié, ze zadna tra-
jektoria nie moze rozpoczynac si¢ w takim punkcie. Przypusémy, ze istnieje
trajektoria (2™""™) ny,ng,n3 € Ny, 0 poczatku w z%%0 = (0,0). Wtedy
2190 € ri(22%%) = {k} X Ciyy. Niech 21%° = (k,p). Z postaci macie-
rzy S* i U¥ wynika, ze z11° € pgi(k,p) = {(2k,p)} oraz 21! € py«(k,p) =
{(0,p)}. Ponadto, patrzac na ,przeciwobrazy” operatoréw (przez ,przeciwo-
braz” rozumiemy zbiér punktow, jakie moga poprzedzaé w trajektorii biezacy
stan), wnioskujemy, ze %% = (3k, p), 201! = (0, p), 2%1° = (k, p), a wresz-
cie V10 = (2k,p’), gdzie p’ + 1 = p. Sprzeczno$é. Jest jasne, ze rozpoczy-
najac rozumowanie od dowolnego innego punktu (0, q) (¢ # 0), dochodzimy
do sprzecznosci w podobny sposob, co konczy dowadd. O
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