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Streszczenie

Rozprawa dotyczy algorytméw szeregowania zadan dedykowanych do re-
alizacji w §rodowiskach obliczen réwnolegtych, takich jak system wielopro-
cesorowy, klaster czy lokalna sie¢ komputerowa. Z jednej strony, silnie se-
kwencyjny charakter obliczenn wykonywanych przez znane obecnie algoryt-
my rozwigzywania probleméw szeregowania stanowi znaczng przeszkode w
projektowaniu odpowiednich, wystarczajaco efektywnych, algorytméw réw-
nolegtych. Z drugiej strony, obliczenia réwnolegle oferuja istotne korzysci
w rozwigzywaniu trudnych probleméw optymalizacji kombinatorycznej.

Praca podzielona jest zasadniczo na sze$¢ czesci. Bardzo krétka czesé
pierwsza zawiera wprowadzenie w problematyke szeregowania zadan, pro-
blemy szeregowania rozwazane w pracy oraz klasyczne i najnowsze ten-
dencje w optymalizacji dyskretnej. Nieco obszerniejsza cze$¢ druga stanowi
opracowane przez autora ,state-of-art” dla dziedziny obliczen réwnolegtych,
przygotowane w oparciu o bardzo obszerng bibliografie, Czes¢ ta omawia
stosowane podejscia, modele, architektury, sSrodowiska programowe i sprzet
do prowadzenia obliczen réwnolegltych, a takze porusza zagadnienia projek-
towania i oceny algorytméw réwnolegtych. Szczegdlng uwage zwrécono na
aspekty wykonywania w tym Srodowisku algorytméw optymalizacji kom-
binatorycznej. Nastepne cztery czeSci stanowia trzon pracy i sa catkowicie
oryginalnymi rezultatami autora. Podzial na czesci zostal dostosowany do
strukturalnie odmiennych podejsé, stosowanych przy projektowaniu algo-
rytméw réwnolegtych. Omawiane s3 kolejno: poszukiwania jednowatkowe,
poszukiwania wielowatkowe, réwnolegle schematy B&B oraz wybrane na-
rzedzia badania struktury przestrzeni rozwigzan.

W zakresie poszukiwan jednowatkowych, dedykowanych dla jednorod-
nych systeméw wieloprocesorowych, zaproponowano szereg oryginalnych
metod uwzgledniajacych odmienne techniki projektowania algorytméw réw-
noleglych oraz rézne potrzeby zglaszane przez nowoczesne algorytmy opty-
malizacji dyskretnej (analiza pojedynczych rozwigzan, analiza lokalnych
otoczen, analiza rozwigzan rozproszonych). Szczegblng uwage zwrécono tu
na problemy efektywnosci, kosztu oraz przyspieszenia obliczen w zalezno$ci
od typu problemu, jego wielkoici oraz zastosowanego Srodowiska obliczen
réwnoleglych. W analizach zwrécono uwage na problemy obcigzania proce-
soréw w jedno, dwu i tréjwymiarowych sieciach obliczen. Dla poszczegél-
nych algorytméw wyprowadzono teoretyczne oszacowania wiasnosci oraz
przeprowadzono analiz¢ poréwnawczg korzysci wynikajacych z zastosowa-
nia odpowiednich podejsé.

W zakresie poszukiwan wielowatkowych, dedykowanych zaréwno dla
jednorodnych jak i niejednorodnych systeméw wieloprocesorowych (takich

v



jak duze komputery typu mainframe, klastry, systemy rozproszone polaczo-
ne sieciami komputerowymi) zaprojektowano i przebadano eksperymental-
nie warianty réwnolegte najbardziej obiecujacych aktualnie metod opty-
malizacji kombinatorycznej (poszukiwanie tabu, symulowane wyzarzanie,
metody genetyczne) w zastosowaniu do wybranych probleméw szeregowa-
nia zadan. Oméwiono szczegdtowo rézne techniki realizacji watkéw obliczen
oraz ich komunikacji, w tym w szczegélnosci modele migracyjne (wyspowe)
dla podejscia ewolucyjnego. Stwierdzono efekt wystepowania przyspieszenia
ponadliniowego.

W zakresie wariantéw réwnoleglych schematu podzialu i ograniczen,
dedykowanych dla jednorodnych i niejednorodnych systeméw obliczen réw-
nolegltych, zaprojektowano i przebadano algorytmy tego typu dla wybranej
klasy probleméw szeregowania zadan. Metody te stanowia dobra alternaty-
we dla sekwencyjnego schematu B&B, o zanikajacej ostatnio popularnosci.

Ostatnia czeéé pracy zawiera pomocnicze badania zwigzane z anali-
zg przestrzeni rozwiazan, wykorzystywane przy projektowaniu opisanych
wczedniej algorytméw. Oméwiono miary odlegtodci w przestrzeniach kombi-
natorycznych, problemy wizualizacji przestrzeni, metody badania topologii
i krajobrazu przestrzeni, metody analizy trajektorii poszukiwan wykony-
wanych przez rézne algorytmy.

Wiéréd wielu dodatkéw zamieszczonych na koncu pracy, warto zwro-
cié uwage na syntetyczne zestawienia wynikéw osiggnietych przez autora,
dostepne w formie tabelarycznej w Dodatku C.
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Abstract

The main issue discussed in the dissertation is the problem of using sche-
duling algorithms in parallel environments, such as multiprocessor systems,
cluster or local network. On the one hand, sequential character of the sche-
duling algorithms’ computation process is the obstacle in projecting enough
effective parallel algorithms. On the other hand, parallel computations offer
essential advantages of solving difficult problems of combinatorial optimi-
zation.

The dissertation is generally divided into six parts. The first one, which
is very short, includes introduction to scheduling issues, scheduling pro-
blems considered in thesis and classical and the newest discreet optimiza-
tion tendencies. Somewhat larger second part is the ”state-of-art”, work
out for parallel computing by author, prepared basis on very extensive
bibliography. This part discuss applied approaches, models, architecture,
programming environments and computer hardware used in parallel com-
putations. Issue of projecting and evaluation is placed in this part too,
especially in context of performing combinatorial optimization algorithms
in parallel environments. Next four parts make up the core of the work
and are completely unique results of author. Dividing into parts is adjusted
to structurally different approaches, applied to project parallel algorithms.
There are single-thread search, multi-thread search, parallel branch and
bound scheme and solution’s space’s research tools discussed in this part.

There is plenty of genuine single-thread search methods proposed in
work, designed for homogeneous parallel systems. These methods take into
consideration dissimilar techniques of parallel algorithm’s projecting pro-
cess and different necessities of modern algorithms of discreet optimization
as well (analysis of one solution, analysis of local neighborhood, analysis
of diffuse solutions). Efficiency, cost and computation’s speedup depending
on type of the problem, its size and environment of parallel system used is
taken under special consideration in this part of the dissertation. Special
focus is put on the problem of processors balance in one-, two- and three-
dimensions computation’s nets. Theoretical estimations of properties are
derived for particular algorithms, comparing analysis of advantages result
from application of different approaches has been done.

In the matter of multi-thread search, dedicated for homogeneous and
heterogeneous multiprocessors systems (such as mainframe computers, clu-
sters, diffuse systems connected by networks) some parallel variants of the
most promising currently methods of combinatorial optimization (tabu se-
arch, simulated annealing, genetic methods) has been projected and rese-
arched experimentally, in the application of selected scheduling problems.
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Different techniques of computation’s threads’ realization and its communi-
cation have been discussed, especially for migration models (so-called island
models) in evolution methods. Effect of superlinear speedup has been ob-
served.

In the matter of parallel variants of branch and bound scheme, dedi-
cated for homogeneous and heterogeneous parallel systems, this type of
algorithms has been projected and researched for selected class of schedu-
ling problems. Such a methods are good alternative for sequential B&B
scheme, which has been dying out recently.

The last part of the dissertation includes auxiliary researches connected
with solutions space’s analysis, used in projecting process of parallel algo-
rithms described in previous parts of the work. Measures of the distance in
combinatorial spaces, problems of spaces’ visualization, methods of land-
scape and space’s topology research and methods of analysis of algorithms
search trajectory has been discussed. -

There are many appendices at the end of the work, including synthesis
of author’s work’s results presented in tabular form in Appendix C.
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1 Wprowadzenie

1.1 Wstep

Zdecydowana wigkszo$¢ praktycznych zagadnien szeregowania zadan pro-
dukcyjnych nalezy do klasy probleméw silnie NP-trudnych, czyli takich, dla
ktérych nie istnieja algorytmy rozwigzywania o wielomianowej zlozonosci
obliczeniowej (jesli P # N P). Poki co, istniejace algorytmy dokladne roz-
wigzywania NP-trudnych probleméw szeregowania zadan majg z koniecz-
nosci wykladnicza zlozono$¢ obliczeniows. Zwigkszanie szybkosci kompu-
teré6w, nawet o rzad wielkosci, jedynie w niewielkim stopniu wplywa na
zwigkszenie rozmiaru rozwigzywalnych probleméw. Wobec tego mozliwe sa
dwa, nie wykluczajace si¢ wzajemnie, podejécia pozwalajace na rozwiazy-
wanie przykladéw probleméw o duzych i bardzo duzych rozmiarach w ak-
ceptowalnym czasie:

1. algorytmy przybliZzone,
2. algorytmy réwnolegte.

Jakosé najlepszych rozwigzan wyznaczanych przez algorytmy przyblizo-
ne zalezy, w duzym stopniu, od liczby analizowanych przez nie rozwigzan,
a co za tym idzie od czasu obliczen. Czas i jakos¢ posiadaja przeciwstawna
tendencje zmian, w tym sensie ze otrzymanie lepszego rozwigzania wy-
maga znaczacego wzrostu czasu obliczen. Poprzez konstrukcje algorytméw
réwnoleglych mozna znacznie zwigkszy¢ liczbe rozpatrywanych rozwigzan
(w jednostce czasu) wykorzystujac efektywnie wieloprocesorowe srodowisko
obliczen.

Jak do tej pory, w literaturze pojawilo si¢ niewiele prac dotyczacych
réwnoleglych algorytméw szeregowania zadan produkcyjnych. Stan ten wy-
nika z faktu, iz jest to dziedzina interdyscyplinarna, zawieszona niejako po-
miedzy dwoma galeziami nauki: automatyks — od strony zastosowan, a in-
formatyka — od strony teorii algorytméw i obliczen réwnolegtych. Istniejace
prace dotyczace algorytméw réwnoleglych rzadko odnoszg si¢ do problemu
szeregowania zadan, a z kolei prace z dziedziny szeregowania zadan rzadko
opisuja stosowanie komputeréw réwnoleglych w procesie eksperymentéw
obliczeniowych. Zupelnie brak jest wiasnosci teoretycznych réwnolegtych
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2 1. WPROWADZENIE

algorytméw szeregowania zadan. Podejscie kompleksowe, a przy tym syn-
tetyczne, pozwoliloby na podsumowanie istniejacego stanu badan oraz wy-
pelnienie tej luki badawczej. Praca niniejsza ma speinia¢ to zadanie.

1.2 Tezy pracy

Zasadniczym celem pracy jest wykazanie, ze postugujac sie systemem obli-
czen wieloprocesorowych, takim jak komputer réwnolegty, klaster lub roz-
legla sie¢ polaczonych ze soba komputeréw, mozna zrealizowaé nastepujace
obliczenia:

e wyznaczaé rozwigzania probleméw szeregowania zadan szybciej, niz
czynia to obecnie znane metody; teza ta nie jest banalna ze wzgle-
du na silnie sekwencyjny charakter obliczen w aktualnie stosowanych
algorytmach, |

e majac ustalony czas obliczen, mozna otrzymac lepsze jakosciowo wy-
niki, to znaczy wyznaczy¢ rozwiazanie blizsze optymalnemu, niz czy-
nig to algorytmy sekwencyjne,

e majac ustalony czas obliczeii T, mozliwe jest wyznaczenie przez algo-
rytm réwnolegly w czasie T' na p procesorach rozwiazan lepszych, niz
rozwigzania wyznaczone przez algorytm sekwencyjny w czasie T - p
— czyli osiagniecie tzw. przyspieszenia ponadliniowego (superlinear
speedup),

e majac ustalong liczbe procesoréw p (lub rzad jej wielkosci), postugu-
jac sie teoretycznym modelem komputera réwnolegtego, mozna wy-
znaczy¢ teoretyczna zlozonos¢ obliczeniowa kluczowych elementéw al-
gorytméw szeregowania zadan w taki sposéb, by caly proces obliczen
byt kosztowo optymalny.

Powyzej sformulowane tezy zostana w pracy udowodnione w nastepujacym
procesie badawczym:

e przedstawione zostang modele matematyczne wybranych szczegdlnie
trudnych probleméw szeregowania zadan produkcyjnych,

e udowodnione zostang szczegdlne wlasnosci algorytméw zwiazane z za-
stosowaniem $rodowiska obliczen réwnolegtych do rozwigzania proble-
mu,

e opracowane zostang szybkie algorytmy réwnolegle rozwigzywania ba-
danych zagadnien szeregowania,
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e przeprowadzone zostana eksperymenty obliczeniowe na reprezenta-
tywnych przykladach testowych z literatury,

e przedstawione zostang wnioski wynikajace z przeprowadzonych ba-
dan.

Prowadzone badania majg charakter interdyscyplinarny. Obejmuja one
miedzy innymi takie dziedziny jak: teorie i praktyke projektowania algoryt-
méw, teorie i praktyke obliczen réwnolegtych, teorie i praktyke szeregowania
zadan, metody dokladne i przyblizone rozwiazywania probleméw optyma-
lizacji kombinatorycznej, metody sztucznej inteligencji, teori¢ zlozonosci
obliczeniowej.

1.3 Zakres pracy

Praca podzielona jest zasadniczo na sze$¢ czeSci. Cze$é pierwsza (rozdziaty
2 i 3) zawiera krétkie wprowadzenie w problematyke szeregowania, pro-
blemy szeregowania rozwazane w pracy oraz klasyczne techniki stosowane
w optymalizacji dyskretnej. Cze$¢ druga (rozdzialy 4 i 5) stanowi wpro-
wadzenie w techniki, modele, srodowiska i sprzet do prowadzenia obliczen
réwnoleglych oraz zagadnienia projektowania i oceny algorytméw réwno-
legtych. Rozdzialy 2 — 5 sg oparte w znaczacej czesci na wynikach litera-
turowych, przy czym syntezy zawarte w rozdzialach 4 i 5 wykonane przez
autora w oparciu o bardzo obszerng bibliografi¢, maja charakter opraco-
wania ,state-of-art”. Dalsze cztery czesci, rozdziaty 6 — 9, stanowia trzon
pracy i sg catkowicie oryginalnymi rezultatami autora. Rozdziat 6 dostarcza
wielu oszacowan teoretycznych dla proceséw poszukiwan jednowatkowych,
uwzgledniajac odmienne techniki projektowania algorytméw réwnolegtych
oraz rézne potrzeby zglaszane przez nowoczesne algorytmy optymalizacji
dyskretnej. Szczegblng uwage zwrécono w nim na problemy efektywno-
$ci, kosztu oraz przyspieszenia obliczen w zaleznosci od typu problemu,
jego wielkosci oraz srodowiska obliczen réwnolegltych. Rozdziat 7 prezentu-
je alternatywne metody réwnolegtych poszukiwan wielowatkowych wraz z
obszernym materialem eksperymentalnym. Przedstawiono w nim warianty
réwnolegle najbardziej obiecujacych aktualnie metod optymalizacji kombi-
natorycznej. Rozdziat 8 odnosi si¢ do wariantéw réwnolegtych schematu po-
dzialu i ograniczen, stanowigcych alternatywe dla sekwencyjnego schematu
B&B (o zanikajacej popularnosci). Rozdzial 9 zawiera pomocnicze badania
zwiazane z analiza przestrzeni rozwigzan, ktérych wyniki byty wykorzysty-
wane przy projektowaniu opisanych wczesniej algorytméw. Sposréd kilku
dodatkéw zamieszczonych na konicu warto zwréci¢ uwage na syntetyczne



zestawienia wynikéw osiagnietych przez autora, dostepne w formie tabela-
rycznej w Dodatku C.

2 Problemy szeregowania zadan

W niniejszym rozdziale zostang opisane problemy szeregowania zadan, kté-
re umozliwiaja modelowanie i analiz¢ zaréwno prostych systeméw wytwa-
rzania, prace pojedynczych stanowisk (problemy jednomaszynowe, patrz
przeglad w [87]), jak i bardzo zlozonych systeméw produkcyjnych (proble-
my przepltywowe, gniazdowe) majacych aplikacje praktyczne na przyklad
w procesach przemystu elektronicznego, samochodowego czy chemicznego
(przeglad zastosowan w [171]). Wszystkie opisywane problemy nalezg do
klasy probleméw NP-trudnych.

Jednym z pierwszych etapéw rozwigzywania problemu optymalizacyj-
nego dotyczacego szeregowania zadan produkcyjnych jest budowa jego mo-
delu matematycznego. W procesie modelowania pojawiajg si¢ elementarne
pojecia: zadanie oraz zaséb. Zadanie polega na wykonaniu ciggu pewnych
czynno$ci, zwanych operacjami, potrzebujacych w procesie wykonywania
okreslonych zasobéw. Z zadaniem zwigzane mogg by¢ dane: termin gotowo-
éci, zadany termin zakoficzenia (deadline), przerywalno$é wykonania (czyli
mozliwo$é przerwania i pézniejszego wznowienia wykonywania zadania),
podzielno$é operacji (dekompozycja), sposoby wykonywania operacji (spe-
cyficzne zadania zasobowe, alternatywne sposoby wykonywania). Zasoby z
kolei mogg byé odnawialne (jak procesor, maszyna, pamieé operacyjna),
nieodnawialne (materialy eksploatacyjne, surowce) oraz podwdjnie ograni-
czone (energia, kapital). Z zasobami zwigzane sg ograniczenia — dla odna-
wialnych jest to ograniczenie strumienia dostepnosci, dla nieodnawialnych
— ograniczenie dostepnej iloéci, dla podwéjnie ograniczonych — oba rodzaje
ograniczefi. Cechami zasobéw sa: dostepno$é (wyrazona przez przedzialty
czasowe), koszt, iloéé, podzielnosé, przywlaszczalnoéé. Konstruujac model
matematyczny zagadnienia, wszystkie wyzej wymienione cechy nalezy sfor-
malizowaé¢ w sposéb matematycznie jednoznaczny.

Oznaczmy przez J = {1,2,...,n} zbiér zadan, ktére maja by¢ wykonane
przy uzyciu zbioru réznych typéw maszyn M = {1,2,...,m}. Kazde zada-
nie i jest ciggiem o; operacji O; = (licy + 1,lic1 +2,..., k), li = Y%_; ox,
lo = 0. Operacje w obrebie zadania musza by¢ wykonane w okreSlonym
porzadku technologicznym (w pewnej ustalonej kolejnoéci), tzn. operacja
j musi byé wykonana po zakoficzeniu wykonywania operacji j—1, a przed

4



wykonaniem operacji j + 1. Dla uproszczenia zapisu zbiér operacji zadania
i oznaczmy przez O;. Dla kazdej operacji j € O, O = i, O; okreslane sa
nastepujace pojecia:

M; - ciag m; podzbioréw maszyn, okreslajacy alternatywne sposoby
wykonywania operacji; M; = (Mlj,MQj,...,Mmj,j),Mij C M; operacja j
potrzebuje do wykonania zestawu maszyn M;; gdzie 1 < i < m;,

pij — czas wykonywania operacji j sposobem i-tym (np. na i- tej ma-
szynie),

v; — sposéb wykonywania operacji (zmienna decyzyjna),

S; — termin rozpoczgcia wykonywania operacji (zmienna decyzyjna),

C; - termin zakoficzenia wykonywania operacji, Cj = S + pu, ;-

Z kolei dla zadania ¢ okreslone sg miedzy innymi nastepujace pojecia:

0; — liczba operacji w zadaniu,

r; — najwczeéniejszy mozliwy termin rozpoczecia wykonywania zadania,

d; — zadany czas zakonczenia wykonywania zadania,

S; — termin rozpoczecia wykonywania zadania, S; = Sy,_; +1,

C; — termin zakonczenia wykonywania zadania, C; = Cj,,

L; — nieterminowo$¢ zakonczenia zadania, £; = C; — d;,

T; — spbznienie zakoficzenia zadania, 7; = max{0,C; — d;},

&; — przyspieszenie rozpoczecia zadania, & = max{0,r; — S;},

fi(t) — niemalejaca funkcja kosztu zwigzana z zakofczeniem wykonywa-
nia zadania 7 w chwili ¢ > 0,

JF; — czas przeptywu zadania ¢ przez system, F; = C; — 7y,

U; — jednostkowe spdznienie zadania ¢ definiowane jako

[0 gy Ci<dy
Ui = { 1 w przeciwnym przypadku. (2.1)

Wigkszo$¢ probleméw szeregowania zadania nie wymaga podania wszyst-
kich wymienionych danych oraz zmiennych decyzyjnych. Zwykle uzywa sie
minimalnego zbioru poje¢ wystarczajacego do opisu problemu. Na przyklad
gdy dla kazdego j € O zachodzi m; = 1,|My;| = 1 oznacza to, Ze problem
posiada maszyny dedykowane, bowiem zmienne decyzyjne v; nie podlegaja
wyborowi. Wéwczas v nie wystepuje w modelu problemu.

W celu precyzyjnego okreslenia problemu szeregowania opracowano w pra-
cy [81] notacje tréjpolowa c|B|y rozwinieta nastepnie w kolejnych pra-
cach [116,161] (podobna notacja istnieje takze dla systeméw masowej ob-
stugi). W notacji tej przyjmuje si¢, ze o — oznacza typ zagadnienia, 8 -
dodatkowe specyficzne ograniczenia zagadnienia, v — postaé funkcji celu.
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Tuta] znaczenie tych symboli przyjeto za praca [170] 1.

Symbol « jest zlozeniem trzech symboli azaza;, majacych nastepujace
znaczenie. Symbol «; okresla skoficzong (dana) liczbe maszyn w systemie:
1,2,...; jesli liczba ta nie jest okreslona z géry, to uzywa sie symbolu pu-
stego majacego sens dowolnej liczby maszyn m. Symbol as okresla sposéb
przejscia zadan przez system, przy czym wyrdzniono nastepujace tradycyj-
ne sposoby, w zaleznoéci od struktury procesu wytwarzania:

e F - przeplywowy (flow shop), w ktérym wszystkie zadania posiadajg
jednakowa marszrute technologiczng, wymagaja obstugi na wszyst-
kich stanowiskach (maszynach), za$ kazde stanowisko wymaga okre-
$lenia oddzielnej sekwencji wprowadzania zadan,

e F* — przeplywowy permutacyjny (permutation flow shop), model kté-
ry ma takie same zalozenia jak F z dodatkowym wymaganiem, aby
kolejnoéé obstugi zadan na wszystkich maszynach byla jednakowa
(zgodna z kolejnoscia wprowadzania zadan do systemu),

e J — gniazdowy (job shop), w ktérym zadania moga posiadaé rézne (co
do liczby i kolejnosci odwiedzania gniazd) marszruty technologiczne,

e G - ogblny (general shop), w ktérym kazde zadanie jest pojedyncza
operacja, za$ zaleznosci technologiczne sa dane dowolnym grafem,

o I - réwnolegly (parallel shop), w ktérym kazde zadanie jest pojedyn-
cza operacja, oraz wszystkie operacje sa wykonywane na dokladnie
jednej z kilku réwnoleglych (tego samego typu) maszyn,

e O - otwarty (open shop), w ktérym wszystkie operacje zadania maja
byé wykonane, lecz kolejnos¢ technologiczna operacji w zadaniu nie
jest okreslona.

Symbol a3 okresla tryb realizacji poszczegdlnych operacji zadania. Jesli
a3 jest symbolem pustym to przyjmuje sie, ze kazda operacja ma jedno-
znacznie okre§long (dedykowana) maszyne, na ktérej bedzie wykonywana,
to znaczy m; = 1, |M;;| = 1, j € O. Inacze] zaklada sie, ze zachodzi m; > 1,
|Mij| = 1,4 =1,2,...,mj, j € O, oraz operacja moze by¢ wykonywana
na dokladnie jednej z identycznych maszyn réwnoleglych (P), na jednej
z maszyn jednorodnych (Q), lub jednej z maszyn niejednorodnych (R).

1Stosowany tam system oznaczefi jest pewna mutacja ,klasycznego” literaturowego,
umozliwiajaca wygodny opis bardziej skomplikowanych zagadnien szeregowania.



Symbol § okredla istnienie dodatkowych zalozen i ograniczen, jak na
przyklad réznych terminéw zgloszefi (najwcze$niejszych mozliwych termi-
néw rozpoczecia wykonywania zadania, 7;), istnienia narzuconego czeécio-
wego porzadku technologicznego wykonywania zadan (prec), ograniczenia
bez czekania (no wait), bez magazynowania (no store), i inne. Pelniejszy
wykaz dodatkowych zatozen i ograniczen znalezé mozna w pracy [170).

Ostatni wymieniany parametr v przyjmuje jedna z symbolicznych po-
staci funkcji kryterialnej. W teorii i praktyce szeregowania wystepuja za-
sadniczo dwie klasy funkcji 7, a mianowicie

fmax = e fi(Cs) (2.2)
oraz
> k=) filc); (2.3)
§=1

gdzie f;(t) sa pewnymi funkcjami niemalejacymi. Klasy te obejmuja, miedzy
innymi, szereg najczesciej stosowanych w praktyce kryteriéw, takich jak na
przykiad: dlugoé¢ uszeregowania

Cmax = max G, (2.4)

1<i<n

$redni czas przeptywu

1 n
2 R=22F (2:5)
1=1

czy tez wazona suma spéznien zadan

i=

n n
Z w,-T,- = Z wi‘]} = Z w; ma.x{O, Ci = d-L} (2.6)
i=1 i=1
Ponizej podamy dokladniejsze specyfikacje probleméw rozwazanych w ni-
niejszej pracy, zwracajac szczegblng uwage na charakter i ztozonos¢ oblicze-
niowg elementéw skitadowych odpowiednich algorytméw ich rozwigzywania.
Problemy zostaly wybrane z klasycznej teorii szeregowania tak, by pokryé
najbardziej reprezentatywne klasy zagadnien, a mianowicie: (a) problemy
o typowo sekwencyjnym procesie obliczef (problemy jednomaszynowe), (b)
problemy o 2D, 3D regularnym procesie obliczen (problemy przeptywowe),
(c) problemy o nieregularnym procesie obliczel (problemy gniazdowe i hy-
brydowe).
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2.1 Problemy jednomaszynowe

Problemy jednomaszynowe umozliwiaja modelowanie pracy pojedynczych
stanowisk wytworczych w systemach wytwarzania oraz stanowia element
sktadowy wielu bardziej zaawansowanych (wielomaszynowych) modeli sze-
regowania. W problemie tym kazde z n zadan (indeksowanych 1,2,...,n)
nalezy wykonaé na jednej maszynie sekwencyjnie, bez przerywania.

Rozwiagzaniem opisanego zagadnienia jest harmonogram pracy stano-
wiska (maszyny) reprezentowany przez wektory terminéw rozpoczecia S =
(81,82, .. .,Sn) oraz zakonczenia wykonywania zadai C = (C1, Cy, ..., Cy);
ze sformulowania problemu mamy natychmiast C; = Cj, j € J. W prak-
tyce, poniewaz C; = S; + pj, j € J, zatem rozwigzanie jest catkowicie
charakteryzowane przez jeden z tych wektoréw. Jedli funkcja celu jest re-
gularna (niemalejaca), to rozwigzanie optymalne lezy w klasie uszeregowan
dosunietych w lewo na osi czasu i moze by¢ jednoznacznie reprezentowane
kolejnoéciag wykonywania zadan na stanowisku, ta zas jest przedstawiana
za pomocg permutacji m = (m(1),7(2),...,m(n)) elementéw zbioru J. Dla
danej permutacji m, terminy zakonczenia wykonywania C; wyznacza si¢ w
oparciu o wzér rekurencyjny

Cr(j) = Cr(j-1) + Pri)y J=1L12,...,n. (2.7)
gdzie 7(0) = 0 oraz Cp = 0, lub nierekurencyjny wynikajacy z (2.7)

Realizacja wzoru (2.7) wymaga czasu O(n), z (2.8) — O(n?).

Dalej, niech 7 bedzie permutacja zadan ze zbioru J, a II zbiorem
wszystkich takich permutacji. Dla problemu 1||y nalezy wyznaczyé per-
mutacje 7* € II taka, ze:

F(r*) = mig F(r) (2.9)
gdzie dla v € {3 fi} mamy
P(s) = 3 F(Crn) (2.10)
za$ dla v € { frmaz} "
F(m) = max fr(;)(Cr(y)- (2.11)

1<5<n
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Do$¢ czesto spotykanym w praktyce jest uogdlnienie poprzedniego pro-
blemu, poprzez wprowadzenie niezerowych terminéw gotowosci (najwcze-
$niejszych mozliwych terminéw rozpoczecia wykonywania zadania) r; dla
kazdego zadania j € J. Terminy te mozna interpretowaé jako czasy po-
jawiania sie zgloszen i s3 one znane a priori. Oznacza to, ze kazdy po-
szukiwany harmonogram pracy maszyny musi speinia¢ warunek r; < S
dla j € J. Rozwazane uogoélnienie taczy¢ mozna ze wszystkimi wymienio-
nymi wczeéniij funkcjami kryterialnymi - na przyklad rozwazajac funkcje

celu F(m) = 3 fr(j)(Cr(;)) 1 wprowadzajac niezerowe terminy gotowosci r;
j=1

otrzymamy problem oznaczony 1|r;| Y fi. Dla tak otrzymanego problemu
terminy zakonczenia wykonywania zadan dla ustalonej 7 mozna wyznaczy¢
ze wzoru rekurencyjnego

Cr(j) = max{Cr(j-1),Tx(j)} + Pr(s) (2.12)

lub nierekurencyjnego

J
Cr(j) = max (rx(p) + pr(s)), (2.13)

1<) e

dla j = 1,2,...,n. W praktyce do wyznaczania kryterium, dla danej ,
jest stosowany wzdr (2.12) o mniejszym koszcie O(n), bowiem bezposrednia
realizacja wzoru (2.13) prowadzi do metody o ztozonosci O(n?).

2.2 Problemy przeplywowe

Przytoczymy definicje zgodna z oznaczeniami z prac [141] i [170]. Dany
jest zbiér n zadan J={1,2,...,n} oraz zbi6r m maszyn M={1,2,...,m}.
Zadanie j € J jest ciagiem m operacji O1j, Ogj,...,0m;j. Operacje O;;
nalezy wykonaé, bez przerywania, na maszynie ¢ w czasie p;;. Wykonywanie
zadania na maszynie ¢ (dla 7 = 2,3,...,m) moze si¢ rozpocza¢ dopiero po
zakofczeniu wykonywania tego zadania na maszynie ¢ — 1.

Rozwigzaniem jest harmonogram pracy maszyn reprezentowany przez
macierze terminéw rozpoczecia S = (S1,52,...,5n), gdzie S; = (S,
S2j, ..., Smj) oraz zakofczenia zadah C = (C1,Cy,...,Cy), gdzie C; =
(C1j,Caj, ... Cmj). Ze sformutowania mamy natychmiast C; = Cnj, j € J.
W praktyce, poniewaz Cj; = Sj; + pij, zatem rozwigzanie jest catkowicie
charakteryzowane przez jedng z tych macierzy. Jesli funkcja jest regular-
na, to harmonogram optymalny jest dosuniety w lewo na osi czasu, zatem
mozna go poszukiwaé w zbiorze takich rozwiazan. W tym przypadku kazde
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rozwigzanie moze by¢ jednoznacznie reprezentowane kolejnosdciag wykony-
wania zadah na maszynie i, ta za$ z kolei jest reprezentowana permutacja
m = (mi(1),m(2),...,m(n)) elementéw ze zbioru J. Jedli permutacje m;
moga by¢ rézne na réznych maszynach 7, to odpowiedni problem jest ozna-
czany jako "ogblny” (F), jesli za$ wszystkie permutacje m; sg takie same
(czyli kolejnosé wykonywania zadan jest na wszystkich maszynach taka sa-
ma), to problem jest okreslany jako ”permutacyjny” (F™*).

Permutacyjny problem przeplywowy

Niech m =(w(1), ©(1),...,m(n)) bedzie permutacja zadan {1,2,...,n}, a II
zbiorem wszystkich takich permutacji. Kazda permutacja m€Il wyznacza
jednoznacznie kolejno§¢ wykonywania zadan na maszynach (na kazdej ma-
szynie taka sama). W pracy omawiane beda problemy zwigzane z kilkoma
réznymi kryteriami: ogélnymi fmae czy > fi oraz szczegélnymi: terminem
zakoficzenia wszystkich zadan oraz sumg terminéw zakonczenia zadan.

Do wyznaczania C;; uzywa si¢ wzoru rekurencyjnego

Cin) = max{Ci_1,x(j)s Cin(j—1)} + Pin(j)s
i=1,2,...,m, j=1,2...,n, (2.14)

z warunkiem poczatkowym
Ciﬂ—(o)=0, i=1,2,...,m, Co,r(j)=0, j=1,2,...,n,

lub nierekurencyjnego

2 Ji
C',;,r(j) = max z Z Dsn(j)- (2.15)

=j0<i1K...$Ji=7
1=jo<i1<...<Ji=J s=1j=ji_1

Poniewaz zlozono$¢ obliczeniowa metody ze wzoru (2.14) jest O(mn), za$
tej ze wzoru (2.15) jest O((J?_zf)(j +i-1)) = O(%‘;—T%F), w praktyce
uzywany jest wylacznie pierwszy z niech. Drugi wzér jest uzywany tylko do
dowodzenia wlasnosci.

W teorii szeregowania rozpatrywane sa najczesciej dwa NP-trudne pro-
blemy F*||fmaz oraz F*|| Y fi. W obu nalezy wyznaczyé permutacje 7* € II
taka, ze:

F(n*) = ;nelll’]lF('fr) (2.16)

gdzie
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n
F(m) =) fa()Cma(), F(m)= 122X fr(5)(Cma(i) (2.17)
j=1 =_NJ=
dla vy € { fi, fmaz } odpowiednio. Dla r; = const problem ten jest réwno-
wazny temu z kryterium Sredniego czasu przeptywu.

Model grafowy

Wielkosci Cj; ze wzoréw (2.14) i (2.15) mozna takze wyznaczy¢ postugujac
sie¢ modelem grafowym problemu. Dla danej kolejnosci wykonywania zadan
7 € II tworzymy graf G(m) = (M x N, FOU F*), gdzie M = {1,2,...,m},
N={1,2,...,n}

m—-1 n
= | U (s,8), (s + 1, t))} (2.18)
S= =
jest zbiorem lukéw technologicznych (pionowych), zas
m n—1
=J U {(s:t), (s, t +1))} (2.19)
8=1 t=1

jest zbiorem tukéw kolejnosciowych (poziomych). Luki grafu G(m) nie po-
siadaja obciazen, natomiast obciazenie kazdego wezta (s,t) wynosi p, x(z).-
Czas Cj; zakonczenia wykonywania zadania 7(j), j = 1,2,...,n, na maszy-
nie i, 1 = 1,2,...,m, odpowiada dlugosci najdiuzszej Sciezki prowadzacej z
wierzchotka (1,1) do wierzchotka (%,5), wraz z obciazeniem tego ostatniego.
Dla problemu F™*||Cpqz, warto$¢ funkcji kryterialnej dla ustalonego 7 jest
réwna dlugoéci Sciezki krytycznej w grafie G(m).

2.3 Hybrydowe problemy przeplywowe

Problem przeplywowy z maszynami réwnoleglymi (flow shop with paral-
lel machines, FSPM), zwany takze hybrydowym, lub ogélnym problemem
przeplywowym, moze by¢ opisany nastepujaco: dany jest system skladaja-
cy sie z m gniazd, kazde gniazdo [ zlozone z m; > 1 identycznych maszyn.
Niech zbiér gniazd bedzie oznaczony przez M = {1,...,m} a zbi6ér maszyn w
gniezdzie | przez M; = {1,...,m;}, | € M. Zbiér n zadanh opisany przez J=
{1,2,...,n} ma zosta¢ wykonany przez system. Kazde zadanie przechodzi
przez wszystkie gniazda w tym samym porzadku 1,2,...,m. Zadanie j € J
sklada sie z m operacji zwigzanych z wykonaniem zadania j w gniezdzie [
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1 2 3 n-1 n  zadania

1 (12) 003 D) (o
2 (2,2) * (2'!3) _“ (2,’1‘1) (21’1)

(3,2) (3,3) (3,n-1) 3,n)

=
: | I
moogmh  Jmd) ey Jmnd)  fmm
maszyny

Rysunek 2.1: Graf G(r).

w czasie p;; > 0. Wykonywanie zadania na maszynie nie moze by¢ przery-
wane. Dla kazdego gniazda [ zadanie j moze by¢é wykonywane na jednej z
m; maszyn. Kazda maszyna moze wykonywaé co najwyzej jedno zadanie w
danym momencie czasowym, oraz kazde zadanie moze by¢ wykonywane co
najwyzej na jednej maszynie w danym momencie czasowym. Uszeregowanie
dopuszczalne jest zdefiniowane zbiorem par (i, Cy;),j € J,l € M, gdzie
i;; € M, jest maszyna, na ktérej jest wykonywane zadanie j w gniezdzie
l, a Cj; > 0 jest czasem zakonczenia wykonywania zadania j w gniezdzie
(na maszynie 4;;) w taki sposéb, Ze powyzsze ograniczenia s spetnione. Ze
sformulowania problemu mamy C; = Cp,;.

Omawiany problem moze by¢ matematycznie sformalizowany w naste-
pujacy sposéb. Pojecie wsadu (batch) niech oznacza podzbidr zadan przypi-
sanych do gniazda. Poniewaz maszyny w gniazdach sg identyczne, a kazde
zadanie przypisane do gniazda moze wykonywacé si¢ na kazdej z jej maszyn,
wiec wsad nie jest zwigzany z zadng maszyna ani kolejnoscia. W kazdym
gniezdzie [ zbiér J musi by¢ rozbity na m; wsadéw J; C n, ¢ € Mj; ny;
= |Juil, 1 € M, | € M. Kolejnos¢ wykonywania zadan wsadu J;; moze byé
opisana permutacja
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mi = (mi(1), mi(2), ..., mi(n)) € P(Tu), (2.20)

gdzie m;(k) oznacza element Jj; ktéry wystepuje na pozycji k w m; a P(Jy;)
jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru J;. Proces wykonywania zadan
w gniezdzie | moze by¢ dokladnie opisana przez zbiér m; permutacji
= (m1, T2,y Mim, ), kazda permutacja odpowiadajaca jednemu wsadowi.
Kolejnoéé wykonywania zadan jest zdefiniowana przez m-ke m = (71, ma,...,
Tm). Zbidr wszystkich takich kolejnosci wykonywania to

II= {7T = (7!'1,71'2, '“)ﬂ.m) FT = (7‘.!1,7”27 ---17rlm¢):

(7rli € P(\ylz):z € Mlal € M)} (221)

Dla danej w € II, czasy zakonczenia zadai moga by¢ wyznaczone z
pomoca nastepujacego wzoru rekurencyjnego, dla k=1,2,...,ny;, i=1,2,...,my,
1=12,...,m:

Clmuk) = MaX{Cp iy, (k—1)s Clo1,mu(k) } + Pl (k) (2.22)

gdzie 71'1,;(0) = 0, 7 = 1,2,...,m1, CI’O = 0, l= 1,2,...,m, Co’j = 0, _7 = 1,2,...,n.
Rozpatrywaé bedziemy dwa rodzaje funkcji kryterialnej, a mianowicie fmaqz
i 3 fi. Dla kryterium fmq, naszym celem jest wyznaczenie kolejnosci wy-
konywania zadan 7* takiej, ze

fmax(m*) = grnellr'll fmax(7), gdzie  fmax(m) = 1;1163.;\’,( fi(Crm,3)- (2.23)

Problem ten w dalszej czesci pracy oznaczany bedzie przez FP||fmaz-
Z kolei dla kryterium Y. f; nalezy wyznaczy¢ 7*, takie ze

F(r*) =min F(r), gdzie F(m)=)_ fj(Cm;)- (2.24)
well o=

Problem ten w dalszej czeSci pracy oznaczany bedzie przez FP|| Y fi.

Aby opisaé uszeregowanie dopuszczalne dla danej kolejnosci wykonywa-
nia zadan 7 nalezy przypisa¢ obciazenia Jj;, 1 € M) maszyn w gniezdzie [,
| € M. Poniewaz maszyny w gniezdzie sa identyczne, rozktad obcigzen jest
jednoznacznie okreslony rozbiciem zbioru J. Uszeregowanie dopuszczalne
(i1, Ci5), § € J, | € M, mozna otrzymac z kolejnosci wykonywania zadan
7 w nastepujacy sposéb: niech 4;; = i, gdzie ¢ € M;, j € Jii, a Cj; mozna
wyznaczy¢ z (2.22).



14 2. PROBLEMY SZEREGOWANIA ZADAN

/ / n  zadania

(1,1 12 ==3tl, 3) (1,n-1) (1,n)

l T\\ ______: H _%_:/
) 2,1) 2.2) 2 3 @.n-1) 2,n)
3.1 3.2 (3,3) (3 n)
j
m i 4 (m,1) m2 (m,3) 15 § ¥ (m,n-1) .* (m,n) i
gmazda: i E E

Rysunek 2.2: Przyklad grafu G(m) dla problemu przeplywowego hybrydo-
wego.

Model grafowy

Wielkoéci Cj; dla danej kolejnosci wykonywania zadan 7 € II mozna takze
wyznaczy¢ postugujac sie ponizszym modelem grafowym. Dla danej kolej-
noéci m tworzymy graf G(r) = (O, E* U E(r)) ze zbiorem wierzchotkéw
O = M x J oraz zbiorem tukéw E* U E(7), gdzie

n
E*=J
j=1

m—

1
{(@,5), 0 +1,5)}, (2.25)

=1

my ny;—1

E(m) = L"JU [URCEAORENCE LD
=11

Luki ze zbioru E* reprezentuja droge zadan poprzez gniazda, podczas
gdy tuki ze zbioru E(7) reprezentuja kolejnos¢ wykonywania wsadéw. Kaz-
dy wezet (I, j) € O reprezentuje | —ta operacje zadania j i ma wage p;;. Euki
maja obciazenia zerowe. Terminy zakonczenia Cj; wyznaczone z réwnania
rekurencyjnego (2.22) odpowiadaja diugosci najdiuzszych Sciezek docho-
dzacych do wierzchotka (1,j) (wliczajac w to warto$¢ p;;) w grafie G().
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W tak skonstruowanym grafie warto$¢ funkcji kryterialnej Cppaz(m) jest
dlugoscia najdiuzszej drogi (Sciezki krytycznej) w G(w). Z kolei wartosé
kryterium Csuym(m) = 3721 Cm; mozna obliczy¢ sumujac po wszystkich
j € J dlugosci najdtuzszych $ciezek pomiedzy wierzchotkami (1,5) i (m,j).
Przyklad grafu G() dla pewnej ustalonej kolejnosci wykonywania zadan
7 przedstawiono na rysunku 2.2.

2.4 Problemy gniazdowe

Dany jest zbiér zadan J = {1,2,...,n}, zbiér maszyn (gniazd) M = {1,2,...,m}
i zbiér operacji O = {1,2,...,0}. Zbiér O jest dekomponowany na podzbio-
ry odpowiadajace zadaniom. Zadanie j skiada si¢ z sekwencji o; operacji
indeksowanych kolejno przez (I;—1+1, l;—1+2,...l;), ktére powinny zostaé
wykonane w zadanej kolejnosci, gdzie I; = ng;l 0; jest catkowitg liczba
operacji pierwszych j zadan, j = 1,2,...,n, lp = 0, >i.; 0; = o. Operacja 1
musi by¢ wykonana na maszynie v; € M w nieprzerywalnym czasie p; > 0,
i € 0. Kazda maszyna moze wykonywac co najwyzej jedng operacje w
dowolnej chwili czasu. Rozwiazaniem dopuszczalnym jest wektor terminéw
rozpoczecia wykonywania operacji S= (S1, S2,...,5,) taki, Ze speinione sg
powyzsze ograniczenia, tzn:

Sy+120, j=1,2,..,n, (2.27)

Si+pi < Si+1, t= lj_l + 1,lj_1 + 2, ...,lj -1, 3=12,..,n, (2.28)
Si+pi<S; albo Si+pi<Si, 4,J€ 0, v =uvj, §#£35. (229

Oczywiscie, Cj = Sj+pj. Do powyzszych ograniczen nalezy jeszcze dota-
czyé odpowiednia funkcje kryterialng. Najczesciej spotykane sg nastepujace
dwa kryteria: minimalizacja terminu zakonczenia wykonywania wszystkich
zadaf oraz minimalizacja sumy czaséw zakonczen wykonywania poszcze-

gblnych zadan. Ze sformulowania problemu mamy C; = Cy;, j € J.
Pierwsze kryterium, termin zakonczenia wykonywania zadan

odpowiada problemowi oznaczanemu w literaturze przez J||Cpmqq. Drugie
kryterium, suma terminéw zakonczenia wykonywania zadan:

c(s) = i C;, (2.31)
j=1

odpowiada problemowi oznaczanemu w literaturze przez J|| 3 C;.
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Oba opisywane problemy sa NP-trudne i chociaz sa podobnie modelowa-
ne, to drugi z nich jest powszechnie uznawany za trudniejszy z uwagi na brak
pewnych szczegblnych wlasnoéci (tzw. wiasnoéci blokowych, patrz [141])
wykorzystywanych w optymalizacji czasu dzialania algorytméw rozwiazy-
wania powyzszych probleméw.

Model dysjunktywny

Model dysjunktywny opiera si¢ na pojeciu grafu dysjunktywnego G =
(O*,U*UV). Graf ten posiada zbiér wierzchotkéw O* = O U {0} reprezen-
tujacych operacje (powigkszony o dodatkows poczatkows operacje sztuczng
(0), dla ktérej pp = 0), zbiér tukéw koniunktywnych (skierowanych) przed-
stawiajacych kolejno$é technologiczng wykonywania operacji

n l;—-1
vr=vut’=J U {(zz+1)}UU{Ol_7 1+ 1)} (2.32)
j=li=lj_1+1

oraz zbiér tukéw dysjunktywnych (nieskierowanych) przestawiajacych moz-
liwe kolejnosci realizacji operacji na maszynach

v= U {6 G} (2.33)

iajeoli:léjvvi='vj

Przyklad grafu dysjunktywnego przedstawiony jest na Rys. 2.3. Luki dys-
junktywne {(%,7),(j,7)} sa w istocie parami tukéw skierowanych w odwrot-
nych do siebie kierunkach taczacych wierzchotki i oraz j. Wezel ¢ € O posia-
da obcigzenie p; réwne czasowi wykonania operacji O;. Luki maja obciaze-
nia zerowe. Wybér dokladnie jednego tuku ze zbioru {(z, 5),(j,7)} odpowia-
da ustaleniu kolejnosci wykonywania operacji — ”4 przed j” lub ”j przed 7”.
Podzbiér W C V zawierajacy wylacznie tuki skierowane, co najwyzej jeden
z kazdej pary {(3,7),(j,1)}, nazywamy reprezentacjg tukéw dysjunktyw-
nych. Reprezentacja taka jest kompletna, jesli wszystkie tuki dysjunktywne
posiadaja okreslong orientacje. Reprezentacja kompletna, definiujgc relacje
poprzedzania wykonywania zadah na tej samej maszynie, generuje jedno
rozwigzanie - niekoniecznie dopuszczalne, jesli zawieraé bedzie cykle. Roz-
wigzanie dopuszczalne jest generowane przez reprezentacje kompletng W
taka, ze graf G(W) = (O,U U W) jest acykliczny. Dla uszeregowania do-
puszczalnego wartosci S; wektora terminéw rozpoczecia wykonywania ope-
racji S= (S1, Sg,...,5,) mozna wyznaczy¢ jako najdiuzsze drogi dochodzace
do wierzchotkéw grafu i (nie liczac samego p; jako elementu sumy beda-
cej diugoscia drogi). Poniewaz graf G(W) zawiera o wierzchotkéw i O(0?)
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zadania

Rysunek 2.3: Przyklad grafu dysjunktywnego dla problemu gniazdowego.

krawedzi, zatem wyznaczenie wartodci funkeji celu dla danej reprezentacji
W wymaga czasu rzedu O(o?).

Model kombinatoryczny

W przypadku wielu zastosowan lepsza od modelu dysjunktywnego tech-
nikg modelowania problemu gniazdowego jest kombinatoryczna reprezen-
tacja rozwigzan. Jest ona pozbawiona redundantosci, charakterystycznej
dla grafu dysjunktywnego. Zbiér operacji O moze by¢ zdekomponowany na
podzbiory operacji wykonywanych na jednej, ustalonej maszynie k € M,
My = {i € O : v; = k} i niech my = |Mj|. Kolejnoé¢ wykonywania operacji
na maszynie k jest okreSlona permutacja mx = (mg(1), mk(2),...,7Tk(mg))
elementéw ze zbioru My, k € M, gdzie m(i) oznacza ten element z M,
ktéry jest na pozycji ¢ w . Niech II(My) bedzie zbiorem wszystkich
permutacji elementéw M. Kolejno§¢ wykonywania operacji na wszyst-
kich maszynach jest definiowana jako m = (w1, m,...,Tm), gdzie © € II,
I = II(M;) x IT(M3) x ... x II(Mp,). Dla kolejnosci 7, tworzymy graf skiero-
wany (digraf)) G(7) = (O,UUE(m)) ze zbiorem weztéw O i zbiorem tukéw
U U E(r)), gdzie U jest zbiorem tukéw statych reprezentujacych kolejnoéé
wykonywania operacji w zadaniu, za$ zbiorem lukéw reprezentujacym ko-
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zadania
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Rysunek 2.4: Przyklad grafu koniunktywnego dla problemu gniazdowego.

lejnoé¢ wykonywania operacji na maszynach jest

||C3

D ’/Tk (2), me (7 + 1))} (2.34)

Kazdy wezel i € O ma wage p;, kazdy tuk ma wage zero. Kolejnos¢ wy-
konywania 7 jest dopuszczalna, jesli tylko graf G() nie zawiera cyklu. Na
Rys. 2.4 pokazano przykiad grafu G(r) dla takich samych danych, dla ja-
kich skonstruowano graf dysjunktywny przedstawiony na Rys. 2.3 - widocz-
ne jest, ze graf G(m) posiada bardzie]j przejrzysta strukture, jest pozbawiony
redundanto$ci zwigzanej z nadmiarowymi tukami w reprezentacji dysjunk-
tywnej. Latwo zauwazyé, ze graf G(m) dla reprezentacji kombinatorycznej
moze by¢ wzbogacony o dodatkowy wezel poczatkowy (0) analogicznie, jak
dla reprezentacji dysjunktywnej. Dla danej dopuszczalnej kolejnosci wyko-
nywania ™ wyznaczenie wartoSci funkcji celu w oparciu o model kombi-
natoryczny wymaga czasu rzedu O(0), zatem mniejszego niz w przypadku
reprezentacji dysjunktywne;j.



3 Metody optymalizacji

dyskretnej

Niezaleznie od przyjetego kryterium, wiekszo$¢ omawianych probleméw
optymalizacyjnych jest formulowana jako zagadnienia, w ktérych cze$é badz
wszystkie zmienne — takie jak czasy wykonywania zadan, pozadane terminy
zakoficzenia i inne — przyjmuja wartosci dyskretne, (zwykle catkowitolicz-
bowe lub binarne). Zadania takie naleza do wyjatkowo trudnych z oblicze-
niowego punktu widzenia, z uwagi na mnogos¢ wystepowania ekstreméw
lokalnych i czesto brak wlasnosci wypuklosci, cigglosci i rézniczkowalno-
$ci funkcji kryterialnej. Istnienie wielu ekstreméw lokalnych, ktopotliwe juz
w przypadku optymalizacji ciaglej, w polaczeniu z olbrzymimi rozmiarami
badanych przestrzeni dyskretnych powoduje, ze wyznaczenie optymalnego
rozwigzania badanego problemu jest dos¢ trudne.

W celu unikniecia niedogodnosci zwigzanych z otrzymywaniem roz-
wigzania dokladnego (optymalnego) problemu optymalizacyjnego, prébuje
sie wyznaczy¢ pewne jego rozwigzanie przyblizone. Metody heurystyczne
(przyblizone) charakteryzuja si¢ duzym stopniem przystosowania do pro-
blemu, ktéry rozwiazuja oraz do kryterium, ktére maja minimalizowac.
Czesto jednak metoda przyblizona doskonale sprawdzajaca si¢ w rozwia-
zywaniu jednego problemu, czy wrecz konkretnej grupy przykiadéw, nie
sprawdza sie¢ w innym. Wynika to w duzej mierze ze specjalizacji algo-
rytméw heurystycznych — parametry ich dzialania muszg by¢ doskonale
dostrojone. Pewnym wyjSciem jest tu zastosowanie mechanizmu automa-
tycznego strojenia (na przykiad w metodzie symulowanego wyzarzania do
dostrojenia temperatury poczatkowej). Innym rozwigzaniem jest zastoso-
wanie réwnoleglych algorytméw przyblizonych, ktére poprzez wykonywanie
wspéibieznie proceséw o réznych wartosciach parametréw strojacych moga
byé z powodzeniem stosowane do szerszej grupy przyktadéw.

Rozwigzujac problem optymalizacyjny nalezy znalez¢ takie jego rozwia-
zanie z*, aby zminimalizowaé warto§¢ zadanego kryterium K:

K(z*)= gél;(l K(z) (3.1)

gdzie T jest pewnym rozwigzaniem badanego problemu, K(z) — wartoscia
funkcji kryterialnej, a X zbiorem rozwigzan dopuszczalnych okreslonym

19
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przez zadane ograniczenia problemu. W szczegélnosci rozwiazanie dopusz-
czalne x € X moze by¢ reprezentowane za pomoca réznych konstrukeji
matematycznych, np. wektora, macierzy, itp. W problemach szeregowania,
bedacych zagadnieniami optymalizacji dyskretnej, do$¢ czesto  ma postaé
kombinatoryczna: permutacji, wektora lub ciaggu permutacji, podziatu zbio-
ru, wektora binarnego lub catkowitoliczbowego, itp. Funkcja kryterialna K
reprezentuje pewng miare jakosci rozwigzania x dla danego problemu. Dla
probleméw szeregowania zadan K (z) laczy elementarne funkcje kosztu zde-
finiowane dla poszczegdélnych zadan, takie jak spéznienia, czasy przeplywu
zadah przez system i inne zaprezentowane w poprzednim rozdziale.

3.1 Metody doktadne

Metoda dokladna wyznacza rozwiazanie globalnie optymalne, tzn. rozwia-
zanie z* € X takie, ze

K(z*) = min K (z). (3.2)

zeX

Sposréd metod dokladnych stuzacych do rozwigzywania probleméw opty
malizacyjnych wymieni¢ mozna:

1. metody oparte o schemat podziatu i ograniczenr (Branch and Bound,
B&B),

metody przegladu sterowanego (np. algorytm Balasa),

metody plaszczyzn odcinajacych (np. algorytmy Gomory’ego),
metody oparte o schemat programowania dynamicznego (PD),
metody subgradientowe,

O OF 4 07 D

efektywne algorytmy dedykowane do rozwiazywania specyficznego pro-
blemu.

Zastosowanie metod dokladnych jest w praktyce ograniczone do pro-
bleméw o nieduzych rozmiarach, z uwagi na ich czasochlonnoé¢. Stosuje sie
je jednak z powodzeniem na przyklad do wyznaczania minimalnego czasu
cyklu w powtarzajacym si¢ procesie produkcyjnym. Dla niewielkiego zbioru
zadan mozna wtedy — nawet kosztem duzego czasu obliczen — wyznaczy¢
rozwiazanie, ktérego nawet niewielki zysk (w stosunku do rozwigzania przy-
blizonego) otrzymywany w jednym cyklu zwielokrotni si¢ o liczbe wykona-
nych cykli. Innym, réwnie popularnym zastosowaniem metod dokladnych
jest wyznaczanie rozwigzan referencyjnych, do ktérych nastepnie poréwnuje
sie wyniki algorytméw przyblizonych badajac ich jakosé.
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3.2 Metody przyblizone i btad przyblizenia

Metoda przyblizona A wyznacza rozwigzanie z4 bliskie optymalnemu, to
znaczy takie, ze wartoéé funkcji kryterialnej K (z#) rézni sie niewiele od
warto$ci optymalnej K (z*). Sposobéw obliczania bledéw przyblizenia jest
kilka. Mozna wyznaczaé blad bezwzgledny (réznica warto$ci funkcji kryte-
rialnej) jak i wzgledny (procentowy). Dokladniej btad przyblizenia mozna
sformalizowaé nastepujaco: niech Z bedzie zbiorem danych liczbowych dla
konkretnego przyktadu badanego problemu optymalizacyjnego. Oznaczmy
przez X (Z) zbiér wszystkich rozwigzan problemu, dla tego przykiadu, zas
przez K(z; Z) warto$¢ kryterium K dla rozwigzania z przykladu Z. Roz-
wigzanie z* € X (Z) takie, ze K(z*; Z) = mingex(z)K(z; Z) jest nazywa-
ne rozwigzaniem optymalnym dla przykladu Z. Niech z4 € X(Z) oznacza
rozwigzanie przyblizone generowane przez algorytm A dla przykladu Z.
Za blad przyblizenia algorytmu A mozna przyjaé jedng za nastgpujacych
wielkosci

BA(2) = |K(z*;2) - K(a":2)|, (33)

S4(2) = K(z#; )/ K (z*; Z), (3.4)
_ K(z4;Z) - K(z*; Z)

TAZ) = R 2) ; (3:5)
K(z4;2) - K(z*; Z)

UA(Z) = R 2) . (3.6)

Oczywiscie wartosci bledéw T4(Z) i UA(Z) nie mogg byé wyznaczane,
jesli warto§¢ mianownika wyniesie 0. Niektore z metod przyblizonych stuza-
cych do rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych wymienione zostaty
w Tab. 3.1.

Wiekszo$é metod przyblizonych dziala w oparciu o pojecie przeszukiwa-
nia przestrzeni rozwiazan dopuszczalnych wykorzystujac przy tym pewne
dodatkowe informacje o rozwigzywanym problemie i stanie poszukiwan —
czyli heurezy. Dokladniej pojecie przeszukiwania heurystycznego zostanie
oméwione w rozdziale nast¢pnym.

3.3 Najnowsze tendencje w optymalizacji

Przeszukiwanie jest jednym z bardziej uniwersalnych sposobéw rozwiazy-
wania zadah optymalizacji dyskretnej. Rozwdj metod przeszukiwania jest
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Nazwa polska nazwa angielska skrét
poszukiwanie zstepujace descending search DS
poszukiwanie losowe random search RS
poszukiwanie snopowe beam search BS
poszukiwanie progowe threshold search TA
poszukiwanie ewolucyjne evolutionary search,
genetic search, GS
genetic algorithm GA
ewolucja réznicowa differentail evolution
podejécie immunologiczne artificial immune system
poszukiwanie biochemiczne DNA method
symulowane wyzarzanie stmulated annealing SA
symulowane wstrzasanie simulated jumping SJ
poszukiwanie z zakazami tabu search TS
poszukiwanie z pamiecia
adaptacyjna adaptive memory search AMS
metoda geometryczna geometric search
poszukiwanie mréwkowe ant search AS
poszukiwanie rozproszone scatter search SS
spelnianie ograniczen constraint satisfaction CS
poszukiwanie $ciezkowe path search PS
algorytmy nasladujace memetic algorithms MA
algorytmy kulturowe cultural algorithms CA
sieci neuronowe neural networks NN

metody hybrydowe

Tablica 3.1: Przyblizone metody rozwiazywania probleméw optymalizacji

dyskretne;j.
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$cisle zwigzany z postepem w dziedzinie sztucznej inteligencji — najwcze-
$niejszymi algorytmami w tej dziedzinie byty algorytmy przeszukiwania.
Z kolei zywy rozwdj metod sztucznej inteligencji wpiynal takze na zain-
teresowanie sie coraz to nowymi metodami przeszukiwania, od strategii
»Slepych”, nie wykorzystujacych informacji o dziedzinie rozwigzywanego
problemu (takie jak strategie w glab i wszerz), po najbardziej dopasowane
do problemu, wykorzystujace jego specyficzne wiasnosci.

Idea poszukiwan z wykorzystaniem strategii heurystycznych wywodzi
sie z obserwacji, iz dla wigkszosci probleméw ich przestrzen stanéw (roz-
wigzan) zawiera dodatkowe informacje. Koszt wyznaczenia tych informacji
jest niewielki, a pozwalaja one dodatkowo klasyfikowaé stany i latwiej wy-
bieraé najlepsze kierunki przeszukiwania. W niniejszej pracy uwage skupio-
no na pewnej strategii heurystycznego przeszukiwania, w ktérej informacja
heurystyczna wyrazona jest przez funkcje numeryczne.

Pojecie ,przeszukiwania heurystycznego” pojawito sie we wczesnych la-
tach sze$édziesigtych [19]. Heurystyka byla narzedziem eliminowania (pod-
czas przeszukiwania) niektérych rozwigzan z duzego zbioru wszystkich moz-
liwych rozwiagzan. Nastepnie zasady przeszukiwania heurystycznego byly w
rézny spos6b formalizowane. W uproszczeniu przyjmuje sie, ze rozwiazy-
wany problem mozna opisa¢ za pomocg obiektéw (stanéw) i operatoréw
(przej$¢ pomiedzy stanami). Operatory zastosowane do obiektéw generuja
- jesli moga — nowe obiekty. Stany poczatkowe i operatory definiuja graf
obiektéw. Heurystyczne przeszukiwanie jest procesem poszukiwania zada-
nego stanu, drogi do zadanego stanu lub podgrafu speiniajacego zadane
warunki.

Przy wyborze najbardziej obiecujacych operatoréw przeszukiwanie heu-
rystyczne postuguje si¢ r6znymi srodkami (analogie, uproszczenia), ktérych
celem jest ograniczenie zbioru przeszukiwanych obiektéw — w zadaniach
praktycznych bowiem zazwyczaj wystepuja bardzo duze przestrzenie sta-
néw. Z drugiej strony heurystyka nie gwarantuje znalezienia rozwiazania
optymalnego, chociaz ,dobra” metoda heurystyczna generuje w krétkim
czasie rozwigzania niewiele rézniagce sie od optymalnego, a wigc w pelni
zadawalajace z praktycznego punktu widzenia.

Gléwnym zadaniem heurystyki jest usprawnienie algorytmu rozwiazy-
wania danego problemu. Najwazniejsze znaczenie ma eliminowanie z dal-
szych rozwazan czeSci niesprawdzonych jeszcze dokladnie obiektéw, ktore
nie rokuja wyznaczenia dobrego rozwiazania. Od jakoSci stosowanej heu-
rystyki zalezy zlozono$¢ algorytmu rozwigzania problemu. Kierowanie pro-
cesem decyzyjnym bezposrednio (przez wskazywanie najlepszych kierun-
kéw poszukiwania rozwigzania) lub posrednio (przez eliminowanie najmniej
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obiecujacych kierunkéw) uwazane jest za najwazniejsza funkcje heurystyki.

Heurystyki nie gwarantuja znalezienia rozwigzania optymalnego bada-
nego problemu. Jednak dla wielu autoréw wiasnie ta cecha ma zalety. We-
diug ich opinii postep w dziedzinie metod sztucznej inteligencji, a w dzie-
dzinie przeszukiwania w szczegdlnosci, jest opdéZzniany nadmiernym wyko-
rzystywaniem zupelnych regul decyzyjnych, tzn. regul, ktére nie eliminuja
z rozwazan zadnych kierunkéw prowadzacych do rozwigzania. Przekonanie,
ze proces myS$lowy matematykéw czy ekspertéw w ogdle ma ceche zupel-
nosci czesto nie ma uzasadnienia.

Jak juz wspomniano, dotgczenie heurystyki do algorytmu rozwiazujace-
go dany problem ma na celu poprawienie jego efektywnosci. Lepsza jako$¢
rozwigzania jest czesto wynikiem zastosowania praktycznych regul - cze-
sto intuicyjnych i empirycznych - Scisle zwigzanych z dziedzing, z ktérej
pochodzi problem.

3.3.1 Algorytmy poszukiwan lokalnych

W konstrukeji wielu algorytméw przyblizonych stosowana jest metoda ite-
racyjnego polepszania biezacego rozwiazania poprzez lokalne przeszukiwa-
nie. Rozpoczyna sie ona od pewnego rozwigzania poczatkowego (starto-
wego). Nastepnie generuje si¢ jego otoczenie (sasiedztwo) oraz wyznacza
najlepsze rozwigzanie z tego otoczenia, ktére przyjmuje si¢ za rozwiazanie
startowe w kolejnej iteracji.

Opis algorytméw poszukiwan lokalnych ograniczony zostanie do pewnej
klasy probleméw szeregowania zadai, w ktérej zbiér rozwigzan moze byé
reprezentowany zbiorem permutacji. Podana technika moze by¢ takze sto-
sowana do analizowana innych probleméw optymalizacji kombinatorycznej
posiadajacych tak samo reprezentowang przestrzen rozwiazan, a mianowicie
do problemu komiwojazera (TSP), jedno-maszynowych i m-maszynowych
przeptywowych probleméw szeregowania z réznymi ograniczeniami (flow-
shop), niektérych systeméw przeptywowo-réwnolegtych, itp.

Przez II bedzie oznaczony zbiér wszystkich permutacji zbioru zadan 7.
Niech 7 bedzie dowolnym rozwigzaniem 7€ II, a N, jego otoczeniem, czyli
zbiorem wszystkich permutacji mozliwych do wygenerowania z permutacji
7 za pomocg pojedynczego ruchu. Sposéb okreslania otoczenia jest jednym
z podstawowych elementéw algorytmu. Najczesciej stosowane sg trzy ro-
dzaje otoczen: wymiana par przyleglych (API), wymiana par dowolnych
(NPI), technika przenoszenia i wstawiania (INS).

Wymiana par przylegltych (API). Otoczenie N, permutacji 7 zawiera
wszystkie permutacje wygenerowane przez zamiane miejscami w m dwéch
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przyleglych elementéw. Oznaczajac przez o permutacje otrzymywana z
poprzez zamiane par przyleglych na pozycjach a i a+1 (1 < a <n-1)
dostaniemy z permutacji

= (w(1),7(2),...,7(a),7(a + 1),...,m(n))
permutacje
o= (r(1),n(2),..,7(a + 1), 7(a), ..., 7(n)).

Otoczenie API zawiera n — 1 permutacji.

Wymiana dowolnych par (NPI). Otoczenie N, permutacji 7 zawiera
wszystkie permutacje wygenerowane przez zamiang miejscami w m dwoch
dowolnych elementéw. Stosujac zamiang na pozycjach ai b (1 < a,b < n)
z permutacji

7w = (w(1),n(2),...,7(a), .., (), .., 7(n))
dostaniemy permutacje
o= (w(1),7(2),...,7(d), ..., m(a@), .., 7(n)).

Otoczenie NPI zawiera "("2_1) permutacji.

Wstawienie (INS). Dowolna permutacja z otoczenia N jest wygenero-
wana z T poprzez wyjecie pewnego elementu permutacji 7 z pozycji a, oraz
wstawienie tak by zajmowal on pozycje b w nowej permutacji (cze$é ele-
mentéw permutacji nalezy wéwczas przesunac). Postugujac si¢ ta technikg
z permutacji

7 = (w(1),7(2),...,7(a—1),7(a), 7(a+1), ...,.7r(b—-1), m(b), w(b+1),...,7(n))
dostaniemy permutacje
o= (n(1),7(2),...,m(a—1),7(a+1), ..., w(b—1), w(b), w(a), 7(b+1), ..., m(n)).

Otoczenie INS zawiera (n — 1)? permutacji.

Z bardziej zaawansowanych technik generacji sasiedztwa stosowane sa:
odwrdcenie podciggu (INV), permutacje przylegtych k elementéw (k-Al),
permutacje k dowolnych elementéw (k-NI). Liczebnosci tych otoczen wyno-
sza odpowiednio O(n) dla otoczenia INV, O(nk!) dla otoczenia k-Al oraz
O(n*) dla otoczenia k-NI.



26 3. METODY OPTYMALIZACJI DYSKRETNEJ

Jako osobng klase nalezy wyréznié tzw. otoczenie z niezaleznymi wymia-
nami (DPI, dynasearch swap) definiowane jako wszystkie permutacje, ktére
mozna otrzymaé z m stosujac dowolny ciag wymian parami niezaleznych.
Pary wymian (a,b) i (¢,d) sa niezalezne, jedli max{a,b} < min{c,d} lub
min{a, b} > max {c,d}. Sasiedztwo to zawiera 2"~1—1 rozwiazah. W pra-
cy [46] zostalo pokazane, ze dla problemu jednomaszynowego 1| 3 f; wyko-
rzystanie schematu programowania dynamicznego pozwala wyznaczy¢ naj-
lepszy element tak zdefiniowanego otoczenia w czasie O(n3), a wiec prze-
gladnaé wykladnicza liczbe elementéw otoczenia w czasie wielomianowym.

3.3.2 Przeszukiwanie tabu

Metoda tabu zostala pierwotnie zaproponowana przez Glovera [76-78] i roz-
wijana dalej przez innych autoréw [140,141]. Jest ona modyfikacja metody
lokalnych poszukiwan. Dopuszcza si¢ mozliwosé zwiekszania wartosci funk-
cji celu (przy wyznaczaniu nowego rozwigzania generujacego otoczenie),
aby w ten sposéb zwigkszy¢ szanse na osiagniecie minimum globalnego.
Takie ruchy ,w gére” nalezy jednak kontrolowaé, poniewaz w przeciwnym
razie po osiagnieciu minimum lokalnego nastapilby szybki do niego powrét.
W celu unikniecia ,zapetlenia”, skierowania poszukiwan w obiecujace regio-
ny przestrzeni oraz umozliwienie wyjécia z ekstremum lokalnego wprowadza
sie tzw. mechanizm zabronief. Wykonujac ruchy zapamiegtuje sie rozwiaza-
nia, atrybuty rozwigzan lub ruchéw na tzw. licie tabu. Generujac otoczenie
nie rozpatrujemy rozwigzan znajdujacych sie na tej lidcie chyba, ze spel-
niajg kryterium aspiracji, to jest warunki, przy ktérych ograniczenia tabu
mozna pomingé. Podstawowymi elementami metody tabu search sa:

ruch: funkcja, ktéra transformuje jedno rozwigzanie w drugie,

otoczenie: zbidr rozwiazan mozliwych do otrzymania z jednego ustalonego
rozwigzania za pomoca pewnej klasy ruchéw,

lista tabu: lista zawierajaca atrybuty ruchéw lub rozwigzan dla pewnej
liczby ostatnio rozpatrywanych rozwigzan, skojarzona z operatorami
jej modyfikacji (dodawanie i usuwanie atrybutéw) oraz operatorami
badania zabronien,

kryterium aspiracji: warunki, przy ktérych mozna pomina¢ ograniczenia
wprowadzone przez liste tabu. Odpowiednie stosowanie takiego kry-
terium jest szczegdlnie wazne, gdy otoczenie zawiera duzo elementéw,

warunek zakonczenia: algorytm zazwyczaj koficzy dzialanie, jezeli: (a)
wykonal z géry okreslona liczbe iteracji, (b) w kolejnych iteracjach
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nie uzyskano poprawy wartosci funkcji kryterialnej, (c) aktualne oto-
czenie jest zbiorem pustym.

Niech z € X bedzie dowolnym rozwigzaniem dopuszczalnym, LTS listg
tabu, a z* najlepszym do tej pory znalezionym rozwigzaniem (na poczatek
przyjmujemy za z* rozwiazanie poczatkowe z).

Algorytm tabu search

repeat
Wyznaczy¢ otoczenie N, rozwigzania ;
Usunaé z N, rozwiazania zakazane przez liste LTS,
uwzgledniajac kryterium aspiracji;
Znalezé rozwigzanie y € N, takie, ze:
F(y) = min{F(z): z € N;};
if F(y) < F(z*) then z* « y;
Umiescié¢ atrybuty y na licie LTS,
T —y;
until Warunek_Konca

Zlozono$é obliczeniowa algorytmu opartego na metodzie tabu search w
duzej mierze zalezy od wyboru rodzaju poszczegélnych jego elementéw, tj.
metody wyznaczania sasiedztwa, rodzaju elementéw przechowywanych na
lidcie tabu jak réwniez rodzaju oraz dilugosci tej listy, sposobu wyliczania
wartosci funkcji celu oraz warunku zakonczenia.

3.3.3 Symulowane wyiarzanie

Metoda symulowanego wyzarzania, ze wzgledu na prostote implementacji
oraz uniwersalno$é, jest z powodzeniem stosowana do rozwigzywania wielu
probleméw optymalizacyjnych. Zostata ona zaprezentowana w pracy [99],
Kirkpatrick i inni, a jej podstawowe idee pochodza z termodynamiki. Posia-
da ona pewne analogie z procesem wyzarzania (chlodzenia) ciata stalego,
stad w jej opisie uzywa sie poje¢ z tej wiasnie dziedziny. Cechg charaktery-
styczng metody jest stopniowe obnizanie parametru kontrolnego zwanego
temperaturg. Podobnie, jak w metodzie przeszukiwania tabu , z otoczenia
N, rozwiazania z wyznacza sie dowolne rozwigzanie y (jezeli F(y) < F(z*),
to y jest przyjmowane za najlepsze do tej pory wyznaczone rozwigzanie
z*. Rozwigzanie y, z pewnym prawdopodobiefistwem (wynosi ono 1, gdy
F(y) < F(z)), przyjmuje si¢ za rozwigzanie startowe z w nastepne;j itera-
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cji. Konstrukcja algorytmu opartego na metodzie symulowanego wyzarzania
wymaga okreslenia nastepujacych elementéw:

funkcji akceptacji: funkcja prawdopodobienstwa z jakim sg przyjmowa-
ne (za rozwigzania startowe w nastepnej iteracji) elementy otoczenia,

schemat chlodzenia: funkcja okreslajaca zmiane funkcji akceptacji w za-
leznosci od parametru kontrolnego zwanego temperatura (zwykle za-
leznego od numeru iteracji algorytmu).

Niech z € X bedzie dowolnym rozwiazaniem dopuszczalnym, a z* naj-
lepszym do tej pory znalezionym rozwigzaniem (na poczatek przyjmujemy
za z* rozwigzanie poczatkowe ). Przez ¢(t) oznaczmy schemat chlodzenia
(t — temperatura) oraz przez ¥(m,p(t)) funkcje akceptaci.

Algorytm symulowanego wyzarzania

repeat
repeat
Wylosuj rozwigzanie y € Ng;
if F(y) < F(z*) then z* « y;
if F(y) < F(z) then z « y;
else
if ¥(4,p(t)) then z—y;
until Pora zmieniaé¢ parametr kontrolny;
Zmien parametr kontrolny;
until Warunek_Korica

Parametr kontrolny (temperatura) zmienia si¢ zazwyczaj co ustalong
liczbe iteracji algorytmu wedlug jednego ze schematéw chiodzenia. W lite-
raturze wymienianych jest kilka schematéw, zapewniajacych zbieznosé al-
gorytmu z prawdopodobienstwem 1 do rozwigzania optymalnego, a miano-
wicie: (a) geometryczny t;+1 = Aiti (Ai jest czesto const), (b) logarytmicz-
ny ti+1 = ti/(1+Ait;), (c) oparty na twierdzeniu Hajek’a [88] ¢; = Wﬁ—ﬁ’
gdzie A jest parametrem liczbowym okreslajacym liczbe krokéw niezbedna
do opuszczenia dowolnego ekstremum lokalnego.

Przy implementacji algorytmu nalezy tak ustali¢ jego parametry, aby
po wykonaniu pewnej liczby iteracji prawdopodobiefistwo akceptacji roz-
wigzan znacznie réznigcych si¢ od najlepszego do tej pory wyznaczonego
malalo, przez co szybko dochodzimy do pewnego minimum lokalnego. Po je-
go osiggnieciu przywraca si¢ poczatkowe warto$ci parametrom (zwigkszajac
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prawdopodobienistwo akceptacji ,gorszych” rozwiazan) umozliwiajac w ten
sposéb znaczne oddalenie si¢ od biezagcego minimum.

3.3.4 Algorytmy ewolucyjne

Okreélenia ,algorytmy ewolucyjne” oraz ,algorytmy genetyczne” obejmuja
grupe metod obliczeniowych, ktérych wspélng cecha jest korzystanie, przy
rozwigzywaniu danego problemu, z mechanizmu opartego na zjawisku na-
turalnej ewolucji gatunkéw. Sa one bezposdrednia adaptacja tego zjawiska,
stad w ich opisie uzywa si¢ poje¢ z genetyki. Ich twérca jest Holland [90,91].

W metodach tych, na wyréznionych podzbiorach zbioru rozwigzan do-
puszczalnych (populacji osobnikéw), wykonywane sg cyklicznie trzy pod-
stawowe operacje:

selekcja: polegajaca na wyborze, z biezacej populacji, pewnego podzbio-
ru osobnikéw najlepiej przystosowanych (najbardziej obiecujacych)
zwanych rodzicami, na bazie ktérych zostanie utworzone nastepne
pokolenie,

krzyzowanie: polegajaca na wygenerowaniu z odpowiednio dobranych par
rodzicéw nowych osobnikéw (potomstwa),

mutacja: wykonywana z niewielkim prawdopodobienstwem na zbiorze po-
tomkéw, w celu zapobiegniecia stagnacji w procesie poszukiwan.

Selekcja i krzyzowanie sa najmocniejszymi operatorami na zbiorze osob-

nikéw. Dzieki nim caly proces ten ma charakter ewolucyjny i prowadzi do
wygenerowania podzbioru zawierajacego ,najbardziej obiecujace” rozwia-
zania. :
Dzialanie algorytmu genetycznego rozpoczyna sie¢ od utworzenia po-
pulacji poczatkowej Py € X, ktérej liczebnod¢ jest zazwyczaj stala przez
caly czas dzialania algorytmu. Niech k bedzie kolejnym numerem iteracji
algorytmu. Nowa k+1 generacja (tj. zbiér Pgi1) jest tworzona w naste-
pujacy sposéb. Z biezacej populacji P, wybierana jest pewna ilo$¢ naj-
lepszych osobnikéw (rodzicéw, podzbiér Py) - operacja selekcji. Z nich, po-
przez mechanizm krzyzowania, generuje si¢ nowych osobnikéw (potomstwo,
zbi6r Py/). Na czesci z nich jest dokonywana operacja mutacji, ktérej celem
jest wieksze zréznicowanie populacji. Tak wygenerowane potomstwo zastg-
pi najgorszych osobnikéw w biezacej populacji (wymiana), tworzac w ten
spos6b nowg generacje. Algorytm zazwyczaj konczy dzialanie po wygene-
rowaniu z géry ustalonej liczby osobnikéw.



Klasyczny algorytm genetyczny

k « 0;

P, « Losowa_Populacja,;

repeat
{ Wybér rodzicéw}
Selekcja( Py, P);
{ Generowanie potomstwa}
Krzyzowanie(Py, Py);
Mutacja(Py);
{Nowa populacja}
P11 — B
k—k+1;

until Warunek_Korica

Algorytm koficzy dziatanie ( Warunek_Korica) po wygenerowaniu z géry
okreélonej liczby iteracji. Zlozonoéé obliczeniowa algorytmu zalezy przede
wszystkim od maksymalnej liczby wygenerowanych osobnikéw oraz liczeb-
nosci populacji.

4 Obliczenia réwnolegle

Proces projektowania i implementacji algorytmu réwnoleglego bardzo $cisle
powigzany jest z architektura komputera, na ktérym bedzie uruchamiany.
W przypadku algorytméw sekwencyjnych przeznaczonych dla komputeréw
posiadajacych jeden procesor i nierozproszong pamie¢ operacyjng juz wiele
lat temu powstaly jednoznaczne modele, dla ktérych konstruuje sie takie al-
gorytmy. Jezykiem opisu algorytmu sekwencyjnego moze by¢é pseudo-Pascal
lub pseudo-C, lub jeszcze inny jezyk strukturalny wysokiego poziomu — pro-
ces tlumaczenia tak zapisanego algorytmu na jezyk wewnetrzny maszyny
jest jednoznaczny i nie budzi watpliwosci. Inaczej jest w przypadku algo-
rytméw réwnoleglych przeznaczonych dla komputeréw posiadajacych wiele
procesoréw. Procesory te moga posiada¢ wspdlna pamieé operacyjna, ale
mog3g tez posiada¢ pamieci lokalne — kazdy procesor swoja. Kazda taka pa-
mieé lokalna moze by¢ pamiecig typu buforowego (typu cache), ale moze tez
byé czeScig wiekszej pamieci rozproszonej. Pojawia si¢ problem zgodnosci
wspélnych danych wykorzystywanych przez rézne procesory.

Mnogo$¢ rozwigzan technicznych umozliwiajacych uréwnoleglenie al-
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gorytméw zmusza do stworzenia pewnej ogdlnej klasyfikacji. W tej czesci
pracy przedstawiono najbardziej rozpowszechnione obecnie typy architek-
tur réwnolegtych. Opisano takze model komputera réwnoleglego PRAM na
ktérego przyktadzie podano sposoby odwolywania si¢ przez procesory do
wspélnej pamieci dzielonej maszyny.

4.1 Roéwnolegte algorytmy poszukiwan

Réwnolegle implementacje algorytméw poszukiwan wydaja sie byé natural-
ng alternatywa stuzaca przyspieszeniu procesu wyznaczania dobrych roz-
wigzan przyblizonych w problemach optymalizacji kombinatorycznej. Nie
tylko pozwalaja na rozwiagzywanie probleméw o wiekszych rozmiarach lub
poprawianiu jako$ci rozwigzan w stosunku do ich sekwencyjnych odpowied-
nikéw, ale takze mozna je traktowaé jako nowe,. silniejsze algorytmy, nie-
mozliwe do sekwencyjnego zasymulowania. Réwnoleglo$¢ moze byé bowiem
droga stuzaca nie tylko zredukowaniu czasu obliczeni algorytmu (na przy-
kiad lokalnego przeszukiwania), ale takze poprawieniu jego efektywnosci.
Cel taki moze zostaé osiagniety, na przyklad, przez uzycie réznych strategii
poszukiwania oraz réznych ustawiefn parametréw na kazdym z procesoréw,
pozwalajac otrzymaé wysokiej jakosci rozwigzanie dla réznych klas trud-
noéci probleméw, bez czasochlonnego procesu dostrajania algorytmu. Z te-
go punktu widzenia, algorytmy réwnolegle s narzedziem daleko bardzie;
uniwersalnym i stabilnym (majac na uwadze stabilnos¢ jakosci otrzymywa-
nych rozwiazan, ich dyspersje) w stosunku do algorytméw sekwencyjnych —
zmiana instancji problemu, czy calej ich grupy, nie spowoduje drastyczne-
go pogorszenia efektywnosci tak skonstruowanego algorytmu réwnoleglego,
jak to si¢ dzieje w przypadku szeregu algorytméw sekwencyjnych przy-
stosowanych do rozwigzania pewnych konkretnych, czesto mato typowych,
przykladéw testowych.

4.2 Teoretyczne modele architektur réwnoleglych

Architektury komputeréw wspéibieznych mozemy podzieli¢ na kilka pod-
grup, biorgc za podstawe podziatu liczbe wykonywanych réwnolegle stru-
mieni rozkazéw oraz liczbe strumieni danych, przeksztalcanych w wyniki.

Typowy jednoprocesorowy komputer sekwencyjny posiada jeden stru-
mien rozkazéw, wykonywanych przez procesor. Posiada takze pamie¢ ope-
racyjng, bedaca pojedynczym strumieniem danych.

W komputerze réwnolegtym wiele jednostek przetwarzajacych wykonu-
je pewne operacje réwnolegle. Moga to by¢ takie same rozkazy, ale wyko-
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nywane dla réznych danych (model SIMD) — mamy wtedy do czynienia
z pojedynczym strumieniem rozkazéw i wielokrotnym strumieniem danych.
Inng mozliwoscia jest wykonywanie przez wiele jednostek réznych instruk-
cji na réznych danych (model MIMD). Praca jednostek przetwarzajacych
w modelu SIMD ma charakter synchroniczny — kazda z nich wykonuje w da-
nym momencie ten sam rozkaz. Model MIMD nie naklada na prace systemu
réwnoleglego zadnych ograniczen — jest to najogélniejszy, asynchroniczny
model architektury réwnolegtej.

Biorac za podstawe klasyfikacji liczbe strumieni danych i liczbe strumie-
ni rozkazéw mozna wyrdznié 4 typy organizacji architektur réwnolegtych:

e SISD (Single Instruction stream, Single Data stream; pojedynczy stru-
mien rozkazéw, pojedynczy strumiefi danych) — to architektura kom-
putera sekwencyjnego; pojedyncza jednostka arytmetyczno-logiczna
wykonuje pojedynczy ciag rozkazéw.

e SIMD(Single Instruction stream, Multiple Data stream; pojedynczy
strumiefi rozkazéw, wielokrotny strumief danych) — architektura ta
cechuje sie zwielokrotnieniem jednostek przetwarzajacych realizuja-
cych ten sam strumien rozkazéw (zwykle dekodowanych przez poje-
dyncza, wspblng jednostke sterujaca).

e MIMD(Multiple Instruction stream, Multiple Data stream; wielokrot-
ny strumiefi rozkazéw, wielokrotny strumien danych)

e MISD(Multiple Instruction stream, Single Data stream; pojedynczy
strumief rozkazéw, wielokrotny strumien danych) — architektura ta
znalazla sie w klasyfikacji jedynie dla kompletnosci; brak jest na razie
jej praktycznych zastosowan — procesory musiatyby wykonywaé rézne
rozkazy na tych samych danych.

Powyzszy podzial byl jedna z pierwszych klasyfikacji systeméw réwno-
legtych i pochodzi od M. Flynna [68].

4.3 Ziarnisto$é

Komputer réwnolegly moze by¢ zbudowany z niewielkiej liczby poteznych
procesoréw (silnych w sensie mocy obliczeniowej, o skomplikowanej bu-
dowie, duzym zbiorze wykonywanych instrukcji maszynowych), lub duzej
liczby wzglednie stabych procesoréw (o nieskomplikowanej budowie, nie-
wielkim zbiorze wykonywanych instrukcji). Pierwszy z wymienionych typéw
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zwany jest systemem gruboziarnistym (coarse-grain), drugi — drobnoziarni-
stym (fine-grain). Komputery o strukturze gruboziarnistej, jak na przyklad
Cray serii Y-MP posiadaja niewielka liczbe procesoréw (od 8 do 16), kazdy o
mocy obliczeniowej kilku GFlops !. Odmiennie, komputery drobnoziarniste,
takie jak na przyklad CM-2, MasPar MP-1 czy MasPar MP-2, oferuja duza
liczbe relatywnie wolnych i prostych procesoréw (na przykiad CM-2 skiada
sie z maksymalnie 65,536 jednobitowych procesoréw, a MasPar MP-1 - z
maksymalnie 16,384 procesoréw czterobitowych). Pomiedzy wymienionymi
systemami dostepne jest cale spektrum komputeréw o strukturze posred-
niej, zwanych $rednioziarnistymi (medium-grain), takich jak na przykilad
CM-5, Paragon XP/S czy nCUBE 2, posiadajacych od kilkudziesieciu do
kilkuset procesoréw, kazdy o mocy obliczeniowej przecigtnej stacji robocze;.

Ziarnisto$é (granularity) komputera réwnoleglego moze by¢ zdefinio-
wana jako stosunek czasu potrzebnego do wykonania podstawowej operacji
komunikacji do czasu wykonania podstawowej operacji obliczeniowej. Kom-
putery réwnolegle, dla ktérych wspélczynnik ten jest niewielki, sa najlepiej
przystosowane do wykonywania algorytméw wymagajacych czestej komu-
nikacji. Z kolei komputery réwnolegle o duzej wartosci wspoélczynnika ziar-
nisto$ci sg raczej przeznaczone do wykonywania algorytméw nie wymaga-
jacych zbyt czestej komunikacji.

Architektura maszyny réwnoleglej ma wiec $cisty zwiazek z ziarnisto-
Scig obliczeri wykonywanych na tej maszynie, tzn. wspdlczynnikiem wy-
razajacym sie ilorazem czasu obliczen uruchamianych aplikacji oraz czasu
komunikacji pomiedzy procesami. Ziarnistos¢ obliczen moze by¢ takze ro-
zumiana jako ilo§é obliczeni (w sensie czasu lub ilosci iteracji) wykonanych
pomiedzy kolejnymi momentami komunikacji. Jezeli architektura systemu
réwnoleglego pozwala na szybka i czesta komunikacje (na przyklad korzy-
sta z bardzo szybkich sieci lub pamieci wspéldzielonej) to w takim systemie
uruchamiane mogg by¢ aplikacje drobnoziarniste . W przeciwnym przypad-
ku zastosowane muszg by¢ aplikacje $rednio- lub gruboziarniste, wymaga-
jace rzadszej komunikacji.

4.4 Model komputera réwnoleglego PRAM

Ponizej opisany zostal teoretyczny model komputera réwnoleglego opartego
na pamieci dzielonej, do ktérej dostep posiada kazdy z procesoréw. Model
ten okreéla si¢ jako PRAM (Parallel Random Access Machine) i jest on
uogdlnieniem sekwencyjnego modelu RAM. Sklada si¢ on ze zbioru (nie-

11 GFlops okreéla moc obliczeniowa umozliwiajaca wykonywanie 10° operacji zmien-
noprzecinkowych w ciagu sekundy.
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skoficzonego) rejestréw globalnych, z ktérych kazdy moze przechowywaé
dowolng liczbe catkowita (podobnie jak w modelu RAM) oraz ze zbioru
(takze nieskonczonego) identycznie zaprogramowanych procesoréw (czyli
maszyn RAM), z ktérych kazdy ma swdj wlasny zestaw rejestréw — lo-
kalnych dla kazdego procesora. Obliczenia s rozpoczynane przez pierwszy
procesor po zaladowaniu tancucha wejsciowego do poczatkowych rejestréw
globalnych. W kazdym kroku procesory moga wykonywa¢ jedng ze standar-
dowych operacji lub tez uaktywni¢ nowy, nastepny procesor, ktéry bedzie
wykonywal swoje instrukcje réwnolegle i synchronicznie z wszystkimi po-
zostalymi uaktywnionymi aktywnymi w danym momencie procesorami.

Podstawowym zalozeniem — przyjmowanym przy badaniu wydajnosci
algorytméw dla modelu PRAM - jest, ze czas dzialania moze by¢ mierzony
liczbg réwnolegltych dostepéw do pamieci, wykonywanych podczas dziala-
nia algorytmu, przy czym czas dostepu do pamieci pojedynczego proceso-
ra jest jednostkowy. To zalozenie jest prostym uogélnieniem zalozenia dla
sekwencyjnej maszyny o dostepie swobodnym (maszyny RAM), w ktérej
czas dzialania mierzony liczba dostepéw do pamieci jest asymptotycznie
taki sam jak czas dziatania mierzony jakakolwiek inng miarg.

Kazdy z procesoréw w modelu PRAM moze prébowaé odczytaé badz
zapisa¢ komérke pamigci réwnolegle z innym procesorem. We wczesnym
okresie istnienia tego modelu zabraniano réwnoczesnego zapisu do tej samej
komérki pamieci przez rézne procesory, widzac w takiej sytuacji potencjal-
ne zagrozenie dla stabilnodci systemu (18], p6zniej jednak rozwigzano ten
problem poprzez rozszerzenie modelu i podzial modelu PRAM na podkla-
sy zaleznie od tego, jak obstugiwane sg takie réwnoczesne odwotania do tej
samej komérki pamieci [56,106].

1. Exclusive-read, exclusive-write (EREW) PRAM - w tej klasie za-
broniony jest réwnolegly dostep do pamieci przez kilka procesoréw;
odczyt i zapis musi odbywac si¢ dla danej komérki pamieci sekwen-
cyjnie. Jest to najstabszy (najmniej wymagajacy dla sprzetu) model
pamieci komputera PRAM.

2. Concurrent-read, exclusive-write (CREW) PRAM - dopuszcza réw-
nolegly odczyt, zapis nadal musi odbywac sig¢ sekwencyjnie.

3. Exclusive-read, concurrent-write (ERCW) PRAM - dopuszcza réw-
nolegly zapis; odczyt jest sekwencyjny.

4. Concurrent-read, concurrent-write (CRCW) PRAM - umozliwia réw-
nolegly odczyt oraz zapis komérek pamigci. Jest to najsilniejszy z mo-
deli pamieci komputera PRAM.
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W przypadku modeli ERCW oraz CRCW problemem okazuje si¢ umoz-
liwienie w pelni réwnoleglego zapisu do komérki pamieci. Stosowanych jest
tu kilka metod, z ktérych najpopularniejsze to:

e zaopatrzenie procesoréw w priorytety; zapis do komérki pamieci od-
bywa sie wedlug priorytetéw, tj. zapisuje tylko procesor o najwyzszym
priorytecie,

e zezwala sie na zapis procesorom tylko wtedy, gdy wszystkie chca zapi-
saé te sama warto$é (rozwigzanie spotykane np. w srodowisku Express
— wspbibieznych bibliotek jezyka C),

e wyrdbznienie procesu — arbitra, ktéry moze wykonywac operacje zapi-
su, dla pozostalych proceséw jest to operacja zabroniona,

e zapisywana jest suma wartosci dostarczonych przez procesory.

Model EREW PRAM posiada najszersze ograniczenie spo$réd wymie-
nionych. Jest on jednak najblizszy praktycznym realizacjom komputeréw
réwnoleglych, w ktérych trudno jest umozliwi¢ prawdziwie réwnolegty zapis
lub odczyt komérek pamieci. Z uwagi na to stworzono szereg opracowan sy-
mulacji modeli CREW, ERCW oraz CRCW przy pomocy maszyny EREW
PRAM.

4.5 Rzeczywiste architektury réwnolegle

Biorac pod uwage teoretyczna klasyfikacje architektur komputeréw réwno-
leglych wedlug iloSci wykonywanych réwnolegle strumienie rozkazéw oraz
strumieni danych, w realnych systemach réwnoleglych wystepuja najcze-
éciej modele MIMD oraz SIMD. Rodzina MIMD (Multiple Instruction,
Multiple Data) rozciaga si¢ od komputeréw kilkuprocesorowych ze wspdl-
ng pamiecig (shared memory) po rozproszone systemy z setkami czy nawet
tysigcami procesoréw powiazanych sieciami o réznych topologiach, takich
jak architektura pier§cieniowa (ring) systemu KSR, dwuwymiarowa kra-
ta w Intel Paragon, tréjwymiarowy torus w komputerze CRAY T3D/E,
wielopoziomowe przetaczniki (multi-stage switches) w systemie IBM-SP.
Synchroniczne ze swej natury systemy SIMD (Single Instruction, Multiple
Data) to duze komputery z 65536 4- lub 8-bitowymi procesorami takie jak
MasPar MP-1 i MP-2 czy komputery Connection Machines CM-1 i CM-2.
Ich procesory posiadaja malg pamieé operacyjna (na przyklad 16 KB w
MasPar MP-1) i sg polaczone specyficzng siecia, jak na przyktad dwuwy-
miarowa krata w MasPar i hiperkostka w CM-1 i CM-2.
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Lp Nazwa serii Dostawca

1 S3600 Hitachi

2 Quadrics Qz, QHz Alenia

3 Gamma II Plus The Cambridge Parallel Processing
4 MasPar MP-1, MP-2 Thinking Machine

5 CM-1, CM-2 Thinking Machine

Tablica 4.1: Komputery réwnolegle oparte na modelu SIMD.

Lp Nazwa serii Dostawca

1 Cray J90, T90,T3D/E, MTA, Y-MP Cray Research Inc.
2 AlphaServer 8200, 8400 Cluster The Digital Equipment Corp.
3 Exemplar SPP-2000 HP/Convex

4 SX-4, Cenju-3 Nec

5 AP3000, VX, VPP300, VPP700 Fujitsu

6 SR2201, S3800 ' Hitachi

7 IBM9076 SP2 IBM

8 Computing Surface 2 Meiko

9 E10000 Starfire Sun

10 Paragon Intel

11 Origin 200, 2000, 3800 Silicon Graphics

Tablica 4.2: Komputery réwnolegle oparte na modelu MIMD.
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Pod koniec lat dziewieédziesiatych nastapil powr6t maszyn opartych
na dzielonej pamieci (Symmetric MP, w skrécie SMP) posiadajacych od
dwéch do kilkuset procesoréw (na przyktad Silicon Graphics Origin). Naj-
wazniejszg jednak innowacja tego okresu bylo laczenie maszyn SMP po-
przez szybkie sieci (Myrinet, SCI, ATM, GigaEthernet) tworzac grupy -
klastry (cluster) bedace bardzo silnymi (w sensie mocy obliczeniowej) ma-
szynami réwnoleglymi. Oprécz skalowalnosci i duzej tolerancji na uszkodze-
nia poszczegdlnych elementéw systemu, podejscie takie oferuje doskonatly
wsp6tczynnik kosztu do wydajnosci w poréwnaniu do duzych, jednorodnych
komputeréw réwnolegtych. Klastry moga by¢ tworzone poprzez laczenie ta-
nich komputeréw klasy PC, na przykiad w oparciu o system Linux, sieci
takie jak Ethernet, SCI czy Myrinet i odpowiednie biblioteki takie jak PVM
czy MPL.

4.6 Jezyki programowania réwnoleglego

Wiele nowych narzedzi programistycznych zostato stworzonych by konstru-
owaé programy wspoétbiezne. Kazde z nich przystosowane jest do typu archi-
tektury systemu, w ktérym aplikacja ma by¢ uruchamiana, lub do specyfiki
rozwigzywanego problemu. Narzedziami tym sg zaréwno jezyki programo-
wania réwnoleglego, jak i biblioteki procedur rozszerzajacych mozliwosci
klasycznych jezykéw programowania. Istnieja zasadniczo trzy strategie two-
rzenia programéw réwnoleglych.

Pierwsza metoda to uzycie jezyka programowania réwnolegtego, ktéry
jest w istocie jezykiem programowania sekwencyjnego wzbogaconym o zbiér
specjalnych odwolan systemowych. Odwotania takie umozliwiajg synchro-
nizacje proceséw, ich tworzenie, przekazywanie komunikatéw itp. Tego ty-
pu jezyki to na przyklad Ada [59,123,173], BCPL, CSP, CODE, Con-
cordia, CUBL, Concurent Pascal, Dapple, Forth, Fortran 90, Glish, HPF
(High Performance Fortran) [89,101,102,130,131], Handel-C, KROC, Lin-
da [38,39,123,166], mpC, Modula-2, NESL, Occam, Odyssey, OpenMP [60],
Parallaxis-III, Parallel C++, pC++/Sage++, Voyager i wiele innych. Pi-
szac w jezyku programowania réwnolegtego, programista nie ma bezposred-
niego wplywu na sposéb komunikacji, co z jednej strony moze by¢ uwazane
za wade, ale z drugiej pozwala na programowanie wysokopoziomowe.

Drugie rozwigzanie stuzace programowaniu réwnoleglemu to uzycie bi-
bliotek komunikacyjnych takich jak PVM (Parallel Virtual Machine) [86]
lub MPI (Message-Passing Interface) [69,84,85,134-136,186]. Aby zwiek-
szy¢ efektywnoéé i przeciwdziala¢ réwnoczesnemu wykonywaniu na uzywa-
nych procesorach wielu proceséw (contez swapping) kazdy procesor zwy-
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kle wykonuje jeden proces. Tego typu narzedzia sa przeznaczone przede
wszystkim do tworzenia aplikacji gruboziarnistych uruchamianych na kla-
strach lub stacjach roboczych polaczonych siecia. PVM jest tu pionierem,
pozwalajac na dziatanie programéw réwnoleglych wykorzystujacych me-
chanizm wymiany komunikatéw (message passing) na maszynach o réznej
wydajnosci i budowie (niejednorodnych, tzn. heterogenicznych). Progra-
mista tworzy program w jezyku C, C++ czy Fortranie dodajac biblioteki
procedur PVM. Wiele réwnolegtych implementacji algorytméw metaheury-
stycznych wykorzystuje wiasnie tg biblioteke, np. [6,8,12,15, 34,49, 62, 66,
74,143,150-153,178,179,181,182]. MPI jest z kolei propozycja standaryza-
cji interfejsu wymiany komunikatéw dla systeméw z pamigcia rozproszong
oraz mozliwoscig przenoszenia tak stworzonych aplikacji pomiedzy réznymi
platformami sprzetowymi i systemowymi. MPI definiuje bowiem jedynie
biblioteke procedur przesytania komunikatéw, a nie cale otoczenie progra-
mistyczne. Istnieje wiele implementacji standardu MPI, wszystkie oparte na
wirtualnej maszynie réwnolegtej ztozonej z polaczonych komputeréw hete-
rogenicznych. Kazdy z komputeréw wykonuje (w tle) proces stuzacy prze-
sylaniu komunikatéw pomiedzy komputerami. Istnieje wiele implementacji
metaheurystyk opartych na MPI, np. [7,16,64, 100,125,126, 128,162, 164].
Rosnaca rola klastréw SMP zwigksza ostatnio role trzeciego modelu
programowania réwnoleglego — opartego na lekkich procesach takich jak
watki(threads) POSIX [32,94] czy watki Java [142]. Watki nie sg gene-
ralnie pojeciem wylacznie zwigzanym z programowaniem réwnolegtym -
historycznie sg elementem systeméw operacyjnych - lecz z uwagi na ich
wage w procesie implementacji programu réwnolegtego w systemie opera-
cyjnym zrozumienie koncepcji watkéw jest zasadnicze dla programowania
wsp6ibieznego. Watki sg bowiem zwigzane z procesem i do komunikacji
wykorzystujg pamieé globalna tego procesu. Zaletg takiego rozwigzania sa
krétkie czasy tworzenia i przelaczania watkéw (contez swapping). Ich uzycie
jest zwigzane z aplikacjami $rednio- i gruboziarnistymi. Ostatnio koncep-
cja watkéw zostala rozszerzona na maszyny z pamiecig rozproszong (di-
stributed memory) z narzedziami programistycznymi takimi jak Clik [172],
Charm-+-+/Converse [30,96-98], Athapascan, PM2 [149], i watki Java [118].

4.7 Typy wspo6lbieznosci a modele programowa-
nia.
Istnieja zasadniczo dwa typy wspoéibieznodci wykorzystywane przy tworze-

niu programéw rénoleglych: oparte na réwnoleglosci danych (data paral-
lelism) i réwnoleglosci funkcjonalne] (functional parallelism) (69,106, 127,
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133]. Typ réwnoleglych danych to model w ktérym ten sam program jest
wykonywany synchronicznie przez procesory, ale na réznych danych — co jest
latwe w implementacji szczegblnie w systemach z pamiecig wspéidzielona.
W przypadku réwnolegtosci funkcjonalnej program réwnolegly ztozony jest
ze wspdldzialajacych proceséw opartych na réznych kodach programéw,
wykonywanych asynchronicznie.

Niezaleznie od architektury systemu réwnoleglego i otoczenia programi-
stycznego (jezyki, biblioteki) wyrézni¢ mozna dwa modele programowania
réwnoleglego: scentralizowany i rozproszony. Model scentralizowany, takze
zwany modelem ,klient — serwer” lub ,master — slave” charakteryzuje sie
wyréznieniem wyspecjalizowanego procesora centralnego (master, serwer)
z ktérym komunikujg sie pozostate procesory podrzedne (slave, klient) aby
otrzymaé zadania do wykonania i odestaé¢ otrzymane wyniki. Dane w tym
modelu mogg byé przechowywane przez procesor centralny, lub znajdowac
sie¢ w pamieci wspélidzielonej. Procesor centralny jest odpowiedzialny za
zbalansowanie obcigzenia procesoréw podrzednych (load balancing), moze
takze wykonywaé obliczenia. W modelu rozproszonym nie istnieja dane glo-
balne, tak wspétdzielone jak i przechowywane centralnie - dane sg lokalne
dla kazdego procesora. Informacje sa rozsylane poprzez system komunika-
téw wymienianych pomiedzy procesorami. Modelem bazujacym na podej-
§ciu rozproszonym jest SPMD (Single Program, Multiple Data) zwiazany
z programowaniem maszyn MIMD, gdzie ten sam kod jest wykonywany na
réznego typu procesorach i na réznych danych [129,155]. Jest on szereoko
stosowany z uwagi na latwos¢ implementacji - jeden kod jest uruchamiany
na réznych procesorach, bez uzycia centralnego mechanizmu synchroniza-
cji (jak to mam miejsce w modelu SIMD). Z kolei model MPMD (Multiple
Program, Multiple Data), takze zwiazany z modelem programowania roz-
proszonego, wymaga zaimplementowania oddzielnego kodu programu dla
kazdego z procesoréw réwnoleglych, co w praktyce jest doéé¢ klopotliwe,
a przez to rzadziej stosowane.

4.8 Komputery biologiczne

Obliczenia biochemiczne sg technikg rozwigzywania trudnych probleméw,
takich jak problemy kombinatoryczne, za pomoca kodowania zlozonych
substancji biochemicznych, takich jak kwas dezyksorybonukleinowy (DNA),
rybonukleinowy (RNA) czy czasteczki protein (bialek). Technika ta, jak
i cata koncepcja réwnoleglych obliczen biologicznych, jest w swej istocie
zupelnie odmienna od zaprezentowanych w niniejszym rozdziale architek-
tur i modeli programowania réwnoleglego, opartych na ,klasycznych” pro-
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cesorach elektronicznych, z uwagi jednak na potencjalng moc obliczeniows
oraz liczbe mozliwych do wykorzystania ,procesoréw” biologicznych otwie-
ra olbrzymie mozliwosci zastosowania algorytméw réwnoleglych do tej pory
uwazanych za bezuzyteczne w praktyce, bazujacych na bardzo duzej liczbie
procesoréw, na przyktad rzedu 10%°.

Proces biologicznych obliczen réwnolegtych polega na losowym lacze-
niu badZ przeksztalcaniu si¢ czasteczek, w warunkach laboratoryjnych (na
przyklad w prébéwcee). W literaturze [4,107] znalezé mozna dwa podsta-
wowe podejscia dotyczace obliczenn biologicznych. Pierwsze, zaproponowa-
ne przez Adlemana [4] opiera si¢ na idei kodowania rozwigzan (punktéw
przestrzeni rozwigza) za pomocg molekul — laficuchéw DNA. Ilo§é mole-
kul, jaka dysponuje badacz — rzedu 1 mola (6,02 - 1023) pozwala zako-
dowaé wszystkie rozwiazania problemu kombinatorycznego, o rozmiarach
spotykanych w praktyce, za pomoca sekwencji DNA w formie taficuchéw
z lepkimi koficami, pasujacymi do siebie w &cisle okreslony sposéb. Roz-
wigzaniem jest sekwencja potaczonych ze soba taficuchéw elementarnych
o okreslonej diugosci. Poszukiwanie rozwigzania polega na réwnoleglym
losowym sklejaniu si¢ lancuchéw DNA. Zaklada sig, ze z duzym prawdo-
podobienstwem kazde rozwiazanie pamietane jest za pomoca przynajmniej
jednej molekuly - tancucha DNA. Nastepnie, za pomocg ztozonych pro-
ceséw chemicznych, znajdowana jest czasteczka kodujaca rozwiazanie naj-
lepsze. Zaproponowany przez Adlemana algorytm sprowadza sie wigc do
wygenerowania i sprawdzenia wszystkich rozwiazan, i jest algorytmem pro-
babilistycznym — to znaczy dziala z duzym prawdopodobienstwem. W 1994
roku Adleman korzystajac z metody opartej na rekombinacji DNA rozwia-
zal siedmio-wierzchotkowy problem komiwojazera (TSP). Przeprowadzenie
koniecznych proceséw laboratoryjnych zwigzanych z kodowaniem danych
i odczytywaniem wynikéw zajelo co prawda 7 dni, lecz szybki postep w
dziedzinie biochemii daje nadzieje na znaczne skrécenie tego czasu w przy-
sztodci.

Odmienne podejécie zaprezentowane jest w pracy Kurtz, Mahaney, Roy-
er, Simon [107]. Autorzy proponujg zastosowanie jednoczasteczkowych ,,pro-
cesoréw” zwanych przez autoréw CNA (computational nucleic acid, obli-
czeniowy kwas nukleinowy), a bedacych pojedynczymi molekutami o ce-
chach RNA, DNA i protein. Czasteczki CNA moga kodowaé rozwiazania,
mogy tez sie w okreslony sposéb replikowaé wykonujac ,iteracje” algoryt-
mu. Poprzez zredukowanie rozmiaréw procesora do pojedynczej czasteczki,
mozliwe jest wykorzystanie w obliczeniach réwnoleglych olbrzymiej liczby
(rzedu 1 mola to jest okoto 6,02-10%3) procesoréw. Nawet, jesli pojedynczy
procesor nie jest zbyt szybki (w poréwnaniu do procesoréw elektronicz-



nych), réwnolegly komputer biologiczny i tak dysponuje potencjalna moca
obliczeniows wielokrotnie przewyzszajaca moc obliczeniowa wspétczesnych
superkomputeréw. W modelu CNA ilo§¢ ,instrukcji” wykonywanych przez
pojedynczy procesor w ciggu sekundy mozna oszacowaé czestotliwoécig syn-
tezy protein, wynoszaca 10 do 100 nukleotydéw na sekunde. Moc réwno-
legtego komputera biologicznego dysponujacego ilocia procesoréw rzedu 1
mola jest wiec setki milionéw razy wieksza od mocy najszybszych obec-
nie superkomputeréw (posiadajacych moc obliczeniowg rzedu 1 TFlops =
10'? operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde). Co wiecej, czestotliwosgé
wykonywanych w ciagu sekundy instrukcji nie maleje wraz ze wzrostem
dlugosci czasteczki — lancucha kodujacego, totez opisany model obliczen
jest odporny na zmiane skali rozmiaréw rozwiagzywanych probleméw.

5 Projektowanie algorytmow
réwnolegtych

Projektowanie algorytméw réwnoleglych jest procesem duzo bardziej zlo-
zonym w poréwnaniu do projektowania odpowiednikéw sekwencyjnych, bo-
wiem wymaga wladciwego doboru zdecydowanie wigkszej liczby wspétdzia-
tajacych elementéw skladowych. Co wiecej, obiektywna ocena charakte-
rystyki numerycznej algorytmu réwnoleglego jest réwniez bardziej ztozo-
na. Istotnie, algorytm sekwencyjny jest oceniany zasadniczo przez dwa pa-
rametry majace skrajnie przeciwstawne tendencje: ztozono$é obliczeniows
(czas pracy algorytmu) oraz dokladnoéé. Algorytm réwnolegly, oceniany w
trzech kategoriach: przyspieszenia, kosztu i efektywnosci, wymaga dodat-
kowo sprecyzowania strategii wspétbieznoéci (jedno-, wielowatkowa), me-
chanizméw komunikacji i kooperacji (dla wielu watkéw poszukiwan). Zna-
jomos¢ pojeé¢ i zachodzacych zaleznosci pozwala na projektowanie nowych
algorytméw o zaskakujgco dobrych wlasnosciach numerycznych.

5.1 Pojecia podstawowe

W procesie projektowania algorytméw réwnoleglych wystepuje kilka para-
metréw oceny ”dobroci” proponowanych konstrukeji, takich jak przy$pie-
szenie, efektywnos¢ i koszt. Parametry te oceniaja zachowanie sie algorytmu
w relacji do jego odpowiednika sekwencyjnego. W wielu przypadkach poza-
dane jest zaprojektowanie algorytmu réwnoleglego, ktérego koszt wykona-

42
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nia jest identyczny z kosztem wykonania algorytmu sekwencyjnego rozwia-
zujacego ten sam problem. Algorytm taki jest okreslany mianem kosztowo
optymalnego. Ponizej zostang podane precyzyjne definicje kryteriéw oceny
algorytméw réwnolegtych.

5.1.1 Przyspieszenie

Dany jest problem P, algorytm réwnolegty A, oraz maszyna réwnolegta M
z q identycznymi procesorami. Oznaczmy przez T, v (p) czas obliczen algo-
rytmu A, potrzebny do rozwigzania problemu P na maszynie M z uzyciem
p < q procesoréw. Oznaczmy przez T4, czas obliczen najlepszego (naj-
szybszego) znanego algorytmu sekwencyjnego Ag rozwigzujacego ten sam
problem P na maszynie sekwencyjnej z procesorem identycznym jak te na
maszynie réwnolegtej M. Definiujemy przyspieszenie

Ta,
54, M(P) Ta @) (5.1)
Nalezy zaznaczy¢, ze jeSli chcemy aby powyzsza definicja byla precy-
zyjna, oba algorytmy (sekwencyjny i réwnolegly) musza zawsze znajdowacé
dokladnie to samo rozwiazanie problemu P. Poniewaz jednak zalozenie to
jest czesto trudne do spelnienia, szczegdlnie przez algorytmy metaheury-
styczne, badz tez trudno jest ustali¢ najlepszy algorytm sekwencyjny, war-
toéé T4, w powyzszym wzorze jest zamieniana i szacowana przez T, a(1),
czyli czas wykonania algorytmu réwnolegtego A, z uzyciem tylko jednego
procesora maszyny réwnolegtej M.
Przyspieszenie jest miarg skrécenia czasu dziatania algorytmu uzywa-
jacego p procesoréw w stosunku do algorytmu sekwencyjnego.

5.1.2 Efektywnosé

Efektywnosé na, m(p) maszyny réwnolegtej M jest definiowana przez

sa,M(p)
‘———p— (5.2)

i okreéla $rednia frakcje efektywnego czasu pracy kazdego z procesoréw.
Wartoéé efektywnosci zawiera sie w przedziale [0,1]. Idealna warto$é efek-
tywnoéci wynosi jeden (méwimy wtedy o liniowym przyspieszeniu) i ozna-
cza, ze kazdy z procesoréw jest uzywany przez tak dlugi czas, jak to tylko
mozliwe — czyli brak jest przestojéw procesoréw.

Spotykane sa problemy optymalizacyjne, w ktérych pojawia si¢ anoma-
lia polegajaca na tym, ze efektywnoé¢ algorytmu réwnoleglego jest wigksza

na,M(P) =
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niz jeden. Powodem jest zwykle fakt podejmowania przez algorytm sekwen-
cyjny ztych decyzji dotyczacych kierunku przeszukiwan przestrzeni rozwig-
zaf, podczas gdy algorytm réwnolegly, badajac te kierunki réwnoczeénie,
nie popeinia bledu. Efekt taki opisywany byt w literaturze juz w latach
osiemdziesiatych a dotyczyl algorytmu podziatu i ograniczen (branch and
bound) [27,109, 110,120, 124]. Jesli chodzi o najnowsze wyniki to Porto
i Ribeiro [150] oraz Bozejko i Wodecki [26] opisywali wspomniany efekt
dla algorytmu tabu search. Przyspieszenie ponadliniowe pojawialo si¢ tak-
ze w przy badaniu réwnoleglego algorytmu symulowanego wyzarzania oraz
réwnoleglego algorytmu ewolucyjnego — Bozejko i Wodecki [23,29].

5.1.3 Koszt

Kosztem rozwigzania problemu w systemie obliczenn réwnoleglych jest ilo-
czyn czasu wykonania i ilo§ci procesoréw uzytych przez algorytm réwnole-
gly rozwigzujacy dany problem. Koszt odzwierciedla sume czaséw poswig-
conych przez procesory na rozwigzanie problemu. Efektywnos¢ moze by¢
takze definiowana jako stosunek czasu wykonania najszybszego znanego al-
gorytmu sekwencyjnego do kosztu rozwiazania tego samego problemu na p
procesorach.

Dla algorytméw sekwencyjnych kosztem rozwiazania problemu jest czas
wykonania najszybszego znanego algorytmu uzywajacego jednego proceso-
ra. O algorytmie réwnoleglym méwimy ze jest kosztowo optymalnym jesli
koszt rozwigzania problemu przez ten algorytm w systemie réwnolegltym
jest proporcjonalny do czasu wykonania najszybszego znanego algorytmu
sekwencyjnego na jednym procesorze. Poniewaz efektywno$é jest stosun-
kiem kosztu sekwencyjnego do kosztu réwnoleglego, algorytm kosztowo
optymalny posiada efektywno$é O(1). Z drugiej strony, jesli efektywnosé
systemu réwnoleglego wynosi O(1) to stosunek kosztéw sekwencyjnego do
réwnoleglego jest staly (sa one proporcjonalne) a wiec system taki jest
kosztowo optymalny.

Niektérzy autorzy (na przyklad [56]) wprowadzaja pojecie pracy wyko-
nywanej przez algorytm réwnolegly. Jest ono réwnowazne pojeciu kosztu
rozwigzania problemu przez system réwnolegty, czyli iloczynowi czasu dzia-
lania algorytmu réwnoleglego i liczby uzytych procesoréw. Spotykane jest
takze pojecie sekwencyjnej efektywnosci algorytmu réwnoleglego, réwno-
wazne pojeciu kosztowej optymalnosci.
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5.2 Strategie wspo6tbieznosci

Metaheurystyki oparte na metodzie lokalnych poszukiwan moga by¢ przed-
stawione jako procesy badania grafu, w ktérym wierzcholki stanowia punk-
ty przestrzeni rozwiazan (np. permutacje), a tuki odpowiadajg relacji sa-
siedztwa — lacza wierzchotki bedace rozwiazaniami sgsiednimi w tej prze-
strzeni. Poruszanie si¢ po takim grafie definiuje pewna droge (lub inaczej
trajektorig). Réwnolegte algorytmy metaheurystyczne uzywaja wielu pro-
cesoréw do wspoibieznego generowania lub przegladania grafu sasiedztwa.

Mozna zdefiniowa¢ dwa podejscia do zréwnoleglania procesu lokalnego
poszukiwania, w zaleznosci od iloéci trajektorii badanych wspéibieznie w
grafie sasiedztwa.

1. Pojedyncza trajektoria: algorytmy drobno- i $rednioziarniste.
2. Wiele trajektorii: algorytmy $rednio- i gruboziarniste.

Podejscia te stawiaja przed algorytmem pewne wymagania dotycza-
ce czestotliwodei komunikacji, co implikuje rodzaj ziarnistosci. Algorytmy
drobnoziarniste odpowiadajg podejsciu z czestsza komunikacja, gruboziar-
niste — z rzadsza.

Algorytmy jednosSciezkowe

Algorytmy jedno$ciezkowe badaja pojedyncza trajektorie, jednak mogg czy-
nié to wspéibieznie poprzez podzial procesu badania otoczenia na kilka pro-
cesoréw, z ktérych kazdy bada pewna czes¢ otoczenia szukajac najlepszego
ruchu. Idea ta zostala zaproponowana najwczesniej dla sekwencyjnych al-
gorytméw poszukiwan, patrz Nowicki i Smutnicki [141] pod nazwa metody
reprezentantéw (representatives). Pochodzenie nazwy jest SciSle zwigzane
z dzialaniem metody, bowiem z kazdej czesci otoczenia zostaje wybrany
reprezentant, a dopiero sposréd reprezentantéw najlepszy jako nastepny
punkt trajektorii poszukiwan. Odpowiedniki réwnolegle metody reprezen-
tantéw pojawily si¢ w literaturze péznie;j.

Zréwnoleglona moze by¢ takze proces obliczania wartosdci funkcji celu
aktualnie badanego punktu przestrzeni rozwigzan. Czesto jest to na przy-
kiad algorytm wyznaczania najdiuzszej drogi w pewnym grafie, lub tez
maksymalnego czy minimalnego przeptywu. Fakt ten zostanie wykorzysta-
ny i rozwinigty w dalszej czesci pracy.

Algorytmy wieloSciezkowe

Algorytmy wykorzystujace model wielosciezkowy badaja wspdtbieznie prze-
strzeh rozwigzan za pomocg réwnolegle dziatajacych watkéw poszukiwan.
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Algorytmy te mozna dodatkowo podzieli¢ na podklasy ze wzgledu na wy-
mieniane informacje o aktualnym stanie poszukiwan:

e Niezalezne procesy poszukiwai.

e Kooperujace procesy poszukiwan.

W sytuacji gdy wspolbieznie dzialajace procesy poszukiwan nie wymie-
niaja pomiedzy soba zadnych informacji, méwimy o niezaleznych (inde-
pendent) procesorach poszukiwan. Jesli za$ informacja zdobyta w trakcie
eksploracji trajektorii przez proces poszukiwan jest przekazywana innemu
procesowi i przez niego wykorzystywana, to mozna méwié o procesach ko-
operujacych (cooperative). Spotykany jest takze model mieszany, tzw. p6l-
niezalezny (semi-independent) [59] wykonujacy niezalezne procesy poszu-
kiwan przy zachowaniu pewnych wspélnych parametréw.

5.2.1 Roéwnolegle obliczenia dla jednej trajektorii

Celem tej metody jest po prostu przyspieszenie przejécia grafu sasiedztwa
poprzez zréwnoleglenie najbardziej czasochlonnych operacji — czyli oblicza-
nia wartosci funkcji celu, badz zréwnoleglenie procesu generowania sasia-
déw. W przypadku zréwnoleglania obliczania warto$ci funkcji celu przyspie-
szenie obliczen moze by¢ uzyskane przy zachowaniu identycznej trajektorii
przejécia przez graf, jak trajektoria algorytmu sekwencyjnego. W drugim
przypadku — dekompozycji generowania otoczenia na procesory réwnolegte
— zaistnie¢ moze sytuacja w ktérej algorytm, sprawdzajac réwnolegle wiek-
szg iloéé sasiadéw niz to czyni wersja sekwencyjna (najczesciej zaopatrzona
w mechanizm redukcji rozmiaréw otoczenia), poruszaé sie bedzie po tra-
jektorii lepszej niz sekwencyjny odpowiednik, wyznaczajac korzystniejsza
trase przejécia przez graf i tym samym dochodzac do lepszych rezultatéow
obliczen (warto$ci funkcji celu).

Zréwnoleglanie przeszukiwania jednosciezkowego posiada $rednig lub
drobng ziarnistos¢ i wymaga czestej komunikacji i synchronizacji. Jest ono
$cidle zwigzane z charakterystyka rozwiazywanego problemu i zdefiniowanej
struktury sasiedztwa. Pierwsze aplikacje bazujace na opisywanym modelu
pojawily sie w kontekscie zréwnoleglania metody symulowanego wyzarza-
nia i algorytmu genetycznego. Chociaz réwnolegta dekompozycja sasiedz-
twa nie zawsze prowadzi do redukcji czasu obliczen, jest czesto stosowana
do zwiekszania rozpatrywanego sgsiedztwa. Tego typu algorytm réwnole-
gly tabu search dla problemu komiwojazera zostal zaproponowany przez
Fiechtera [67]. Synchroniczny tabu search byl takze badany przez Porto
i Ribeiro [150-152]. W pracy [153] prezentuja oni réwnolegle algorytmy
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tabu oparte na modelu master - slave z dynamiczng strategia obcigzania
procesoréw.

Aarts i Verhoeven [2,184] réznicuja klase jednosciezkowych algorytméw
réwnoleglego przeszukiwania na dwie podklasy. Klasa jednokrokowa (single
- step) obejmuje algorytmy, w ktérych badanie otoczenia jest dzielone po-
miedzy réwnolegle procesory, ale jako wynik wybierany jest jeden ruch. W
klasie wielokrokowe]j (multiple — step) sekwencja kolejnych ruchéw w grafie
sasiedztwa jest wykonywana wspodtbieznie.

5.2.2 Roéwnolegte obliczenia dla wielu trajektorii

Implementacje algorytméw opartych na réwnolegtym wieloSciezkowym prze-
szukiwaniu przestrzeni rozwigzan sg aplikacjami gruboziarnistymi, czyli wy-
magajacymi rzadkiej komunikacji. Sa one latwiejsze w zastosowaniu w sys-
temach rozproszonych, jak na przyklad klastrach komputeréw klasy PC,
dysponujacych korzystnym wskaZnikiem ilorazu mocy obliczeniowej do ce-
ny. Oprécz przyspieszenia obliczen, uzyska¢ mozna takze poprawe jakosci
otrzymywanych rozwiazan. Procesy poszukiwan moga by¢ niezalezne lub
kooperujace.

Niezalezne procesy poszukiwan
W tej kategorii rozrézni¢ mozemy dwa podstawowe podejscia:

1. Badanie przestrzeni rozwigzan za pomoca wielu trajektorii. Kazdy
z procesoréw startuje z réznych rozwiazan poczatkowych (lub réznych
populacji w przypadku algorytmu genetycznego). Watki poszukiwan
moga stosowaé ten sam lub rézne algorytmy lokalnego poszukiwania,
z takimi samymi lub réznymi wartoéciami parametréw strojacych (np.
dtugoséé listy tabu, wielko$¢é populacji, itp.). Trajektorie moga przeci-
naé sie w jednym lub wielu miejscach grafu sasiedztwa.

2. Réwnolegle badanie podgraféw grafu sasiedztwa otrzymanych przez
dekompozycje problemu na kilka podprobleméw (np. ustalenie zmien-
nych). Podgrafy grafu sgsiedztwa sa badane wspéibieznie bez prze-
cinania sie trajektorii. Otrzymujemy catkowita dekompozycje grafu
sasiedztwa na rozlaczne podgrafy.

Pierwsza réwnolegla implementacja algorytmu tabu opartego na wie-
lo$ciezkowym badaniu przestrzeni rozwigzan zostala zaproponowana przez
Taillarda i dotyczyla kwadratowego zagadnienia przydzialu (quadric ass-
gnment problem) [175] i problemu gniazdowego (job shop) [176]. Zréwnole-
glenie algorytmu genetycznego z uzyciem niezaleznych watkéw poszukiwan
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nawigzuje do tak zwanego modelu wyspowego, bez komunikacji pomiedzy
podpopulacjami zamieszkujacymi poszczegélne wyspy [31,103]. Chociaz za-
uwazono pewne przyspieszenie, nie otrzymano poprawy otrzymywanych
w ten sposdéb rozwigzan w stosunku do wynikéw sekwencyjnego algoryt-
mu genetycznego z jedna duza populacja. Fakt ten mozna wytlumaczyé
szybka stagnacja podpopulacji (brakiem dalszej poprawy $redniej wartoéci
funkcji celu po pewnej liczbie wykonanych iteracji) na kazdym z procesoréw
pozbawionym komunikacji z pozostatymi.

Strategia wielosciezkowe]j trajektorii opartej na niezaleznych procesach
przeszukiwania przestrzeni rozwiazan jest tatwa w implementacji i moze
osiggaé dobre wartosci przyspieszenl, pod warunkiem poprawnej dekompo-
zycji przestrzeni ze wzgledu na procesy poszukiwan. Jedli dekompozycja ta
zostanie przeprowadzona nieprawidlowo, algorytm réwnolegly moze wyko-
nywaé wielokrotne przeszukiwania tych samych punktéw przestrzeni (re-
dundancja poszukiwar).

Kooperujace procesy poszukiwan

Model ten jest najogélniejszym i najbardziej obiecujacym typem strategii
przeszukiwania przestrzeni rozwigzan przez réwnolegly algorytm metaheu-
rystyczny, wymaga jednak wigkszej wiedzy programistycznej i znajomosci
specyfiki rozwigzywanego problemu. Kooperacja oznacza w tym wypadku
wymiane informacji — dodwiadczen dotyczacych dotychczasowego procesu
przeszukiwania przestrzeni przez réwnolegte procesy, a wymieniaé¢ nalezy
specyficzne informacje, charakterystyczne dla problemu i metody — np. naj-
lepsze znalezione rozwiazania, rozwigzania elitarne (mato rézniace si¢ od
najlepszych znanych), czestotliwosci ruchéw, listy tabu, podpopulacje i ich
rozmiary, i inne. Informacja wspétdzielona przez procesy poszukiwan moze
by¢ implementowana jako globalne zmienne trzymane w pamigci wspot-
dzielonej (shared memory) lub jako pola w lokalnej pamieci dedykowane-
go procesora centralnego, ktéry komunikuje si¢ z wszystkimi pozostalymi
procesorami udostepniajac im na zgdanie wymagane dane. W modelu, w
ktérym procesy kooperuja ze soba a informacja zdobyta podczas porusza-
nia sie po przestrzeni wzdluz pewnej trajektorii jest wykorzystywana do
poprawy innych trajektorii, nalezy spodziewac si¢ nie tylko zbieznosci ta-
kiego algorytmu do rozwiazania optymalnego, ale takze znalezienia w tym
samym czasie rozwiazania lepszego niz algorytm pozbawiony komunikacji.

Pierwszym tego typu algorytmem heurystycznym byl asynchroniczny
algorytm tabu przedstawiony przez Crainic’a, Toulouse i Gendreau [52].
Pakiety takie jak EBSA [70] czy ASA [93] oferuja gotowe implementacje
algorytmu symulowanego wyzarzania opartego na kooperujacych procesach



poszukiwail, podobnie biblioteka ParSA [100]. Strategia wspéldzialania, jest
takze bardzo wydajna implementacja réwnoleglego algorytmu genetyczne-
go (w sensie jakosci otrzymywanych rozwiazan). Dostepne sa gotowe bi-
blioteki takie jak PGAPack [13] i POOGAL [31]. Wigkszo$¢ kooperujacych
implementacji algorytmu genetycznego bazuje na migracyjnym modelu wy-
spowym. Kazdy z procesoréw posiada swoja wlasng podpopulacje wymie-
niajac co jaki§ czas osobniki (zwykle najlepsze) z pozostalymi procesora-
mi [31,51]. Bubak i Sowa [31] zastosowali migracyjny model wyspowy do
implementacji réwnolegtego algorytmu genetycznego dla problemu komiwo-
jazera (TSP) na komputerze HP/Convex Exemplar SPP1600 z 16 proce-
sorami oraz na heterogenicznym klastrze zlozonym z komputeréw Hewlett
Packard (D-370/2 oraz 712/60) i IBM (RS6000/520 oraz RS6000/320).

6 Poszukiwanie jednowagtkowe

Metody te dopuszczaja istnienie tylko jednego procesu (watku) zarzadza-
jacego poszukiwaniami. Proces ten wykonuje cyklicznie iteracje, na ktére
skladajg sie

e obliczenia numeryczne (np. wyznaczanie wartosci funkcji celu),

e funkcje zarzadzania (np. wybér rozwiazania, realizacja pamigci obli-
czen, akceptacja rozwigzan).

Czynnoéci zwiazane z zarzadzaniem zajmujg statystycznie 1-3% czasu
trwania iteracji, zatem ich przyspieszanie poprzez realizacje w srodowisku
réwnoleglym daje znikomo malo korzysci. Odmiennie, przyspieszenie dzia-
lania obliczen numerycznych poprzez zaimplementowanie ich w Srodowisku
wieloprocesorowym moze znacznie poprawi¢ wydajnosé dzialania algoryt-
mu przeszukujgcego przestrzen rozwiazan. Wazny jest przy tym aspekt teo-
retyczny przyspieszenia — uzyte metody i wlasnosci powinny prowadzié¢ do
powstania algorytméw kosztowo optymalnych, czyli takich, ktérych koszt
rozwiazania problemu w systemie réwnolegltym (iloczyn czasu wykonania
i ilosci uzytych procesoréw) jest proporcjonalny do czasu wykonania naj-
szybszego znanego algorytmu rozwiazujacego ten problem na jednym proce-
sorze. Dla pewnych probleméw uzyskanie takiej wlasnosci moze by¢ trudne
— zaakceptowal wéwczas mozna takze metody nie bedace kosztowo opty-
malnymi, jesli daja one duzy zysk czasowy. Innym zagadnieniem moze tez
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byé stworzenie metod, nastawionych wylacznie na uzyskanie maksymalne-
go zysku zwigzanego ze skréceniem czasu obliczenn — bez wzgledu na liczbe
uzytych procesoréw (czyli stawiajace teze: ,,majac dowolng ilo§¢ procesoréw
mozna obliczy¢ ... w czasie ...”). Warto zwrdci¢ uwage, ze co prawda mak-
symalna liczba réwnolegle pracujacych procesoréw we wspéiczesnych syste-
mach obliczeh réwnoleglych jest rzedu 10° procesoréw, lecz metody obliczer
biologicznych (patrz rozdzial 4.8) dopuszczaja réwnolegle wykorzystanie
nawet 1023 procesoréw. Procesory takie sa wyspecjalizowanymi czastkami
(np. DNA lub biatek), pozwalajacymi wykonywaé specjalnie spreparowane
algorytmy stuzace do rozwigzywania probleméw optymalizacji kombina-
torycznej. Metoda ta znalazla juz swag praktyczna realizacje (rozwiazanie
problemu komiwojazera za pomoca rekombinacji DNA, Adleman [4]). Tak
wiec w kontekscie obliczen biologicznych stworzenie szybkich metod, ba-
zujacych nawet na ogromnych ilodciach procesoréw, moze by¢ praktycznie
uzyteczne.

W analizie dzialania algorytméw poszukiwania mozna wyréznié naste-
pujace elementy zwigzane z oceng rozwigzan:

1. obliczanie wartoéci funkcji oceny pojedynczego rozwigzania (np. al-
gorytmy SA, SJ, RS),

2. obliczanie wartosci funkcji oceny dla grupy rozwiazan sasiednich (np.
algorytmy TS, AMS, LS),

3. obliczanie warto$ci funkcji oceny dla grupy rozwiazan rozproszonych
(np. algorytmy GA, SS).

Oméwimy i zanalizujemy wymienione przypadki bardziej szczegétowo, po-
dajac noweoryginalne algorytmy réwnolegle wyznaczania funkcji kryterial-
nej odpowiednio dla punktéw (1), (2), (3).

Studiujac literature mozna stwierdzié, ze w zakresie metod (1), (3) uzy-
wane sg wylacznie metody sekwencyjne oraz nie podano zadnych skutecz-
nych metod przyspieszania tego typu obliczefi. W zakresie punktu (2) po-
dano dla pewnej waskiej klasy probleméw z kryterium Cypqz, tzw. (sekwen-
cyjne) akceleratory, patrz [170], ktére przyspieszaja proces obliczen poprzez
umiejetng agregacje i dekompozycje sekwencyjnego procesu obliczen.

W dowodach twierdzeh dotyczacych zlozonosci obliczeniowej algoryt-
méw réwnoleglych wykorzystamy nastepujace powszechnie znane fakty:

Fakt 1 Cigg sum prefiksowych (y1,Y2, -, Yn) Ci@gu wejsciowego
(z1,Z2,...,Tn) takich, Ze

Yt =VYk-1+ Tk =T1+ 22+ ...+ 2 dla k=2,3,..,n
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gdzie y; = x1 mozna wyznaczyé na maszynie EREW PRAM za pomocg

O(n/logn) procesoréw *.

Bezposrednio z powyzszego wynika nastepujacy fakt.

Fakt 2 Sume ciggu wejsciowego (z1,z2,...,Tn) Mmozna wyznaczyé na ma-
szynie EREW PRAM w czasie O(log n) za pomocg O(n/logn) procesoréw.

Kolejnym powszechnie znanym rezultatem jest Fakt 3.

Fakt 3 Warto$é minimalng i maksymalng ciggu wejsciowego (z1, 2, ..., Trn)
mozna wyznaczyé na maszynie EREW PRAM w czasie O(logn) za pomocg
n procesoréw.

Cook, Dwork i Reishuk [47] udowodnili, ze wyznaczenie maksimum (mini-
mum) ciggu n — elementowego na maszynie CREW PRAM wymaga czasu
Q(logn) 2. Stad mamy, ze algorytm skojarzony z Faktem 3 dziala na ma-
szynie PRAM bez réwnoczesnego zapisu w czasie najkrétszym mozliwym.
Nieco mniej znany jest wynik méwiacy, ze zagadnienie przedstawione
w Fakcie 3 mozna policzy¢ za pomocg liczby procesoréw mniejszego rzedu,
zachowujac ta sama zlozonos$¢ obliczeniowy. Méwi o tym Fakt 4.

Fakt 4 Warto$é minimalng i maksymalng ciggu wejsciowego (11,2,...,%,)
mozna wyznaczyé na maszynie EREW PRAM za pomocg O(n/logn) pro-
cesordw w czasie O(logn).

Zupelnie oczywisty jest Fakt 5.

Fakt 5 Wartosé y = (y1,y2,--,Yn) 9dzie y; = f(zi), = = (z1,22,...,Tn)
mozna policzyé na maszynie CREW PRAM w czasie O(c) = O(1) na
n procesorach, gdzie ¢ jest czasem potrzebnym do wyznaczenia pojedynczej

wartodci y; = f(x:).

Natomiast nieco mniej oczywisty jest Fakt 6, wynikajacy z podanych wcze-
$niej rezultatéw.

Fakt 6 Zagadnienie sformulowane w Fakcie 5 mozna rozwigzaé w czasie
O(logn) na O(n/logn) procesorach.

!Notacja asymptotyczna O oszacowuje funkcje z géry, z dokladnoscia do stalego
wspélczynnika, zobacz np. [56].

2Notacja asymptotyczna ) oszacowuje funkcje z doltu, z dokladnoscia do stalego
wspétczynnika, zobacz np. [56].
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Czasami zachodzi potrzeba realizacji algorytmu na maszynie zawierajacej
mniejszg od wymaganej liczbg procesoréw. W rozwiazaniu tego problemu
bedziemy korzystaé z nastgpujacego faktu.

Fakt 7 Jesli algorytm A dzialg na p — procesorowej maszynie PRAM w
czasie t, to dla kaidego p' < p istnieje algorytm A’ dla tego samego problemu
dzialajgcy na p’' — procesorowej maszynie PRAM w czasie O(pt/p’).

Fakty 1 — 4 i 7 mozna znalezé na przyklad w pracy [56]. Ogdlnie zna-
ne sa metody obliczania sum prefiksowych, a takze warto$ci minimalnych
i maksymalnych ze zbioru n elementéw, w czasie logarytmicznym z pomo-
ca n procesoréw. Nieco mniej znany jest rezultat méwiacy, ze na maszynie
PRAM mozna to takze zrobi¢ za pomocy liczby procesoréw mniejszego
rzedu, a mianowicie O(n/logn), nie tracac rzedu zlozonosci obliczeniowe;
O(logn) calej metody. Sposéb konstrukeji takich algorytméw znalezé moz-
na takze w [56], a ich idea oparta jest na ogblnym twierdzeniu Brenta.
Silnie wykorzystywane jest tam zalozenie dotyczace maszyny PRAM o sta-
lym czasie dostgpu do pamieci wspéldzielonej przez wszystkie procesory.

Twierdzenia zawarte w dalszej czesci tego rozdziatu zostaly sformutowa-
ne dla modelu CREW maszyny PRAM, to jest z mozliwoscig réwnoleglego
odczytu komérek pamieci (z zabronieniem réwnoleglego zapisu). Utlatwi-
lo to przedstawienie idei algorytméw zawartych w dowodach, choé czesé
twierdzen prawdziwa jest takze dla modelu EREW. Bardziej szczegdtowo
temat ten oméwiony jest w uwagach zamieszczonych na konicu rozdziatu.

6.1 Analiza pojedynczego rozwigzania

Teoria szeregowania zadan w procesie wieloletniego rozwoju dopracowata
sie rutynowych technik sekwencyjnego obliczania wartosci funkcji celu po-
jedynczego rozwiazania. Podejécie to, jak nalezy przypuszczal, jest Scisle
zwigzane z domys$lnym wykonywaniem zadan po kolei przez system obstugi
oraz wynikajacym stad nastepstwem zdarzen w systemie. Z tego punktu wi-
dzenia proces zréwnoleglania obliczen jest ,wbrew naturze” zjawiska, cho¢,
jak pokazemy dalej, moze prowadzi¢ do zaskakujacych wynikéw teoretycz-
nych. W tym rozdziale podamy rezultaty otrzymane przez autora rozprawy
dotyczace dedykowanych algorytméw réwnoleglych dla wybranych proble-
méw szeregowania. Podane wyniki nie wyczerpuja listy mozliwosci, nalezy
je jednak traktowaé jako szkic kierunkéw i podejsé.
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6.1.1 Problemy jednomaszynowe

Rozpoczniemy od najprostszych rezultatéw dotyczacych probleméw jed-
nomaszynowych. Przypomnijmy, ze ztozono$¢ obliczeniowa najlepszych se-
kwencyjnych metod wyznaczania wartodci funkcji celu dla pojedynczego
rozwigzania w problemach 1|y oraz 1|r;jly, v € {3 fi, fmaz} jest O(n).

Twierdzenie 1 Dla ustalonej permutacji m, warto$é kryterium w proble-
mie 1|| ¥ fi mozna policzyé na maszynie CREW PRAM w czasie O(logn)
za pomocg O(n/logn) procesoréw.

Dowé6d Bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze m(i) = 4, ©
= 1,2,...,n. Rezygnujemy $wiadomie z rekurencyjnego wzoru (2.7) na rzecz
nierekurencyjnego (2.8) o wigkszej zlozonosci obliczeniowej. Zgodnie z nim,
wszystkie C;, j = 1,2,...,n mozna policzy¢ jako sumy prefiksowe, patrz
Fakt 1, w czasie O(logn) uzywajac O(n/logn) procesoréw. Nastepnie, ko-
rzystajac z Faktu 6, wartoéci f;(Cj), j = 1,2,...,n mozna policzy¢ w czasie
O(log n) uzywajac O(n/logn) procesoréw. Ostatecznie, poniewaz warto$é
kryterium jest réwna - f; = 371 f;(Cj), zatem z Faktu 2, mozemy sume
Y fi policzyé w czasie O(logn) uzywajac O(n/logn) réwnolegle pracuja-
cych procesoréw.m

Whniosek 1 Przyspieszenie metody bazujacej na Tw. 1 wynosi O(Iogn).
Koszt wynosi O(n). Przedstawiona metoda jest kosztowo optymalna. Jej

efektywnos¢ jest O(1). O

Dla praktycznych rozmiaréw n < 1000 wymagana liczba procesoréw
p =~ 100, co jest realizowalne technicznie. Jesli natomiast rzeczywista licz-
ba procesoréw jest mniejsza od wymaganej O(n/logn), poprzez Fakt 7
otrzymujemy zlozono$é obliczeniows metody O(%), zachowujac jej koszto-
wa optymalnosc.

Bezposrednio z dowodu Tw. 1 wynika, ze dla ustalonej permutacji T,
warto$¢ kryterium w problemie 1|| fmqz mozna policzyé na maszynie CREW
PRAM w czasie O(log n) korzystajac z O(n/logn) procesoréw. Istotnie, je-
dyna réznica jest sposéb obliczenia funkeji celu w koficowym etapie; liczona
jest warto$¢ maxigjgn fj(Cj) zamiast 377, f;(Cj). Zgodnie z Faktem 3,
obliczenie maksimum z n liczb mozna wykonaé za pomoca O(n/log n) pro-
cesoréw w czasie O(logn). Cala metoda jest kosztowo optymalna z efek-
tywnoscig O(1). Poniewaz problem 1||fmqer jest wielomianowy, réwnolegly
wariant liczenia kryterium ma mniejsze zastosowanie. Przeciwnie, Tw. 1
moze by¢ stosowane juz dla probleméw z nieliniowymi funkcjami f;(t), ta-
kich jak na przyklad NP-trudny problem 1|| ¥ w;T;.
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Wraz ze wzrostem stopnia trudnosci probleméw, zmienia sie odpowied-
nio ocena algorytméw. Problem 1|r;| > f; jest NP-trudny nawet dla naj-
prostszych postaci funkcji fi(t).

Twierdzenie 2 Dia ustalonej permutacji m, wartos¢ kryterium w proble-
mie 1|r;| 3 fi mozna policzyc na maszynie CREW PRAM w czasie O(log n)
korzystajgc z O(n?/logn) procesoréw.

Dowdd Bez straty ogélnosci rozwazan zakladamy, ze w(i) = 1, i =
1,2,...,n. Rezygnujemy ze wzoru rekurencyjnego (2.12) na rzecz niere-
kurencyjnego (2.13), ktéry mozna przedstawic¢ nastepujaco:

C;= lrgix%cj(ru +Pj—PFP,1) dla j=1,2,...,n, (6.1)
gdzie Ps = 3 ;_; pi-

Zaczynamy od policzenia sum prefiksowych P;, j = 1,2,...,n. Za po-
moca O(n/logn) procesor6w mozna to zrobi¢ w czasie O(logn), co wy-
nika z Faktu 1. Nastepnie w czasie O(logn) liczymy dla j = 1,2,...,n,
u=1,2,...,7 wielkosci

Ruj=7'u+Pt7'—P—l (62)

: n(n=1)y _ 2 . sz

korzystajac w tym kroku z O(Fz7 ) = O(n*/logn) procesoréw. Wartosé
C; wyrazi¢ mozna jako

Cj=max Ry; dla j=12,..,n. (6.3)

1Sugj

Obliczenie pojedynczej wartosci C; na bazie wzoru (6.3) mozna zreali-
zowaé w czasie O(log j) = O(log n) za pomoca O(n/ logn) procesoréw, stad
wszystkie wielkosci C; mozna policzy¢ niezaleznie w czasie O(logn) za po-
moca O(n?/logn) procesoréw. Sume 3 f; = > i=1fj(Cj) mozna obliczy¢
w czasie O(logn) za pomoca O(n/logn) procesoréw (Fakt 2). Caly proces
wymaga wiec O(n?/logn) procesoréw.m

Whniosek 2 Przyspieszenie metody bazujacej na Tw. 2 wynosi O(lo’g‘ =i

Koszt wynosi O(n?), za$ efektywnosé O(1).o

Efektywno$é¢ metody maleje bardzo szybko wraz ze wzrostem wielkoéci n,
co nalezy uznaé za fakt niekorzystny. Oferowane przyspieszenie jest dla
n = 10 réwne 3, za$ dla n = 1000 okolo 100. Niestety efektywnos¢ metody
dla n = 1000 jest ponizej 0.1% 3.

3

oszacowanie prawdziwe z dokladnoscia do stalego mnoznika



6.1. ANALIZA POJEDYNCZEGO ROZWIAZANIA 55

6.1.2 Problem przeplywowy

Zlozonos¢ obliczeniowa najlepszego sekwencyjnego algorytmu wyznaczaja-
cego warto$¢ funkcji celu dla pojedynczego rozwigzania w problemie F*||v,
¥ € {fmaz, 2 fi} jest O(nm). Korzystajac z réznych podejéé mozliwe jest
otrzymanie réznych algorytméw réwnolegltych o odmiennych charaktery-
stykach.

Twierdzenie 3 Dla ustalonej permutacji 7, warto$é kryterium w proble-
mie F*|| ¥ fi mozna wyznaczyé na maszynie CREW PRAM w czasie O(n+
m) wykorzystujgc m procesorow.

Dowéd Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze 7 = (1,2,...,n). Sko-
rzystamy z zaleznosci rekurencyjnej (2.14). Proces réwnoleglego wyznacza-
nia wartosci C; ; wykonujemy nastepujaco. W pierwszym takcie procesor 1
wyznacza warto$¢ C1,;. W drugim takcie procesory 1 i 2 wyznaczaja réw-
nolegle wartosci odpowiednio Cp; i C12. W takcie k-tym procesor numer ¢
wyznacza wartos¢ Cy_¢4+1,¢ jesli 1 < k—t+1 < n. Opisywana kolejnos¢ jest
przedstawiona na Rys. 6.1 za pomoca linii przerywanych, na tle grafu G(r),
zdefiniowanego w Rozdz. 2.2 (w dalszej czesci pracy ten charakterystyczny
graf bedziemy nazywaé grafem siatkowym).

Opisane postepowanie wymaga wykonania n+m—1 krokéw. Dla oblicze-
nia warto$ci kryterium Y f; = i [3(Crm, ;) nalezy jeszcze dodaé n wartosci

j=1

fi(Cm,;), co mozna wykonaé¢ sekwencyjnie w n iteracjach lub réwnolegle,
za pomoca m procesoréw przy zlozonosci O(n/m + logn). Ostatecznie zto-
zono$é¢ obliczeniowa wyznaczenia kryterium w problemie F*|| Y f; wynosi
wiec O(n + m) przy pomocy m procesoréw.m

n?{-”'rzn )’

Whniosek 3 Przyspieszenie metody bazujacej na Tw. 3 wynosi O(
efektywnoéé wynosi O(71=). O

Zaprezentowana metoda nie jest wigc kosztowo optymalna. Jej efektyw-
no$é pogarsza si¢ stosunkowo wolno wraz ze wzrostem m. Przyktadowo,
dla n = 10, m = 3 efektywno$é wynosi okoto 77%, za$§ gdy m = 10 mamy
efektywnosé 50% 4. Oczywiscie, dla n >> m efektywnoéé zbliza si¢ do 100%.
Dla n <« m efektywnosé¢ szybko maleje do 0. Na Rys. 6.2 zaprezentowano
zmiane efektywnosci metody, w funkcji ilosci zadan n, dla kilku wybranych
wartosci parametru m (iloSci maszyn).

Opisana metoda wymaga ,wymuszonej” liczby procesoréw p = m, co
nie powinno sprawiaé klopotéw w praktyce (zwykle m < 20). Zastosowanie

4oszacowanie prawdziwe z dokladnoécia do stalego mnoznika
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Rysunek 6.1: Kolejno$¢ obliczania Cj;.

Faktu 7 moze doprowadzié do realizacji opisanego algorytmu réwnoleglego
w $rodowisku zawierajacym p < m procesoréw. Wtedy zlozonosé oblicze-
niowa takiego algorytmu wyniesie O((n+m)m/p), choé problem konstruk-
cji odpowiedniego algorytmu pozostaje otwarty. Oczywiscie, jesli p > m, to
(p — m) procesoréw bedzie zawsze bezczynnych.

Pokazemy dalej inng metode, dla problemu F*|| 3 f;, o zdecydowanie
lepszej charakterystyce.

Twierdzenie 4 Dla ustalonej permutacji w, warto$é kryterium w proble-
mie F*|| ¥ fi mozna wyznaczyé w czasie O(n+m) na O

i) procesorowej
maszynie CREW PRAM.

Dowdd Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze m = (1,2,...,n). Opie-
ramy sie na schemacie obliczen zaprezentowanym na Rys. 6.3. Niech p < m
bedzie iloscig uzytych procesoréw. Proces obliczen bedzie przeprowadzany
dla pozioméw k = 1,2,...,n+m — 1. Na poziomie k przeprowadzane sg
obliczenia wszystkich wartoéci C; ; takich, ze i + j — 1 = k. Wszystkie obli-
czenia na poziomie k przeprowadzane sg po obliczeniu wszystkich wartosci
C;,; na poziomie k — 1. Glebokos¢ calego schematu obliczen (ilos¢ pozio-
méw) niech oznaczona bedzie przez d i wynosi d = n + m — 1. Niech ng
bedzie liczba wartosci C; ; obliczanych na poziomie k. Wobec tego
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Rysunek 6.2: Efektywno$¢ metody zaproponowanej w Tw. 3.

d
> ng=nm (6.4)
k=1

poniewaz ilo§¢ wszystkich obliczanych wartosci C;; na wszystkich pozio-
mach wynosi nm. Rozwazmy nj elementéw na poziomie k. Grupujemy je w
[%&] grup, z ktérych pierwsze l_%h grup zawiera po p elementéw, a pozo-
stale elementy (jest ich najwyzej p) niech naleza do ostatniej grupy (podziat
na grupy na poszczegélnych poziomach zaznaczony jest na Rys. 6.3). Obli-
czenia réwnolegle maszyny PRAM na k-tym poziomie wykonywane sa wiec
w czasie O([’—;}b Laczny czas obliczen jest réwny sumie czaséw wykony-
wania na wszystkich poziomach i jest rzedu

d d
Z[ﬂ]<2(ﬁ+l)=m+d=@+n+m—l. (6.5)
mil P NP p p

Poszukujemy wartosci p, 1 < p < m, dla ktérej efektywnosé algorytmu
réwnoleglego jest O(1), co gwarantuje jego kosztowa optymalno$é. Stad
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mamy wymaganie

1 nm

Nap,Mm(P) = P —— =c=0(1) (6.6)

dla pewnej stalej ¢ < 1, co pozwala nam wyznaczy¢ droga prostych prze-

ksztatcen 1
nm nm
P—m(Z‘l)—O<n+m> &0}
Przyjmujac p = O(;1% ), taczny czas obliczen wartosci Cj; wyniesie
m nm
O +n+m—-1)=0(—m+n+m)=0(n+m). (6.8)
p ntm

- J=
mocy jednego procesora w czasie O(n). Zauwazmy, ze mozna wykonaé to
szybciej, za pomoca wigkszej ilodci procesoréw, ale w rozpatrywanym przy-
padku, chcac uzyskaé ztozonosé O(n+m), wystarczy to zrobi¢ sekwencyjnie.
Ostatecznie laczny czas obliczen wyniesie O(n+m+n) =O0O(n+m).m

n
Obliczenie wartosci kryterium Y f; = Y fj(Cm,j) mozna wykonaé za po-
1

Whiosek 4 Przyspieszenie metody bazujacej na Tw. 4 wynosi O(;7-).
Koszt wynosi O(nm). Iloéé uzywanych procesoréw

O(

nm 1
1‘L-+-m)=o(1 1
mth

) (6.9)

jest rzedu $redniej harmonicznej liczb n i m. Zaproponowana metoda jest
kosztowo optymalna. O

Przedstawiona metoda pozwala zaréwno na sterowanie efektywnoscia i
szybko$cig poprzez wybér liczby procesoréw, jak i dostosowanie tych para-
metréw do liczby procesoréw istniejacych w systemie rzeczywistym. Nieza-
leznie od tego, mozna podaé ,optymalng” liczbe procesoréw zapewniajaca
kosztows, optymalno$¢ metody. Jej wyznaczenie byto mozliwe poprzez ela-
styczne dostosowanie liczby zaangazowanych procesoréw do obu rozmiaréw
problemu, to znaczy do n i m réwnoczesnie. Przykladowo, dla n > m mamy
p~m,dlan < m mamy p~n <K m,dlanxm mamy p=~n/2.

Z dowodu Tw. 4 wynika, Zze po obliczeniu czaséw zakonczenia wykony-
wania zadan Ci,j, § = 1,2,...,m, ] = 1,2,...,71,, wielko$¢ maxigjign fj(Cm,j)
jest wartoscig funkcji kryterialnej dla problemu F*||fmqez- Stad otrzymuje-
my natychmiast nastepujace twierdzenie nie wymagajace dowodu. Zacho-
wana zostaje przy tym taka sama zlozono$é obliczeniowa oraz rzad ilosci
uzytych procesoréw, jak w Tw. 4.
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Rysunek 6.3: Kolejnoé¢ obliczania Cj;. Wyrézniono obliczenia przyporzad-
kowane puli p procesoréw.

Twierdzenie 5 Dla ustalonej permutacji m, wartosé kryterium w proble-
mie F*|| fmaz moina wyznaczyé w czasie O(n+m) na O(73) procesorowej
maszynie CREW PRAM.

Whniosek 5 Metoda skojarzona z Tw. 5 jest kosztowo optymalna. O

W Tw. 3, 4 oraz 5 korzystaliSmy z rekurencyjnego schematu (2.14) obli-
czania terminéw Cj;. W Rodz. 6.1.1 pokazano, ze nierekurencyjne techniki
obliczania wartosci funkcji celu zwykle lepiej poddaja si¢ procesowi zréw-
noleglania. W przypadku problemu przeptywowego wzér nierekurencyjny
(2.15) jest uzywany tylko do dowodzenia wiasnosci problemu, nie za$ do
. obliczania wartosci funkcji celu explicite, ze wzgledu na jego znaczng zlo-
zonoéé obliczeniowy. Pokazemy dalej, ze wykorzystanie wzoru (2.15) moze
prowadzi¢ do ciekawych rezultatéw teoretycznych.

Twierdzenie 6 Dla ustalonej permutacji 7, warto$¢ kryterium w proble-
. * . » 3 n+m n-1
mie F*||Cpmqz, mozna wyznaczyé w czasie O(m + logn) na O(gmn_—LlT)

procesorowej maszynie CREW PRAM.
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Dowéd Bez straty ogélnoéci rozwazan mozemy zalozyé, ze w(i) =14, ¢ =
1,2,...,n. Rezygnujemy $wiadomie z rekurencyjnego wzoru (2.14) na rzecz
nierekurencyjnego (2.15), ktéry mozemy zapisaé w postaci

Cij = Z( ads — Fages=1) s (6.10)

—Joéjls Sai—a

gdzie Ps; = ch=1 Psk, t = 1,2,...,n, sa sumami prefiksowymi. Korzysta-
jac z Faktu 1, dla ustalonego s wartoéci Ps¢, t = 1,2,...,n, mozna obli-
czyé w czasie O(logn), co wymaga O(n/logn) procesoréw. Zatem wszyst-
kie P,z dlat =1,2,...,n, s =1,2,...,m mozemy wyznaczy¢ za pomocg
O(mn/ log n) procesoréw w czasie O(log n) na etapie wstepnym. Do wyzna-
czenia wartosci kryterium potrzebna jest wielkosé Cp,,. Korzystamy z fak-
tu, ze ilo§é wszystkich podciagéw (jo,J1,---,Jm) Spelniajacych warunek
1=jo<j1 <...<Jm =n, odpowiada liczbie kombinacji m — 1 elemen-
towych z powtérzeniami ze zbioru n — 2 elementowego, i wynosi ("i‘n'ffz).
Sposéb wygenerowania wszystkich takich podciagéw w czasie O(m) za po-

-2 . M . .
moca ("7"1°) procesoréw znalezé mozna w Lemacie 1 zamieszczeonym w

Dodatku B. Nastepnie za pomoca ("’;TIZ) procesoréw mozna wyznaczyé
sekwencyjnie wszystkie sumy Y 7-; (Ps j, — Ps j,_1—-1) ze wzoru (6.10) dla

wszystkich podciagéw w czasie O(m). Dla wyznaczenie wartoéci Cp,p, nale-

zy obliczy¢ maksimum z iy 2) obliczony sum, co zgodnie Faktem 4 mo-

semy wykonaé w czasie O(log("1"12)) za pomoca O(("17"1%)/log("#"12))

procesoréw. Zlozonoséé obliczeniowa tego kroku, poprzez nieréwnosé

nbme2) _ mm+1)...(n+m—2) - (n +m)"1

L (=1 S o) (6.11)
oraz zaleznoéé log(n!) = ©(nlogn), wynosi >
n N m
O(log (—(—:—;@%‘—) = O(nlog(l + ;)) (6.12)

Zauwazmy, ze (6.12) na podstawie nieréwnosci

m . m . m
nlog(1l+ Z) < lim (nlog(1+ ;1—)) = log lim (1 + ;)” =loge™ =mloge
(6.13)
jest O(m). Poniewaz zlozonos¢ obliczeniowa pozostatych krokéw algorytmu
nie przekracza O(max(m,logn)) = O(m + logn), taka tez jest ostateczna

5Notacja © okresla asymptotyczne oszacowanie funkcji, z dokladnoscig do stalego
wspétczynnika, zobacz np. [56].
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ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu. Liczba uzytych procesoréw wynosi

mn  ("im72 o (n+m)nl
O ogramey) = a1y

‘Whniosek 6 Dla metody bazujacej na Tw. 6 mamy

mn

sa,M(p) = O(

Powyzszy wynik ma raczej teoretyczne znaczenie, bowiem liczba proce-
soréw wymagana do obliczen ro$nie wyktadniczo ze wzrostem n, pogarsza-
jac jednoczesnie bardzo szybko efektywnosé.

Latwo zauwazy¢, ze mozliwe jest rozszerzenie otrzymanego rezultatu na
problemy F*||v, v € {X fi, fmaz }. Wyznaczenie wszystkich wartosci Cp;,
j =1,2,...,n ma zlozonoéé obliczeniowa O(m+logn) przy n razy wiekszej
liczbie procesoréw, niz ta wymieniona w Tw. 6.

Dwa nastepne twierdzenia takze odnosza sie do problemu wyznaczania
warto$ci funkcji kryterialnej dla probleméw przeptywowych z kryterium
3 fi 1 fmaz- Pozwalaja osiagnaé mniejsza zlozonosé obliczeniows (rzedu lo-
garytmicznego), kosztem zwigkszenia iloSci procesoréw i utraty wiasnosci
kosztowej optymalnosci (podobnie jak poprzednio), korzystajac z odmien-
nych technik prowadzenia obliczen.

Twierdzenie 7 Dla ustalonej permutacji 7, warto$¢ kryterium w proble-

mie F*|| 3 fi mozna wyznaczyé w czasie O(log(n+m)log(nm)) za pomocg
3

O(l—é—g(%) procesorowej maszyny CREW PRAM.

Dowéd Zaproponowana zostanie metoda réwnolegla oparta na sekwen-
cyjnym algorytmie Floyda-Warshalla [56], dedykowanym do wyznaczania
najkrétszych $ciezek w grafie. Bez straty ogdélnosci mozna zalozyé, ze m =
(1,2,...,n). Obliczenia wartosci Cj; przeprowadzimy z uzyciem grafu siat-
kowego G(r) opisanego w Rozdz. 2.2.

Aby uzyskaé wigksza czytelnoéé oznaczen, oryginalny graf G(m) prze-
ksztalcono do réwnowaznego grafu G*(m) dokonujac przenumerowania wierz
chotkéw. Dla uzyskania jednolitej (zlozonej z jednego, a nie pary indekséw)
numeracji wierzchotkéw nadajemy im numery 1,2,...,nm kolejnymi wier-
szami od lewego gérnego wierzchotka do prawego dolnego. Stad definiujemy
nowy graf G*(m) o zbiorze wierzchotkéw

W={u:u=1,2..;nm} (6.15)



62 6. POSZUKIWANIE JEDNOWATKOWE

Wierzchotkowi (i,j) w grafie G(m) odpowiada w transformacji wzajemnie
jednoznacznej wierzchotek

u=(i—1)n+j (6.16)

nowego grafu G*(m). Wierzchotkowi v € W odpowiada wierzcholek (3, 7)
grafu G() taki, ze

i=[”;1J+1, j=u—lu;1Jn. (6.17)

W ten sposéb otrzymujemy graf skierowany

G*(m) = (W,E° U E*), (6.18)
gdzie zbiory tukéw pionowych i poziomych wygladaja nastepujaco.

nm—n m  kn—-1
E= |J {wu+n} B*=J U {wu+1} (6.19)
u=1 k=1u=(k—1)n

Wierzcholek u € W otrzymuje wage (oznaczona dalej p,) odpowiadaja-
ca wadze p;; wierzchotka z nim skojarzonego w grafie G(m). Graf G*(m)
przedstawiony jest na Rys. 6.4.

Dla grafu G*(m) wprowadzamy macierz odlegtosci A = [ay, ] 0 rozmiarze
nm %X nm, gdzie a,, jest najdtuzsza droga pomiedzy wierzchotkami u i v.
Wartosci ay,, inicjujemy nastepujaco:

o 21 0 *
S { py jesli (u,v) e E°UE (6.20)

0 jesli (u,v)¢&E°UE*

Macierz A postuzy do obliczenia dlugosci najdiuzszych $ciezek w grafie
G*(m), ktére sa takze dlugoSciami najdluzszych Sciezek w grafie G(m). Po-
czatkowe wartosci macierzy A mozna wyznaczyé w czasie O(1) za pomoca
(nm)? procesoréw, poniewaz operacja ta polega na wykonaniu (nm)? nie-
zaleznych instrukcji przypisania.

Problem wyznaczenia wartosci funkcje celu dla problemu przeplywowe-
go F*|| Y fi wymaga znalezienia diugoéci najdiuzszych drég z wierzchotka
1 € W do wierzchotkéw (m—1)n+1,(m —1)n+2,...,mn (co odpowiada
wyznaczeniu nastepujacych wartosci czaséw zakonczen wykonywania za-
konaé [log(n + m — 1)] réwnoleglych krokéw, bowiem w kazdym kroku
k=1,2,...,[log(n+m—1)] opisany ponizej algorytm aktualizuje dtugo-
éci najdtuzszych $ciezek pomiedzy wierzchotkami odleglymi (w sensie liczby
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1 2 3 n-1 n
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Rysunek 6.4: Graf G*(m).

wierzchotkéw) o 1,2,4,8, oory 2108(ntm=1) (70bacz takze [106]). Po wykona-
niu [log(n + m — 1)] krokéw macierz A zawiera informacje o diugosciach
drég pomiedzy wierzchotkami odleglymi (w sensie liczby wierzchotkéw) o
olog(n+m—1) — (n4+m — 1), czyli pomiedzy wszystkimi wierzchotkami — bo-
wiem liczba wierzchotkéw na najdiuzszej (w sensie liczby wierzchotkéw)
$ciezce, przebiegajacej z wierzchotka 1 do nm, wynosi (n +m — 1).

Dla potrzeb algorytmu, definiowana jest dodatkowo tréjwymiarowa ta-
blica T = [ty,w,v]|, 0 rozmiarze nm x nmx nm, stuzaca do obliczania tran-

s v 2

wykonania [log(n + m)] razy nastgpujacych identycznych krokéw:

1. aktualizacja ty o dla wszystkich tréjek (u, w,v) zgodnie z zaleznoscia

tywy = Quw + Qw,

2. aktualizacja a,, dla wszystkich par (u,v) na podstawie zaleznosci
yy = ma-x{au.,u; maxigwgnm tu,w,v}-

Krok 1 wykonywany na (nm)3 procesorach mégiby byé zrealizowany
w czasie O(1). Na [(nm)3/log(nm)] procesorach obliczenia trzeba wy-
konaé [log(nm)] - krotnie, a wiec zlozonoé¢ wykonania kroku 1 wynosi
O(log(nm)).
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Krok 2 polega na wyznaczeniu maksimum nm + 1 wartosci, co moz-
na wykonaé na O(nm/log(nm)) procesorach w czasie O(log(nm)) (patrz
Fakt 3). Poniewaz maksimum takie nalezy wyznaczyé dla (nm)? par (u,v) €
W ([W| = nm), a obliczenia te sa niezaleine, wiec nalezy je powtdrzyé
[log(n+m)] - krotnie, stad cala opisana metoda wymaga. ilosci procesoréw
rzedu

(nm)?0(nm/ log(nm)) = O((nm)*/ log(nm))
Zlozono$é obliczeniowa opisanego powyzej fragmentu algorytmu wynosi
[log(n + m)]O(log(nm)) = O(log(n + m) log(nm)).

Ostatecznie, dla obliczenia wartosci kryterium, nalezy jeszcze zsumowac
n wartoci f;(Cm;j), gdzie Cmj odpowiada odleglosci pomiedzy wierzchol-
kiem 1 € W, a wierzcholkiem (m — 1)n + j, 7 = 1,2,...,n. Mozna to
zrobié w czasie O(logn) za pomoca O(n/logn) procesoréw (patrz Fakt 2),
co zachowuje zlozono$é obliczeniowa O(log(n + m)log(nm)) calej opisanej

3
metody oraz liczbe procesoréw O(é%).l

Whniosek 7 Dla metody bazujacej na Tw. 7 mamy

nm 1
log(n + m) log(nm) ) Nap,m(p) = O (nm)2log(n + m) Jael
(6.21)

s4p,M(P) = O(

Efektywnoséé przedstawionej metody jest bardzo daleka od optymalnej
O(1). Jedyny zysk zwiazany jest ze znacznym zmniejszeniem ztozonosci ob-
liczeniowej, a mianowicie z rzedu liniowego do logarytmicznego (do kwadra-
tu) wzgledem rozmiaréw zadania. Niestety, odbywa si¢ to kosztem znacz-
nego zwigkszenia ilodci uzytych procesoréw. Analiza zyskéw prowadzi do
zaskakujacych wynikéw. Przykiladowo, dla n = 10, m = 3 efektywnos¢
metody jest okoto 0.03% przy przyspieszeniu 1.65. Dla n = 20, m = 3
efektywno$é jest ponizej 0.01%, za$ przyspieszenie wynosi 2.25.

Korzystajac z dowodu Tw. 7 mozna sformulowa¢ w pelni analogiczne
twierdzenie dla kolejnej klasy probleméw przeptywowych.

Twierdzenie 8 Dla ustalonej permutacji m, wartos¢ kryterium w proble-
mie F*|| fmaz mozna wyznaczyé w czasie O(log(n+m)(log(nm))) korzysta-

jac z O((nm)3/ log(nm)) procesorowej maszyny CREW PRAM.

Dowéd wynika z dowodu Tw. 7.
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Rysunek 6.5: Poré6wnanie przyspieszenia metod bazujacych na Tw. 5, Tw. 6
i Tw. 8 dla m = 10.

‘Whniosek 8 Oceny algorytmu skojarzonego z Tw. 8 sa takie same jak we
Whiosku 6. O

Interesujace jest poréwnanie wynikéw Tw. 5, Tw. 6 i Tw. 8. Nie baczac
na liczbe potrzebnych procesoréw, otrzymane przyspieszenie i czasy dzia-
lania przedstawiono na Rys. 6.5 oraz Rys. 6.6 ® dla ustalonego m = 10.
Mozna zaobserwowaé wystepowanie ,anomalii” dla matych n oraz m, dla
ktérych metoda z Tw. 8 jest nie tylko mniej efektywna, ale takze wolniejsza
od tej z Tw. 5. Z kolei metoda z Tw. 6, przy ustalonej wartosci m, oferuje
niespotykanie krétki czas dzialania, oraz przyspieszenie szybko wzrastajace
dla duzych n.

Z kolei na Rys. 6.7 oraz Rys. 6.8 przedstawiono zaleznos$¢ od liczby
procesoréw zlozonosci obliczeniowej oraz przyspieszenia odpowiednich al-
gorytméw, wykorzystujac Tw. 5, 6 i 8 oraz Fakt 7. Przedstawione rysunki
dotyczg matych rozmiaréw n oraz m (n = 10,m = 5), bowiem dla duzych
warto$ci n, m wymagane liczby procesoréw dla Tw. 6 oraz 8 rosng bardzo
szybko. Na rysunkach tych widaé takze anomalie pomiedzy Tw. 5 oraz 8.

8oszacowania prawdziwe z doktadnoécia do statego mnoznika
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Rysunek 6.6: Poréwnanie czaséw dziatania metod bazujacych na Tw. 5,
Tw. 61 Tw. 8 dla m = 10.

Tw. 6 oraz 8 burza, w pewnym sensie, intuicj¢ méwiaca, ze skoro dla
problemu F™*||Cpq, na najdiuzszej Sciezce (Sciezce krytycznej) znajduje sig
(n + m—1) wierzchotkéw zwiazanych zaleznoscig rekurencyjng, to nalezy
wykonaé co najmniej O(n + m) iteracji. Okazuje si¢, ze mozna osiagnaé
zlozonoé¢ obliczeniows nizszego rzedu, a mianowicie O(log(n+m) log(nm))
lub O(m+logn). Dla ustalonej ilosci maszyn m mozna wigc otrzymaé odpo-
wiednio zlozonosci O(log? n) (metoda z Tw. 8) czy nawet O(log n) (metoda
z Tw. 6). Otwartym pozostaje problem, czy jest to wartoéé¢ graniczna.

6.1.3 Problem gniazdowy

W pracy [168], Steinhéfel i inni, pokazano, ze warto$¢ funkcji celu pojedyn-
czego rozwigzania dla problemu gniazdowego J||Cpmar mozna wyznaczyé
w czasie O(log?0) na O(0®) procesorowej maszynie PRAM (gdzie o jest
liczba operacji danego problemu gniazdowego). Ponizej pokazany zostanie
mocniejszy rezultat, a mianowicie: do przeprowadzenia obliczen wystarczy
liczba procesoréw rzedu O(E":—o), przy zachowaniu ztozonoéci O(log? o). No-
wo proponowany algorytm jest O(log o) razy efektywniejszy, przy czym ma
on zastosowanie zaréwno dla problemu J|| Y f; jak i J||fmaz-
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Rysunek 6.7: Poréwnanie czaséw dzialania metod bazujacych na Tw. 5,
Tw. 61 Tw. 8 zaleznie od liczby procesoréw.

Twierdzenie 9 Dia ustalonej dopuszczalnej kolejnosci wykonywania ope-
racji m, warto$é kryterium w problemie J|| Y fi moina wyznaczyé w czasie

O(log?0) na O(]o"g3 ~) procesorowej maszynie CREW PRAM.

Dowdéd Stosujemy schemat postgpowania analogiczny, do opisanego w
dowodzie Tw. 7. Takze tu odwolujemy sie do algorytmu Floyda-Warshalla
z tym, ze obliczenia przeprowadzamy dla grafu G(r) skojarzonego z roz-
wigzaniem dopuszczalnym problemu gniazdowego, patrz Rozdz. 2.4.
Odpowiednik kroku 1 wykonywany na o® procesorach méglby byé wy-
konany w czasie O(1). Na [0®/ log o] procesorach obliczenia trzeba wykonaé
[log o] - krotnie, a wiec ztozono$¢ wykonania kroku 1 wynosi O(log o).
Odpowiednik kroku 2 polega na wyznaczeniu maksimum z o + 1 warto-
§ci, co mozna wykonaé na O(o/ log o) procesorach w czasie O(log o) (patrz
Fakt 3). Poniewaz maksimum takie nalezy wyznaczy¢ dla o® par (u,v), a
obliczenia te sa niezalezne i nalezy je powtérzy¢ [logo] - krotnie, wigc za
pomoca p = O(0%/log 0) procesoréw cata opisana procedura ma ziozonoéé

T'a,,m(p) = [log0]O(log o) = O(log? o). (6.22)
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liczba procesoréw
= = Ty 5§ emm==Ty § —Tw.8

Rysunek 6.8: Poréwnanie przyspieszenia metod bazujacych na Tw. 5, Tw. 6
i Tw. 8 zaleznie od liczby procesoréw.

Ostatecznie, dla obliczenia wartosci kryterium, nalezy jeszcze zsumowac
wielkosci f;(Cy, ), gdzie Cj; = ag,; nalezy pobrac z tablicy A (zobacz dow6d
Tw. 7). Mozna to zrobi¢ w czasie O(logn) za pomoca O(n/logn) proce-
soréw (patrz Fakt 2), co zachowuje gérne ograniczenie zlozonosci oblicze-
niowej O(log? 0) oraz liczbe procesoréw O(0%/log o) calej opisanej metody,
poniewaz ilo$¢ zadan n jest mniejsza badz réwna liczbie operacji o.m

Whniosek 9 Dla metody bazujacej na Tw. 9 mamy

1
o%logo

sA,,M<p>=0(E&>, na,m(p) = O = (6:23)

Efektywnos$é¢ zaprezentowanej metody réwnoleglej maleje szybko wraz
ze wzrostem rozmiaréw zadania. Nie jest wiec ona kosztowo optymalna,
choé ztozonosé obliczeniowa O(log? 0) daje spory zysk czasowy wzgledem
sekwencyjnej zlozonosci O(0), tym bardziej, ze za notacja O w przypadku
proponowanej metody nie kryja sie duze stale. Poréwnanie szybkosci wzro-
stu funkcji f(o) = o oraz f(o0) = log? o zostalo przedstawione w Tab. 6.1.
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0 [log? o]

10 12

100 45

1,000 100
10,000 177
100,000 276
1,000,000 398
10,000,000 541

Tablica 6.1: Szybkosé¢ wzrostu funkcji f(0) = o oraz f(o) = [log?o].

Twierdzenie 10 Dla ustalonej dopuszczalnej kolejnosci wykonywania za-
dati m, wartodé kryterium w problemie J||Cmag mozna wyznaczyé w czasie
O(logolog A) na O(0®/log o) procesorowej maszynie CREW PRAM, gdzie
A jest gérnym ograniczeniem wartosci funkcji celu.

Dowéd Dowdd opiera sie na konstrukeji dowodu Tw. 9. Giéwna petle
wystarczy powtarza¢ [logA] zamiast [logo]| razy, poniewaz maksymal-
na liczba wierzchotkéw na drodze krytycznej jest nie wieksza niz A/pmin,
gdzie pmin jest najkrétszym czasem wykonywania operacji sposréd zbioru
wszystkich operacji O. Wartosci pmin, sa catkowitoliczbowe, minimalna war-
toéé wynosi 1, stad maksymalna liczba wierzchotkéw na drodze krytyczne;
wynosi A. Aby wyznaczy¢ dlugos$¢ Sciezki krytycznej wystarczy wykonaé
[log A] réwnoleglych krokéw (poréwnaj z Tw. 7) co zmniejsza ztozono$é
obliczeniows calej metody do O(log o log A) zachowujac liczbe procesoréw
O(0®/log 0).m

Whniosek 10 Dla metody bazujacej na Tw. 10 mamy

_ 0 _ sa,m(p) 1
54,4 (P) = O(logologA), Napm(p) = == = O(= lOgA). o (6.24)

Gdy znana jest warto§é gérnego ograniczenia funkcji kryterialnej A,
wéwezas wartosé log A jest stala i nie ma wplywu na zlozono$¢ oblicze-
niowa. W przypadku jednak gdy nie wiadomo nic o wartosci funkcji celu,
algorytm réwnolegty musi wykonaé [log o] zamiast [log A] iteracji gtéwnej
petli, co oznacza, ze poprawe rzedu wielkosci ztozonosci obliczeniowej moz-
na otrzymaé tylko w przypadkach, ktére byly juz w jaki§ sposéb badane
(rozwiazywane). W sytuacji ogélnej, majac do czynienia z problemem zu-
pelnie nieznanym, takiej poprawy rzedu oszacowania nie mozna zakladac.
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Konieczne jest wtedy albo zastosowanie metody z twierdzenia poprzednie-
go, o ztozonosci O(log? o), albo dokonanie wstepnego oszacowania wartosci
A. Pierwsze podejécie polega na zauwazeniu, ze metoda badajaca wartos§é
kryterium ) C; umozliwia wyznaczenie wartos¢ Crnax wedlug tego samego
schematu postgpowania (wyznaczajac jedna, najdluzsza sciezke krytyczng),
zachowujac te samg ztozono$¢ obliczeniows i liczbe procesoréw. Drugie po-
dejécie polega na wstepnym oszacowaniu wartoéci A, na przyktad poprzez
skonstruowanie losowego rozwigzania dopuszczalnego, badz stosujac pro-
sty algorytm priorytetowy, lub tez jeszcze inng metoda. Trzeba mieé przy
tym $wiadomo$¢, ze dla problemu gniazdowego rozwigzanie losowe ma $red-
ni btad wzgledny rzedu 130%, za$ konwencjonalne algorytmy priorytetowe
wyznaczaja wartosci funkcji celu z bledem rzedu 30% wzgledem wartosci
optymalne;j.

Na podstawie badan nad znanymi przykiadami testowymi dla proble-
mu gniazdowego (Fisher i Thomson [138], Lawrence [112], Yamada i Na-
kano [189], Storer i inni [169]) w pracy [168] wysunieto przypuszczenie,
ze dla rozwigzan optymalnych warto§¢ funkcji celu A spelnia zaleznosé
A < Pz (n + m), gdzie pmas jest najdiuzszym czasem wykonywania ope-
racji spoérdd zbioru wszystkich operacji O, n jest liczbg zadan a m liczba
gniazd. Moze to oznaczaé, ze warto$é¢ A jest rzedu O(n+m), czyli zamienia-
jac zlozono$é obliczeniowa metody réwnolegle wyznaczajacej warto$é funk-
cji celu z O(log? o), opisanej w twierdzeniu poprzednim, na O(log olog A) re-
dukuje sie ztozono$é obliczeniows z O(log?(nm)) do O(log(nm) log(n+m)).

6.1.4 Problem przeplywowy hybrydowy

Podejscie stosowane dla hybrydowego problemu przeplywowego jest zasad-
niczo takie samo jak dla problemu gniazdowego z tym, ze wszystkie rozwig-
zania 7 sg dopuszczalne.

Twierdzenie 11 Dla ustalonej kolejnosci wykonywania zadan m, warto$é
kryterium w problemie FP|| Y f; moina wyznaczyé w czasie O(log?(mn))
na O((mn)3/log(mn)) procesorowej maszynie CREW PRAM.

Dowéd Stosujemy schemat postepowania analogiczny, do opisanego w
dowodzie Tw. 7. Takze tu odwolujemy sie do algorytmu Floyda-Warshalla
z tym, ze obliczenia przeprowadzamy dla grafu G(m) skojarzonego z roz-
wigzaniem dopuszczalnym problemu gniazdowego, zobacz Rozdz. 2.4.
Ztozonoéé obliczeniowa wykonania kroku 1 wynosi O(log(mn)) na
[((mn)3/log(mn)] procesorach. Krok 2 polega na wyznaczeniu maksimum
mn + 1 wartoéci, co mozna wykonaé na O((mn)/log(mn)) procesorach w
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czasie O(log(mn)) (patrz Fakt 3). Poniewaz maksimum takie nalezy wyzna-
czyé dla (mn)? par (u,v), a obliczenia te sa niezalezne i nalezy je powtérzy¢
[log(mn)] - krotnie, wigc za pomoca O((mn)3/log(mn)) procesoréw cata
opisana procedura ma zlozonosé O(log?(mn)).

W koncu, obliczenie wartosci kryterium (suma n liczb) mozna zrobié¢ w
czasie O(logn) za pomocg O(n/logn) procesoréw (patrz Fakt 2) co zacho-
wuje gérne ograniczenie ztozonosci obliczeniowej O(log?(mn)) oraz liczbe
uzytych procesoréw O((mn)3/log(mn)) catej metody.m

Whniosek 11 Dla metody bazujacej na Tw. 11 mamy

mn 1

), na,m(p) = 0((

e Togmn) )-0  (6.25)

54, M (D) = O(W

Metoda réwnolegta nie jest wigc kosztowo optymalna, ale ztozonosé obli-
czeniowa O(log? (mn)) daje zysk czasowy wzgledem sekwencyjnej ztozono-
éci O(mn). Przyspieszenie metody silnie wzrasta wraz ze wzrostem iloczynu
mn, patrz takze Tab. 6.1 dla o = mn.

Kolejne twierdzenie odnosi sie do tego samego problemu przeptywowego
hybrydowego, lecz z kryterium Cinqz. Podobnie jak dla problemu gniazdo-
wego z tym samym kryterium, mozliwe jest zredukowanie ztozonoéci obli-
czeniowej O(log?(mn)) do O(log(mn)log A).

Twierdzenie 12 Dla ustalonej kolejnosci wykonywania zadan m, wartosé
kryterium w problemie FP||Cpmqaz mozna wyznaczyé w czasie O(log(mn)
log A) na O((mn)3/log(mn)) procesorowej maszynie CREW PRAM.

Aby wykazaé Tw. 12 nalezy zastosowa¢ metode zaprezentowana w do-
wodzie twierdzenia poprzedniego. Powtarzajac gléwna petle [log A] za-
miast [log(mn)] razy, zmniejsza si¢ ztozono$¢ obliczeniows catej metody do
O(log(mn)log A) zachowujac liczbe procesoréw rzedu O((mn)3/log(mn)).
Mozna dokonaé takiej redukcji, poniewaz maksymalna liczba wierzchotkéw
na drodze krytycznej jest nie wigksza niz A/pmin, gdzie pmin jest najkrét-
szym czasem wykonywania zadania ze zbioru wszystkich zadan N. Wartosci
Pmin 5a calkowitoliczbowe, minimalna warto$¢ wynosi 1, stad maksymalna
liczba wierzchotkéw na drodze krytycznej wynosi A. Aby wyznaczyé diu-
gosé Sciezki krytycznej wystarczy wykonaé [log A] réwnolegtych krokéw
(uzasadnienie tego faktu zostalo przedstawione w dowodzie Tw. 7).

Whniosek 12 Dla metody bazujacej na Tw. 11 mamy

mn 1

SAp,M(P)=O(W), UA,,,M(P)=O(W).D (6.26)
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Tw. 12 jest w pelni analogiczne do Tw. 10 (przy zalozeniu o = mn),
zatem wnioski tam wyciagniete pozostaja w mocy takze dla przedstawionej
metody.

6.1.5 Wnioski i uwagi

Przyspieszenia, ztozonosci obliczeniowe oraz ilo$ci uzytych procesoréw za-
proponowanych metod réwnolegtego wyznaczania wartosci funkcji kryte-
rialnej dla wybranych probleméw szeregowania zadan produkcyjnych sa
przedstawione w Tab. C.1 oraz C.2, znajdujacych si¢ w Dodatku C.

W grupie metod réwnolegltych dedykowanych dla probleméw szerego-
wania metody oparte na analizie grafu siatkowego jako pewnego ukladu
kombinacyjnego o strukturze drzewiastej prowadza do algorytméw koszto-
wo optymalnych. Moga one byé stosowane przy wzglednie nieduzej (aktu-
alnie technicznie dostepnej) liczbie procesoréw. Metoda podana w Tw. 6
oraz podejécia oparte na algorytmie sekwencyjnym Floyda-Warshalla pro-
wadzg do metod o niskiej efektywnosci, lecz bardzo szybkich. Wyniki te
mozna uwazaé za pierwsze przyblizenie granicznej wartoSci przyspieszenia
przy dowolnej dostepnej liczbie procesoréw(dazacej do nieskoficzonosci).

Cze$¢ wynikéw zaprezentowanych w tym rozdziale mozna rozszerzyé
na model EREW PRAM z wylacznoscia odczytu. Wystarczy zauwazyd,
ze gléwnym problemem jest wykorzystywanie w procesie dowodowym Fak-
téw 5 oraz 6, odwotujacych sie do modelu CREW, a wykorzystywanych do
obliczania warto$ci funkcji celu. Jesli zapewnimy sobie wylacznosé odczy-
tu przez procesory takich wielkoSci jak czasy wykonywania zadan, zadane
czasy zakonczenia, itp., kopiujac je n — krotnie, wéwczas mozliwe bedzie
sformutowanie odpowiednich twierdzen dla modelu EREW. Operacja ko-
piowania wymaga czasu O(logn) oraz O(n/logn) procesoréw i moze byé
wykonana w fazie wstepnej.

Powyzsza uwaga pozwala rozszerzy¢ na model EREW PRAM wyni-
ki Tw. 1-2, 4 i 5 dotyczacych wyznaczania wartosci funkcji celu dla pro-
bleméw jednomaszynowych 1|| 3 fi, 1|| X fmae, 1I75] 2 fi, oraz przeptywo-
WyCh F*”Zf‘t i F*”fmaa:-

6.2 Analiza zbioru rozwigzan sasiednich

Znaczna cze$é algorytméw poszukiwan lokalnych dokonuje analizy zbioru
rozwigzan sasiednich (bliskich) wzgledem pewnego ustalonego rozwigzania.
Zbidr rozwigzan sasiednich nazywany jest krétko otoczeniem. Celem analizy
jest przeglgdniecie otoczenia, tzn. wyznaczenie rozwigzania najlepszego w
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sensie wartodci funkcji kryterium. W tym rozdziale przedstawimy rézne
metody réwnoleglego przegladania otoczen.

6.2.1 Problem jednomaszynowy. Otoczenie API

Niech 7 bedzie permutacja n — elementowa reprezentujacg rozwigzanie pro-
blemu 1|| 3" f;. Wykonujac zamiane v = (a, a+1) pary przyleglych zadah w
permutacji 7 warto$¢ funkcji celu otrzymanej (po zamianie) permutacji )
mozna wyznaczy¢ w czasie O(1) poprzez zmodyfikowanie wartoéci funkcji
celu F(m) rozwiazania m generujacego otoczenie, wedlug wzoru

F(n(y)) = F(7)= fr(a)(Z—Pr)) = Fr(3) (2)+ Fr(o) (T—Pr(a)) + Fr(a) () (6.27)

gdzie ¢ = Cr(y) jest terminem zakonczenia wykonywania zadania 7(b),
b= a+ 1 w permutacji .

Zgodnie z powyzszym wzorem, cale otoczenie API mozna przegladnaé
sekwencyjnie w czasie O(n).

Twierdzenie 13 Pelne otoczenie API dla problemu 1|| Y f; mozna prze-
glgdngé w czasie O(logn) na maszynie CREW PRAM za pomocg O(n)
procesoréw.

Dowdd Stosujemy n—1 = O(n) procesoréw przydzielajac kazdemu wyli-
czenie w czasie O(1) wartoéci F'(m(,)) wedtug (6.27). Problemem pozostaje
wybranie najlepszego ruchu — co wymaga przynajmniej O(logn) czasu i
O(n/logn) procesoréw (Fakt 3). Podobnie, O(logn) czasu i O(n/logn)
procesoréw wymaga wyliczenie wartodci funkcji kryterialnej F() rozwia-
zania 7 generujacego otoczenie (Tw. 1). Caly proces ma wiec zlozonosé
O(logn) i wymaga uzycia O(max{n,n/logn}) = O(n) procesoréw.m

Whiosek 13 Dla metody bazujacej na Tw. 13 mamy
1
logn

sa,M(p) = O( )y Na,m(P) = O( ).0 (6.28)

logn

Efektywno$¢ metody spada stosunkowo wolno wraz ze wzrostem n. Dla

= 100 przyspieszenie wynosi 15.1, za$ efektywnoéé 15%. Dla n = 1000
przyspieszenie jest 100, efektywnoéé 10% .

Ponizej zostanie zaprezentowana metoda, pozwalajaca przegladna¢ oto-
czenie API w problemie 1||Y f; w czasie identycznym jak w twierdze-
niu poprzednim, lecz uzywajaca mniejszej liczby procesoréw, a mianowi-
cie O(n/logn). Metoda ta bedzie, w odréznieniu od zaprezentowanej w
Tw. 13, kosztowo optymalna.

"oszacowanie prawdziwe z dokladnoscia do stalego mnoznika
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Twierdzenie 14 Pelne otoczenie API dla problemu I1||3" f; mozna prze-
gladngé w czasie O(log n) na maszynie CREW PRAM za pomocg O(n/logn)
procesorow.

Dowéd Przegladanie otoczenia mozna podzieli¢ na grupy, po [%1 zamian

pozycji w permutacji 7 w kazdej grupie, gdzie p = ‘-lo’g‘ — | jest liczba uzy-
tych procesoréw. Obliczenia wartodci funkcji kryterialnej w kazdej grupie
sg od siebie niezalezne. Kazdy procesor k = 1,2,...,p bedzie przegladal czes¢

otoczenia otrzymang z wymiany par przylegtych
v =((k-1)[2] +a, (k1) 2]+ at1), a = 1,2,.., [2]

dlak=1,2,...,p—1, oraz

v=((1)[2] + o, (b1)[2] + a+.1), a=12.,n-(-1)[2] -1

dla k = p. Ostatnia grupa moze pozostaé niepeina. Korzystajac z wlasnosci
(6.27) mozna wyliczyé wartos¢ F(m(,)) na podstawie F(m) dla pojedynczej
wymiany par przylegtych v = (a,a+1) w czasie O(1). Wstepne obliczenie
F(m) mozna przeprowadzi¢ w czasie O(log n) za pomocg O(n/logn) proce-
soréw (Tw. 1). Poniewaz proces wyznaczenia wszystkich wartodci F'(m(,))
w pojedynczej grupie ma ztozonosé

n

2] o = 0(%) = 0(=) = 0(togm) (6:29)

logn

wiec taka tez bedzie zlozonoéé obliczeniowa wyznaczenia wszystkich war-
tosci F(m(y)) dla wszystkich ruchéw v. Kazdy procesor, obliczajac sekwen-
cyjnie swoja porcje wartoci F(m(,)), moze pamigta¢ warto$¢ najlepsza —
w tym celu nalezy dodatkowo wykonaé liczbe poréwnan réwna liczbie ele-
mentéw w grupie pomniejszona o 1, czyli

n
n

) = O(logn) (6.30)

[ﬁ] _i=0j=01
p p logn

poréwnan co zachowuje rzad zlozonosci O(logn). W celu wyznaczenia naj-
lepszego ruchu z calego otoczenia API nalezy wyznaczy¢ element minimal-
nyzp= [é‘;] najlepszych wartoéci funkcji kryterialnej pamietanych dla
kazdej grupy, co zgodnie z Faktem 3 mozna zrobi¢ w czasie O(logn), za
pomoca p procesoréw, poniewaz p < n. Wobec tego ztozonos¢ obliczeniowa
catej metody wynosi O(logn) a liczba uzytych procesoréw
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i [logn-l - O(logn)'. (6.31)

Whiosek 14 Dla metody bazujacej na Tw. 14 mamy

$4,M(P) = O0(—=), ma,m(p)=0(1).0 (6.32)

logn

Metoda ta jest kosztowo optymalna, przy przyspieszeniu takim samym jak
w Tw. 13. Zauwazmy, ze wymagania dotyczace liczby procesoréw mogg
by¢ w praktyce trudne do spelnienia, np. dla n = 1000 metoda z Tw. 13
wymaga 1000 procesoréw, metoda z Tw. 14 okoto 100 procesoréw 8. W
kazdym z wymienionych przypadkéw mozliwe jest dostosowanie metody do
realnej liczby procesoréw w systemie obliczeniowym poprzez zastosowanie
Faktu 7.

6.2.2 Problem jednomaszynowy. Otoczenie INS

Zlozonos¢ obliczeniowa przegladania otoczenia typu INS dla problemu jed-
nomaszynowego 1|| Y f;, bez wykorzystania podobienstwa poszczegdlnych
elementéw otoczenia, wynosi O(n?). Kazdy ruch typu insert polegajacy na
wyjeciu zadania z pewnej pozycji w permutacji 7 i wstawieniu go na inng
pozycje w tej permutacji, wyrazi¢ mozna jako zlozenie ruchéw typu wy-
miana par przyleglych. Fakt ten pozwala zmniejszy¢ zlozonos¢ obliczeniowg
procesu przegladania calego otoczenia INS do O(n?) poprzez generowanie
elementéw otoczenia kolejnymi wymianami par przylegltych i stosowanie
wzoru (6.27).

Twierdzenie 15 Pelne otoczenie INS dla problemu 1|| Y f; mozina prze-
glgdngé w czasie O(n) za pomocg O(n) procesoréw na maszynie CREW
PRAM.

Dowdd Przegladanie otoczenia mozna podzieli¢ na grupy, po n zamian
pozycji w permutacji m w kazdej grupie, gdzie p = n jest iloScig uzytych
procesoréw. Obliczenia wartosci funkeji kryterialnej w kazdej grupie sg od
siebie niezalezne. Kazdy procesor & = 1,2,...,n bedzie przegladal czes¢ oto-
czenia otrzymang z wymiany par v = (k,b), b = 1,2,....n, b # k. Ko-
rzystajac z (6.27) mozna wyliczy¢ warto$¢ F(m(,)) na podstawie F'(m) dla
pojedynczej wymiany par przylegltych v = (a,a+1) w czasie O(1). Kazda
wymiane (k,b) mozna wyrazi¢ jako ciag wymian par przylegtych

8oszacowanie prawdziwe z doktadnoscia do statego mnoznika
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(k,k+1), (k+1,k+2),...(b—2,b—1), (b—1,b)
jesli k < b, lub
(b,b+1), (b+1,042),...(k—2,k—1), (k—1,k)

jesli k > b. Ruch v = (k,b), k£ = b pomijamy. Wobec tego, dla danego k,
wykonujemy najpierw wszystkie wymiany par przyleglych ,na lewo” od k,
tzn. (k—1,k), (k—2,k—1),..., (2,3), (1,2), a nastepnie ,na prawo” od k, czyli
(k, k+1), (k+1, k+2),..., (n—=2,n—1), (n—1,n). W ten sposéb wygeneruje-
my wszystkie wymiany v = (k,b), b = 1,2,...,n, b # k, a dla kazdej z nich,
wedlug wzoru (6.27), mozemy wyliczyé wartoéé funkcji F(m(,)) w czasie
O(1). Wstepne obliczenie F(7) mozna przeprowadzi¢ w czasie O(logn) za
pomocg O(n/logn) procesoréw (patrz Tw. 1). Poniewaz proces wyznacze-
nia wszystkich wartosci F(m(,)) w pojedynczej grupie ma zlozonoé¢ O(n),
a procesoréw jest m i kazdy przeglada swoja cze$¢ otoczenia niezaleznie,
wiec zlozono$é obliczeniowa wyznaczenia wszystkich wartosci F'(m(,)) dla
wszystkich ruchéw v bedzie wynosila takze O(n). Kazdy procesor, obli-
czajac sekwencyjnie swoja porcje wartodci F'(m(,)), moze pamigtaé wartosé
najlepsza — w tym celu nalezy dodatkowo wykona¢ liczbg poréwnan réw-
ng liczbie elementéw w grupie pomniejszong o 1, czyli n — 1. poréwnan,
co zachowuje rzad ztozonosci O(n). W celu wyznaczenia najlepszego ruchu
z catego otoczenia INS nalezy wyznaczy¢ element minimalny z p = n najlep-
szych warto$ci funkeji kryterialnej pamigetanych dla kazdej grupy, co zgodnie
z Faktem 3 mozna zrobi¢ w czasie O(log n), za pomocg n procesoréw. Wobec
tego zlozonos¢ obliczeniowa calej metody wynosi O(max{logn,n}) = O(n),
a liczba uzytych procesoréw n = O(n).m

Whniosek 15 Dla metody bazujacej na Tw. 15 mamy
n2 SA, M\DP
sa,M(p) = O(—) = O(n), N4, (p) = —”’;—(—) =0(1).0 (6.33)

Metoda jest wiec kosztowo optymalna, ze znacznym n — krotnym przyspie-
szeniem.

Twierdzenie 16 Pelne otoczenie INS dla problemu 1|| Y fi mozina prze-
glgdngé w czasie O(logn) za pomocg O(n3/logn) procesoréw na maszynie
CREW PRAM.

Dowéd Kazdemu z n(n — 1) elementéw otoczenia INS przydzielamy pule
O(n/logn) procesoréw, za pomoca ktérej wyliczana jest wartos¢ funkcji
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kryterialnej 3 f; dla kazdego elementu otoczenia w czasie O(logn) (mowa
jest o tym w Tw. 1). W celu wskazania najlepszego ruchu z calego otoczenia
INS nalezy wyznaczyé element minimalny z n(n — 1) < n? najlepszych
wartosci funkcji kryterialnej pamietanych dla kazdej grupy, co mozna zrobié
w czasie O(logn?) = O(2logn) = O(logn), za pomoca n? procesoréw
(Fakt 3). Wobec tego ztozonos¢ obliczeniowa calej metody wynosi O(logn),
a liczba uzytych procesoréw n20(n/logn) = O(n®/logn).m

Whniosek 16 Dla metody bazujacej na Tw. 16 mamy

n?

sapui() = O ), mam@® =0(-).0  (634)

logn

Metoda nie jest wiec kosztowo optymalna, ale dysponujac odpowiednio
duzg liczbg procesoréw pozwala przegladaé otoczenie INS w czasie logaryt-
micznym. Dla n = 100 przyspieszenie jest ponad 1500 razy przy efektyw-
noéci okoto 15% 9. Nastepne twierdzenie pokazuje, ze mozna to zrobié za
pomocg mniejszej liczby procesoréw O(n?/logn) i jest to metoda kosztowo
optymalna.

Twierdzenie 17 Pelne otoczenie INS dla problemu 1|| Y fi mozna prze-
glgdngé w czasie O(logn) za pomocg O(n?/logn) procesoréw na maszynie

CREW PRAM.

Dowéd Przegladanie otoczenia mozna podzieli¢ na grupy, przydzielajac
n—1

kazdej zamianie v = (a,b), dla kazdego a = 1,2,..., n, pule p = |==

procesoréw. Obliczenia wartodci funkcji kryterialnej w kazdej grupie sa od
siebie niezalezne, totez skupmy si¢ na obliczeniu wartosci funkcji kryterial-
nych dla pewnej grupy zwiazanej z ustalonym a. Ilo$¢ elementéw w tak

ustalonej czeéci otoczenia wynosi n—1. Proces przegladania takiego frag-

mentu mozna podzieli¢ na grupy, po (”—;l-l zamian pozycji w permutacji

7 w kazdej grupie, gdzie p = [%1 jest liczba uzytych procesoréw. Kazdy
procesor k = 1,2,...,p bedzie przegladal cze$¢ otoczenia zwigzang z ruchami

v=(a, (k- 1) [”;1] &) 5= Ly 2y [”;1] (6.35)

dlak=1,2,..,p—1, oraz

n—1 n—1

v (ay(f—1) [T]+S), s=1,2,...,n—(p—1)[

] (6.36)

9oszacowanie prawdziwe z dokladnoscia do stalego mnoznika
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dla £ = p. Ostatnia grupa pozostanie niepeina. Jesli w pierwszym kro-
ku w kazdej grupie policzymy wartos$¢ funkeji celu dla pierwszego ruchu z

grupy, czyli

n—1

v=(a,(k—l)[ .’-l—l) dlak=12,...,p, (6.37)
to korzystajac z wlasnosci (6.27) mozna wygenerowaé w czasie O(1) war-
to$é funkcji celu dla kazdego elementu grupy wykonujac kolejne wymiany
par przyleglych (patrz dowéd Tw. 15). Wygenerowanie wartosci funkcji ce-
lu pierwszego elementu grupy wykonujemy w czasie O(logn) za pomoca

O(lo’gln)procesoréw przypisanych grupie (Tw. 1). W grupie nalez wykonaé¢

[”le] zamian par przyleglych, co daje zlozono$é czasowa ["——;—11 0(1), co
z kolei na podstawie ciggu nieréwnosci

~11 n-1 =1 -
[" ]<" +l=l—T+l<+l=logn+l (6:39)
P b =1 logn

daje
[?’—;—11 O(1) = O(logn + 1) = O(logn). (6.39)

Taka tez bedzie zlozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia wszystkich wartosci
F(m)) dla wszystkich ruchéw v. Kazdy procesor, obliczajac sekwencyjnie
swojg porcje wartodci F'(m(,)), moze pamigta¢ wartoé¢ najlepsza — w tym
celu nalezy dodatkowo wykonaé liczbe poréwnan réwna liczbie elementéw
w grupie pomniejszong o 1, czyli

n—1 n n
[ - ]-1= 0(%) = 0(=) = Ollogm) (6.40)

logn

poréwnan co zachowuje rzad ztozonosci O(logn). W celu wyznaczenia naj-
lepszego ruchu z catego otoczenia INS nalezy wyznaczy¢ element minimalny
Znp=n [%1 najlepszych wartosci funkcji kryterialnej pamigetanych dla
kazdej grupy dla kazdego a= 1,2,...,n, co zgodnie z Faktem 3 mozna zrobié
w czasie O(logn?) = O(2logn) = O(logn), za pomoca np procesoréw, po-
niewaz np < n?. Wobec tego zlozonoéé obliczeniowa calej metody wynosi

O(logn), a liczba uzytych procesoréw

O(max{[n_ll n n

logn 3= O(logn) (6.41)

"logn
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dla kazdej z n grup przypisanych do ustalonego a = 1,2,...,n, oraz np

2 ’ . . -
= O(]:g —) procesoréw uzytych przy wyznaczaniu elementu minimalnego

z wszystkich grup, co daje ostatecznie O( %ﬁ) procesoréw.m

Whniosek 17 Dla metody bazujacej na Tw. 17 mamy

2
n 84,,M (D)
= O s = P - = . g
5 4p,01 (D) (logn) N4y, (P) » 0(1).o (6.42)
Zaprezentowana metoda jest kosztowo optymalna, przy takim samym przy-
spieszeniu jak w Tw. 16.

6.2.3 Problem jednomaszynowy. Otoczenie NPI

Dla otoczenia NPI w problemie jednomaszynowym 1| > f; nie sg znane se-
kwencyjne metody przyspieszania procesu przegladania otoczenia. Standar-
dowymi metodami nalezy wiec wyznaczy¢ (w czasie O(n)) wartosci funkcji
celu wszystkich elementéw otocznia, a jest ich ﬁ(r—‘;—ll, po czym wskazaé ele-
ment o minimalnej wartoéci. Wobec tego, ztozonoé¢ obliczeniowa sekwencyj-
nego przegladania otoczenia typu NPI dla problemu 1|| 3" f; wynosi O(n?).

Jak zostanie pokazane ponizej, rozktadajac proces przegladania otocze-
nia na réwnolegle procesory maszyny PRAM, mozliwe jest znaczne przy-
spieszenie procesu przegladnigcie calego otoczenia NPI, a mianowicie wyko-
nanie przegladu w czasie O(logn), przy zachowaniu kosztowej optymalnosci
metody.

Twierdzenie 18 Pelne otoczenie NPI dla problemu 1|3 f; mozna prze-
glgdngé w czasie O(logn) za pomocg O(nd/logn) procesoréw na maszynie
CREW PRAM.

Dowd6d Do kazdego z elementéw otoczenia NPI przydzielamy pule
O(n/logn) procesoréw, za pomocag ktérych kazdy procesor wylicza wartosé
funkcji kryterialnej Y f; w czasie O(logn) (na podstawie Tw. 1). W celu
wyznaczenia najlepszeio ruchu z calego otoczenia NPI nalezy wyznaczyé
element minimalny z ™"~ L < n? najlepszych wartosci funkcji kryterialnej
pamietanych dla kazdej grupy, co zgodnie z Faktem 3 mozna zrobi¢ w cza-
sie O(logn?) = O(2logn) = O(logn), za pomoca n? procesoréw. Wobec
tego ztozonos¢ obliczeniowa calej metody wynosi O(log n), a liczba uzytych
procesoréw n20(n/logn) = O(n3/logn).m

n(n 1)

Whniosek 18 Dla metody bazujacej na Tw. 18 mamy

n3

sa,Mm(p) = O(i_o—g_ﬁ)’ Na,m(p) = O(1). O (6.43)
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Metoda jest kosztowo optymalna. Dla n = 100 oferowane przyspieszenie
jest 150,000 0. Niestety, taka tez jest liczba wymaganych procesoréw, co
ogranicza praktyczne zastosowanie metody. Wskazane jest zastosowanie w
tym przypadku Faktu 7.

6.2.4 Problem przeplywowy. Otoczenie API

Otoczenie API jest jednym z najprostszych i najczesciej uzywanych. Przy-
spieszanie sekwencyjnych algorytméw przegladania otoczenia API dla pro-
bleméw przeplywowych dotyczy tylko kryterium Cp... Realizuje je tak
zwany (sekwencyjny) akcelerator, dokonujacy odpowiedniej dekompozycji
i agregacji obliczen, korzystajac z pokrewienstwa rozwigzan, patrz np.
[170]. Poniewaz niektére z twierdzeh udowadnianych w tym rozdziale ba-
zujg na konstrukeji akceleratora, dlatego przedstawimy go ponize;j.

Niech 7 bedzie pewng permutacja generujaca otoczenie API, a v =
(a,a+1) parag przylegtych pozycji, ktérych wymiana w permutacji m pro-
wadzi do wygenerowania nowego rozwigzania 7(,). Dla permutacji 7 wy-
znaczamy

Tst = MAX{Ts—1,t,Tst—1 T Psn(t) } (6.44)

dlat=1,2,...,a—-1,8=1,2,...,m, oraz

st = max{qs+1,t,ds,t+1 + Pen(t) } (6.45)

dlat=a-1,a-2,...,1,s=m,m-1,...,1, gdzie ros= 0 = qj¢, t =1,2,...,n,
r50= 0 = ¢s,m+1, 8§ =1,2,...,m. Wartos¢ rs; jest dtugoscig najdluzszej drogi
w grafie G(m) dochodzacej do wierzchotka (s,t), wraz z obcigzeniem tego
wierzchotka, natomiast gg jest dlugoécia najdiuzszej drogi w grafie G(m)
wychodzacej z wierzchotka (s, t), wraz z obcigzeniem tego wierzchotka. Graf
siatkowy G() opisano w Rozdz. 2.2. Obciazenie wezta (s,t) wynosi ps r(s)-
Nastepnie kazda warto$¢ Craz(7(y)) dla pojedynczej wymiany pary przy-
leglych zadah v = (a,a + 1) moze by¢ znaleziona w czasie O(m) ze wzoréw

Crnax(T(v)) = max (d; + gs,a+2); (6.46)
gdzie
dy = max{ds_y,ds} + Psna)s 8 =1,2,..om, (6.47)

reprezentuje dtugosé najdtuzszej drogi dochodzacej do wierzcholka (s,a+1)
w grafie G() oraz

104szacowanie prawdziwe z doktadnoscia do statego mnoznika
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ds = max{ds—1,7s,a~1} + Psr(a+1)s § =1,2,..,m (6.48)

reprezentuje dtugosé¢ najdtuzszej drogi dochodzacej do wierzchotka (s,a) w
grafie G(m(,)). Odpowiednie warunki poczatkowe s3 nastepujace: dy = do=
0, 750 = 0 = gg,n42, s = 1,2,...,m. Otoczenie API zawiera n — 1 rozwigzai
sasiednich.

Przegladanie calego otoczenia API, dla danej permutacji 7, ma na celu
wyznaczenie jednej permutacji spoéréd m(,),v = (a,a+1),a = 1,2,...,n-1
takiej, dla ktérej warto$é kryterium jest minimalna. Dla problemu F*||Cynqz
proces ten ma zlozono$é O(nm), natomiast stosujac opisany powyzej ak-
celerator sekwencyjny uzyska¢ mozna zlozonosé O(nm).

Twierdzenie 19 Pelne otoczenie API w problemie F*||v, ¥ € {fmaz, 2 fi}
mozna przeglqdnq,c’ w czasie O(n + m) na maszynie CREW PRAM za po-

mocg O(7=> +m) procesorow.

Dowéd Nie baczac na pokrewienstwo, przydzielamy kazdemu rozwiazaniu
z otoczenia O(;4) procesoréw, co pozwala policzy¢ wartos¢ kryterialng
pojedynczego rozwigzania w czasie O(n+m), patrz Tw. 4. Pozostaje wybra¢
minimalng warto$¢ sposréd n—1 obliczonych wartosci funkcji kryterialnych.
Mozna to zrobié¢ na przyklad sekwencyjnie w czasie O(n) (lub w czasie lo-
garytmicznym za pomocg O(n/logn) procesoréw), co zachowuje ztozonoéé

O(n+m), a liczba uzytych procesoréw wynosi (n—1)0(75%) = O(3 +m) -

Powstaje dylemat, do jakiej wersji algorytmu sekwencyjnego nalezy od-
nie$é otrzymany algorytm réwnolegly. Z jednej strony, realizujac n —1 razy
obliczanie pojedynczej wartosci funkeji celu F*||Cpag Otrzymujemy ztozo-
no$¢ przegladania otoczenia API O(n?m). Z drugiej strony, akcelerator API
ma zlozonoéé O(nm). Zatem, ocena ,dobroci” metody z Tw. 19 dla pro-
blemu F*||Cpaz moze byé dokonywana tylko w stosunku do najlepszego
algorytmu, tzn. akceleratora. Stad otrzymujemy nastepujace wnioski.

Whniosek 19 Przyspieszenie metody bazujacej na Tw. 19 dla problemu
F*||Caz wynosi

sa,,m(p) = O(~ 1 m) (6.49)
a efektywnosé
s i, 1
tapaa(p) = 228 — 0 (—*:—,%) —oa a0
n+m
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Zaprezentowana metoda dla F*||Cpq, nie jest wiec kosztowo optymal-
na. Jej efektywnos$¢ pogarsza sie szybko ze wzrostem n. Zauwazmy, ze al-
gorytm przedstawiony w dowodzie Tw. 19, a odnoszacy si¢ do problemu
F*|| ¥ C; oraz otoczenia API, prowadzi do metody kosztowo optymalnej
z efektywnoscig O(1), bowiem dla tego problemu akcelerator API nie ma
zastosowania.

Kolejne twierdzenie, w odréznieniu od poprzedniego, wykorzystuje silnie
fakt pokrewienstwa rozwigzan nalezacych do sasiedztwa, oraz akcelerator
API, pozwalajac na otrzymanie zdecydowanie mocniejszego rezultatu.

Twierdzenie 20 Peine otoczenie API w problemie F*||Cpaz mozna prze-
gladngé w czasie O(n+m) na maszynie CREW PRAM za pomocg O( —Tl,’ir:n)
Procesorow.

Dowéd Niech v = (a,a+ 1) bedzie parg przyleglych pozycji. Przy projek-
towaniu algorytmu réwnolegtego skorzystamy z sekwencyjnej wersji akce-
leratora API. Wartoéci 7s¢, gst generuje sie¢ jednokrotnie, na poczatku pro-
cesu przegladania otoczenia API, w czasie O(n + m) na maszynie PRAM z
O(;2%;) procesorami w sposéb analogiczny jak opisano w dowodzie Tw. 4
i jest to metoda kosztowo optymalna.

Proces przegladania otoczenia API mozna podzieli¢ na grupy, po ‘-E]

D
nm

zamian pozycji w kazdej grupie, gdzie p = [ = +m] jest liczbg uzytych proce-
soréw. Obliczenia wartosci funkcji kryterialnej w kazdej grupie sg od siebie
niezalezne. Kazdy procesor k = 1,2,...,p bedzie przegladal cze$¢ otoczenia
otrzymana za pomocg v ruchéw postaci

v=((k-1) [g] +a,(k—1) [%]+a+1),

gdzie
n
a=1,2,..., [;1 (6.51)

dla k =1,2,...,p — 1, oraz ruchéw v postaci

v=(p-1) E] ta,(p—1) [%] +a+1),
gdzie
a=1,2,...,n—(p—1)[§]—1 (6.52)

dla k = p. Ostatnia grupa moze pozostac niepeina. Poniewaz proces wyzna-
czenia wszystkich wartosci Crmaz(7()) W pojedynczej grupie ma ziozonosé
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5] 0(m) = 0(%) = O(38:) = O(n +m),
zatem taka tez bedzie zlozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia wszystkich war-
tosci Crmaz(T(y)) dla wszystkich ruchéw v. Kazdy procesor, obliczajac se-
kwencyjnie swoja porcje¢ wartosci Ciaz(m(y)), moze pamietaé warto$é naj-
lepsza. W tym celu nalezy dodatkowo wykonaé liczbe poréwnan réwng licz-
bie elementéw w grupie pomniejszong o 1, czyli

n-—+m

) =O(

2] -1=0%) =0z ) (6.53)

n+m
co zachowuje zlozono$é obliczeniowg calej metody O(n + m). W celu wy-
znaczenia najlepszego ruchu z calego otoczenia API nalezy znalez¢ element
minimalny z p najlepszych wartosci funkcji kryterialnej pamietanych dla
kazdej grupy. Zgodnie z Faktem 3 mozna zrobié¢. w czasie O(logp), za po-
mocg p = O(; +m) procesoréw. Ziozono$¢ O(logp) tego etapu, poprzez
nastepujacy ciag nieréwnosci,

logp = log lrn'r:—mm-l < Og( + 1) =

) —
= (log((n+1)(m +1) — 1) —log(n + m) < log((n +1)(m +1)) =
=log(n+1)+log(m+1)<n+1+m+1 (6.54)

nm+n+m)=log((n+1)(m+1)—1

=1
og( n+m n—+m

nie zwieksza ztozonoéci obliczeniowej O(n + m) calej metody.m
Whiosek 20 Dla metody bazujacej na Tw. 20 mamy

sa,m(p) = O(——), na,m(@) =0(1). O (6.55)

n+m

Zaprezentowana metoda jest wigc kosztowo optymalna.

Ponizej zaprezentowana zostanie inna metoda przegladania otoczenie
API dla problemu F*||Cpqz, dzialajaca w czasie krétszego rzedu, a miano-
wicie O(log(n + m)log(nm)). Niestety, odbywa sie to kosztem zwigkszenia
rzedu iloéci procesoréw.

Twierdzenie 21 Peine otoczenie API w problemie F*||y, ¥ € {fmaz, > fi},
mozna przeglgdngé w czasie O(log(n+m)(log(nm))) na O(n*m?/log(nm))
procesorowej maszynie CREW PRAM.
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Dowéd Pomijamy fakt pokrewienstwa rozwigzan. Przydzielamy kazdemu
z n—1 elementéw otoczenia pule O(n3m3/log(nm)) procesoréw (czyli wy-
korzystujemy tacznie O(n*m3/log(nm)) procesoréw), obliczajac dla kazde-
go elementu otoczenia wartoéé funkcji celu w czasie O(log(n+m)(log(nm)))
metoda opisang w dowodach Tw. 7 lub 8, odpowiednio. Po wykonaniu
niezaleznego obliczenia n—1 wartosci funkcji kryterialnych nalezy wybraé
najlepszy ruch wyznaczajac element minimalny sposréd n—1 wartosci, co
zgodnie z Faktem 2 mozna zrobi¢ w czasie O(log(n)) za pomoca n proceso-
réw. Ostatecznie caly metoda ma zlozono$é O(log(n + m)(log(nm))) oraz
wykorzystuje O(n*m3/log(nm)) procesoréw.m

Whniosek 21 Dla metody bazujacej na Tw. 21 mamy

nm 1
log(n + m) log(nm))’ Mz (P) = O(n3m2 log(n + m)) -
(6.56)

sa,,M(p) = O(

Metoda nie jest wiec kosztowo optymalna, ale daje duzy zysk czaso-
wy, redukujac ztozonoéé sekwencyjna O(nm) przegladania otoczenia API
do ztozonosci O(log(n + m)(log nm)). Zastosowanie w praktyce algorytmu
wymagajacego tak duzej liczby procesoréw, rzedu O(nm? / log(nm)), jest
raczej dedykowane do obliczeh w §rodowiskach biologicznych.

Fakt pokrewiefistwa rozwiazan wykorzystany jest w twierdzeniu nastep-
nym, redukujac liczbe procesoréw potrzebnych do przegladnigcia otocze-
nia API w problemie F*||Cnaz 2 O(n*m?3/log(nm)) do O(n®*m?3/log(nm)),
przy zachowaniu tej samej zlozonosci obliczeniowe;.

Twierdzenie 22 Peine otoczenie API w problemie F*||Cpar mozna prze-
glgdngé w czasie O(log(n +m)(log(nm))) na O(n3>m3/log(nm)) procesoro-
wej maszynie CREW PRAM.

Dowéd Korzystamy z grafu siatkowego G(m) opisanego w Rozdz. 2.2
oraz podstawowej idei akceleratora API z odmienng technika prowadzenia
obliczefi. Wartosci 74, gs¢ reprezentujace diugosci najdiuzszych drég od-
powiednio dochodzace i wychodzace z wierzcholka (s,t) mozna wyznaczy¢
w czasie O(log(n +m)(log(nm))) na O(n3m? / log(nm)) procesorowej ma-
szynie PRAM wykorzystujac metode wyznaczania wszystkich najdtuzszych
drég pomiedzy parami wierzchotkéw przedstawiong w dowodzie Tw. 7. Z
wlasnoéci grafu siatkowego wynika, ze najdiuzsza droga dochodzaca do
wierzchotka (s,t) rozpoczyna sie w wierzchotku (1,1), a najdluzsza droga
wychodzaca z wierzchotka (s, t) koficzy sie w wierzchotku (n, m). Wobec te-
go po wyznaczeniu tablicy najdiuzszych drég A opisanej w dowodzie Tw. 7
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mozna z niej bezposrednio pobra¢ odpowiednie wartosci rg, g5 dla kazde-
go wierzchotka (s,t), s = 1,2,....,m, t = 1,2,...,n. Nastepnie przydzielamy
kazdemu z n—1 rozwiagzaf z otoczenia API pule O(m?/logm) procesoréw,
ktére korzystajac ze wzoréw (6.46), (6.47), (6.48) w czasie O(log m) wyzna-
czaja warto$¢ funkcji kryterialnej dla pojedynczego elementu otoczenia —
wymiany v = (a,a + 1). Proces ten wykonaé¢ mozna w sposéb nastepujacy.
Wzér (6.48) zapisujemy w postaci

ds = ma-x{rs,a—l + Ps,n(a+1)1 Ts—l,a—1 T Ps—17w(a+1) T Ps,m(a+1)s -+

vy Tha-1 T P1,7(a+1) +p27r(a+1) +..t psn’(a+l)} =

S
lrgfés(rk,a—l + t_zl:cpt,w(aﬂ)) = lrgl?%(s(rk,a_l + P,f,,r(aﬂ)), (6.57)
gdzie
8
Pij=Y Py k=12..s (6.58)
t=k

sa sumami prefiksowymi, ktére za pomoca puli O(m/logm) procesoréw
dla ustalonego s zgodnie z Faktem 1 mozna obliczy¢ w czasie O(logm). Po-
niewaz potrzebne sa warto$ci wyrazen P,j,j dla wszystkich s = 1,2,...,m,
mozna je wyznaczy¢é réwnolegle za pomoca O(m?/ log m) procesoréw. Po tej
operacji bedziemy dysponowali warto$ciami P,cs,]- dla kazdego s =1,2,...,m
ik=1,2,...,s przy ustalonym zadaniu j = 7(a+1). Sumy rk,a_1+P,§,1r(a+1)
wystepujace we wzorze (6.57), jako ze jest ich najwyzej m, mozna policzy¢
w czasie O(logm) na O(m/log m) (patrz Fakt 6). Ostatecznie dla kazdego
s = 1,2,...,m wartoéé¢ ds mozna obliczy¢ w czasie O(log m) na O(m/logm)
procesorach, czyli wszystkie te wartosci wyznacza si¢ w réwnolegle w czasie
O(log m) za pomoca O(m?/ log m) procesoréw. Identycznie rozwinaé mozna
wzér (6.47):

d, = max{d,_y,ds} + Ds n(a) =

max{ds+ps1r(a)a ds—1 +ps-1,1r(a)+ps1r(a)7 wim g OB +p1,7r(a) +p2,7r(a)+--~+ps1r(a)} =

8
élfgs(dk + g;cpt,ﬂ'(a)) = fél]?i‘s(dk + P i) (6.59)

Poniewaz wszystkie potrzebne sumy prefiksowe P,;,r(a) wyznaczy¢ mo-
zemy w czasie O(log m) za pomoca O(m?/ log m) procesoréw, a wartosci ds
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sg juz wyznaczone wczesniej, obliczenia wszystkich wartosci d}, s = 1,2,...,m
mozna dokonaé réwnolegle w czasie O(log m) za pomoca O(m?/log m) pro-
cesoréw wedlug zasad podanych przy wyznaczaniu ds. Ostatecznie wiec,
Crax(T(v)) = pax (d + gs,0+2) (patrz wzér (6.47)) wyznaczymy w czasie

O(logm) za pomocad O(m/ logm) procesoréw - operacja ta polega na wyko-
naniu m dodawan dj + gsa+2, s = 1,2,...,m, co wykonaé mozna w czasie
O(log m) na O(m/log m) procesorach (patrz Fakt 6). Nastepnie dla wyzna-
czenia (6.47), to jest obliczenia maksimum ze zbioru m elementowego, co
wymaga czasu O(logm) (patrz Fakt 4), angazujemy O(m/logm) proceso-
réw. Tak wiec ostatecznie za pomocg (n—1)0(m?/log m) = O(nm?/log m)
procesoréw mozna w czasie O(log m) wyznaczyé wartodci funkeji kryterial-
nej dla wszystkich elementéw otoczenia API. Nastepnie nalezy znalezé ele-
ment otoczenia o minimalnej wartosci funkcji kryterialnej, co mozna zrobié
w czasie O(logn) za pomoca n — 1 procesoréw. Cala metoda potrzebuje

2 n3m3 3.,3

T O

procesoréw, a jej ztozonos¢ obliczeniowa wynosi

nm

Olmaxim=1, logm’ log(nm)

Toglrm)) (6.60)

O(max{log m, log n,log(n + m)(log(nm))}) = O(log(n + m) log(nm)).=

(6.61)
Whniosek 22 Dla metody bazujacej na Tw. 22 mamy
nm 1
sapm(P) = O(log(n + m) log(nm) ) nagm(p) = O (nm)?log(n + m) )5
(6.62)

Latwo zauwazyé, ze otoczenie API mozemy przegladnaé réwnolegle w cza-
sie tego samego rzedu, co wyznaczenie wartosci funkcji celu pojedynczego
rozwigzania, poréwnaj Tw. 19 — 22 z twierdzeniami 4, 6 — 8. W klasie
omawianych metod istnieje algorytm kosztowo optymalny, patrz Tw. 20.

6.2.5 Problem przeplywowy. Otoczenie INS

Przegladniecie otoczenia INS w ogdlnym przypadku implikuje zlozonosé
obliczeniowa O(n3m). Dla otoczenia INS oraz kryterium Cpmqe znany jest
sekwencyjny akcelerator, patrz np. praca [170]. Zlozonos¢ obliczeniowa se-
kwencyjnego przegladania otoczenia INS z akceleratorem sekwencyjnym w
problemie przeplywowym F*||Cpnaz wynosi O(n?m). Pokazemy mocniejsze
wyniki dla algorytméw réwnolegtych.
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Twierdzenie 23 Pelne otoczenie INS w problemie F*||Cpor mozna prze-
glgdngé w czasie O(n+m) na maszynie CREW PRAM za pomocg O(%"E‘
pProcesorow.

Dowéd Niech v = (a,b), a # b okredla otoczenie INS polegajace na
nastepujacej modyfikacji permutacji 7: usunigciu zadania 7(a) oraz wsta-
wieniu go do m tak, aby bylo na pozycji b w permutacji m(,). Niech rg;,
gst, s = 1,2,....,m, t = 1,2,...,n — 1, beda wielkoSciami wyznaczonymi
ze wzoréw (6.47) dla permutacji (n—1) elementowej otrzymanej z m przez
usuniecie zadania 7(a). Dla kazdej pozycji a = 1,2,...,n wartosci rs;, gst

mozna wyznaczy¢ w czasie O(n + m) na maszynie PRAM, z O(;1%5) pro-

cesorami zgodnie z metoda zaprezentowana w Tw. 4. Dysponujac O ;L’Liﬂm)
procesorami operacje te mozna wykonaé w czasie O(n +m) dla wszystkich
permutacji (n—1) elementowych otrzymanych z 7 przez usuniecie zadania
m(a), a = 1,2,...,n. Dla kazdego ustalonego a warto$¢ Cmax((y)) otrzy-
mana przez wstawienie zadania m(a) na pozycje b = 1,2,...n, b # a
mozna obliczyé, korzystajac z zaleznosci (6.46), w czasie O(m). Dzielimy
proces wyznaczania wartodci funkcji kryterialnej elementéw otoczenia na
p = (ﬁ—’r—’r’l—-l grup przyporzadkowanym pojedynczym procesorom. Korzy-
stajac z opisanej powyzej wlasnosci i z faktu, Ze otoczenie INS zawiera
(n —1)? = O(n?) rozwigzaf, zlozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia wszyst-

kich wartosci Crax((y)) Wynosi

[2=22] O(m) = O(n +m).
Nastepnie nalezy znalezé element otoczenia o minimalnej wartosci funk-
cji kryterialnej, co mozna zrobié w czasie O(log(n?)) = O(2logn) = O(log n)
za pomocg n procesoréw. Cala metoda ma wigc ztozonoséé O(n+m-+logn) =
. : 2 :
O(n +m) i potrzebuje O(757-) procesoréw.m

Whniosek 23 Dla metody bazujacej na Tw. 23 mamy

2

sapm(p) = O(——=), 74,m(p) = O(1).O (6.63)

n+m

Zaproponowana metoda jest kosztowo optymalna.

Ponizej zostanie zaprezentowany inny sposéb przegladania otoczenia
INS w problemie F*||Cinqz. Mimo ze proponowany algorytm nie jest kosz-
towo optymalny, pozwala skrécié rzad ztozonosci obliczeniowej do O(log(n+
m)(log(nm))), kosztem zwigkszenia liczby procesoréw.
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Twierdzenie 24 Pelne otoczenie INS w problemie F*||Cpaz mozna prze-
gladngé w czasie O(log(n+m)(log(nm))) na O(n3m3/log(nm)) procesoro-
wej maszynie CREW PRAM.

Dowdd Analogicznie jak w Tw. 21, metoda opiera sie¢ na wykorzystaniu ta-
kiej liczby procesoréw, ktéra pozwoli przegladnaé niezaleznie cale otoczenie
wyznaczajac wartos¢ funkcji kryterialnej kazdego elementu otoczenia w cza-
sie O(log(n+m) log(nm)). Odpowiada to przydzieleniu kazdemu z (n —1)?
elementéw otoczenia puli O(n3m3/ log(nm)) procesoréw (czyli wykorzysta-
niu O(n®m3/log(nm)) procesoréw), dla kazdego elementu otoczenia obli-
czajac warto§é funkeji celu w czasie rzedu O(log(n + m)log(nm)) metoda
opisang w dowodzie Tw. 7. Po wykonaniu niezaleznego obliczenia n? war-
toséci funkeji kryterialnych nalezy wybraé najlepszy ruch wyznaczajac ele-
‘ment minimalny sposréd n? wartosci, co zgodnie z Faktem 2 mozna zrobié
w czasie O(log(n?)) = O(2logn) = O(logn) za pomoca n? procesoréw. Za-
chowuje to ztozonoéé O(log(n+m)(log(nm))) oraz rzad O(n3m3/ log(nm))
iloci procesoréw uzywanych w opisywanej metodzie.m

‘Whniosek 24 Dla metody bazujacej na Tw. 24 mamy

n’m 1

log(n + m) log(nm) ): Mg (p) = O(n3m2 log(n + m) )-o
(6.64)

Otrzymany rezultat ma, w chwili obecnej, bardziej teoretyczny niz uzyt-
kowy charakter. Ze wzgledéw technicznych uktady elektroniczne z tak duza
liczbg, procesoréw (rzedu O(n®m?3/log(nm))) sa dotychczas niespotykane.
Nie stanowi to jednak bariery dla systeméw obliczen biologicznych.

Metoda nie jest kosztowo optymalna, ale daje duzy zysk czasowy, redu-
kujac ztozonoé sekwencyjna O(n?m) przegladania otoczenia INS do ztozo-
nosci O(log(n + m)(log nm)). Nalezy ja (a takze Tw. 21 dotyczace otocze-
nia API) traktowaé raczej jako nastepujace stwierdzenie: majac dowolnie
duza liczbe procesoréw mozna przegladnaé otoczenie INS (API) w czasie
O(log(n+m)(log nm)). Problem, czy jest to granica mozliwosci, jest otwar-
ty.

Stosujac bardziej wyrafinowang metode mozliwe jest uzyskanie zlozono-
éci obliczeniowej O(m+log(n+m) log(nm)), a nawet O(log(n+m) log(nm))
za pomoca o liczby procesoréw rzedu mniejszego o n?, o czym traktuja dwa
nastepne twierdzenia. Taka liczba procesoréw — rzedu O(n®m? / log(nm)) -
dla przykladéw testowych cytowanych w literaturze miesci si¢ w granicach
mozliwosci technicznych wspélczesnych systeméw obliczenn réwnolegtych,
co podkreslaja autorzy prac proponujacych algorytmy wymagajace nawet
liczby procesoréw rzedu O((nm)?) (zobacz [168]).

sa,,M(P) = O(
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Twierdzenie 25 Pelne otoczenie INS w problemie F*||Cpor mozna prze-
gladngé w czasie O(m + log(n + m)(log(nm))) na O(n3m3/log(nm)) pro-
cesorowej maszynie CREW PRAM.

Dowdd Niech G(7) bedzie grafem siatkowym zdefiniowanym w Rozdz. 2.2
dla rozwigzania 7 generujacego otoczenie. Niech 7y, gst, s = 1,2,...,m,
t =1,2,...,n — 1, beda wielkodciami wyznaczonymi ze wzoréw (6.47) dla
permutacji (n — 1) elementowej otrzymanej z m przez usuniecie zadania
m(a). Wartosci 75, gs¢ reprezentujace diugosci najdiuzszych drég odpo-
wiednio dochodzace i wychodzace z wierzchotka (s,t) mozna wyznaczyé w
czasie O(log(n +m)(log(nm))) na O(n®>m3/log(nm)) procesorowej maszy-
nie PRAM wykorzystujac metode wyznaczania wszystkich najdiuzszych
drég pomiedzy parami wierzchotkéw zaprezentowana w dowodzie Tw. 7.
7 wlasnosci grafu siatkowego wynika, ze najdiuzsza droga dochodzaca do
wierzchotka (s,t) rozpoczyna si¢ w wierzchotku'(1,1), a najdiuzsza droga
wychodzaca z wierzchotka (s,t) koficzy si¢ w wierzchotku (n,m). Wobec
tego po wyznaczeniu tablicy najdiuzszych drég maxg;s opisanej w dowo-
dzie Tw. 7. mozna z niej bezposrednio pobraé¢ odpowiednie wartosci 7, st
dla kazdego wierzcholka (s,t), s = 1,2,....,m, t = 1,2,...,n. Nastepnie przy-
dzielamy kazdemu z O(n?) elementéw otoczenia INS pojedynczy procesor,
ktéry korzystajac z zaleznosci

Crmax(m()) = max (di + gip-1), (6.65)
gdzie
d; = max{rip,di—1} + Dir(a), 1 =1,2,...,m, (6.66)

moze w czasie O(m) wyznaczy¢ warto$¢ funkcji kryterialnej dla pojedyncze-
go elementu otoczenia odpowiadajacego wykonaniu ruchu v = (a,b), a # b.
Za pomocg O(n?) procesoréw mozna w czasie O(m) wyznaczy¢ wartodci
funkcji kryterialnej niezaleznie dla wszystkich elementéw otoczenia INS.
Nastepnie nalezy znalezé element otoczenia o minimalnej wartodci funkcji
kryterialnej, co mozna zrobié w czasie O(logn?) = O(2logn) = O(logn)
za pomocg O(n?) procesoréw. Cala metoda potrzebuje

O(max{n?n®*m3 / log(nm)}) = O(n®m3 / log(nm))
procesoréw, a jej ztozonos¢ obliczeniowa wynosi

O(maz{m,log(n + m)(log(nm))}) = O(m+log(n + m)(log (nm))).m
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Whniosek 25 Dla metody bazujacej na Tw. 25 mamy

n2m

m + log(n + m) log(nm)

sa,M(P) = O( 1 (6.67)

log(nm)
nm?2(m + log(n + m) log(nm))

napm(p) = O( ).0 (6.68)

Nastepne twierdzenie pokazuje, jak ztozonosé¢ O(m-log(n+m(log(nm)))
metody zaprezentowanej w Tw. 25 mozna zredukowaé do zlozonosci O(log(n+
m)(log(nm))), przy zachowaniu tej samej liczby procesoréw maszyny PRAM,
rzedu O(n3m?/log(nm)).

Twierdzenie 26 Pelne otoczenie INS w problemie F*||Cpyaz mozna prze-
gladngé w czasie O(log(n+m)(log(nm))) na O(n®*m3/log(nm)) procesoro-
wej maszynie CREW PRAM.

Dowéd Postepujemy analogicznie jak w dowodzie twierdzenia poprzed-
niego. Postugujac sie wzorami (6.65) oraz (6.66), réwnolegle wyznaczamy
warto$¢ funkcji Crmax((y)) dla kazdego z n(n—1) elementéw otoczenia INS.
Wezeéniej, w czasie O(log(n+m)(log nm)) na O(n3m? / log(nm)) proceso-
rach, obliczamy warto$ci 7g, gst, s = 1,2,...,m, t = 1,2,...,n-1, beda wielko-
$ciami wyznaczonymi ze wzoréw (6.47) dla permutacji (n — 1) elementowej
otrzymanej z 7 przez usuniecie zadania m(a). Nastepnie do obliczenia kaz-
dego z n(n — 1) elementéw otoczenia INS przydzielamy pule O(m?/log m)
procesoréw. Wzér (6.66) rozwijamy do postaci

di = max{rip,di_1} + D x(a) =

ma'x{'ri,b + Pin(a)s Ti—-1,b + Pi—1,7(a) + Pir(a)s -

v T1p + P1,7(a) +p2,1r(a) +o+ pi,n(a)} =

i
— 7
max (rip + hzkpt,ﬂ(a)) = max (ks + P ) (6.69)
gdzie
: i
Phi=Y pujy k=12 .. (6.70)

t=k
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sa sumami prefiksowymi ktére, zgodnie z Faktem 1, dla puli O(m/logm)
procesoréw, mozna dla ustalonego ¢ obliczyé¢ w czasie O(logm). Poniewaz
potrzebne sa P,:',j dla wszystkich ¢ = 1,2,...,m, totez mozna je wyznaczyé
réwnolegle na etapie wstepnym za pomocg O(m?/log m) procesoréw (czyli
puli jaka dysponuje proces wyznaczania wartosci funkcji kryterialnej dla
jednego elementu otoczenia INS). Po tej operacji bedziemy dysponowali
warto$ciami P,iyj dla kazdych i = 1,2,...,m, k = 1,2,...,i. Sumy rk,b-f-P,gm(a),
k = 1,2,...,i we wzorze (6.69), jako ze jest ich najwyzej m, mozna policzyé¢
w czasie O(logm) na O(m/logm) procesorach (patrz Fakt 6). Ostatecz-
nie dla kazdego i = 1,2,...,m wartos¢ d; mozna obliczy¢ w czasie O(logm)
na O(m/logm) procesorach, czyli wszystkie te wartosci wyznacza si¢ w
réwnolegle w czasie O(logm) za pomoca O(m?/logm) procesoréw. Na-
stepnie dla wyznaczenia Crax(7(v)) = max (di + gi,p+1) dokonujemy réw-

nolegle m dodawan d; + g; p+1, ¢ = 1,2,...,m oraz obliczenia maksimum ze
zbioru m elementowego co wymaga takze O(m/logm) procesoréw i cza-
su O(logm) (patrz odpowiednio dla m dodawan Fakt 6, dla maksimum m
liczb Fakt 4). Tak wiec ostatecznie, za pomocg n(n — 1)O(m?/logm) =
O(n*m?/log m) procesoréw mozna w czasie O(log m) wyznaczy¢ wartoci
funkcji kryterialnej dla wszystkich elementéw otoczenia INS. Nastepnie na-
lezy znalezé element otoczenia o minimalnej wartosci funkcji kryterialnej,
co mozna zrobi¢ w czasie O(logn?) = O(2logn) = O(logn) za pomocy n?
procesoréw. Cata metoda potrzebuje
2,2 3,3 8,3
’nm’ n°m 1 = 0( n°m
logm’ log(nm)

O(max{n?

log(nm) )

procesoréw, a jej zlozonoéé obliczeniowa wynosi

O(max{log m, log n,log(n + m)(log(nm))}) = O(log(n + m) log(nm)).m

Whniosek 26 Dla metody bazujacej na Tw. 26 mamy

n?m 1
log(n + m) log(nm) ) N (p) = O(nm2 log(n +m) 58
(6.71)

sa,M(P) = O(

Otoczenie INS mozemy przegladnaé¢ réwnolegle w czasie tego samego
rzedu, co wyznaczenie wartosci funkcji celu pojedynczego rozwigzania, po-
réwnaj Tw. 24 - 26 z twierdzeniami 6 — 8. W klasie omawianych metod
istnieje algorytm kosztowo optymalny, patrz Tw. 23.
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6.2.6 Problem przeplywowy. Otoczenie NPI

Rozpoczniemy od opisu sekwencyjnego akceleratora podanego w [170], a
wykorzystywanego w algorytmach réwnolegtych opisanych w tym rozdzia-
le. Algorytm bezposredni wykorzystujacy otoczenie NPI ma zlozono$é ob-
liczeniowa O(n3m). Akcelerator NPI dla problemu F*||Cynaz ma zlozonodé
obliczeniowa, O(n?m).

Niech v= (a,b), a # b okresla pare zadan (w(a), 7(b)), ktérych wymia-
na generuje nowg permutacje m(,). Bez straty ogélnosci rozwazan mozemy
przyja¢ a < b, ze wzgledu na symetrie. Dalej niech rg, gst, s = 1,2,...,m
t = 1,2,...,n beda wielkoSciami wyznaczonymi ze wzoréw (6.45) dla per-
mutacji n—elementowej 7. Oznaczmy przez D3y dlugoéé najdtuzszej drogi
pomiedzy weztami (s,t) oraz (z,y) w grafie siatkowym G(7). Sposéb oblicza-
nia Crax(7(y)) mozna wyrazié¢ poprzez nastepujace rozumowanie. Najpierw
obliczamy dlugoé¢ najdiuzszej drogi dochodzacej do wierzchotka (s, a), do-
laczajac zadanie m(b) przestawione na mocy zamiany v na pozycje a

ds = max{ds—la Ts,a.—-l} +ps,7r(b)a s=1,2,..,m, (672)

gdzie dp = 0. Nastepnie obliczamy dlugo$é¢ najdiuzszej drogi dochodzacej
do wierzchotka (s,b — 1), dolaczajac fragment grafu zawarty pomiedzy
zadaniami na pozycjach od a + 1 do b — 1 wlacznie, niezmienny wzgledem

G(m)

d. = lrélgics(d + D3N, s=1,2,..,m. (6.73)

Kolejno obliczamy dlugos$¢ najdluzszej drogi dochodzacej do wierzchol-
ka (s,b), dotaczajac zadanie 7(a) przestawione w wyniku zamiany na pozy-
cje b

dy = max{d;_,d,} + Ds n(a) 8 =1,2,...,m, (6.74)

gdzie dj = 0. W koficu otrzymujemy
Cmax(m(w)) = max (d5 +gsp+1). (6.75)

Obliczenie Crax(m(y)) jest mozliwe pod warunkiem, ze dysponujemy
odpowiednimi wartosciami D3Y. Te ostatnie mozna obliczaé rekurencyjnie,
dla ustalonych t oraz y =t + 1, t + 2,...,n, korzystajac z zaleznosci

Dz vl slélk?i( D + Zpur y+1)) (6.76)
i=k
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gdzie DI = Y7 pir(r)- Formula ta moze by¢ zapisana inaczej w postaci

D:ttH = Dst + Ds,m(t+1) Dst = DSE’ =0, (6.77)

D:£y+1 = max{D:ty’ Dz l,y} +p:c,7r(y+1): (678)

z = 1,2,..,m, y = 1,2,...,n, pozwalajacej dla ustalonych (s,t) wyzna-
czyé wszystkie D3}, z =1, 2 .m, y= 1,2,....,n w czasie O(nm). Ostatecznie
obliczenie sekwencyjne wszystkich O(n?) wartosci Cmax(T(v)), a wczeéniej
wszystkich Dst , T,8 =1,2,....m, y,t= 1,2,...,n mozna wykonaé sekwencyjnie
w czasie O(n?m?) (patrz takze [141]).

Twierdzenie 27 Pelne otoczenie NPI w problemie F*||Cpmay mozna prze-
glgdngé w czasie O(nm) na O(n*m) procesorowej maszynie CREW PRAM.

Dowdéd Podamy odpowiednik réwnolegly akceleratora sekwencyjnego.
Niech kazdy z @ elementéw otoczenia bedzie zwigzany z pulg O(m)
procesoréw. Dla ustalonych (s,t) wartos¢ D3y i wszystkich z =1,2,...,m, y=
1,2,...,n mozna wyliczy¢ sekwencyjnie w czasie O(nm). Uzywajac O(nm)
procesoréw mozemy wyznaczyé D3¢ dla wszystkich z,s =1,2,....,m, y, t=
1,2,...,n w czasie O(nm) i zrobié to mozna jednorazowo, na wstepnym eta-
pie, dla wszystkich elementéw otoczenia. Skupimy si¢ na wyliczeniu warto-
$ci Cmax(m(y)) dla jednego ustalonego elementu otoczenia zwigzanego z do-
wolnym ruchem v. Obliczenie wartosci ds w (6.72) wykonujemy sekwencyj-
nie, w czasie O(m). Wyliczenia maksimum m wartoéci w formule (6.73)
mozna wykonaé réwnolegle, dla wszystkich s, za pomocg O(m) procesoréw
w czasie O(m). Formule (6.74) wyliczamy dla kazdego s sekwencyjnie, w
czasie O(m). Wyliczenie wartosci Crmax(7(y)) W (6.75) jest réwnoznaczne z
wykonaniem niezaleznym m dodawan a nastepnie wyznaczeniu maksimum
z m wartoéci. Wykonujemy to sekwencyjnie w czasie O(m). Ostatecznie
obliczenie réwnolegle wszystkich O(n?) wartosci Cmax(7(y)) mozna wyko-
naé¢ w czasie O(m) za pomoca O(n?m) procesoréw. Poniewaz jednak proces
generowania Djy mial zlozonosé O(nm) wiec taka tez bedzie ztozonosé ob-
liczeniowa calej metody.m

Whniosek 27 Dla metody bazujacej na Tw. 27 mamy

n?m? nm
34, (p) = O(“-) = O(nm), na,u(p) = O(T5) = 0().a (679)

nm

Nastepne trzy twierdzenia odnosza si¢ do tego samego zagadnienia, do
ktérego odnosilo si¢ twierdzenie poprzednie - przegladania otoczenia NPI
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dla problemu przeplywowego F*||Cpaz. W Tw. 28 zostanie zaproponowa-
na metoda pozwalajaca przegladaé¢ otoczenie NPI szybciej niz przestawio-
no w twierdzeniu poprzednim (Tw. 27), w czasie rzedu O(m + log(n +
m)(log(nm))). Natomiast dalej, w Tw. 30, pokazane zostanie, ze przeglad
ten mozna wykonaé¢ w czasie O(log(n +m)(log(nm))), zachowujac ten sam
rzad liczby procesoréw, czyli O(n®m3/log(nm)). Z kolei w Tw. 29 zapre-
zentowana zostanie metoda przegladania otoczenia NPI badanego problemu
dzialajaca dluzej, w czasie O(n + m), majaca jednak wlasnoéé kosztowej

optymalnosci, przy wykorzystaniu O(%:-) procesoréw.

Twierdzenie 28 Pelne otoczenie NPI w problemie F*||Cypar mozna prze-
gladngé w czasie O(m + log(n + m)(log(nm))) na O(nm?3/log(nm)) pro-
cesorowej maszynie CREW PRAM.

Dowdd Stosujemy rozumowanie podobne jak w dowodzie twierdzenia po-
przedniego z tym, ze wartoéci D37, czyli dtugosci najdtuzszych drég pomie-
dzy wierzchotkami (s, t) i (z,y) wyznaczamy za pomoca O(n3m3/ log(nm))
procesoréw w czasie O(log(n + m)(log nm)) (patrz dowéd Tw. 7). Majac
Dj? mozna obliczy¢ wartoéci kazdego Crmax(7(y)) W czasie O(m) za pomo-
ca O(m) procesoréw. Biorac do tego etapu O(n?m) procesoréw zlozonosé
czasowa wyznaczania calego otoczenia NPI wynosi

O(max {m,log(n + m)log(nm)}) = O(m + log(n + m) log(nm)),
a liczba procesoréw
O(max {n’m, n3>m?/log(nm)}) = O(nm3/log(nm)).m

‘Whniosek 28 Dla metody bazujacej na Tw. 28 mamy

nm?

SApyM(p) = O(m + log(n + m) (log(nm) )7 (680)
n2m?2
s — nm
Nag,m(p) = A”’r(p) = O( +log( ntm:)slog(nm) ) =
log(nm)
- log(nm) S -

(nm(m + log(n + m) log(nm))

Twierdzenie 29 Pelne otoczenie NPI w problemie F*||Cpmar mozna prze-
gladngé w czasie O(n + m) na O(’T‘L:";‘:) procesorowej maszynie CREW
PRAM.
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Dowéd Stosujac schemat przedstawiony w dowodzie Tw. 4 i wykorzystu-
jac rekurencyjna deﬁnich (6.78) dla Dif mozna uzywajac O(;22.) proce—
soréw otrzymaé D5} dla ustalonej pary (s t) oraz wszystkich z =1,2,..

y= 1,2,....n w czas1e O(n + m). Stosujac nm razy wiecej procesorow,
czyli O( n+nf), mozna wyliczy¢ réwnolegle DY, z =1,2,...m, y= 1,2,...n
takze dla wszystkich s =1,2,...,m, t= 1,2,...,n zachowujac zlozono$é cza-
sowg O(n + m). Dalej stosujemy rozumowanie identyczne jak w dowodzie
twierdzenia poprzedniego — z tym, ze proces réwnoleglego wyznaczania war-
todci Cmax(m(v)) dla poszczegdlnych elementéw otoczenia NPI rozdzielamy

nap = [n +m1 grup, z ktérych kazda dysponuje O(m) procesorami. Tak

wiec wszystkich procesoréw jest O(pm) = O(n +m) Proces generowania
pojedynczej wartosci Crax(7(y)) dla ustalonego ruchu v niech bedzie wyko-
nywany tak jak opisano w dowodzie Tw. 28, czyli w czasie O(m) za pomo-
ca O(m) procesoréw. Zlozonosé obliczeniowa wyznaczenia wszystkich n?
wartoéci Crmax(7(y)), jesli proces obliczefi podzielilismy na p réwnolegtych
niezaleznych grup (watkéw), wyniesie

™ 0(m) = O(+"orm) = O(n +m) (6.82)
—O(m) = O0(+5—m) =0(n+m 6.82
P B

i taka tez jest ztozono$¢ obliczeniowa catej metody. Poniewaz kazdy z p wat-
kéw dysponowal pula‘ O( ) procesoréw, wiec liczba uzytych procesoréw

wynosi O(pm) = O( n+m)

Whniosek 29 Dla metody bazujacej na Tw. 29 mamy

2,2

ngmz n‘m
sapM(P) = O(——>), Nap,m u(P)O(4ar) = 0(1). O (6.83)
n+m

Metoda jest kosztowo optymalna.

Twierdzenie 30 Pelne otoczenie NPI w problemie F*||Cpqaz mozna prze-
glgdngé w czasie O(log(n +m)(log(nm))) na O(n3m?/log(nm)) procesoro-
wej maszynie CREW PRAM.

Dowéd Niech wartosci D3y, czyli dlugoéci najdiuzszych drég pomiedzy
wierzchotkami (s,t) i (z,y) beda zdefiniowane jak w (6.76). Dlugosci naj-
dhuzszych drég pomiedzy wierzchotkami (s,t) i (z,y) w grafie siatkowym
G(r) mozna wyznaczyé za pomocg O(n3m3 / log(nm)) procesoréw w czasie
O(log(n+m)(log(nm))) (patrz dowéd Tw. 7). Niech kazdy z n? elementéw
otoczenia bedzie zwiazany z pula O(m?/logm) procesoréw. Skupiamy sie na
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wyliczeniu warto$ci Cmax(7(y)) dla jednego ustalonego elementu otoczenia
zwiazanego z dowolnym ruchem v. Obliczenie wartosci ds w (6.72) wykonu-
jemy réwnolegle, w czasie O(logm), za pomoca O(m?/logm) procesoréw.
Wezedniej rozwijamy wzér (6.72) do postaci

ds = ma-x{rs,a—l +ps7r(b), Ts—1,a—1 +ps—1,7r(b) +ps7r(b),

s TLa=1 F P1n(s) + Pon(s) + - + Psnp) } =

= 121]?%( (Tka-1+ tzkpt 7l’(b)) = (Tk a1+ Fg 1r(b)) (6.84)
gdzie
8
Pij=) pj k=12..s (6.85)
t=k

sg sumami prefiksowymi ktére zgodnie z Faktem 1 mozna dla ustalonego
s obliczyé w czasie O(logm) korzystajac z puli O(m/logm) procesoréw.
Poniewaz potrzebne sa Pksyj dla wszystkich s = 1,2,...,m, wiec mozna je
wyznaczyé réwnolegle za pomoca O(m?/logm) procesoréw. Po tej ope-
racji dez1emy dysponowali wartosciami Py ; dla kazdego s = 1,2,...,m i
k =1,2,...,s przy ustalonym zadaniu j = ﬂ‘(b) Sumy rxq-1 + P (b)) VY-
st@puche we wzorze (6.84), jako ze jest ich co najwyzej m, mozna policzy¢
w czasie O(logm) na O(m/logm) procesorach (patrz Fakt 6). Ostatecz-
nie dla kazdego s = 1,2,...,m warto$¢ ds mozna obliczy¢ w czasie O(log m)
na O(m/logm) procesorach, czyli wszystkie te wartosci wyznacza si¢ w
réwnolegle w czasie O(logm) za pomocg O(m?/logm) procesoréw.

Wyliczenia maksimum m wartoéci w formule (6.73) mozna wykonaé
réwnolegle, dla wszystkich s, za pomoca O(m?/log m) procesoréw w czasie
O(logm). Wczedniej wyliczamy m sum d,, + Dfu’f’a_ +11 w czasie O(logm) za
pomocg O(m/logm) procesoréw (Fakt 6). Formule (6.74) rozwijamy do
postaci

dy = max{d,_,d,} + Ds n(a) =

= ma‘x{d{s + Ps,n(a)> d{s—l + Ps—1,7(a) T Ps,(a)s - - -

. ad/l c P1,n(a) +p2,1r(a) + . +ps,7r(a)} =

= max dk + Zpt 1r(a) = Iélai( (dk + Pk 7r(a.)) (686)
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Poniewaz wszystkie potrzebne sumy prefiksowe P,jm( 4 wyznaczy¢ moze-
my w czasie O(log m) za pomoca O(m?/log m) procesoréw, a wartosci d, sa
juz wyznaczone wczesniej, obliczenia wszystkich wartosci d2, s = 1,2,...,m
mozna dokonaé réwnolegle w czasie O(log m) za pomocg O(m?/ log m) pro-
cesoréw wedltug zasad podanych przy wyznaczaniu dj. Ostatecznie

Crmax(m(v)) = max (ds + gs,a+2) (6.87)

1<ssm
wyznaczamy w czasie O(log m) za pomoca O(m/ log m) procesoréw - opera-
cja ta polega na wykonaniu m dodawan d} +¢s q+2, s=1,2,...,m, co wykonac
mozna w czasie O(log m) na O(m/logm) procesorach (patrz Fakt 6). Na-
stepnie dla wyznaczenia Crax(7(y)) = 1r<r§a<xm(d’s + gs,q+2) Obliczamy maksi-

mum ze zbioru m elementowego, co wymaga takze O(m/log m) procesoréw
i czasu O(logm) (patrz Fakt 4). Tak wiec ostatecznie za pomoca

(n?)O(m?/log m) = O(n®*m?/ log m) (6.88)

procesoréw mozna w czasie O(logm) wyznaczyé wartosci funkcji kryte-
rialnej dla wszystkich elementéw otoczenia NPI. Nastgpnie nalezy znaleZ¢
element otoczenia o minimalnej wartosci funkcji kryterialnej, co mozna zro-
bi¢ w czasie O(logn?) = O(2logn) = O(logn) za pomoca n? procesoréw.
Cala metoda potrzebuje

n?m?2 ndm3

"logm’ log(nm)

n3m3

o) (6.89)

O(max{n?

H=0(
procesoréw, a jej ztozonosé obliczeniowa wynosi

O(max{log m, log n, log(n + m)(log(nm))}) = O(log(n + m)(log(nm))).m

Whniosek 30 Dla metody bazujacej na Tw. 30 mamy

n2m?2

log(n + m)(log(nm

sa,M(P) = O( (6.90)

)

n2m?

gim)logloml) _ Ly o (591

= O ZEDL MO ()
N4y (P) = O( ot nmlog(n + m)

Otoczenie NPI mozemy przegladnaé réwnolegle w czasie tego same-
go rzedu, co wyznaczenie wartosci funkeji celu pojedynczego rozwigzania.
W klasie omawianych metod istnieje algorytm kosztowo optymalny, patrz
Tw. 29.
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6.2.7 Whnioski i uwagi

Przyspieszenia, zlozonosci obliczeniowe oraz liczyb uzytych procesoréw dla
zaproponowanych metod réwnoleglego przegladania otoczenia dla problemu
1|| 3 fi sa zaprezentowane w tablicach C.3 oraz C.4, zamieszczonych w
Dodatku C. Wyrézniono metody kosztowo optymalne.

Z kolei przyspieszenia, ztozonosci obliczeniowe oraz liczby uzytych pro-
cesoréw zaproponowanych metod réwnoleglego przegladania otoczenia dla
problemu F*||Ciaz sa zaprezentowane w tablicach C.5, C.6, zamieszczo-
nych w Dodatku C. W tablicach C.7, C.8 i C.9 przedstawiono poréwnanie
szybkoSci wzrostu zlozonosci obliczeniowej oraz iloSci wykorzystywanych
procesoréw réznych metod przegladania otoczen problemu F*||Cp,. dla
wielkodci n i m wzigtych z przykladéw testowych Taillarda [177]. Podobnie
wyrézniono metody kosztowo optymalne.

Generalnie przegladanie calych oteczenn API, NPI, INS jest mozliwe w
czasie tego samego rzedu, co wyznaczenie wartodci funkcji celu pojedyn-
czego rozwiazania, przy odpowiednio zwigkszonej liczbie procesoréw. Wiel-
koéé tego czasu wydaje si¢ by¢ naturalng wartoscia graniczng. Akcelerato-
ry sekwencyjne byly oryginalnie projektowane z zamierzeniem zmniejszenia
czasu obliczenl poprzez zmniejszenie kosztu obliczen. Réwnolegle odpowied-
niki akceleratora sekwencyjnego takze redukujg koszt obliczeh. Jednakze
odmiennie, zmniejszenie czasu obliczen nastepuje tylko do wielkosci progo-
wej, po czym redukcja kosztu obliczen uzyskiwana jest poprzez zmniejszenie
liczby angazowanych procesoréw.

Wiekszos¢ wynikéw zaprezentowanych w tym rozdziale mozna rozsze-
rzy¢ na model EREW PRAM z wylacznosdcig odczytu. Wystarczy zauwa-
zy¢, ze réwnolegly algorytm przegladania otoczenia moze, choé nie musi,
wymagaé wygnerowania explicite pelnego otoczenia N, rozwigzania x w pa-
mieci maszyny PRAM, to jest skopiowania rozwigzania = k — krotnie (np.
dla otoczenia API k = n —1 - krotnie), a nastepnie odpowiedniego zmody-
fikowania (dla otoczenia API wykonania wymiany pewnej pary przyleglej).
Za pomocg modelu EREW PRAM operacje te mozna wykonaé w czasie
O(logk), za pomoca O(nk/logk) procesoréw, postugujac sie drzewiasta
struktura przesytania rozwigzan od jednego do k procesoréw. Zabieg ten
pozbawia nas wymagania réwnolegtego odczytu rozwiazania x przez proce-
sory, a wigc modelu CREW PRAM, na rzecz przejscia do szerszego modelu
EREW. W ten sam spos6b zapewni¢ sobie mozna wylacznosé odczytu ta-
kich wielko$ci jak czasy wykonywania zadan, zadane czasy zakonczenia, itp.,
kopiujac je k — krotnie i zapewniajac sobie przez to wylacznosé ich odczy-
tu przez procesory przydzielone danemu elementowi otoczenia, co wymaga
czasu O(log k), oraz O(k/ log k) procesoréw.
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Powyzsza uwaga pozwala rozszerzy¢ na model EREW PRAM wyniki
Tw. 13-18 dotyczacych przegladania otoczefn w problemach 1||Y f;, oraz
Tw. 19, 23, 27, dotyczacych probleméw F*||Cpqz-

6.3 Analiza zbioru rozwigzan rozproszonych

Algorytmy populacyjne (np. GA, SS) bazuja na zbiorze rozwigzah roz-
proszonych o niewielkiej licznodci, nazywanych populacja P C X. Proces
przetwarzania wymaga, miedzy innymi, obliczania funkcji przystosowania
rozwigzan z P do srodowiska. Do$¢ czesto funkcja oceny jest funkcja celu po-
stawionego problemu szeregowania. Zakladajac ignorowanie jakichkolwiek
cech podobienstwa pomiedzy rozwigzaniami z P, mozna rozproszyé obli-
czenia na |P| niezaleznych podproceséw, realizowanych réwnolegle. Tak tez
zrobiono w Tw. 19 dla problemu F*||v, v € {¥ fi, fmaz }-

W niniejszym rozdziale podjeto prébe odpowiedzi na pytanie, czy wy-
korzystanie faktu pokrewienstwa rozwiazan w P moze poprawié efektyw-
no$é réwnolegltych implementacji obliczen dla tej populacji. Naszym celem
bedzie zaprojektowanie algorytmu réwnolegtego dla problemu F*||y przy
wykorzystaniu pokrewiefistwa rozwigzan rozproszonych. Dla tego problemu
populacja P zawiera pewien zestaw permutacji n — elementowych. Proces
projektowania bedzie skiadal si¢ z dwéch faz: (1) ustalenie pokrewienstwa
w P, oraz (2) wykorzystanie pokrewienstwa do redukcji kosztu obliczen.

6.3.1 Pokrewienistwo rozwigzan

Niech P bedzie populacja o licznoéci k, tzn |P| = k. Rozpoczniemy od
ustalenia drzewa genealogicznego rozwigzan nalezacych do P. Permutacje
7 € P mozna interpretowaé jako linie rodowg (1) — m(2) — ... — m(n)
zawierajaca ciag potomkdéw tej linii w kolejnych pokoleniach i =1,2,...,n.
Potomka i — tego w linii rodowej 7 okreslamy tréjka (a,%, 7) taka, ze 7(i) =
a. Linie m mozemy przedstawié jako graf H(m) = (V(7), E(r)), gdzie zbiér
wierzchotkéw

V(x) = {(a)é,7) : a==(3), i=1,2,...,n} (6.92)
reprezentuje potomkéw w kolejnych pokoleniach, za$ zbiér tukéw

E(n) = {((a,i,m), (b;i +1,m) : a=7(3), b=n(i+1), i=12,...,n},
(6.93)
reprezentuje chronologiczna kolejno$é potomkéw. Z definicji wynika, ze graf
H(m) jest tancuchem.
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3,1,7)

1.2,7h
2.3,7h

44,7

(8.5.7) 657"

9,6,7%) 5,6,1h

(5,7,7% 87,7

(6.8,7%) (7.8,7%(9.8,7%) (7.8,7")

(7.9,7%) 9.9,7"

Rysunek 6.9: Przyktadowe drzewo genealogiczne H(P) permutacji z popu-
lacji P.

Dla powiazania linii rodowych o wspdlnych przodkach wprowadzimy
relacje identycznosci (=). Dla dwéch linii rodowych 7,0 € P wezly (a,, )
oraz (a,i,0) sa identyczne 1, jedli w(j) = o(j), 7 = 1,2,...,%; fakt ten
bedziemy oznaczaé (a,i,7) = (a,i,0) (kazde dwa wezly identyczne sa de
facto jednym i tym samym wezlem). Zauwazmy, ze jesli (a,t,7) = (a,1,0),
to permutacje 7 i o posiadaja wspdlng czesé prefiksowa 7(1), w(2),...,7(2).

Drzewem genealogicznym populacji P jest graf

H(P) = (V(P), E(P)), (6.94)
V(P)=J V(r), EP)=J E) (6.95)
TEP TEP

z relacjg identycznosci w zbiorze V(P). Na Rys. 6.9 pokazano drzewo ge-
nealogiczne dla populacji zlozonej z 4 permutacji 9 - cio elementowych

P = {7r1 = (3, 1,2’ 4’6!5’ 8) 7’ g),7r2 = (31 1’2’ 4) 819) 51 6’ 7))

™ =(3,1,2,4,8,9,57,6),7 = (3,1,2,4,6,5,8,9,7)}.

Hdotycza tej samej osoby



6.3. ANALIZA ZBIORU ROZWIAZAN ROZPROSZONYCH 101

Zauwazmy, ze dla wigkszosci populacji graf H(P) jest lasem.
Skupieniem populacji P nazywamy wielko$é

_ kn
V(P

Z definicji mamy 1 < ¢(P) < k. Warto$¢ ¢(P) = 1 odpowiada k catko-
wicie réznym rozwiazaniom. Warto$¢ ¢(P) = k odpowiada k jednakowym
rozwigzaniom.

Podana definicja drzewa genealogicznego nie precyzuje ani algorytmu
budowy drzewa, ani tym bardziej kosztu budowy takiego drzewa. Pokaze-
my ponizej pewna metode budowy drzewa genealogicznego. Dla populacji
P = {n!,7?%,...,7*} przyjmujemy, ze permutacje sa uporzadkowane lek-
sykograficznie. Porzadek leksykograficzny elementéw mozemy uzyskaé me-
toda réwnolegta na maszynie EREW PRAM w czasie O(log(max(n,k)))
za pomocg kn procesoréw (patrz [56]). Budowe drzewa mozemy rozpoczaé
od permutacji 7. Nastepnie, krok po kroku, dodajemy kolejne permutacje
tak, by potaczy¢ wspdlne czesci prefiksowe. Mozna to wykonac¢ sekwencyjnie
w czasie O(kn). Nie bedziemy zajmowali si¢ réwnolegly wersja tego proble-
mu poniewaz, jak pokazemy dalej, niezaleznie od kosztu budowy drzewa
prowadzenie obliczen z jego uzyciem wydaje sie by¢ mato przydatne.

c(P) (6.96)

6.3.2 Agregacja obliczen

Praktyczne wykorzystanie drzewa genealogicznego pozwala na agregacje
obliczen, poprzez unikanie ich powielania dla wspdlnych czesci linii rodo-
wych. Obliczenia wartosci funkcji celu dla rozwigzan nalezacych do P wy-
magaja wyliczenia dla kazdego j wielkosci Cjj;, ¢ = 1,2,...,m. Stad, caly
schemat obliczen mozna przedstawié siecia przestrzenna, patrz Rys.6.10,
otrzymang poprzez powielenie ,w glab” drzewa genealogicznego, poréwnaj
z Rys. 6.9 (kierunek prowadzenia obliczefi zaznaczono strzatkami). Prowa-
dzenie obliczeni réwnoleglych na sieci przestrzennej jest niewatpliwie no-
wym jako$ciowo podejéciem. Pokazemy dalej, Zze w omawianym przypadku
charakteryzuje sie ono wzglednie niska efektywnoscia.

Latwo zauwazyé, ze postugujac si¢ przestrzennym schematem zaleznosci
pomiedzy Cj; mozna ,zaoszczedzi¢” na obliczeniach poprzez pominigcie
liczby wezldéw réwnej

mkn —m|V(P)| = (1 - ymkn = a(P)mkn. (6.97)

1
c(P)
Aby ocenié¢ korzysci wynikajace z tego podejécia nalezatoby dokonaé oce-
ny wartosci wspéiczynnika a(P), majacego sens frakeji liczby pomijanych
weztéw. Oczywiscie, dla ¢(P) = 1 nic nie oszczgdzamy.
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Rysunek 6.10: Przestrzenna sieci obliczen dla drzewa z Rys. 6.9 dla proble-
mu F*||y.

Rozpocznijmy analize od populacji pochodzacych z otoczen regularnych
API, NPI, INS. Mimo, iz znane sg dla tych otoczeh akceleratory zaklada-
my, ze prowadzimy obliczenia dla klasy funkcji kryterialnych, dla ktérych
akcelerator nie ma zastosowania. Przyklady drzew (laséw) genealogicznych
dla otoczenh API, NPI, INS pokazano na Rys. 6.11, 6.12 oraz 6.13. Dla
uproszczenia rachunkéw, do wszystkich rozwazanych populacji P wlaczyli-
smy permutacje generujaca otoczenie.

Z analizy regularnej struktury drzewa genealogicznego otoczenia API
(patrz Rys. 6.11) mamy k = n oraz

_(n=-1)(n-2)
a(P) = Tz (6.98)
Poniewaz a(P) jest funkcja rosnaca wzgledem n, zatem
. 1
a(P) < lim o(P) = 5 (6.99)

co implikuje ¢(P) < 2, niezaleznie od n. Oznacza to, ze maksymalna teore-
tycznie osiggalna redukcja obliczen dla otoczenia API nie zalezy od k (jest
stala) i nie moze przekroczy¢ polowy kosztu ponoszonego w Tw. 19.
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Rysunek 6.11: Drzewo genealogiczne rozwiazaf generowanych w otoczeniu
API z permutacji naturalne;.
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Rysunek 6.12: Drzewo genealogiczne rozwigzan generowanych w otoczeniu
NPI z permutacji naturalnej.
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Rysunek 6.13: Drzewo genealogiczne rozwigzan generowanych w otoczeniu
INS z permutacji naturalne;j.

Wyprowadzenie analogicznych rezultatéw dla otoczen NPI i INS prowa-
dzi do duzo bardziej skomplikowanych wzoréw finalnych, ktére pominiemy,
przytaczajac tylko rezultat otrzymany poprzez analiz¢ asymptotyczng od-
powiednich wyrazen. Dla otoczenia NPI mamy a(P) — %, zas dla otoczenia
INS otrzymujemy a(P) — %

Dla populacji nieregularnych, na przyktad wystepujacych w metodach
genetycznych, nie jest mozliwe oszacowanie a(P) na drodze teoretycznej,
bowiem struktura P jest nieznana a priori. Stad wartosci wspélczynni-
ka a(P) oszacowano na drodze eksperymentalnej. Dla populacji wyste-
pujacej w algorytmie genetycznym z Rozdz. 7.3.5 rozwigzujacym problem
F*|| 3 C;, warto$¢ a(P) ksztaltuje sie na poziomie od 5% do 10%.

Ostatecznie w czterech analizowanych przypadkach zysk z agregacji ob-
liczenr byt asymptotycznie staly. Stad koszt réwnoleglego przetwarzania po-
krewnych rozwiazah rozproszonych bedzie réznit si¢ co najwyzej o stalg, od
kosztu obliczen réwnolegtych wykonanych wedlug schematu pomijajacego
fakt pokrewienstwa rozwigzan. Rzad wielkosci ztozonosci obliczeniowej po-
zostanie taki sam. Biorac pod uwage dodatkowy koszt zwigzany z sortowa-
niem leksykograficznym populacji P oraz budows drzewa genealogicznego,
ztozono$é obliczeniowa metody wykorzystujacej agregacje obliczen moze
by¢ nawet gorsza od zlozonosci metody ,naiwnej”, pomijajacej fakt pokre-
wienistwa rozwigzan z P.



6.3.3 Wnioski i uwagi

Generalnie, wykorzystanie pokrewiefnstwa rozwiazan w problemach F™*||y
nie wnosi jakosciowych popraw w stosunku do podejécia ignorujacego po-
dobiefstwa miedzy rozwiazaniami. Faktycznie, wykorzystanie pokrewien-
stwa nie ma wplywu na zlozonos$¢ obliczeniows (w pewnych przypadkach
moze ja zwiekszad), oferujac w zamian zmniejszenie liczby procesoréw z do-
kladnoscig do stalej. Ostatecznie, liczba angazowanych procesoréw jest tego
samego rzedu co powoduje, ze zyski z takiego podejscia sa niewspéimiernie
male w stosunku do stopnia skomplikowania organizacji procesu oblicze-
niowego.

7 Poszukiwanie wielowgtkowe

W rozdziale niniejszym opisane zostang algorytmy réwnolegle, stosujace
strategie rozproszenia procesu poszukiwan optimum globalnego w prze-
strzeni rozwiazan poprzez zastosowanie wspétbieznie dziatajacych watkéw
poszukiwan. Algorytmy te moga by¢ stosowane do obliczef za pomoca nie-
jednorodnych klastréw jak i sieci rozproszonych. Watki obliczeniowe moga
byé niezalezne (nie wymieniaé¢ informacji), jak i kooperujace. Analizowane
beda wielowatkowe réwnolegle algorytmy poszukiwarii: z zabronieniami (pa-
rallel tabu search, pTS), metoda symulowanego wyzarzania (parallel simu-
lated annealing, pSA), metoda poszukiwania ewolucyjnego (parallel genetic
algorithm, pGA). Przedstawiony zostanie aktualny stan badan oparty na
przykladach zastosowan z literatury, oraz przedstawione zostana przyklady
implementacji algorytméw poszukiwan wielowatkowych zastosowanych do
rozwigzywania probleméw szeregowania zadai.

7.1 Roéwnolegle metody tabu

Jednoéciezkowe implementacje réwnoleglej metody tabu w zastosowaniu do
probleméw optymalizacji kombinatorycznej bazujace na dekompozycji oto-
czenia znalezé mozna w pracach [40,41,53,72,150-153,175]. W pracach tych
stosowane sg réznorodne srodowiska i maszyny obliczen réwnolegtych takie
jak sieci komputeréw Sun SPARC, sieci transputeréw, IBM SP-1, Silicon
Graphics Origin 2000, Meiko z 16 transputerami T-800, Connection Ma-
chine CM-2. Czasy obliczen sg krétsze niz w przypadku ich sekwencyjnych
odpowiednikéw, otrzymywane jest tez prawie-liniowe przyspieszenie.

105
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Badeau i inni [15] zaimplementowali réwnolegty algorytm tabu dla za-
gadnienia ustalania tras pojazdéw (vehicle routing), laczac strategie wspét-
bieznego jedno- i wielosciezkowego przegladania przestrzeni rozwigzah. Na
poczatku, procesor gtéwny dystybuuje dane problemu pomiedzy procesory
podrzedne. Kazdy z nich konstruuje swoje rozwigzanie startowe i zwraca, je
do procesora giéwnego, ktéry taczy otrzymane rozwigzania czeéciowe (tzn.
trasy (routes)) generujac jedno rozwigzanie poczatkowe, skladajace sie ze
zbioru tras. Tak powstale rozwigzanie startowe jest rozsytane do procesoréw
podrzednych, ktére rozpoczynaja dekompozycje problemu na podproblemy
rozwigzywane przy pomocy sekwencyjnych algorytméw tabu . Rozwigzania
podprobleméw otrzymane wspétbieznie dziatajacymi algorytmami tabu sa
laczone w rozwigzanie problemu i odsylane do procesora gléwnego, kté-
ry poréwnuje wartosci kryteriéw dla poprzedniego i nowego rozwigzania,
aktualizujac je w miare potrzeby. Proces jest kontynuowany az do osiagnie-
cia kryterium zatrzymania. Obliczenia byly wykonywane przez autoréw na
5 stacjach roboczych Sun SPARC polaczonych siecig.

Wieloéciezkowy réwnolegly algorytm tabu zostal zaproponowany przez
Taillarda [176] do rozwigzania problemu gniazdowego (job shop). W im-
plementacji tej uzyta zostata technika réwnoleglych niezaleznych watkéw
poszukiwan.

Model kooperujacy wielosciezkowy jest najbardziej obiecujgca metoda
zréwnoleglenia algorytmu tabu z uwagi na efektywnosé algorytmu i jakoséé
uzyskiwanych rozwiazan. W wiekszosci implementacji procesory startujg
z réznych rozwigzan i wykonuja swoje procesy poszukiwan za pomocy se-
kwencyjnych algorytméw tabu. Wymiana najlepszych rozwigzan jest doko-
nywana wylacznie poprzez centralng pulg rozwigzan przechowywang w pa-
mieci wspoldzielone;j.

Inng mozliwoscig kooperacji jest uzycie metody Sciezek taczacych (path
relinking). Sciezki taczylyby aktualne rozwigzania z nowymi znalezionymi
przez wspoétbieznie dzialajace watki poszukiwan. Strategia ta, zastosowana
jednak nie dla algorytmu tabu, ale dla metody GRASP (greedy randomized
adaptive search procedure) przedstawiona zostala w pracach [7,37].

Crainic, Gendreau oraz Crainic, Toulouse i Gendreau [50, 52] zaimple-
mentowali kilka réwnoleglych wersji algorytmu tabu, jako niezalezne watki
poszukiwan a takze kooperujace poszukiwanie wieloSciezkowe poréwnujac
wydajnosci roznych technik zréwnoleglania. Sg oni takze autorami bardziej
szczegblowej klasyfikacji réwnoleglych algorytméw tabu, w poréwnaniu do
klasyfikacji Voss’a [185]. Klasyfikacje te przedstawione zostana w nastep-
nym rozdziale.
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7.1.1 Klasyfikacja réwnoleglych algorytméw tabu

Pierwsza prébe sklasyfikowania réwnolegtych algorytméw tabu podjat Voss
[185] nawigzujac do klasycznego podziatu algorytméw réwnolegtych Flynn’a
[68] na modele SIMD, MIMD, MISD i SISD. Klasyfikacja Voss’a umiejsco-
wiona jest niejako ,obok” ogélnej klasyfikacji réwnoleglych metod meta-
heurystycznych bioracych za przedmiot podziatu iloé¢ Sciezek, ziarnistosé
czy kooperacje. Voss zaproponowal podziat réwnolegltych algorytméw tabu
na cztery kategorie ze wzgledu to czy réwnolegle watki poszukiwan startuja
z tych samych czy réznych rozwiazan startowych i czy stosuja te same czy
rézne strategie przeszukiwan. Klasyfikacja ta zostala nastepnie rozszerzona
przez Crainic’a, Toulouse i Gendreau [52,54] i w takiej formie przedstawiam
ja ponizej:

e SPSS (Single (Initial) Point Single Strategy) — jedno rozwigzanie
poczatkowe, jedna strategia przeszukiwania; model pozwalajacy na
zréwnoleglenie jedynie na najnizszym poziomie, np. liczenia funkcji
celu lub réwnoleglego przegladania otoczenia (zagadnienia opisane w
rozdziale 6 dotyczacym poszukiwan jednowatkowych),

e SPDS (Single (Initial) Point Different Strategies) — wszystkie pro-
cesory startuja z tego samego rozwigzania poczatkowego, ale stosuja
rézne strategie przeszukiwania (np. rézne diugosdci listy tabu, inne
elementy pamigtane na liscie tabu, itp.),

e MPSS (Multiple (Initial) Point Single Strategy) — procesory rozpo-
czynajq dzialanie z réznych rozwigzan poczatkowych stosujac te sama
strategie przeszukiwania,

e MPDS (Multiple (Initial) Point Different Strategies) — procesory roz-
poczynaja dzialanie z réznych rozwigzan poczatkowych stosujac rézne
strategie przeszukiwania; jest to najszersza klasa obejmujace wszyst-
kie poprzednie jako jej szczegdlne przypadki.

Klasyfikacja Crainic’a, Toulouse i Gendreau oprécz podziatu algoryt-
méw réwnoleglych tabu ze wzgledu na punkty startowe i rodzaje strategii
wprowadza jeszcze dwie klasyfikacje: (1) ze wzgledu na liczbe procesoréw
sprawujacych kontrole nad dziataniem algorytmu i (2) sposéb kontroli dzia-
lania i typu komunikacji. Ze wzgledu na liczbe procesoréw kontrolujacych
(1) wyréznione sa dwa modele:

e I-control — wyrézniony procesor centralny kontroluje dzialania algo-
rytmu,

e p-control — kontrola dzialania jest rozproszona pomig¢dzy p procesoréw
dzialajacych wspétbieznie.
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Sposéb kontroli i typ komunikacji (2) rozrézniony jest poprzez podzial
na klasy:

e synchronizacja sztywna (rigid synchronization),

e synchronizacja z rozproszong baza wiedzy (knowledge synchroniza-
tion),

e zespolowa (collegial),
e zespolowa z rozproszong baza wiedzy (knowledge collegial).

Kontrola wspéibieznego wykonania programu réwnoleglego moze byé
powierzona jednemu procesorowi, zwykle nazywanemu master, server lub
main processor, lub tez moze byé rozdzielona pomiedzy kilka procesoréw.
Stad, zdefiniowaé¢ mozna dwie kategorie.

Pierwsza kategoria, nazywany I-control, nawiazuje do podejscia sekwen-
cyjnego. W implementacji réwnoleglej jeden wyrézniony procesor wykonuje
algorytm tabu, powierzajac cze$¢ pracy innym procesorom. Procesor cen-
tralny rozsyla zadania obliczeniowe i zbiera wyniki decydujac kiedy zakon-
czyé przeszukiwanie. Zadania obliczeniowe procesoréw podrzednych moga
mieé charakter przegladania czesci otoczenia badanego punktu przestrzeni,
lub tez tylko obliczania wartosci funkcji celu.

Druga kategori¢ stanowi model, w ktérym kontrola jest rozproszona po-
miedzy p, (p > 1) procesoréw dzialajacych wspéibieznie - model ten okre-
§lany przez p-control. Kazdy z procesoréw wykonuje swdj wiasny algorytm
tabu przeszukiwania przestrzeni rozwiagzan komunikujac sie z pozostaly-
mi procesorami - przy czym nie ma wyréznionego procesora sterujacego
(centralnego). Caly proces przeszukiwania zatrzymuje sie, gdy zakonczg sie
wszystkie procedury przeszukujace wykonywane wspoétbieznie na proceso-
rach. Koordynacja wymiany informacji oraz zaprojektowanie komunikacji
tak, by wymagana informacja byla dostepna, gdy jest potrzebna, jest klu-
czowym zagadnieniem w tym modelu i wymaga sprecyzowania typu kontroli
i koordynacji.

7.1.2 Problemu przeplywowy. Algorytm pTS

Réwnolegly algorytm tabu w wersji wielosciezkowej, asynchronicznej, zostal
zaimplementowany dla przeplywowego problemu szeregowania zadan z kry-
terium minimalizacji maksymalnego czasu zakofczenia zadah F*||Cpaz-
W pracy [73] udowodniono, ze jezeli liczba maszyn wynosi trzy lub
wiecej, wéwczas problem jest silnie NP-trudny. Algorytmy dokladne jego
rozwiazywania oparte na schemacie podzialu i ograniczen przedstawiono
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miedzy innymi w pracach (79, 92, 108]. Pozwalaja jednak one na rozwig-
zywanie, w rozsadnym czasie, przykladéw o rozmiarze nie wiekszym niz
20 zadan i 5 maszyn. W ostatnich latach opublikowano wiele algorytméw
rozwigzywania omawianego problemu opartych na metodach lokalnej opty-
malizacji, w tym: na metodzie tabu search [141, 156, 174], symulowanego
wyzarzania [144,146] oraz genetycznej [95,157]. Generalnie, jako$¢ wyzna-
czanych przez te algorytmy rozwiazan zalezy w duzym stopniu od czasu
ich dziatania. Im ten czas jest wigkszy, tym przegladany jest (bezposred-
nio) wigkszy podzbidr zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Zwigksza to szan-
se na znalezienie dobrego rozwiazania. Zastosowanie metod programowania
réwnoleglego pozwala czas ten znacznie skrécic.

Wtasnoéci problemu

Przy projektowaniu algorytmu dla problemu F*||Cpe, odwolujemy sie do
jego modelu grafowego. Niech G(7) bedzie grafem siatkowym zdefiniowa-
nym w rozdziale 2.2. Najdtuzsza droga w grafie G(7), tj. najdiuzsza dro-
ga z wierzchotka (1,1) do (m,n) jest zwana Sciezkq krytyczng. Jej diu-
go$¢é jest réwna Chax(m). Sciezka ta moze byé reprezentowana przez ciag
(jo,J1y----Jm)- Ciag ten okresla fragmenty odpowiadajgce Sciezkom pozio-
mym (%, ji—1),(3,ji-1+1),...,(3,J;:), dla i= 1,2,...,m, oraz krawedziom piono-
wym ((4,5:),(¢4+1,7:), dlai =1,2,...,m — 1. Niech u = (up, u1,...um), gdzie
up = 11 um = n, bedzie ciagiem, ktéry definiuje Sciezke krytyczna w G(m),
to znaczy Sciezka krytyczna jest postaci

(1,u0)y+y (L,u1), (2,81)5eey (2,u2)5e (MyUm—1) peery (MyUm).

Dla kazdej maszyny k, podéciezka pozioma (k, ug—1), (K, ug—1+1),...,
(k, ug), odpowiada ciggowi zadan m(ug—1), m(ug—1+1),... T(ux) wykonywa-
nych kolejno na maszynie k—tej, £ = 1,2,...,m. Ciag ten bedziemy nazywac
blokiem i bedziemy oznaczali przez By, przy czym:

® By = (W(fk)v"r(fk+ 1)7 ---sﬂ(lk _1)’7r(lk))a fk:< L, f1:1; lm = n, oraz
7r(lk) = ﬂ.(fk-f-l)s k=1,2,..,m-1,

e B, zawiera operacje wykonywane na tej samej maszynie, k = 1,2,...,m,

e dwa sasiednie bloki By, Bk zawieraja doktadnie jedno wspélne za-
danie, 7(lg) = 7(fr+1)-

Blok jest wiec maksymalnym podzbiorem operacji z drogi krytycznej,
wykonywanych na tej samej maszynie. Operacje 7(fx) i m(lx) w bloku By
zwane sg odpowiednio pierwszq i ostatnig.
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Ponizsze twierdzenie pochodzace z [79] jest podstawa konstrukeji wielu
algorytméw, zaréwno dokiadnych jak i przyblizonych, rozwigzywania roz-
patrywanego problemu.

Twierdzenie 31 Niech By, k =1, 2,...,m bedg blokami w grafie G(r).
Jesli graf G(w) zostal wygenerowany z G(m) przez przestawienie pewnego
zadania w permutacfi ™ 010z Crmaz (W) < Cmae(T), wéwezas w grafie G(w)
co najmniej jedno zadanie j € By, poprzedza m(fr), dla pewnego k = 2,...,
m, lub co najmniej jedno zadanie j € By wystepuje za 7(ly), dla pewnego
k=1,2..,m—1.

Twierdzenie to jest podstawg metody przestawiania zadan (generowania
permutacji), umozliwiajacej otrzymanie lepszej permutacji (grafu G(r) o
mniejszej diugosci drogi krytycznej) czyli takiej, ze Cpaz(w) < Crnaz (7).

Niech B,’: = B\ {n(fx)} oraz B. = B;\{7(Ix)} beda podblokami zadaf
z k-tego bloku, odpowiednio bez pierwszego i ostatniego zadania. Gene-
rujac permutacje w z permutacji 7 taka, ze Cpmaz(w)< Cmaz(7) bedziemy
przestawiali zadania z B,{ przed pierwsze zadanie tego bloku 7(fi), oraz
zadania z bloku B,lc za ostatnie zadanie mw(l), k=1,2,...,m.

Sekwencyjny algorytm tabu search

Obecnie najlepsze znane w literaturze efektywne algorytmy rozwiazywa-
nia permutacyjnego problemu przeptywowego sg oparte na metodzie ta-
bu search [80,141]. Generalnie, metoda polega na iteracyjnym polepszaniu
biezacego rozwigzania poprzez lokalne przeszukiwanie. Rozpoczyna sie od
pewnego rozwigzania poczatkowego (startowego). Nastepnie generuje sie je-
go otoczenie (sasiedztwo) oraz wyznacza najlepsze rozwigzanie z tego oto-
czenia, ktére przyjmuje sie za rozwiazanie startowe w nastepnej iteracji.
Dopuszcza sie mozliwos¢ zwigkszania wartoéci funkcji celu (przy wyznacza-
niu nowego rozwigzania startowego), aby w ten sposéb zwiekszy¢ szanse
na osiggniecie minimum globalnego. Takie ruchy ,w gére” nalezy jednak
w pewien sposéb kontrolowaé, poniewaz w przeciwnym razie po osiggnie-
ciu minimum lokalnego nastapitby szybki do niego powr6t. Aby zapobiec
generowaniu w nowych iteracjach rozwiazan niedawno rozpatrywanych (po-
wstawaniu cykli), zapamietuje si¢ je (ich atrybuty) na liScie rozwiazan za-
kazanych, tzw. liScie tabu (pamieé¢ krétkoterminowa, [140]).

Algorytm sTS

Niech w€ll bedzie dowolng permutacjg, AT lista tabu, a 7* najlepszym
do tej pory znalezionym rozwiazaniem (na poczatek przyjmujemy za 7*
permutacje ).
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Krok 1. Wyznaczy¢ otoczenie N, permutacji 7, nie zawierajace elemen-
téw zabronionych przez liste AT;
Krok 2. Znalezé permutacje 6€ N taka, ze:
Crmaz (0) = min{Cpaz (B8): BE Nr};
Krok 3. Jesli Cpoz(6) < Craz(7*), to m*4;
Umiesé atrybuty § na liScie AT;
m10;
Krok 4. Jezeli zachodzi Warunek_Zakonczenia, to STOP;
inaczej idz do Kroku 1.

Sposéb wyznaczania otoczenia, organizacja listy tabu i warunek zatrzy-
mania sg podstawowymi elementami metody. Niech Bj, bedzie k - tym
blokiem w permutacji m, Bk i B. - blokami wewnetrznymi, k = 1,2,...,m.
Dla zadania j € Bk niech 1\/f () bedzie zbiorem permutacji wygenero-
wanych przez wstawienie za,danla Jj na poczatek bloku By (przed = (f%) -
pierwsze zadanie bloku). Analogicznie, dla zadania j € B,’: niech N} (j) be-
dzie zbiorem permutacji wygenerowanych przez wstawienie zadania j na
koniec bloku By, (za 7(lx) - ostatnie zadanie bloku). Definiujemy otoczenie
N, permutacji m przez:

m
Na=J U WV ()UN())- (7.1)
k=1j€By

Lista tabu jest cykliczna i zawiera atrybuty pewnej liczby ostatnio roz-
patrywanych rozwigzan, oraz ma z géry okreslona maksymalng diugos¢.
Jezeli lista nie jest pelna, to nowy element jest do niej dopisywany. Je-
§li natomiast dopisanie elementu spowodowaloby, ze lista przekroczytaby
maksymalna diugosé¢, wéwczas usuwany jest z niej element pozostajacy na
lidcie najdtuze;j.

Warunek zakonczenia - algorytm konczy dzialanie po wykonaniu z géry
okreslonej liczby Maz_iter iteracji.

Dodatkowo, w algorytmie zastosowano mechanizm powrotu (lista ta-
bu diugoterminowa, patrz [140]. Pamietana jest pewna liczba najlepszych
(perspektywicznych) rozwigzan startowych takich, z ktérych generowane
permutacje dawaly poprawe wartosci funkcji celu. Po wykonaniu pewnej
liczby iteracji, bez poprawy rozwiazania, nastepuje powrét (skok) do ostat-
niego pamietanego na tej licie rozwigzania.

Ztozonoéé obliczeniowa algorytmu opartego na metodzie tabu search
zalezy od sposobu realizacji jego elementéw, tj. metody wyznaczania sg-
siedztwa, organizacji oraz dlugosci listy tabu, sposobu wyliczania wartosci
funkcji celu oraz warunku zakonczenia.
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Algorytm réwnolegly pTS

Réwnolegla wersja algorytmu zostala zaprojektowana dla modelu MIMD
komputera réwnolegtego bez pamieci wspoéldzielonej. Do rozproszenia pro-
ceséw poszukujacych najlepszego rozwiazania postuzyla lista powrotéw,
wspélna dla wszystkich procesoréw, przechowywana i aktualizowana przez
specjalnie w tym celu wyselekcjonowany procesor. Ten sam procesor prze-
chowuje takze najlepsze znalezione do tej pory rozwigzanie.

Algorytm pTS

parfor j =1,2,...,p (dla kazdego procesora)
begin

m € II - rozwiazanie poczatkowe dla pierwszego procesora (j=1); po-
zostale procesory pobieraja rozwiazanie poczatkowe z listy powrotéw (gdy
tylko si¢ pojawia nowe rozwiazania); -

m* — najlepsze znane rozwiazanie (zmienna lokalna);

T - lista tabu (lokalna);

€ — parametr uzywany w mechanizmie powrotéw;

™ —7;

Krok 1. Wyznaczy¢ otoczenie IV, permutacji 7, wylaczyé z otoczenia ele-
menty zabronionych przez liste T" oprécz B € Ny takich ze Cpaz(8) <

Cmaz (W*);
Krok 2. for (€ N takich ze g’ﬂﬁgﬁ;‘%"ﬁ(”—z <e
begin

Dodaé @ wraz z lista ruchéw zabronionych T do listy powrotéw
poprzez wystanie 8 oraz T' do procesora nadrzednego przecho-
wujacego dane wspoldzielone;
end;
Krok 3. Znale7é permutacje 6 € N, taka, ze:

Cma:z (5) = min{cmaz (,8) ,86 Nﬂ‘};
Krok 4. if Cpaz(6) < Cpagz(7*) then

begin
T 4
Wystaé 7* i Cppar(7*) do procesora przechowujacego dane;
Pobraé¢ aktualne wartoéci 7* oraz Cpeg (7*) (jeSli sg inne od
posiadanych lokalnie);

end;

Umiesci¢ atrybuty 6 na liscie T

T—0;
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Krok 5. if (w ciagu ostatnich L iteracji nie znaleziono lepszej permutacji
niz 7*) then
begin
Pobra¢ nowa permutacje 7 z listy powrotéw procesora przecho-
wujacego dane wspoéldzielone;
Pobraé liste tabu 7" dla permutacji 7, od procesora przechowu-
jacego dane;
end;
Krok 6. if (Warunek_Zakoriczenia) then STOP,

else go to Krok 1.
end of parfor.

Algorytm zostal tak zaprojektowany, aby komunikacja z procesorem
przechowujacym dane wspéldzielone nie byta zbyt czasochlonna — wysyta-
nie i pobieranie danych odbywa sie wzglednie rzadko, szczegélnie w pdézniej-
szej fazie dzialania algorytmu (po znalezieniu rozwigzania bliskiego opty-
malnemu).

Eksperymenty obliczeniowe

Cel eksperymentéw. Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w ce-
lu zbadania, jak zmienia sie jako$¢ otrzymywanych rozwigzan wraz ze wzro-
stem iloéci réwnolegltych watkéw poszukiwai (procesoréw), przy ustalonym
koszcie obliczen.

Implementacja. Algorytm zostal zaimplementowane w jezyku Ada95
i uruchomione na komputerze Sun Enterprise 4x400 MHz dzialajacym pod
systemem operacyjnym Solaris 7. Zadania jezyka Ada95 byly uruchamia-
ne réwnolegle jako watki systemowe. Uzyte zostaly nastepujace wartosci
parametréw strojacych:

7| = 10 - dlugos¢ listy tabu,
e = 025% - stala uzywana przez mechanizm powrotéw
L = 10 — liczba iteracji bez poprawy rozwiazania,
p = 1,2,4 - liczba procesoréw,
dla 2000 iteracji:
Maz_iter = 2000 - dlaimplementacji 1 — procesorowej
= 1000 - dla 2 procesoréw,
= 500 - dla4 procesoréw.

dla 4000 iteracji:
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Maz_iter = 4000 - dla implementacji 1 — procesorowej
= 2000 - dla 2 procesoréw,
= 1000 - dla 4 procesoréw.

Liczba iteracji algorytmu wynosita 2000 i 4000 dla implementacji jedno-
procesorowej i odpowiednio (2000/p) oraz (4000/p), dla kazdego procesora
w przypadku implementacji p - procesorowej. Zapewnilo to poréwnywalny
koszt wykonania algorytméw réwnoleglych oraz algorytmu sekwencyjnego
— algorytm réwnolegly wzglednie rzadko znajduje nowe lepsze rozwiazanie,
rozsytane do pozostalych watkéw poszukiwan, przez co czestotliwo$é ko-
munikacji jest matla i nie ma wplywu na zlozonoéé algorytmu réwnoleglego
(w ciagu calego czasu dzialania komunikacja nastepuje najwyzej kilka —
kilkanascie razy, przy kilku tysigcach iteracji).

Przyklady testowe. Algorytm byl testowany na wielu przykiadach o
réznych rozmiarach i poziomie trudnosci:

1. 50 przyktadach o 12 rozmiarach z 100,. . .,500 operacjami (nxm=20x5,
20x10, 20x20, 50x5, 50x10, 50x20, 100x5) opublikowanych przez
Taillarda [177], (OR-Library: [145]).

2. 100 przykitadach o 5 rozmiarach z 2000,. ..,10000 operacjami (200% 5,
200x 10, 20020, 200x25, 200x 50).

Wiyniki obliczen. W Tab. 7.1 i 7.2 przedstawione sa wyniki poréwnaw-
cze rozwigzan opisanego w poprzednim rozdziale algorytmu réwnoleglego
oraz najlepszego obecnie znanego w literaturze algorytmu konstrukcyjnego
NEH (Nawaz, Enscore, Ham [139]). Mierzono procentowy blad wzgledny,
zdefiniowany wzorem (3.5), rozwigzan x4 generowanych przez badane algo-
rytmy, przyjmujac za rozwigzania referencyjne z* najlepsze znane wyniki
pobrane z OR-Library [145]. Pogrubiono najlepsze wyniki.

Jak mozna zauwazy¢, w przypadku algorytmu réwnoleglego wyniki sg
znacznie lepsze. Mozemy stwierdzi¢ ze dla p procesoréw, w pewnym sensie,
przyspieszenie jest nawet wieksze od p (algorytm réwnolegly 4-procesorowy
potrzebuje mniej niz 500 iteracji aby osiagnaé wynik podobny, jak algo-
rytm sekwencyjny przy 2,000 iteracji). Algorytm réwnolegly wykazal takze
znaczna poprawe wynikow po zwigkszeniu liczby iteracji z 2,000 do 4,000.
Wskazuje to na korzystng tendencje zbieznosci do rozwigzania optymalne-
go. Cechy tej nie wykazuje tak wyraznie sekwencyjna wersja algorytmu.

Wyniki algorytmu réwnoleglego zamieszone w Tab. 7.1 i 7.2 sa zde-
cydowanie najlepsze dla duzych wartosci wspélczynnika n/m (20/5, 50/5,
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nxm 1 procesor 2 procesory 4 procesory NEH
20x5 0,96% 0,67% 0,45% 2,87%
20x10 3,03% 1,28% 1,41% 4,74%
20x20 2,02% 1,10% 1,05% 3,69%
50x5 0,33% 0,08% 0,15% 0,89%
50x10 2,86% 2,35% 2,25% 4,53%
5020 3,71% 3,52% 3,19% 5,24%
100x5 0,25% 0,16% 0,12% 0,46%
$rednia 1,88% 1,31% 1,23% 3,20%

Tablica 7.1: Procentowy blad wzgledny algorytmu tabu search i NEH wzgle-
dem najlepszych rozwiazan, dla 2000 iteracji.

nxm 1 procesor 2 procesory 4 procesory NEH
20%5 1,96% 0,43% 0,42% 2,87%
20x10 2,84% 1,09% 1,30% 4,74%
20x20 1,82% 0,62% 0,62% 3,69%
50%5 0,33% 0,08% 0,14% 0,89%
50%10 2,81% 2,10% 1,81% 4,53%
50%20 3,49% 3,02% 2,86% 5,24%
100x5 0,25% 0,16% 0,09% 0,46%
$rednia 1,79% 1,07% 1,03% 3,20%

Tablica 7.2: Blad algorytmu tabu search i NEH wzgledem najlepszych roz-
wigzan, dla 4000 iteracji.
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100/5). W tych przypadkach dtugosci blokéw sg bardzo korzystne. General-
nie, poprawa wynikéw algorytmu réwnoleglego 4-procesorowego w stosun-
ku do rozwigzan algorytmu sekwencyjnego wyniosta 35%, dla 2000 itera-
cji. Algorytm réwnolegly wykonywat taka sama ilo§é iteracji jak algorytm
sekwencyjny (liczac ilo$é iteracji algorytmu jako sume iteracji wykonanej
przez kazdy procesor). Po zwigkszeniu liczby iteracji z 2000 do 4000, wspét-
czynnik poprawy jakosci rozwiazan algorytmu réwnoleglego wzgledem al-
gorytmu sekwencyjnego wzrést do 42%.

7.1.3 Whnioski i uwagi

Przedstawiono konstrukcje algorytmu rozwigzywania permutacyjnego pro-
blemu przeplywowego opartg na réwnoleglej metodzie tabu search z wie-
loéciezkowymi kooperujacymi watkami przegladania przestrzeni rozwigzan.
Przy implementacji algorytmu zastosowano idee skoku powrotnego. Pozwo-
lito to na znacznie szybsze opuszczanie obszaréw zbioru rozwiazan, ktére
byty malo perspektywiczne (nie rokowaly poprawy wartosci funkcji celu).
Wiyniki obliczeniowe wskazuja, ze algorytm réwnolegty jest znacznie efek-
tywniejszy od sekwencyjnego. Otrzymane wyniki (po niewielkiej liczbie ite-
racji) tylko nieznacznie réznig sie od najlepszych obecnie znanych.

7.2 Réwnolegle metody symulowanego wyzarza-
nia

Wiekszoéé wezesnych implementacji réwnolegtego algorytmu symulowane-
go wyzarzania oparta byla na strategii jednosciezkowego (single-walk) prze-
gladania przestrzeni rozwigzan bazujacej na przyspieszeniu ruchu oraz wy-
konywaniu réwnolegle kilku ruchéw (ruchach réwnoleglych). W pierwszym
przypadku wykonanie kazdego ruchu jest dzielone na kilka pod-zadan wyko-
nywanych réwnolegle: wybér mozliwych ruchéw, obliczenia wartosci funkcji
celu, akceptacja badz odrzucenie ruchu, aktualizacja zmiennych globalnych.
Kravitz i Rutenbar [104,163] opisali jeden z pierwszych przyktadéw zréw-
noleglenia algorytmu symulowanego wyzarzania opartego na tej technice.
W drugim przypadku (ruchéw réwnoleglych) kazdy z procesoréw generu-
je, szacuje i akceptuje (badz odrzuca) swojg porcje ruchéw. Synchronizacja
moze byé wykonywana co jedng lub co kilka iteracji. Technika ta jest uzy-
wana zwykle w polaczeniu z dzieleniem otoczenia na (najlepiej rozlaczne)
podzbiory przydzielane do procesoréw. Allwright i Carpenter zastosowali
wyzej wymieniony model dla problemu komiwojazera [11], podobnie Fel-
ten, Karlin i Otto [65] dla modelu MIMD procesoréw potaczonych siecig
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o topologii hiperkostki.

Wariant metody jednosciezkowe] zostal przedstawiony w pracy [188] dla
zagadnienia przydziatu zadan (task assignment problem). Podstawowa idea
polegata na réwnoczesnym rozwijaniu dwéch mozliwych scenariuszy: po
akceptacji ruchu oraz po jego odrzuceniu, przed podjeciem ostatecznej de-
cyzji dotyczacej poprzedniego ruchu. Niestety takie podejicie dla badanego
problemu nie dalo zadowalajacych wynikéw.

Wieloéciezkowe (multiple-walk) przeszukiwanie przestrzeni rozwiagzan
z rzadkg komunikacja (model gruboziarnisty) to nastepny typ zréwnole-
glenia metody symulowanego wyzarzania. Metoda teoretycznie jest oparta
na laficuchach Markowa (multiple Markov chains). Synchroniczng imple-
mentacje takiego algorytmu réwnoleglego zaprezentowali Aarts i inni [1].
Komunikacja dotyczaca wymiany informacji (np. o najlepszym znalezionym
rozwigzaniu) jest dokonywana w kazdym punkcie synchronizacji, a dtugosé
laficucha Markowa (czyli ilo$¢ iteracji) jest redukowana globalnie. Lee i
Lee [113-115] zaprezentowali interpretacje powyzszej strategii dla modelu
z asynchroniczng komunikacja. Odpowiednia wymiana informacji pomiedzy
wspoélibieznymi watkami przeszukujacymi przestrzen rozwigzan jest w tym
wypadku zagadnieniem kluczowym dla efektywnosci takiego podejscia.

Inna implementacje podejécia wieloSciezkowego, bazujaca na wykony-
waniu réwnolegle kooperujacych watkéw symulowanego wyzarzania z roz-
nymi temperaturami, zostala zaprezentowana przez Miki i inni [132]. Po-
réwnanie wyzej cytowanych podejéé¢ znalezé mozna w pracy [43], a tak-
ze [14,51,82], gdzie znajduja si¢ opisy hybrydowych réwnolegtych algoryt-
méw symulowanego wyzarzania.

7.2.1 Algorytm réwnolegly pSA

Schemat dwéch algorytméw réwnoleglych symulowanego wyzarzania zostat
zaprojektowany dla maszyny MIMD z procesorami bez pamieci wspétdzie-
lonej oraz przy zalozeniu, Ze czas komunikacji pomiedzy procesorami jest
o wiele dtuzszy od czasu komunikacji wewnatrz pojedynczego procesora.
Zastosowano model scentralizowany z procesorem centralnym magazynuja-
cym dane oraz procesorami podrzednymi kooperujacymi, réwnolegle prze-
gladajacymi przestrzen rozwigzan.

Niech 7€ II bedzie dowolng permutacja (startowa), N jej otoczeniem,
a m* najlepszym do tej pory znalezionym rozwigzaniem (na poczatek przyj-
mujemy za m* permutacje 7). Przez ¢(t) oznaczmy schemat chiodzenia (t
- temperatura) oraz przez ¥(m,p(t)) funkcje akceptacji.
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Algorytm pSA

parfor j=1,2,...,p
repeat
while i < L do
begin
Wylosuj permutacje 6€ Np;
if F(6)< F(r*) then
begin
™0 ;
przeslij 7* do procesora centralnego i pobierz aktualna
warto$é F(7*) oraz 7*;
end;
if (¢ mod K = 0) then
wymien informacje o 7* z procesorem centralnym;
if F(6)< F(m) then m ;

else
if Uy(m,B8) > random[0,1) then 7 « ¢ ;
i:=i+1,;
end;
i:=0;

Zmieh parametr kontrolny (temperature) ¢;
until Warunek_Konca
end. {parfor}

Ze wzgledu na powolna komunikacjg pomiedzy procesorami, czesto$¢ ko-
munikowania sie procesoréw jest bardzo istotna w przypadku badania wy-
dajnosci algorytméw dla modelu maszyn réwnolegtych bez pamiegci wspét-
dzielonej. W powyzszej implementacji zastosowano dwa rozwigzania.

1. Procesor podrzedny otrzymuje nowa permutacje 7 od procesora cen-
tralnego jedynie wtedy, gdy chce rozesta¢ jego wlasng permutacje 7*.
Sytuacja taka zdarza sie wzglednie rzadko, co pozwala procesorom
na duzg niezalezno$¢ przeprowadzania proceséw poszukiwan. W ta-
beli 7.3 model ten oznaczono symbolem BF.

2. Procesor podrzedny komunikuje si¢ z procesorem centralnym celem
wymiany danych (wartosci F(n*) oraz permutacji 7*) co ustalong
ilog¢ iteracji K. Przy testowaniu algorytmu zastosowano wartosci K
=1,10,100,1000 oraz dla niezaleznych przebiegdéw procesu poszukiwan
INF (brak komunikacji, INF > L gdzie L jest maksymalna liczba
iteracji).
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Ponizej przedstawig algorytmy réwnolegte, oparte na metodzie symulo-
wanego wyzarzania, dla dwéch reprezentatywnych probleméw szeregowania
zadan:

1. przeplywowego z minimalizacja czasu zakonczenia (F*||Cpmqz),

2. jednomaszynowego z sumokosztows funkcja celu (1||Zw;T;).

Oba naleza do klasy probleméw silnie NP-zupelnych. W kolejnych roz-
dziatach bedzie badany wplyw zmiany czestotliwosci komunikowania sie
procesoréw na czas obliczen (przyspieszenie) oraz warto$¢ funkeji celu (ja-
kos¢ rozwiazan).

7.2.2 Problem przeplywowy. Algorytm pSA

Rozwazany jest problem F*||Cpq, zgodny z opisem zawartym w Rozdz. 2.2
przy kryterium v = Cpqe,. Stad poszukiwana jest permutacja 7* € II taka,
7€ Crnaz (7*) = mingen Crmaz (), gdzie Cpoz (™) = Crmn.

Otoczenie i schemat chlodzenia

W implementacji sekwencyjnego oraz réwnolegtego algorytmu dla podanego
problemu wykorzystano wiasnosci blokowe, opisane juz w rozdziale 7.1.2.
Otoczenie N, permutacji 7w zawiera permutacje wygenerowana z m przez
wstawienie (ruch typu insert) pewnego zadania z bloku wewnetrznego (B,{
lub Bl) przed pierwsze lub za ostatnie zadanie bloku. Zastosowano funkcje
akceptacji Bolzmanna wyrazajaca sie wzorem

Uy (m,6)=exp((F(6)—F(m*))/t)

oraz geometryczny schemat schladzania t;11 =at;. Jesli po wykonaniu T_iter
iteracji algorytm nie znalaz! lepszego rozwigzania od aktualnie posiadanego
7*, parametr kontrolny byl modyfikowany: ¢;11 = to. Algorytm zatrzymy-
wal sie po wykonaniu Maz_iter iteracji.

Eksperymenty obliczeniowe

Cel eksperymentéw. Eksperymenty komputerowe przeprowadzono dla
zbadania zmiany jako$ci otrzymywanych rozwigzan wraz ze zmiang czesto-
tliwoéci komunikacji pomiedzy réwnoleglymi watkami poszukiwan.
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Implementacja. Algorytm réwnolegly symulowanego wyzarzania zostal
zaprogramowane w jezyku Ada95 na 4-procesorowym komputerze Sun En-
terprise 4x400MHz. Rozwigazania startowe otrzymano za pomoca algorytmu
NEH (Navaz, Enscore, Ham [139]). Zastosowano nastepujace wartosci pa-
rametrow:

to = 60 - poczatkowa warto$¢ temperatury,
a = 098 - stala geometrycznego schematu schiadzania,
L = n — iloé¢ iteracji przy stalej temperaturze t,

T.iter = 10 — ilo$¢ iteracji bez poprawy najlepszego znanego

rozwigzania po ktérej parametrowi ¢
przywracana jest wartosc tg.

Dla obu wersji algorytmu — sekwencyjnej oraz réwnoleglej — przyje-
to jednakows ilo$¢ iteracji Max_iter réwna 200n. W wersji 4-procesorowej
kazdy z procesoréw wykonywat 50n iteracji.

Przyklady testowe. Algorytm byl testowany na wielu przyktadach o réz-
nych rozmiarach i poziomie trudnosci. Sposéb generowania danych zostal
wziety z pracy Taillarda [177]. Wykorzystano przyklady oraz najlepsze zna-
ne rozwigzania zamieszczone na stronie OR-Library [145].

Wiyniki obliczen W tabeli 7.3 przedstawione sa wyniki eksperymentéw
komputerowych. Mierzono procentowy biad wzgledny, zdefiniowany wzo-
rem (3.5), rozwigzan x4 generowanych przez badany algorytm, przyjmu-
jac za rozwigzania referencyjne z* najlepsze znane wyniki pobrane z OR-
Library [145]. _

Analiza iloSci iteracji pomiedzy procesami komunikacji jednoznacznie
wskazuje, ze zbyt duza jej czestotliwo$é¢ (K = 1) powoduje uzyskiwanie
gorszych wynikéw niz przy mniejszej czestotliwodci komunikacji (K = 10),
zwigkszajac oczywiscie takze koszt wykonania algorytmu réwnoleglego zwia-
zany ze wzrostem czasu przeznaczonego na komunikacje . Dalsze zmniejsza-
nia czestotliwosci komunikacji (K = 100, 1000) powoduje jednak ponowne
pogorszenie jakosci rozwiazan. Pewnym kompromisem moze tu by¢ zastoso-
wanie komunikacji w wypadku znalezienia nowego najlepszego rozwigzania
(model BF). Srednia procentowa poprawa jakosci rozwiazah otrzymywa-
nych przez algorytm réwnolegly z komunikacja BF w stosunku do rozwia-
zah otrzymywanych przez algorytm sekwencyjny wyniosta 32%, przy tej
samej liczbie iteracji.
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4 procesory

n xm 1 proc. czestotliwodé komunikacji (w iteracjach)

INF 1 10 100 1000 BF

20x5 1,23% 1,28% 1,11% 085% 1,24% 1,04% 0,72%
20 x 10 2,08% 1,65% 191% 1,77% 1,99% 18™% 1,63%
20x20 197% 1,74% 1,84% 1,55% 1,68% 1,77% 1,77%
50x5 027% 0,12% 0,15% 0,06% 0,13% 0,14% 0,10%
50 x 10 2,04% 1,03% 0,68% 1,26% 0,88% 1,08% 1,00%

érednia 1,52% 1,16% 1,14% 1,10% 1,18% 1,18% 1,04%

Tablica 7.3: Sredni procentowy blad wzgledny réwnoleglego algorytmu SA
w odniesieniu do najlepszych znanych rozwiazan dla problemu przeptywo-
wego.

7.2.3 Problem jednomaszynowy. Algorytm pSA

Rozwazany jest problem 1|| 3 w;T; zgodny z opisem zawartym w Rozdz. 2.1
przy kryterium v = Y w;T;. Dla zadania ¢ (¢ = 1,2,...,n), niech p;, w;, d;
beda odpowiednio: czasem wykonywania, wagq funkcji kosztéw oraz linig
krytyczng. Jezeli ustalona jest kolejno$é wykonywania zadan oraz C; jest
terminem zakonczenia wykonywania zadania i, to wielko§¢ T; = max{0, C;—
d;} nazywana jest opdZnieniem. Nalezy wyznaczy¢ taka kolejnosci wykony-
wania zadan, aby suma kosztéw opéznien ) w;T; byta minimalna.

Istnieja algorytmy optymalne rozwigzywania rozpatrywanego problemu
oparte na metodzie podzialu i ograniczen Potts i Van Wassenhove [154],
Adrabifiski i inni [5], a takze na metodzie programowania dynamicznego
Schrage i Baker [165], Lawler [111]. Algorytmy te pozwalaja rozwigzywaé (w
rozsadnym czasie) przyklady, w ktérych liczba zadan jest nie wigksza niz 50.
Ze wzgledu na ich matg efektywnos¢, w praktycznych zastosowaniach, stosu-
je sie algorytmy konstrukcyjne, (stuzace gtéwnie do wyznaczania rozwigzan
poczatkowych dla algorytméw popraw) oraz metaheurystyczne. Najlepsze
obecnie wyniki otrzymano stosujac algorytm oparty na metodzie tabu se-
arch, Crauwels i inni [55] oraz metodzie dynasearch [46].

Otoczenie i schemat schtadzania

W implementacji sekwencyjnego oraz réwnoleglego algorytmu dla podanego
problemu wykorzystano otoczenie N, permutacji ™ zawierajace wszystkie
permutacje wygenerowane przez zamiane miejscami dwéch dowolnych ele-
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mentéw w m (otoczenie NPI, patrz Rozdz. 3.3.1). Podobnie jak w algorytmie
symulowanego wyzarzania dla problemu przeplywowego zastosowano geo-
metryczny schemat schladzania t;1=at;. Jesli po wykonaniu T_iter itera-
cji algorytm nie znalazl lepszego rozwiazania od aktualnie posiadanego 7*,
warto§¢ parametru kontrolnego byla modyfikowana: t;1; = ty. Algorytm
zatrzymywal sie po wykonaniu Maz_iter iteracji.

Eksperymenty obliczeniowe

Cel eksperymentéw. Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w ce-
lu zbadania, jak zmienia si¢ jako$¢ otrzymywanych rozwigzan wraz ze zmia-
na czestotliwosci komunikacji pomiedzy réwnolegtymi watkami poszukiwari.

Implementacja. Algorytm réwnolegly zostaly zaprogramowane w jezy-
ku Ada95 na 4 - procesorowym komputerze Sun Enterprise 4 x 400MHz.
Zastosowano nastepujace wartoéci parametréw:

to = 60 - poczatkowa wartos¢ temperatury,
a = 098 - stala geometrycznego schematu schladzania,
L = n — iloé¢ iteracji przy stalej temperaturze ¢,

Titer = 10 - iloé¢ iteracji bez poprawy najlepszego znanego

rozwigzania po ktérej parametrowi ¢
przywracana jest wartos¢ to.

Dla obu wersji algorytmu — sekwencyjnej oraz réwnoleglej — przyjeto
jednakows ilo$¢ iteracji Maz_iter réwna 400n. Oznacza to, ze w wersji 4-
procesorowej kazdy z procesoréw wykonywat 100n iteracji.

Rozwigzanie startowe otrzymano za pomocg algorytmu META wyzna-
czajacego najlepsze z rozwigzan czterech klasycznych heurystyk: SWPT,
EDD, AU i COVERT. ’

Przyklady testowe. Algorytmy byly testowany na przykladach, kté-
rych sposéb generowania zostal przedstawiony w pracy Potts, Van Wassen-
hove [154]. Przyklady te oraz ich najlepsze obecnie znane rozwigzania sa
zamieszczone na stronie OR-Library [145].

Wyniki obliczen Wyniki obliczeniowe przeprowadzonych eksperymen-
téw obliczeniowych przedstawione sg w tabeli 7.4. Mierzono procentowy
blad wzgledny, zdefiniowany wzorem (3.5), rozwiazah z* generowanych
przez badany algorytm, przyjmujac za rozwigzania referencyjne z* naj-
lepsze znane wyniki pobrane z OR-Library [145].
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4 procesory

n 1 proc. czestotliwo$¢ komunikacji (w iteracjach)

INF 1 10 100 1000 BF

40 221% 142% 088% 0,79% 1,10% 1,02% 1,20%
50 1,91% 0,90% 0,89% 0,63% 1,15% 1,63% 0,86%
100 3,25% 2,44% 2,3¢% 193% 2,88% 2,31% 1,78%

§rednia 2,46% 1,59% 1,37% 1,12% 1,71% 1,65% 1,28%

Tablica 7.4: Sredni procentowy blad wzgledny réwnoleglego algorytmu SA
w odniesieniu do najlepszych rozwigzan dla problemu jednomaszynowego.

Podobnie jak w przypadku algorytmu réwnolegtego dla problemu prze-
plywowego, najwieksza poprawe jakosci otrzymywanych rozwigzan udalo
sie uzyskaé dla czestotliwosci komunikacji K=10 (co 10 iteracji). Réwnole-
gly algorytm symulowanego wyzarzania bazujacy na takim modelu uzyskat
$rednig poprawe rozwiazan w stosunku do algorytmu sekwencyjnego wyno-
szaca az 54%, przy tej samej ilosci iteracji (liczonej w przypadku algorytmu
réwnoleglego jako suma iteracji wykonanych przez kazdy z procesoréw).

7.2.4 Wnhnioski i uwagi

W Rozdz. 7.2.2 oraz 7.2.3 przedstawiono algorytmy réwnolegle oparte na
metodzie symulowanego wyzarzania dla rozwigzywania dwéch permutacyj-
nych probleméw szeregowania zadan: jedno oraz wielomaszynowego. Zba-
dano wptyw réznych sposobéw komunikowania si¢ procesoréw na czas i ja-
koéé wyznaczanych rozwigzan. Na podstawie eksperymentéw obliczenio-
wych mozna stwierdzi¢ jednoznacznie, ze uzycie wielu procesoréw z odpo-
wiednio dobrang czestotliwo$cig komunikacji w duzym stopniu poprawito
efektywnos¢é obliczeniowg algorytméw oraz skrécilo czas ich dziatania. War-
toéci przyépieszen (speedup) algorytméw réwnolegtych dla obu probleméw
byty ponadliniowe — oznacza to, ze przy tej samej, co w algorytmach se-
kwencyjnych sumarycznej liczbie iteracji na wszystkich procesorach algo-
rytmy réwnolegle znajdowaly rozwiazanie lepsze niz odpowiednie algoryt-
my sekwencyjne. Zatem, otrzymanie podobnych lub nawet lepszych wyni-
kéw na maszynie 4 procesorowej wymagalo czasu czterokrotnie krétszego
w stosunku do czasu obliczen algorytmu sekwencyjnego.
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Proces gtéwny

Algorytm genetyczny
Proces Proces Proces
podrzedny podrzedny podrzedny
Obliczanie Obliczanie Obliczanie
funkcji funkcji funkcji
przystosowania przystosowania przystosowania

Rysunek 7.1: Réwnolegly algorytm genetyczny, podejscie globalne.

7.3 Roéwnolegle metody genetyczne

Algorytm genetyczny juz z swej natury jest w wysokim stopniu algorytmem
réwnoleglym. Sama idea symultanicznego badania nie jednego — ale wielu
punktéw optymalizowanej przestrzeni rozwigzan, lezaca u podstaw dziala-
nia algorytmu genetycznego, jest w istocie idea przetwarzania réwnolegtego.
Isnieja trzy podstawowe modele zréwnoleglania algorytmu genetycznego:

e globalny (single-walk model),
e rozproszony (diffusion model),

e wyspowy (island model).

W dalszej czeSci rozdzialu zaprezentujemy podstawowe zalozenia powy-
zej wymienionych modeli. Przedstawione zostang istniejace implementacje
wykorzystujace poszczegblne modele, oraz oméwione bedg ich zalety i ogra-
niczenia.
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7.3.1 Model globalny

Model globalny zaktada dostepnoéc¢ pracujacych réwnolegle procesoréw o mo-
cy obliczeniowej wystarczajacej do wspoétbieznego wyznaczania wartoéci
funkcji przystosowania dla poszczegélnych osobnikéw. Algorytm genetycz-
ny oparty na tym modelu bazuje na jednej populacji przechowywanej przez
przez procesor centralny, ktéry odpowiada za selekcje, kojarzenie oraz mu-
tacje. Procesory podrzedne obliczaja wskazniki przystosowania. Trajektoria
poruszania si¢ po przestrzeni rozwiazan takiego algorytmu jest identycz-
na jak trajektoria algorytmu sekwencyjnego. Stosujac tego typu strategie
zréwnoleglania algorytmu uzyska¢ mozna prawie liniowe przyspieszenie, je-
§li tylko czas obliczen wartosci funkcji przystosowania (funkcji celu) jest
wiekszy niz czas pochlaniany przez pozostale elementy algorytmu (np. ope-
ratory genetyczne). Uzycie tego rodzaju strategii znalez¢ mozna w pracy
Chalermwat i inni [42] zaimplementowanej na 50 — wezlowym klastrze Be-
owulf procesoréw Pentium Pro 200 MHz potaczonych sieciag o topologii
drzewiastej. Abramson i Abela [3] zastosowali globalny schemat algoryt-
mu genetycznego w oparciu o model master - slave do problemu uktadania
planu lekcji na komputerze Encore-Max z 16 procesorami i pamigcia wspét-
dzielona. Podobny model obliczen stosowal tez Grefenstette [83].

Poza obliczaniem wartosci funkcji przystosowania, procesory réwnole-
gle mogg wykonywaé procedury lokalnego poszukiwania (np. poszukiwanie
zstepujace, tabu, symulowane wyzarzanie) dodatkowo poprawiajac jakos§é
rozwigzan (podejécie hybrydowe, Miithlenbein [137], Reeves i Yamada [156]).

7.3.2 Model rozproszony

Algorytm genetyczny bazujacy na asynchronicznym modelu rozproszonym
wykorzystuje identyczne procesory wykonujace niezaleznie zaréwno ope-
racje genetyczne, jak i obliczenia wskaznikéw przystosowania. Model ten
przeznaczony jest dla duzych komputeréw posiadajacych szybka komunika-
cje pomiedzy procesorami i duzg liczbe procesoréw. Kazdemu procesorowi
przydzielana jest pewna mata podpoulacja, zwykle — jeden osobnik. Selekcja
i krzyzowanie mozliwa jest w matym otoczeniu ograniczonym topologia sieci
polaczen pomiedzy procesorami. Wykonanie selekcji i krzyzowania wymu-
sza rozproszenie nowych osobnikéw i przydzielenie ich do procesoréw [44].
Talbi i Muntean [180] zaproponowali drobnoziarnisty rozproszony algorytm
genetyczny dla transputera T-800. Kohlmorgern i inni [103] zaprezentowali
drobnoziarniste algorytmy genetyczne w wersji rozproszonej oraz wyspowej
miedzy innymi dla problemu komiwojazera (T'SP) oraz problemu przepty-
wowego (flow shop). Populacja startowa dzielona byta na 1,4,16, 64, 256
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Proces wspéibiezny

Podpopulacja
Obliczenia funkcji
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Rysunek 7.2: Wspéibiezny rozproszony algorytm genetyczny.

i 1024 podpopulacje przydzielane osobno do kazdego procesora komputera
MasPar MP-1 z topologia polaczenn dwuwymiarowej kraty.

7.3.3 Model wyspowy

Model wyspowy algorytmu genetycznego opiera sie¢ na zalozeniu, ze kazdy
z procesoréw wykonuje autonomiczny sekwencyjny algorytm genetyczny
oparty na niezaleznej, wlasnej populacji. Komunikacja pomiedzy proceso-
rami moze by¢ wykorzystana na przyklad do rozsylania najlepszych osobni-
kéw, lub czesci populacji (pewnej ilosci najlepszych osobnikéw) [33,34,148].
W poréwnaniu z wcze$niej wymienionymi modelami, strategia wyspowa
charakteryzuje si¢ znaczng redukcja czasu po$wigconego na komunikacje
(nie jest wymagana pamie¢ wspéldzielona) i moze byé wykorzystana w apli-
kacjach gruboziarnistych. W swej podstawowe]j formie model wyspowy moze
by¢ scharakteryzowany przez trzy parametry:

1. wielkos¢ subpopulacji znajdujacej sig¢ na kazdym z procesoréw,

2. czestotliwos¢é migracji pewnej ilosci ,dobrych” osobnikéw pomiedzy
subpopulacjami,

3. ilo$¢ przesylanych (migrujacych) osobnikéw.
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- Proces wspbtbiezny
Proces wspétbiezny
Algorytm
Algorytm genetyczny
genetyczny
Proces wspétbiezny Proces wspétbiezny
Algorytm Algorytm
genetyczny genetyczny
Proces wspétbiezny Proces wspétbiezny
Algorytm i Algorytm
genetyczny genetyczny

Rysunek 7.3: Réwnolegly algorytm genetyczny, model wyspowy.

Pewne biblioteki oparte na tej strategii byly juz wczesniej cytowane w
rozdziale 5.2.2 — Bubak i Sowa [31] uzyli modelu wyspowego do implementa-
cji réwnoleglego algorytmu genetycznego dla problemu komiwojazera. Bel-
ding [17] rozszerzy} poprzednig prace dotyczaca rozproszenia algorytmu ge-
netycznego [183] skupiajac si¢ na czestotliwodci migracji oraz ich ilosciowych
proporcji migrujacych podpopulacji. Levine [117] zaimplementowal réwno-
legly algorytm genetyczny bazujacy na modelu wyspowym do rozwigzania
problemu rozbicia zbioru (set partitioning problem). Testy przeprowadzil
na 128 weztach komputera IBM SP-1. Andre i Koza [12] opisali gruboziar-
nisty réwnolegly algorytm genetyczny oparty na jezyku C z biblioteka PVM
zaimplementowanym na sieci transputeréw, udalo si¢ im uzyska¢ przyspie-
szenie ponadliniowe (super-linear speedup) a najlepsze efekty uzyskiwali dla
wielkosci migracji réwnej 8% populacji. Falco i inni [62] zaimplementowa-
li réwnolegly wyspowy algorytm genetyczny na komputerze Convex Meta
Series z uzyciem C i PVM.

7.3.4 Modele hybrydowe

W literaturze spotkaé mozna takze podejécia hybrydowe do zagadnienia
zréwnoleglenia algorytmu genetycznego. Oussaidéne i inni [147] opisali hy-
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brydowa implementacje réwnoleglego algorytmu genetycznego, w ktoérej
kazda z podpopulacji jest przydzielona do pary master — server. Podpopu-
lacje sa zwiazane z procesem master, za$ server stuzy do obliczania warto-
Sci funkcji przystosowania. Procesy master moga wymieniaé ze sobg czesci
swoich podpopulacji. Do implementacji algorytmu uzyto jezyka Java pod
kontrolg systemu operacyjnego Condor [75].

Poza wymienionymi pracami istnieje wiele opiséw badan réwnoleglego
algorytmu genetycznego zwiagzanych z badaniem takich jego parametréw
jak liczba proceséw, rozmiar populacji, wspéiczynnik mutacji, liczba iteracji
pomiedzy mutacjami itp., miedzy innymi [9,10, 35, 36, 167].

7.3.5 Problemu przeplywowy. Algorytm pGA

W permutacyjnym problemie przeplywowym (permutation flow shop) kaz-
de z zadan nalezy wykonaé kolejno na wszystkich maszynach, przy czym
kolejno$¢é wykonywania zadan na kazdej maszynie musi by¢ taka sama.
Optymalizacja polega na wyznaczeniu kolejnosci wykonywania zadan, kt6-
ra minimalizuje sumaryczny czas ich zakonczenia. W literaturze problem
ten jest oznaczany przez F|| Y C;.

W ostatnich latach opublikowano niewiele algorytméw rozwiazywani
omawianego problemu, skupiajac sie gléwnie na problemie przeptywowym
z kryterium maksymalnego a nie sumarycznego czasu zakonczenia zadan.
Problem F'||Cpqz jest uznawany za prostszy w rozwigzywaniu z uwagi na
pewne szczegdlne wlasnoéci, tzw. wlasnoéci blokowe [20,79]. Dla problemu z
kryterium Clgym, whasnodci tych niestety nie mozna zastosowaé, co znacznie
zwieksza zlozono$é obliczeniowg algorytméw jego rozwiazywania, przeno-
szac uwage na metody programowania réwnoleglego cechujace sie¢ o wiele
wiekszymi mozliwo$ciami w tej dziedzinie.

W literaturze, z wyzej podanych powodéw, znalezé mozna niewiele prac
dotyczacych omawianego problemu. Znane sa pewne algorytmy konstruk-
cyjne (LIT i SPD [187], takze NSPD w pracy Liu [122]) ktére cechuje
niestety staba efektywno$é. Reeves i Yamada [156] podali hybrydowy al-
gorytm genetyczny, posiadajacy elementy algorytmu tabu i symulowanego
wyzarzania, a takze technike Sciezek laczacych (path relinking) za pomoca
ktérego, wykonujac bardzo duza iloé¢ iteracji, wyznaczyli najlepsze znane
obecnie rozwigzania badanego problemu.

Przestawiony ponizej algorytm réwnolegly stanowi kontynuacje badan
wlasnych autora rozprawy nad konstrukcjami efektywnych réwnolegtych al-
gorytméw rozwigzywania bardzo trudnych probleméw kombinatorycznych
(np. [24-28]). W dalszej czedci przedstawiony zostanie algorytm réwnolegty,
oparty na metodzie algorytmu genetycznego, ktérego wersja réwnolegta nie
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tylko przyspiesza dzialanie algorytmu, ale takze poprawia jako$¢ wyznacza-
nych rozwigzan

Eksperymenty obliczeniowe

Cel eksperymentéw. Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w ce-
lu zbadania, jaki wptyw na jako$¢ otrzymywanych rozwiazan ma ilosé pod-
populacji (wysp), czestotliwosci komunikacji pomiedzy nimi oraz zastoso-
wane operatory genetyczne.

Implementacja. Konstrukcja wiasciwego réwnoleglego algorytmu gene-
tycznego poprzedzona zostala testami przeprowadzonymi na sekwencyjnym
algorytmie genetycznym, a dotyczacymi efektywnosci wybranych klasycz-
nych operatoréw krzyzowania i mutacji dla problemu przeptywowego z kry-
terium Cgym. Badane operatory zostaly opisane w Dodatku A. Po testach
wstepnych do dalszych badan wybrano operatory krzyzowania PMX, CX
i SX oraz operator mutacji I polegajacy na inwersji (zamianie) dwéch lo-
sowych elementéw w permutacji. Wyniki testéw przedstawione sg w tabeli
7.5. Jako miare efektywnosci algorytmu mierzono procentowy biad wzgled-
ny do najlepszych znanych rozwiazan podanych w pracy Reeves i Yama-
da [156].

operator krzyzowania bez mutacji mutacja 0,05 mutacja 0,5
PMX 2,89% 2,39% 4,55%
CX 5,96% 4,23% 5,02%
SX 5,49% 3,17% 3,30%

Tablica 7.5: Efektywnosé¢ réznych operatoréw mutacji i krzyzowania dla
problemu przeptywowego z kryterium Cgym, 500 iteracji, wielkod¢ populacji
100 osobnikéw.

Algorytmu réwnolegly zostal zaprojektowany dla maszyny MIMD z pro-
cesorami bez pamieci wspoldzielonej oraz przy zalozeniu, ze czas komunika-
cji pomiedzy procesorami jest o wiele diuzszy od czasu dostepu procesora do
jego pamieci lokalnej. Zastosowano model wyspowy z procesorem central-
nym posredniczacym w komunikacji i magazynujacym dane o najlepszych
osobnikach oraz procesorami podrzednymi przechowujacymi podpopulacje,
z kooperacja polegajaca na migracji pewnej grupy najlepszych osobnikéw
pomiedzy podpopulacjami (wyspami).

Réwnolegly algorytm genetyczny zaimplementowany wedlug modelu
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wyspowego charakteryzowaly w powyzszej implementacji nastepujace pa-
rametry:

o wielkos¢ subpopulacji znajdujacej si¢ na kazdym z procesoréw wyno-
sita 100 osobnikéw,

e czestotliwosé migracji osobnikéw pomiedzy subpopulacjami wynosi-
ta 35 iteracji, ale dopiero po wykonaniu wstepnych 80 iteracji bez
komunikacji (dla unikniecia zbytniego upodobnienia sie podpopulacji
do siebie i lepszego rozproszenia procesu poszukiwan po przestrzeni
rozwigzan),

e ilo$é przesylanych (migrujacych) osobnikéw wynosita 20% wielkoéci
populacji.

Réwnolegly algorytm genetyczny w naszej implementacji przeszukiwal
przestrzen rozwiazan przy pomocy p réwnoleglych watkéw poszukiwan, kaz-
dy watek zwiazanych z jednym procesorem oparty byt na swej podpopulacji.
Pomiedzy podpopulacjami wykonywana byla operacja (quasi-operator) mi-
gracji. Zbadano efektywno$é algorytmu réwnolegtego, ktéry przy ustalonej
sumarycznej liczbie iteracji réwnej 1000, uruchamiany byl z réznymi kom-
binacjami trzech strategii: tej samej badz réznych populacji poczatkowych,
niezaleznych lub kooperujacych watkéw poszukiwan oraz tych samych lub
réznych operatoréw genetycznych wykonywanych przez procesory na ich
podpopulacjiach.

W tabeli 7.6 przestawione sg nastepujace strategie:

e ta sama populacja startowa, kooperacja (migracja), ten sam operator
genetyczny PMX,

e ta sama populacja startowa, kooperacja, TéZne operatory genetyczne
(PMX, CX, SX) na kazdym z procesorow réwnolegtych,

e ta sama populacja startowa, niezalezne wqtki poszukiwari (bez migra-
cji), ten sam operator genetyczny PMX,

e ta sama populacja startowa, niezalezne wqtki poszukiwan, rézne ope-
ratory genetyczne (PMX, CX, SX) na kazdym z procesoréw réwnole-
gtych.

w tabeli 7.7 przedstawiono przypadki odpowiadajace algorytmom opartych
na nastepujacych strategiach:
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e r6zne populacje startowe, kooperacja, ten sam operator genetyczny
PMX,

e r6zne populacje startowe, kooperacja, réine operatory genetyczne (CX,
SX, PMX) na kazdym z procesoréw réwnoleglych,

e r6zne populacje startowe, niezaleine wqtki poszukiwari, ten sam ope-
rator genetyczny PMX,

e 10zZne populacje startowe, niezalezne wgtki poszukiwan, rézne operato-
ry genetyczne (PMX, CX, SX) na kazdym z procesoréw réwnoleglych,

Implementacja algorytmu réwnolegtego zostaly wykonana w réwnole-
glym jezyku programowania Ada95 na 4-procesorowym komputerze Sun
Enterprise 4x400MHz pod kontrola systemu operacyjnego Solaris 7.

Przyklady testowe. Algorytm byl testowany na 50 przykladach o 5
rozmiarach z 100,. ..,500 operacjami (n x m=20x5, 20x10, 20x20, 50x5,
50x10) opublikowanych przez Taillarda [177], (OR-Library [145]) z naj-
lepszymi znanymi rozwigzaniami wzigtymi z pracy Reeves, Yamada [156].
Testy dla wiekszych rozmiaréw probleméw takze byly wykonywane, jednak
ze wzgledu na brak w literaturze jakichkolwiek rozwigzan referencyjnych nie
mozna bylo nic powiedzieé o ich jakosdci. Aby zniwelowaé réznice wynikéw
wynikajace z probabilistycznych elementéw algorytmu (losowanie populacji,
losowanie pozycji krzyzowania i mutacji) kazdy z 50 przykladéw testowych
wykonywany byl 6 — krotnie a uzyskane wyniki (procentowe bledy wzgledne
zdefiniowany wzorem (3.5), rozwiazan 4 generowanych przez badany algo-
rytm, przyjmujace za rozwiazania referencyjne z* najlepsze znane wyniki)
byly uéredniane. Obliczane bylo takze odchylenie standardowe wynikéw
uzyskanych dla kazdego przykiadu jako miara dyspersji (rozrzutu), a wiec
stabilno$ci dzialania algorytmu.

Wiyniki obliczen. Strategia rozpoczynania obliczen z réznych popula-
cji poczatkowych na kazdym procesorze (tabela 7.6) okazala si¢ znacznie
lepsza od strategii rozpoczynania obliczeni z tej samej populacji (tabela
7.7). Takze strategia kooperacji dala lepsze wyniki obliczeniowe od strate-
gii z niezaleznym przeszukiwaniem przestrzeni rozwigzan bez komunikacji
(bez migracji). Okazalo sie, ze bardziej efektywna jest dywersyfikacja pro-
cesu poszukiwan poprzez zréznicowanie operatoréw genetycznych wykony-
wanych na swoich podpopulacjach przez kazdy z procesoréw. Najlepsze
wyniki uzyskal genetyczny algorytm réwnolegly rozpoczynajacy oblicze-
nia z réznych populacji poczatkowych, z zastosowaniem migracji pomiedzy
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4 procesory

nx m 1 procesor niezaleznie z kooperacja

te same rézne te same rézne
operatory operatory operatory operatory

20x5 1,00% 0,81% 0,73% 0,66% 0,52%
20x10 1,10% 1,00% 0,97% 0,81% 0,79%
20x20 0,93% 0,75% 0,74% 0,65% 0,64%
50x5 2,96% 3,70% 3,44% 3,43% 3,10%
50x10 4,48% 4,97% 4,70% 4,79% 4,64%
$rednia 2,13% 2,25% 2,11% 2,07% 1,98%
odch. std. 0,20% 0,15% . 0,12% 0,16% 0,12%

Tablica 7.6: Poréwnanie réwnoleglych algorytméw genetycznych, rézne po-
pulacje startowe na kazdym z procesoréw, 1000 iteracji.

4 procesory

nxm 1 procesor niezaleznie z kooperacja

te same rézne te same rézne

operatory operatory operatory operatory
20x5 1,00% 0,87% 0,78% 0,65% 0,55%
20x10 1,10% 1,11% 0,97% 0,86% 0,84%
20x20 0,93% 0,80% 0,80% 0,76% 0,69%
50x5 2,96% 3,86% 3,62% 3,92% 3,54%
50x10 4,48% 5,38% 5,12% 5,24% 4,99%
§rednia 2,13% 2,40% 2,26% 2,29% 2,12%
odch. std. 0,20% 0,11% 0,16% 0,13% 0,13%

Tablica 7.7: Poréwnanie réwnolegtych algorytméw genetycznych, te same
populacje startowe na wszystkich procesorach, 1000 iteracji.



podpopulacjami, z réznymi operatorami genetycznymi na poszczegdlnych
procesorach — w tym wypadku poprawa bledu wyniosta 7%, przy tej sa-
mej liczbie iteracji réwnej 1000 dla algorytmu sekwencyjnego i 4 razy po
250 iteracji dla réwnoleglej, 4 procesorowej wersji algorytmu. Ponadto, al-
gorytm réwnolegly cechowala znacznie wieksza stabilno$é otrzymywanych
rozwigzan — odchylenie standardowe wynikéw dla tej samej instancji pro-
blemu wynosilo $rednio 0,12% dla najlepszego algorytmu wobec 0,20% dla
algorytmu sekwencyjnego. Poprawa éredniej wartosci odchylenia standar-
dowego otrzymywanych wynikéw wyniosta dla algorytmu réwnoleglego az
40% w stosunku do algorytmu sekwencyjnego.

7.3.6  Wnioski i uwagi

Przedstawiono konstrukcje algorytmu rozwigzywania permutacyjnego pro-
blemu przeplywowego oparta na réwnoleglym asynchronicznym algoryt-
mie genetycznym w podejsciu wyspowym. Przy implementacji algorytmu
zastosowano idee migracji najlepszych osobnikéw pomiedzy procesorami.
Eksperymenty obliczeniowe wskazuja, ze algorytm réwnolegly jest znacznie
efektywniejszy od sekwencyjnego. Otrzymane wyniki (po niewielkiej liczbie
iteracji) tylko nieznacznie réznig sie od najlepszych obecnie znanych.

8 Roéwnolegly schemat podzialu
i ograniczen

W metodzie wyznaczania rozwiazan opisywanej w tym rozdziale stosuje sie
pewien sposéb ograniczonego przegladu przestrzenie rozwigzan — nie mozna
bowiem (przynajmniej obecnie) unikngé gwaltownego wzrostu rozmiaréw
przestrzeni rozwigzafh wraz ze zwiekszaniem rozmiaru badanego problemu.
Zostanie tutaj opisane ogélne sformulowanie takiego przeszukiwania oraz
zaprezentowana bedzie implementacja metody podziatu i ograniczen dla
pewnego typowego problemu szeregowania. Nastepnie zaproponowana zo-
stanie metoda dostosowania implementacji algorytmu dla systemu obliczen
réwnolegtych.

133
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8.1 Schemat podziatu i ograniczen

Sekwencyjna metoda podziatu i ograniczen (Branch and Bound, B&B) jest
stosowana do znajdowania rozwigzan optymalnych dla NP-trudnych pro-
bleméw optymalizacji kombinatorycznej. Schemat okresla ogélne podejscie
oparte na dekompozycji potaczonej z przeszukiwaniem zbioru rozwigzan
dopuszczalnych problemu, zas konkretne algorytmy otrzymuje si¢ poprzez
uszczegblowienie elementéw skltadowych schematu. Mimo, ze schemat B&B
jest stosunkowo dobrze poznanym narzedziem, jest w praktyce malo po-
pularny ze wzgledu na znaczna zlozono$¢ oraz problemy implementacyj-
ne. Ponizej podamy krétka i zwiezta charakterystyka schematu pochodzaca
z pracy [170].

Niech X bedzie przestrzenig rozwigzan dopuszczalnych problemu opty-
malizacyjnego 3.1, a K(z), z € X funkcja kryterialna. Poszukujac wartosci
minimalnej funkcji kryterialnej K (z), czyli rozwigzania optymalnego pro-
blemu, wykorzysta¢ mozna nastepujaca wiasnos¢:

;réi)r} K(z) = min{:{gi{% K(x)’feli\% K{x);.... ,zren)iqr}SI K(z)} (8.1)
gdzie X}, j € S jest rozbiciem zbioru rozwigzan dopuszczalnych & na pod-
zbiory parami rozlaczne i wyczerpujace, tzn.

XinX;=0, i,jes, i#j Jx=x (8.2)
JjES
Zatem aby rozwigzaé problem optymalizacyjny (3.1), potrzeba i wystar-
cza rozwigzaé zbiér podprobleméw postaci

;rell% K(z) (8.3)
dla j € S, a nastepnie uzy¢ zaleznoéci 8.1 do otrzymania rozwiazania gtéw-
nego problemu 3.1. Pelny zbiér podprobleméw jest scharakteryzowany po-
przez funkcje celu K(z) oraz rozbicie P = {X; : j € S}. Odpowiednie
podproblemy moga by¢ rozwiazywane sekwencyknie (system jednoproceso-
rowy) lub réwnolegle (system wieloprocesorowy, podproblemy sa wzgledem
siebie niezalezne). Podana dekompozycja jest racjonalna, jedli uzyskanie
rozwiazania dla 8.3 jest istotnie latwiejsze niz dla 3.1. Problem 8.3 dla
ustalonego j € S mozna rozwigzaé stosujac nastepujace podejscia: (1) re-
laksacja, (2) bezposrednio, (3) posrednio, (4) przez podzial.

Relaksacja oznacza usuniecie lub ostabienie ograniczen lub funkcji celu
(badz tez obu). Relaksacja ograniczeri to usuniecie lub zlagodzenie czesci
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(lub catosci) ograniczen wyznaczajacych zbiér rozwiazan dopuszalnych &;.
W sposéb oczywisty zachodzi &; C XjR, gdzie XJR jest zbiorem rozwiazan
dopuszczalnych problemu zrelaksowanego polegajacego na wyznaczeniu

min K
ket (z) (8.4)
oraz
. > . - *R ) 1
;rélar% K(z) xrgjv?i K(z) = K(z*™) (8.5)

Jezeli dla wyznaczonego rozwiazania optymalnego z*# problemu zrelakso-
wanego zachodzi z*F € &}, to otrzymane rozwigzanie jest takze rozwia-
zaniem optymalnym problemu bez relaksacji 8.3. W przeciwnym przypad-
ku problem 8.3 nie zostat rozwiazany, za$ wielkoéé K (z*%) stanowi dolne
ograniczenie LB(X;) wartosci funkcji celu dla wszystkich rozwigzan pro-
blemu 8.3. Relaksacja funkcji celu to zastapienie funkeji celu K (z) funkcja
K'(z) taka, ze K'(z) < K(z) dla wszystkich z € X. W sposéb oczywisty
zachodzi

: : ! ! /
;renlr% K(z) > geu/% K'(z) = K'(z). (8.6)
Jezeli dla wyznaczonego rozwigzania optymalnego z’ problemu zrelaksowa-
nego mingex; K'(z) zachodzi K (z') = K'(z'), to otrzymane rozwigzanie z'
jest takze rozwiazaniem optymalnym problemu bez relaksacji 8.3. W prze-
ciwnym przypadku problem 8.3 nie zostal rozwiazany, za$ wielkos¢ K(z')
stanowi dolne ograniczenie LB'(X;) wartosci funkcji celu dla wszystkich
rozwigzan problemu 8.3. Postacé relaksacji jest dowolna, chociaz zaklada sig
domyslnie, ze rozwiagzanie problemu zrelaksowanego powinno by¢ istotnie
latwiejsze niz rozwigzanie problemu podstawowego, np. moze by¢ dokonane
w czasie wielomianowym. _

Bezposrednio zostal rozwigzany problem, jesli obliczone zostaly wartosci
funkcji celu K(z) dla wszystkich z € X; w celu wyboru wartosci minimal-
nej. W praktyce bezposrednio rozwigzywany jest problem wtedy, gdy zbiér
X; jest niewielkiej licznosci.

Posrednio rozwigzany zostal problem 8.3, dla ktérego stwierdzono za-
chodzenie warunku

LB(X;) > UB (8.7)

gdzie UB jest pewnym gdrnym ograniczeniem wartosci funkcji celu dla
wszystkich rozwigzan problemu 3.1. Problem taki faktycznie nie jest roz-
wiazywany, lecz eliminowany z rozwazan jako nie zawierajacy rozwigzan
o wartosci funkcji celu mniejszej niz warto§¢ progowa UB.
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Podzial stosowany jest do problemu, ktérego nie mozna rozwiazaé uzy-
wajac podej$é 1-3, tj. przez relaksacje, bezposrednio badz posrednio. Pro-
blem 8.3 odpowiadajacy wybranemu & jest usuwany ze zbioru rozbicia P,
za$ na jego miejsce dodawane sg podproblemy otrzymane przez podzial X
na pewng liczbe podprobleméw, skojarzonych ze zbiorami rozwigzah do-
puszczalnych Vi, k = 1,2, ..., takimi, ze Vi, k = 1,2,...,r jest rozbiciem
zbioru X; na podzbiory parami rozlaczne i wyczerpujace.

8.2 Problem jednomaszynowy

Przedstawiony w dalszej czesci pracy algorytm (sekwencyjny i réwnolegly)
oblicza rozwigzanie dokladne dla jednomaszynowego problemu minimaliza-
cji iloéci wag zadaf opéznionych, w literaturze oznaczanego przez 1||Xw;U;,
nalezacego do klasy probleméw NP-trudnych. Przedstawiono takze imple-
mentacje algorytmu sekwencyjnego w celu poréwnania wydajnosci obu al-
gorytméw w tych samych warunkach dziatania systemu.

8.2.1 Algorytm sekwencyjny B&B

W konstrukeji algorytmu wykorzystany zostanie fakt, ze pojedyncze roz-
wigzanie problemu 1||Xw;U; moze by¢ reprezentowane przez permutacje
zbioru zadan J. Dla potrzeb schematu B&B proces generowania rozwia-
zania optymalnego zostanie przedstawiony w postaci drzewa rozwigzan H
opartego na porzadkach czesciowych, budowanych poczawszy od ostatniej
pozycji w permutacji. Zasada konstrukcji drzewa rozwigzan H jest naste-
pujaca.

Wezet 0, korzeh drzewa H, na poziomie zerowym, przedstawia wszyst-
kie rozwigzania tj. wszystkie permutacje J. Z wezla 0 wychodzi n galezi
prowadzacych do n wezléw poziomu pierwszego. Kazdy z tych weztéw re-
prezentuje rozwigzania, w ktérych na ostatniej pozycji znajduje si¢ jeden
element, rézny dla réznych weztéw. Z kazdego wezla na poziomie 1 wycho-
dzi n — 1 krawedzi do n — 1 nowych weziéw na poziomie 2. Zatem poziom
2 posiada acznie n(n — 1) weztéw. Kazdy wezet na poziomie 2 przedstawia
zbidr rozwigzan, w ktérym na koncu ustalono kolejno§¢ dwéch elementéw.
Proces ten przedstawiono na Rys. 8.1.

Tak wiec, wezel na [ -tym poziomie drzewa H jest charakteryzowany
przez permutacje czeSciowa zadan 7 = (n(n—{+1),7(n —1+2),...,7(n))
oraz odpowiada wszystkim rozwigzaniom problemu reprezentowanych przez
permutacje identyczne z m na [ ostatnich pozycjach, l =0,1,...,n. W tym
przypadku, zbiér bezposrednich nastepnikéw wezta otrzymujemy umiesz-
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poziom
0

(..3,2,1) (... 4,2,1) (.,n,2,1)

Rysunek 8.1: Drzewo H.

czajac na pozycji | + 1 nieuszeregowane jeszcze zadania j € S = J\9',
gdzie S' = {n(j) : 7 =1,2,...,1} jest zbiorem zadanh juz uszeregowanych.

Z powyzszego wynika, ze kaidemu wezlowi mozna przyporzadkowac re-
lacje poprzedzania Rr z jadrem R} postaci, Rys. 8.2

={(r(G-1),7(4)):j=n—-1+2,n—-1+3,...,n}U

U{(f,m(n —1+1))},j € S} (8.8)
Sama za$ relacje R, mozna otrzymaé z R dodajac do R, wszystkie par
wynikajace z przechodnioéci relacji R,. Relacja R, jest ustalona w wezle
odpowiadajacym permutacji czesciowej m w tym sensie, Zze wymagania cze-
Sciowego porzadku musza by¢ spelnione w kazdym nastepniku 7 w drzewie
rozwigzan. Z budowy drzewa H wynika natychmiast, ze liScie (wezly ter-
minalne) reprezentuja wszystkie permutacje zbioru J, to znaczy jest ich
nl.
Dla zadania s € J wprowadZzmy dodatkowo oznaczenie A, okreslajace
nastepujaca zalezno$é: jezeli permutacja 3 zostala wygenerowana z permu-
tacji m przez ustalenie zadania s na pozycji k, to

F(B) = F(r) + . (8.9)
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Rysunek 8.2: Relacja poprzedzan.

Wyrazenie F(m) + A, jest wiec waga permutacji wygenerowanej z
przez ustalenie zadania wolnego s na k—tej pozycji. W toku dzialania algo-
rytmu wybierane beda takie zadania s, ktérych ustalenie wygeneruje per-
mutacje — bezposredniego nastepnika o mozliwie najmniejszej wadze. Aby
wybraé takie zadanie s, nalezy dla wszystkich zadan 7 ze zbioru zadan wol-
nych obliczyé ich wartosci A; i wybra¢ zadanie s o najmniejszej wartosci
By = miin A;.

Rozwiazaniem poczatkowym algorytmu (korzeniem drzewa rozwiazan
H) jest permutacja g, dla ktérej zbiér zadan wolnych Sr, = J. Za najlep-
sze rozwigzanie przyjmujemy 7* « 7 oraz gérne ograniczenie UB=F(r*).
Poziom drzewa h=0.

Niech 7 bedzie permutacjg (wierzchotkiem) na h-tym poziomie drzewa
H. Zbiér zadan wolnych Sy = |k|, przy czym k = n —[. Niech K, zwigzane
z kazdym wierzchotkiem drzewa H bedzie zbiorem kandydatéw, tj. zadan
ktére mozna ustali¢ na pozycji wolne;j.

Algorytm sB&B

Krok 1. {Dolne Ograniczenie (LB)}
if LB(w) > F(n*) then go to Krok 4;
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Krok 2. {Gérne Ograniczenie (UB)}
if F(r) < UB then
begin
UB « F(m);
™ — T
end;
Krok 3. Wyznacz zbiér kandydatéow K — zadan, ktére mozna ustalié na
k-tej pozycji;
if K(r) =0 then goto Krok 4;
Wybierz zadanie s € K takie, ze

By = icf?{l(rjr){Ai}’ (8.10)

Wygeneruj nowg permutacje 8 (wierzcholek w grafie H) przez usta-
lenie zadania s na k-tej pozycji.

h—h+1;, k—n—h;

goto Krok 1.

Krok 4. {Cofanie}
if 7 jest korzeniem w drzewie H then Stop; (7* jest rozwigzaniem
optymalnym)
if permutacja m zostala wygenerowana z [ przez ustalenie zadania
s € K na pozycji k then

begin
h—h-=1; k—n—h; Kp — K;\{s},
goto Krok 3.

end;

Czas dzialania algorytmu B& B zalezy od liczby wyeliminowanych, czyli
sprawdzonych posrednio, poddrzew drzewa rozwiazan H, a to z kolei wia-
ze sie z jakoscig gérnego ograniczenia UB - im lepsze, tym czas dzialania
algorytmu bedzie krétszy. W przedstawionym powyzej algorytmie B&B
warto$é poczatkowa UB jest warto$cig funkcji celu rozwiazania poczatko-
wego. Ponizej zamieszczony jest algorytm heurystyczny wyznaczajacy takie
rozwiazanie.
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Algorytm AH (Rozwiazanie przyblizone).

Ponumerowaé zadania tak, aby di < ds... < d,.

W — 0; t «0;
fori:=1tondo
begin

if t + p; < d; then
Wykonaé podstawienia: W «— WU {i} oraz t «— t + p;;

else
Wyznaczy¢ zbior: Q = {l € W : Zspj -y +pi < di};
j€
if Q # 0 then ’
Wyznaczyé zbiér: V = {j € Q : w; > w;};
if V # 0 then
Wyznaczyé k € V taki, ze wy=max{w;: | € V} oraz
wykonaé podstawienia:
W — W\ {k}U{i}; t —t - pr + pi;
end;

Rozwigzanie konstruowane przez algorytm AH nalezy interpretowaé w
sposéb nastepujacy: nalezy wykonaé zadania ze zbioru W (w kolejnosci
ich wystepowania) a nastepnie, w dowolnej kolejnoéci, pozostate zadania.
Algorytm AH ma zlozonoéé obliczeniowa O(nlogn).

8.2.2 Algorytm réwnolegly pB&B

Istnieje wiele metod uréwnoleglenia — a wiec przyspieszenia — schematu
B&B. Wymienia si¢ tu miedzy innymi metode scentralizowang przydziatu
zadan dla procesoréw (wykorzystana w opisywanym algorytmie), metody
rozproszong, typu token ring i inne [106]. W pracy opisze idee réwnoleglego
algorytmu podzialu i ograniczeh bazujacego na metodzie scentralizowanej,
ze zréwnowazonym obcigzaniem procesoréw (balanced loads strategy) . Po-
dobna metode dla problemu komiwojazera stosuja autorzy pracy [61].

Opisywana metoda zaklada istnienie w systemie statej liczby proceso-
réw — wazne jest, ze ich iloé¢ jest ustalona odgérnie i nie jest zalezna od
wielkosci zadania.

Projektowany algorytm réwnolegly powinien spetniaé trzy podstawowe
zalozenia:

1. obciazenie procesoréw powinno zostaé zréwnowazone — to jest zaden
z procesoréw nie powinien przed zakoficzeniem obliczen pozostawaé
bezczynnym,
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2. wystarczajaco dobre rozwigzanie (w naszym przypadku - optymalne)
powinno zostaé znalezione najpredzej jak to mozliwe,

3. jak najwiecej podzbioréw rozwigzan powinno zosta¢ wyeliminowa-
nych.

Realizacja punktu (1) odpowiada za zréwnowazony przydziat zadah do
procesoréw — w naszym wypadku przydzialem tym bedzie kierowal wybra-
ny, ,sterujacy” procesor (stad model scentralizowany).

Punkt (2) odpowiada za dobra komunikacje pomiedzy procesorami. Pro-
cesor, ktory znalazt nowe najlepsze rozwigzanie powinien jak najpredzej
rozestaé¢ jego wartos¢ do innych procesoréw. W przypadku opisywanego
algorytmu nie jest to klasyczne rozglaszanie (broadcasting), poniewaz do
przechowywania najlepszego rozwigzania m*uzywany jest procesor nadzo-
rujacy — stad tez jedyng droga takiej komunikacji jest powiadomienie tego
procesora przez jeden z procesoréw podrzednych o znalezieniu lepszego roz-
wigzania od aktualnie najlepszego 7*. Szybkie powiadomienie procesoréw
zapewnia dobra efektywnos¢ algorytmu — procesory powiadomione w od-
powiednim momencie o nowej wartosci najlepszego aktualnie rozwigzania
nie beda badaly poddrzew, w ktérych nie ma rozwigzania lepszego. Dlatego
procesory otrzymujg aktualng warto$é 7* przy otrzymaniu kazdego zadania
obliczeniowego od procesora nadzorujgcego oraz, w miedzyczasie, co pewna
ustalong liczbe iteracji broad_iter.

Punkt (3) — eliminacja w trakcie obliczeni jak najwigkszej liczby pod-
zbioréw rozwigzan — jest egzekwowany przez sam algorytm podziatu i ogra-
niczen. Uréwnoleglenie moze jednak ten proces przyspieszy¢ (w stosunku
do algorytmu sekwencyjnego) — wskutek obliczenn réwnoleglych rozwigza-
nie aktualnie najlepsze 7* moze zosta¢ znalezione szybciej niz czyni to
algorytm sekwencyjny (to jest bez badania pewnych rozwigzan posrednich,
sprawdzanych przez algorytm sekwencyjny przed zbadaniem 7*).

Schemat algorytmu réwnoleglego zostal zaprojektowany dla maszyny
MIMD z procesorami bez pamieci wspétdzielonej. Jak juz wspomnianio,
zastosowano model scentralizowany z procesorem centralnym magazynuja-
cym dane oraz procesorami podrzednymi kooperujacymi, réwnolegle prze-
gladajacymi przestrzen rozwigzan. Kazdy procesor posiada lokalny stos od-
powiadajacy za operacje ustalania zadan oraz operacje cofania. Jest to stos
priorytetowy, sortowany ze wzgledu na wartoéci dolnych ograniczen LB, po-
dobnie jak lista OPEN w algorytmach przegladu typu najpierw-najlepszy
(best-first, np. w algorytmie A*, [57]).
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Algorytm pB&B

parfor dla kazdego procesora
begin
Heap : lokalny stos;
while Heap # O
begin
7 := Get(Heap);
if LB(w) < UB then
begin
if F(n) < UB then
begin
UB « F(m), m* «— 7 ;
przekaz 7* pozostalym procesorom;

end;
Wyznacz zbiér kandydatéow K, — zadan, ktére mozna

ustali¢ na k-tej pozycji;
Wybierz zadanie s € K(7), takie ze

A= in b

Wygeneruj nowa permutacje 8 (wierzchotek w drzewie
H) przez ustalenie zadania s na k-tej pozycj;
h—h+1; k—n-—h;
Put(Heap, B);
end;
end;
end.

8.2.3 Eksperymenty obliczeniowe

Cel eksperymentéw. Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono w ce-
lu zbadania, jak zmienia sie ilos¢ przegladnietych weztéw drzewa rozwigzan
'H, a co za tym idzie ilo§¢ iteracji wykonana przez algorytm, wraz ze wzro-
stem ilodci uzytych procesoréw.

Implementacja. Algorytm zostal zaimplementowany w jezyku Ada95 i
uruchamiany pod kontrolg systemu Solaris 7 na komputerze Sun Enter-
prise wyposazonym w 4 procesory o czestotliwosci zegara 400MHz kazdy.
Zadania wspéibiezne jezyka Ada byly wykonywane réwnolegle jako watki
systemowe.
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Przyklady testowe Przyklady testowe byly generowane nastepujaco
[108,160]: dla kazdego zadania i catkowitoliczbowy czas wykonania p; byt
losowany z rozktadu jednostajnego w przedziale [1,100], a calkowitoliczbo-
we wagi w; losowano z przedziatu [1,10]. Trudno$é problemu zalezy silnie od
dwdch wspdlczynnikéw wykorzystywanych przy generowaniu przykladéw:
RDD (range due dates) oraz TF (tardiness factor). Majac sumaryczny czas
wykonywania zadan P = ) i, p; oraz wartosci wspéiczynnikéw RDD i TF
ze zbioru {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0} catkowite wartodci linii krytycznych d;
zadania ¢ losowane byly z rozkladu jednostajnego na przedziale [P(1-TF-
RDD/2), P(1-TF+RDD/2)]. Dla kazdych z 25 par wspéiczynnikéw RDD
i TF generowanych bylo 5 instancji problemu, co daje 125 przykiadéw te-
stowych dla kazdej wielkosci n (ilosci zadan).

Wiyniki obliczen W tabeli 8.1 przedstawiono srednig liczbe iteracji algo-
rytméw uruchamianych na réznej liczbie procesoréw. Jak mozna zauwazy¢
algorytm réwnolegly wykonuje mniej iteracji niz algorytm sekwencyjny (1-
procesorowy) dla wigkszych rozmiaréw problemu (n > 25). W réwnoleglej
wersji algorytmu ilo§¢ wykonanych iteracji byla liczona jako suma ilosci
iteracji wykonanych przez kazdy z procesoréw.

liczba procesoréw

n 1 2 1

20 1542 2287 2930
25 5654 6052 7468
30 22985 18006 15913
35 91587 66321 79854
40 293122 226892 224632

Tablica 8.1: Srednia liczba iteracji wykonana przez algorytm B & B.

Osobng kwestia jest dobranie najlepszej czestotliwosci komunikacji po-
miedzy procesorami. W Tab. 8.2 znajduja si¢ wyniki symulacji przeprowa-
dzonej dla przyktadu o rozmiarze n=12 przy zalozeniu réznej liczby iteracji
(warto$é broad_iter), a wiec i czaséw, pomigdzy kolejnymi momentami ko-
munikacji. Jak widaé, najkorzystniejszg wartodcia broad_iter bylto 1000 ite-
racji, choé wartoé¢ broad_iter silnie zalezy od predkosci maszyny i mozliwej
do osiggniecia szybkosci komunikacji. Czesta komunikacji — nawet w kaz-
dej iteracji (broad-iter=1) powodowala znaczne wydtuzenie czasu dzialania
programu réwnoleglego.



implementacja dla 4 procesoréw

broad_iter liczba iteracji czas (sekund)
1 208118 37
10 200434 14
100 205357 14
500 206889 9
1000 196128 9
5000 207699 9
10 000 205983 11
20 000 206750 11

implementacja dla 1 procesora

- 247046 29

Tablica 8.2: Poréwnanie liczby iteracji i czaséw dzialania dla przykladu o
rozmiarze n=12 (RDD=1.0, TF=1.0).

8.2.4 Wnhnioski i uwagi

Przedstawiono konstrukcje algorytmu rozwiagzywania jednomaszynowego
problemu szeregowania zadai oparta na réwnolegtym algorytmie podziatu
i ograniczen. Przy implementacji algorytmu zastosowano model kooperacji
polegajacy na przekazywaniu sobie przez procesory aktualnej wartosci dol-
nego ograniczenia, co pozwolilo uniknaé przegladania pewnych podzbioréw
zbioru rozwigzan. Eksperymenty obliczeniowe wskazuja, ze algorytm réw-
nolegly jest znacznie efektywniejszy od sekwencyjnego, sprawdzajac suma-
rycznie mniej elementéw drzewa rozwiazan oraz wykazujac przyspieszenie
ponadliniowe (super-linear speedup).

9 Krajobraz przestrzeni rozwigzan

Krajobraz (landscape) przestrzeni rozwigzan jest rozumiany jako zwigzek
miedzy warto$ciami funkcji celu a wzajemna odleglodcig rozwigzan w prze-
strzeni. Istotna cecha probleméw kombinatorycznych jest brak tradycyj-
nych cech regularnosci funkeji celu (tak jak rézniczkowalnos¢, gladkosc,
wypukloéé), cech regularnosci przestrzeni rozwigzan (wypukios¢), wyste-
powanie wieloekstremalnosci oraz przeklenstwo wymiarowoéci. W tym kon-

144
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tekscie proces optymalizacji mozna poréwnaé¢ do wedréwki czlowieka przez
Himalaje, z zawigzanymi oczami, w celu poszukiwania najwyzszego szczy-
tu, lub szukania zagtebienia ziemnego w wysokiej trawie, patrz trajektorie
poszukiwan zilustrowane w pracach [141,170].

Obserwacja krajobrazu przestrzeni rozwiazan pozwala okresli¢ doklad-
niej, jakie wlasnoéci powinna mie¢ potencjalna metoda rozwigzywania opar-
ta na sekwencyjnym lub réwnoleglym przeszukiwaniu tej przestrzeni. W
szczegblnosci mozna sprecyzowac jak okresli¢ réwnowage pomiedzy rozpro-
szeniem (diversification) poszukiwan a ich intensyfikacja (intensification).
Jest to szczegdlnie uzyteczne przy wielowatkowych poszukiwaniach z ko-
operacja watkow. Poniewaz dyskutowaliémy juz szczegdlowo sposéb licze-
nia warto$ci funkcji celu, kolejnym niezbednym narzedziem okreslajacym
wzajemne odlegloSci pomiedzy rozwigzaniami w przestrzeni rozwiazan sg
specyficzne miary odlegloéci, dedykowane do okreslonych przestrzeni.

9.1 Wpybrane miary na przestrzeni rozwigzan

Rozwigzania probleméw szeregowania zadan moga byc¢ reprezentowane za
pomocg réznorodnych obiektéw matematycznych, takich jak permutacje,
wektory, ciagi permutacji, podzialy zbioru, wektory binarne lub catkowi-
toliczbowe, itp. Ponizej, przedstawione zostang miary odlegtosci rozwiazan
dla probleméw szeregowania rozwazanych w pracy, a mianowicie:

e permutacje (problemy 1||v, F*||7),
e ciagi permutacji (problem J||7y),
e podzialy zbioru i permutacje (problem FP||y).

Oméwimy dalej te miary, wraz z ich relacja do otoczenn API, NPI, INS,
uzywanych powszechnie w algorytmach poszukiwan lokalnych.

9.1.1 Przestrzen permutacji

Niech 7 = (7(1),...,m(n)) bedzie permutacja na zbiorze n-elementowym
[121]. Przez permutacje odwrotng do 7 oznaczamy permutacje 7! taka, ze
7~ 1(n(i)) = i. Permutacja o (przeksztalcenie identycznoéciowe) odpowiada
permutacji naturalnej, to jest o(i) = i. Zlozenie (mnozenie) permutacji o
oraz f3, zapisywane « o (3, okreslamy jako przeksztalcenie takie, ze (a o
B)(i) = a(B(3)). Odpowiednio ztozenia 7 o 7! = 0 oraz 7~ tom = 0.

Z ponizej wymienionych miar tylko trzy maja zwiagzek z typowymi oto-
czeniami uzywanymi w metodach lokalnych poszukiwan dzialajacych na
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przestrzeni permutacji. Miara tau Kendalla odpowiada liczbie ruchéw ty-
pu wymiana par przyleglych (adjacent swaps), miara Cayleya odpowiada
liczbie ruchéw typu wymiana par dowolnych (non-adjacent swaps) zaé mia-
ra Ulama ma zwigzek z liczbg ruchéw typu wciecia (inserts), co zostanie
wykazane w dalszej czesci pracy.

W literaturze wymienia si¢ kilka typowych miar uzywanych do analizy
permutacji [63]:

e Miara stopowa (Footrule):
D(mo0) = ¥ |n(i) — o (1)

e Korelacja rang Spearmana (Spearman’s rank correlation):
§%(m,0) = T (n(5) = 0(%))?

e Odlegto$é Hamminga (Hamming distance):
H(m0) = n—ilo§é ¢ takich, ze 7(i) # o(3)

e Miara tau Kenadalla (Kendall’s tau):

I(m,0) = minimalna ilo§¢ zamian par przyleglych przeprowadzajaca
permutacje 771 w o "L,
o Miara Cayleya (Cayley’s distance):

T(m,0) = minimalna iloé¢ transpozycji przeprowadzajaca permutacje
T w permutacje o .

e Miara Ulama (Ulam’s distance):

L(m,0) = n—dlugosé najdluzszego rosngcego podciagu w permutacji
-1
goTm .

Zestawienie miar na przestrzeni permutacji przedstawiono w Tabl. 9.1.
Wsréd waznych wlasnoéci miary wymienia sie jej lewo- i prawo-stronng nie-
zmienniczo$¢ (inwariantnos¢), warto$¢ srednig i wariancje dla calej popu-
lacji permutacji. Ze wzgledu na zastosowania interesowaé nas bedg jeszcze
dwie inne cechy: zlozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia wartos$ci miary oraz
jej interpretacja dla metod lokalnych poszukiwan.

Miara tau Kendalla to minimalna ilo§¢ zamian par przylegtych prze-
prowadzajacych permutacje 7~! w o~ !. Definicja miary przy uzyciu permu-
tacji odwrotnych zapewnia prawostronng inwariantno$é. W zastosowaniach
algorytmicznych zwykle bazuje sie jednak na permutacjach 7 i ¢ mierzac
iloé¢ ruchéw potrzebnych do przejécia pomiedzy nimi, co odpowiada war-
toéci miary tau Kendalla na permutacjach 7~ ! i o ~lezyli I(x~1,0c ~1).
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miara konstrukcja $rednia wariancja ztozonosé
D(r,0) S ln(i) - (i) wA o LD g,
8%(m,0)  T{n() - o(i)}? wer mesel o)
H(m,o) n—#{i:7(G) #0()} n—1 1 O(n)
I(m,0) min# wymian par "("4—1) X n—17),~(,2"+5) O(n?)

przyleglych przeksz-
-tatcajacych 77! w o~
T(m,0) n—#cykliw (roo™!) n—Ilogn* log n*) O(n)
L(m,0) n— dlugo$¢ najdiuz- n—2yn* Yn* O(nlogn)
-S7€g0 rosnacego
podciagu w g o7~

1

1

*) — asymptotycznie

Tablica 9.1: Zestawienie klasycznych miar na przestrzeni permutacji.

W celu policzenia wartosci miary tworzymy dwu-wierszowa tablice zawie-
rajacg permutacje 7 oraz o. Nastepnie tablice sortujemy kolumnami wedlug
pierwszego wiersza oraz liczymy w wierszu drugim liczbe par ustawionych
niezgodnie, tzn. element wiekszy przed mniejszym. Zlozonos¢ obliczeniowa
policzenia tej miary jest rzedu O(n?).Wartosé érednia miary wynosi ﬂ’%l—l,

wariancja nin_ i)

72

Miara Cayleya T(m,0) to ilosé ruchéw polegajacych na wymianie
dowolnych par przeprowadzajacych permutacje m w o. Posiada prosta wia-
snoéé: T(m,0) = n —iloéé cykli w (moo~!). Liczbe cykli mozna wyznaczyé
w czasie O(n) metodg z pracy [121]. Warto$¢ srednia miary wynosi asymp-
totycznie n — logn, wariancja asymptotycznie log n.

Miara Ulama. Prostym algorytmem pozwalajacym na wyznaczenie
wartosci miary Ulama jest tzw. gra Floyda, patrz np. [63].Wyobrazmy so-
bie talie zawierajacg n kart indeksowanych 1,2,...,n. Karty tasujemy, karte
bedaca na samej gérze nazywamy (1), nastepna 7(2), itd. Zaczynamy
ukladaé pasjans (odkrywaé karty z talii po jednej) w my$l zasady: moz-
na polozyé nizsza karte na wyzszej. Jesli odkryta karta jest wyzsza niz ta
na szczycie stosu kart, nalezy nig rozpoczaé nastepny stos. Stoséw powin-
no by¢ jak najmniej. Najlepsza strategiag jest w tej sytuacji umieszczanie
nizszej karty na najmniejszej karcie wyzszej od niej. Iloé¢ stoséw jest réw-
na dlugoséci najdiuzszego rosnacego podciagu w 7. Ilo§¢ ruchéw gry jest
rzedu O(nlogn), taka tez jest zlozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia miary
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Ulama. Wartosé érednia miary wynosi asymptotycznie n — 2n1/2 wariancja
asymptotycznie n'/3.

Pokazemy dalej, ze ilo$¢ wcieé (ruchéw typu insert) potrzebnych do
przeprowadzenia permutacji m w permutacje o odpowiada wartosci miary
Ulama na permutacjach odwrotnych do 7 i o. Oznaczmy ta liczbe ruchéw
przez Ins(m,0). Zachodzg nastepujace wiasnosci.

Wtasnoéé 1 Ins(m,0) = Ins(o,m).

Jesli przeprowadzenie permutacji 7 w permutacje ¢ wymaga pewnej
iloci ruchéw typu insert to, aby przeprowadzi¢ o w 7 nalezy wykonaé tyle
samo ruchéw odwrotnych oraz w odwrotnej kolejnosci.

Wtasnoéé 2 Ins(m,0) = Ins(yom,yoo).

Lewostronne mnozenie permutacji m oraz ¢ przez permutacje 7 inter-
pretowaé mozna jako zmiane nazw symboli wystepujacych w permutacjach
m oraz o (przenumerowanie). Zmiana nazw symboli w obu permutacjach
réwnoczeénie nie ma zadnego wplywu na warto$¢ miary.

Wtiasno$é 3 Ins(m,0)= n — dlugosé najdluiszego rosngcego podciggu w .

Celem naszym jest przeprowadzenie permutacji m w o (uporzadkowanie
). Niech 7(41) < m(i2) < ... < 7(i) bedzie najdiuzszym rosnacym podcia-
giem w 7. Bedziemy wykonywaé ruchy typu insert polegajace na usuwaniu
elementéw j nie nalezacych do tego podciagu i wstawianie ich w dowolne
miejsca poprawne wzgledem tego podciagu. Technika ta przypomina proces
sortowania alfabetycznego ksiazek na pélce metoda ,wyjmij i wstaw”. Prze-
suwanie nie zmienia wzajemnej relacji pomiedzy 7(i1) < 7(ig) < ... < 7(ig),
ale moze zwiekszy¢ dlugosé podciagu. Kazdy wykonany ruch zwieksza diu-
gos¢ najdluzszego rosnacego podciagu co najwyzej o 1. Zatem co najwyzej
n — k ruchéw potrzeba, aby uzyskaé podciag o dtugosci n. Wyprowadzone
ograniczenie gorne jest obciste.

Wtasnoéé 4 Ins(m,0) = L(r ~1,07%).

Korzystajac kolejno z Wlasnosdci 2, definicji permutacji o, Wtasnosci 1 i 3
otrzymujemy  nastepujacy  cigg  réwnosci: Ins(m,0) =
Ins(o~tom,0c~tog) = Ins(oc™ o, 0) = Ins(o,0 o) = ( ilodé ruchéw ,in-
sert” potrzebnych aby przeprowadzié o lom w o ) = (n — dlugoéé najdiuz-
szego podciggu Tosngcego w o tor ) = L(m ~L,071).
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9.1.2 Przestrzen ciaggdéw permutacji

Niech 7 = (71,72, ..., Tn) bedzie uporzadkowang m —ka permutacji 7 =
(mr (1), mk(2), ..., m(Mmk)), k = 1,2,...,m. Kolejnosci wykonywania zadan
okreslone przez m lub o moga by¢ zastosowane jako reprezentacje rozwiaza-
nia w niektérych problemach szeregowania zadan, na przyklad w problemie
gniazdowym, modelu kombinatorycznym, patrz tez Rozdz. 2.4, w ktérym
zbiér operacji O moze by¢ zdekomponowany na podzbiory operacji wyko-
nywanych na jednej, ustalonej maszynie k € M, My = {i € O : v; = k},
my = |My|. Kolejnoé¢ wykonywania operacji na maszynie k jest okreslona
permutacja mx = (mr(1), 7k (2), ..., mk(my)) zbioru My, k € M, gdzie mx(7)
oznaczna ten element z My, ktory jest na pozycji ¢ w 7.

Niech o = (01,09, ...,0m) takze bedzie uporzadkowang m —ka permu-
tacji o = (0k(1),0%(2),...,06(mg)), k =1,2,...,m. Wartosci my dtugosci
poszczegblnych permutacji oy sa takie same jak dtugosci odpowiednich per-
mutacji 7 (czyli 7 oraz o reprezentuja rozwigzanie tego samego problemu
gniazdowego). Definiujemy odleglo$¢ pomiedzy ciggami permutacji m oraz
o jako

1
m D ;-,
D} (m,0) = (Z (Df(ﬁk,dk)) (9.1)
k=1
gdzie p jest liczba naturalna, a DZ (g, 0x), k = 1,2, ...,m, jest jedng z miar

odlegloéci pomiedzy permutacjami 7y i 0%, na przyklad miarg tau Kendalla
I(mg, ok), miarg Cayleya T'(mg, o) lub Ulama L(w,;'l,a,c'l) = Ins(mg, ok).
Poniewaz miary I(c, 8), T'(a, B) oraz Ins(a, §) sa réwne odpowiednio licz-
bie ruchéw typu zamiana par przyleglych, zamiana par dowolnych oraz licz-
bie wcieé, potrzebnych do przeprowadzenia permutacji o w 3, wiec miara

DZ(m,0) = >_ DF (m,0%) (9.2)
k=1

takze posiada interpretacje (sumarycznej) liczby ruchéw odpowiedniego ty-
pu potrzebnych do przeprowadzenia m w 0. Z kolei dla p = 2 otrzymujemy
miare

Z(m,0) = \JZ (D& ﬂ'k,O'k) (9.3)

natomiast przy n — oo

Dfo(ﬂ',O') = 112132(an(”]€107€)' (94)
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9.1.3 Przestrzen podzialéw zbioru i permutacji

Reprezentacja rozwiazania problemu szeregowania zadan za pomoca po-
dzialéw zbioru i permutacji jest Scisle zwigzana z hybrydowym problemem
przeptywowym, totez do opisu tej przestrzeni uzyte zostang pojecia opera-
cji, zadania, gniazda i wsadu, zdefiniowane wczesniej w Rozdz. 2.3.

Niech o € II bedzie kolejnoscia wykonywania zadan, a nf = |7,
l e M, i € M, ilocia elementéw ¢ -tego wsadu zwigzang z kolejnoscig wy-
konywania zadan ¢, przyporzadkowanego do gniazda . Definiujemy zbiér
par operacji zgodnych z kolejnoscig wykonywania zadan o jako

Y(@) = |J U {(ou®)),l,eu(k") : 1<K <k’ <nf}. (95
leM ieM;

Odlegloéé pomiedzy dwoma kolejnosciami wykonywania zadan o, € II
moze by¢ zdefiniowana jako :

pla, B) = Api(e, B) + p2(a, B) (9.6)
gdzie
pi(e,B) = 3 [T \ TEl, (97)
leM
p2(a, B) = Y () \ Y (B)|, (9.8)

i stala A jest pewnag duza liczba naturalna.

9.1.4 Wnhnioski i uwagi

Otrzymane wyniki pozwalajg na wykorzystanie miar do analizowania i kon-
trolowania zachowania sie réwnoleglych algorytméw poszukiwan lokalnych.
Istnieje co najmniej kilka sposobéw wykorzystania tej informacji:

1. wizualizacja krajobrazu przestrzeni rozwigzan,

2. badanie charakteru przestrzeni rozwiazan,

badanie rozkladu ekstreméw lokalnych w przestrzeni,

> W

detekcja dolin (valleys) zawierajacych ,dobre” ekstrema,
5. okreslanie trajektorii poszukiwan wykonywanych przez algorytmy,
6. celowe kierowanie poszukiwan,

7. badanie rozlacznosci trajektorii.
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9.2 Badanie rozkladu ekstreméw lokalnych

Szereg autoréw zajmujacych sie problemami szeregowania wykazuje, ze ma-
my do czynienia z typowo wieloekstremalnym problemem optymalizacyj-
nym, z przypadkowo rozrzuconymi lokalnymi ekstremami (powierzchnia ty-
pu ,szczotka”). Celem naszym jest okreslenie stopnia skupienia ,dobrych”
ekstreméw lokalnych w celu wskazania najbardziej obiecujacego regionu
(najbardziej obiecujacych regionéw) poszukiwan. Do tego celu wykorzystuje
sie w literaturze kilka typéw eksperymentalnych badan, opartych na ,,préb-
kowaniu” przestrzeni rozwiazan. Wybrane reprezentatywne prébki zwykle
dostarczaja rozwigzan startowych dla metody szukania zstepujacego (DS),
wykrywajacej ekstrema lokalne. Nastepnie badany jest empiryczny rozktad
ekstreméw lokalnych w jednej z kategorii: (a) zwiazek pomiedzy odlegto-
$cig od najlepszego ekstremum lokalnego a wartoscia funkcji celu, patrz np.
Rys. 9.2, (b) zwiazek pomiedzy $rednig odlegloéci w przestrzeni rozwiazan
a warto$ci funkcji celu tych rozwiazan, patrz np. Rys. 9.3. Oczywiscie klu-
czem do badan tego typu jest adekwatnie okreslona miara w przestrzeni
rozwigzah. Zwykle celem nadrzednym jest wykrycie ,statystycznych” cech
regularnoéci przestrzeni sugerujacych wystepowanie tzw. duzej doliny (big
valley), zawierajacej skupione ,dobre” ekstrema lokalne. Wtedy tez moz-
liwe jest zastosowanie zasady poszukiwacza grzybéw ,blisko obok ekstre-
mum lokalnego istnieje drugie ekstremum by¢ moze lepsze”. Nie wszystkie
jednak problemy posiadaja ,duzg doling”, co wigcej prawdopodobiefistwo
znalezienia tam ekstrem globalnego ma charakter statystyczny. Dodatkowo
zakladajac, ze dolina ta zostanie zlokalizowana oraz, ze zawiera ekstremum
globalne, bezwzgledna liczba rozwiazan tam istniejagcych wyklucza mozli-
wos¢ jej przeszukania w sposéb wyczerpujacy. Stad, poruszanie si¢ algoryt-
mu w obrebie wielkiej doliny nie gwarantuje w peini otrzymanie dobrego
rozwiazania, cho¢ pozwala generowaé rozwiazania bardzo bliskie optymal-
nemu przy niskim koszcie przeszukania. Lokalizacja obiecujacych obszaréw
przestrzeni rozwiazan pozwala celowo kierowa¢ procesami intensyfikacji i
dywersyfikacji, dazac szybko do otrzymania rozwigzania bliskiego optymal-
nemu.

9.3 Wizualizacja przestrzeni rozwigzan

Celem naszym jest przedstawienie n-wymiarowe]j przestrzeni rozwigzan w
postaci wygodnej dla czlowieka, tzn. w formie obrazu 2D lub 3D. Spo-
dziewamy sie, ze obserwacje poczynione w tak otrzymanym obrazie pomo-
ga nam zaprojektowaé odpowiedni algorytm (sekwencyjny lub réwnolegty)



152 9. KRAJOBRAZ PRZESTRZENI ROZWIAZAN

oraz ulatwia analize jego zachowania sie w tej przestrzeni.

Rozpoczniemy od pewnych do$é obrazowych, lecz zaskakujacych poréw-
nan. Rozwazmy problem szeregowania ze zbiorem rozwigzah opartym na
permutacjach (np. problem jednomaszynowy, przeplywowy permutacyjny).
Rozwazmy przykiad problemu tego typu dla liczby zadah 50, co stanowi
sensowng dolna granice praktycznej stosowalnosci (testy Taillard’a zawie-
raja przyklady o n od 20 do 500). Liczba wszystkich rozwigzan problemu
dla n=50 jest réwna w przyblizeniu 3-10%¢. Kazde rozwigzanie transfor-
mujemy wzajemnie jednoznacznie w punkt na plaszczyznie XY, ustalajac
jego wysoko$é Z réwna wartosci przyjetej funkcji celu. Pominiemy szcze-
gbly przyjetej transformacji zaktadajac tylko, ze zachowuje ona odleglosé
z przestrzeni permutacji. Chcemy uzyska¢ powierzchnie 3D obrazujaca ca-
la przestrzen rozwigzan. Zakladajac, ze wysokoé¢ punktu kodujemy barwg
oraz, ze drukujemy barwng mape uzywajac najlepszej znanej technologii
2400 dpi (pojedynczy pixel ma wymiary 0.01 na 0.01 mm), otrzymamy cal-
kowicie zadrukowang powierzchnie o wielkosci 3-10%8 km?. Dla poréwnania
Jowisz, najwieksza planeta Uktadu Slonecznego, ma powierzchnie 6.4-101°
km?. Zauwazmy, ze najlepsze znane obecnie algorytmy poszukiwaf lokal-
nych sprawdzaja 10° - 10° rozwigzah w celu uzyskania rozwigzaf z btedem
wzglednym 1-3%. W skali tej przestrzeni stanowi to obszar poszukiwania o
wielkosci ,zaledwie” 0.1 m2.

Postugujac sie analogia astronomiczna mozna stwierdzié, iz dobierajac
odpowiednio rozproszone punkty startowe, generowanie trajektorii cyklicz-
nych (z powtérzeniami) powinno byé prawie niemozliwe. Stad fenomen cy-
klu, obserwowany czesto w metodzie tabu, nalezy traktowaé jako ,blad
w sztuce” projektowania algorytmu TS. Mozna przypuszczaé, ze zobrazo-
wanie calej przestrzeni rozwigzan w formie 3D wprowadzi tyle znieksztal-
cen spowodowanych redukcja wymiaru, ze uzyskane analogie przestang by¢
przydatne. Stad bardziej interesujace jest badanie zachowania si¢ algorytmu
w lokalnych regionach zbioru rozwiazan, takich jak tzw. ,wielka dolina” z
przylegloéciami. Przydomek ,wielka” jest tu nie na miejscu, bowiem w skali
calej przestrzeni jest ona faktycznie mikroskopijna, co sugeruje, ze trudno
do niej trafié. Zauwazmy takze, ze tradycyjne ,krokowe” poruszanie si¢ po
powierzchni moze by¢ nieadekwatne do przyjetej technologii wykonywania
ruchéw. Przykladowo, dla n=50 dowolny punkt w tej przestrzeni (odpo-
wiednio na plaszczyznie) moze by¢ osiagnigty po wykonaniu nie wiecej niz
49 ruchéw INS, 49 ruchéw NPI, 1225 ruchéw API.

Idac za koncepcja wizualizacji lokalnego obszaru przestrzeni rozwigzan,

zaproponowana zostala metoda punktéw referencyjnych (punktéw odnie-
sienia). Celem naszym jest uzyskanie transformacji 7' wybranych rozwigzan
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przestrzeni permutacji P z miarg odleglodci d w punkty euklidesowej cigglej
przestrzeni k-wymiarowej E* z odlegloscia e. W praktyce bedziemy przyj-
mowali k=1,2,3. Oczekujemy, ze T nie bedzie zbyt kosztowne obliczeniowo
oraz ,w miare mozliwosci” zachowa odleglo$¢ d przeksztalcajac rozwiazania
bliskie w P w punkty bliskie w E¥ za$ odlegle w P - w odlegle w E.

Podejscie jest dwu-etapowe, wyznaczane sa odpowiednio dwie trans-
formacje T" oraz U. W pierwszym etapie wybieramy zestaw r rozwiazan
referencyjnych 71, 72, ..., 7, z P, ktére odwzorowujemy za pomoca 7" w
punkty p1, p2, ..., pr przestrzeni EF. Polozenie tych punktéw nie ulegnie juz
zmianie. W drugim etapie, kazde inne rozwiazania z P odwzorowujemy za
pomoca U w pojedynczy punkt w E¥ nie zmieniajac zadnego ustalonego
wczesniej punktu oraz korzystajac z ustalonych wczesniej rozwiazan i punk-
téw referencyjnych. W kazdym z etapéw wyznaczamy odpowiednia trans-
formacje rozwiazujac pewne zadanie optymalizacji. Punkt p; = (z1;, z2;,
s 3 Thi) @ E* otrzymamy jako obraz rozwiazania referencyjnego m;. Aby
zachowaé odleglosé, w sensie srednio-kwadratowego biedu, dla wszystkich
k rozwigzan referencyjnych, polozenie punktéw mozemy otrzymaé przez
minimalizacje wyrazenia

ZZ e(pi,pj) — d(mi, m;))* — min , (9.9)

i=1j=1 P1,.-,Pr

gdzie e jest odlegloscia euklidesowa punktéw na plaszczyznie, zas d jest wy-
brang miarg odleglosci rozwiazan (permutacji). Dla r = 3 oraz k = 2 otrzy-
many problem zawierajacy 6 zmiennych. Ustalajac zakotwiczenie jednego
z punktéw (aby zapobiec obrotom obrazéw) mozna znalezé rozwigzanie
analityczne problemu dajace rozkiad punktéw referencyjnych w wierzchot-
kach tréjkata o bokach réwnych d(wy, m2), d(ma, m3), d(m3 m1). W ogblnym
przypadku wymagane jest rozwiazanie odpowiedniego problemu optymali-
zacyjnego.

Druga transformacja przeksztalca rozwiazanie m w punkt p. Przyjmujac
$rednio-kwadratowg ocene znieksztalcenia odleglosci, wspdirzedne punktu
otrzymamy poprzez minimalizacje wyrazenia

r

> (elpi,p) — dlmi, ))? = min (9.10)
i=1
gdzie m;, 1= 1,2, ...,r oraz py; 1= 1,2,... ;7 88 ustalone.

Przyklad zastosowania tak opisanych transformacji jest przedstawiony
narysunku 9.1. Obraz zawiera zestaw losowych permutacji 20-elementowych
reprezentujacych rozwigzania losowej instancji problemu 1|| Y w;T;. Jako
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Rysunek 9.1: Wizualizacja przestrzeni rozwigzan.

miara odleglo$ci w P zostala uzyta miara tau Kendalla. Miara ta posia-
da do$¢ stabo wystepujacy efekt ,zlepiania sie” punktéw (kilka elementéw
przestrzeni rozwiazan jest rzutowanych na jeden punkt przestrzeni dwuwy-
miarowej), niekorzystny przy redukcji wymiaru przestrzeni. Warto$é funk-
cji celu zostata odwzorowana w kolory punktéw, punktom czerwonym od-
powiada wysoka warto$¢ funkcji celu, niebieskim — niska, szare reprezen-
tuja wartodci posrednie. Wyrdzniono punkty referencyjne oraz optimum
(dokladniej, najlepsze wsréd analizowanych). Mozna zauwazy¢ charaktery-
styczny chaotyczny rozklad ekstreméw lokalnych oraz ,doline” zawieraja-
cq rozwiazania o podobnych, bliskich optymalnej wartoéciach funkcji celu,
goérna czes¢ rysunku. Rozklad ekstreméw lokalnych dla innej instancji pro-
blemu 1|| ¥ w;T; dla n = 20 zostal przedstawiony na Rys. 9.2, 9.3. Istnienie
dolin w przestrzeniach rozwigzan probleméw kombinatorycznych potwier-
dzaja takze inne najnowsze prace, [21,22,48,71,158]. W analizowanym
problemie, wystepowanie cech charakterystycznych krajobrazu przestrzeni
rozwigzan (chaotycznoéé, doliny) nie zalezy od wyboru instancji problemu
ani jego rozmiaru. W ogélnym przypadku rozkiad dolin i ekstreméw lokal-
nych zmienia istotnie swéj charakter wraz ze zmiana klasy problemu. Co
wiecej, obserwowane sg przypadki, w ktérych rozklad ten zalezy takze od
instancji.
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Rysunek 9.2: Korelacja pomiedzy odlegloscig od optimum globalnego a war-
toscig funkcji celu.

W Tab. 9.2 zamieszczono poréwnanie wartosci wspétczynnikéw korelacji
liniowej Pearsona obliczonej dla opisanej powyzej metody rzutowania. Do
préb wylosowano 100 punktéw przestrzeni rozwiazan problemu 1|| Y w;T;
dla n = 20 i rzutowano je na plaszczyzne, postugujac sie formulg (9.9) dla
3,4,5 oraz 6 punktéw referencyjnych. Odlegtoéci pomiedzy punktami prze-
strzeni rozwigzan (w badanym problemie — permutacjami) obliczano postu-
gujac sie miarg tau Kendalla. Uzyskane wyniki potwierdzaja teze méwiaca,
ze zwiekszenie ilosci punktéw referencyjnych wplywa na wzrost korelacji
pomiedzy odlegloScia w przestrzeni rozwigzan a odlegloscig ich rzutu na
plaszczyznie.

9.4 Wigzualizacja trajektorii

Celem jest przedstawienie trajektorii poszukiwan, wykonywanej przez wy-
brany algorytm, na tle lokalnego obszaru przestrzeni rozwigzan. Faktycz-
nie, trajektoria ta sklada si¢ z punktéw przestrzeni odwzorowanych w 2D
(odpowiednio do wybranej metody wizualizacji przestrzeni rozwigzan) i ge-
nerowanych w trakcie dzialania algorytmu. Nalezy si¢ spodziewad, ze cha-
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Rysunek 9.3: Korelacja pomiedzy érednig odlegloscia od innych ekstreméw
lokalnych a wartoscig funkcji celu.

ilo§¢é punktéw referencyjnych

n 3 4 5 6
10 0,54 0,56 0,62 0,60
20 0,44 0,63 0,56 0,54
30 0,41 0,52 0,51 0,55
40 0,52 0,47 0,55 0,58
érednia 0,48 0,55 0,56 0,57

Tablica 9.2: Wspdiczynniki korelacji dla réznych metod rzutowania loso-
wo wybranych 100 punktéw przestrzeni rozwigzan problemu 1|| > w;T; na
plaszczyzne.
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Rysunek 9.4: Bladzenie losowe (otoczenie NPI).

rakter trajektorii odzwierciedli immanentne cechy uzytej metody. Na Rys.
9.4 — 9.7 przedstawiono trajektorie generowane przez metody RANDOM
(poszukiwania losowego), SA (symulowanego wyzarzania) i TS (poszukiwa-
nia z zabronieniami) dla losowego przykiladu problemu jednomaszynowego
1| X wiT; przy n = 20. Za najkorzystniejsza nalezy uznaé¢ metode, ktéra
dociera do najbardziej obiecujacego obszaru poszukiwan najszybcie;j.

Na rysunkach 9.8, 9.9, 9.10 oraz 9.11 zaprezentowano trajektorie po-
szukiwan wielosciezkowego algorytmu tabu dla problemu F*||Cpuez, pPrzy-
ktadu Taillarda 20/5/1 [177] wykonujacego réwnolegle 1,2,3 oraz 4 watki
poszukiwan. Zauwazy¢ mozna, ze zwigkszenie ilosci réwnolegtych proceséw
poszukiwan pozwala w wigkszym stopniu ,pokry¢” przestrzen rozwigzan,
réwnoczes$nie nie badajac tych samych regionéw przestrzeni, przy czym tra-
jektorie skupiaja sie na czesci przestrzeni posiadajacej najwieksza ilo§¢ mi-
niméw lokalnych.

9.5 Badanie rozlacznosci trajektorii

Znajomo$¢ miar wyznaczajacych odlegtos¢ pomiedzy rozwigzaniami pod-
czas réwnoleglego przegladania przestrzeni rozwiazan pozwala na skutecz-
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Rysunek 9.5: Bladzenie losowe (otoczenie API).

Rysunek 9.6: Trajektoria poszukiwan algorytmu SA.
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Rysunek 9.7: Trajektoria poszukiwan algorytmu TS.

Rysunek 9.8: Algorytm TS. Jeden watek poszukiwan.
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Rysunek 9.9: Réwnolegly algorytm TS. Dwa watki poszukiwan.

Rysunek 9.10: Réwnolegly algorytm TS. Trzy watki poszukiwan.
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Rysunek 9.11: Réwnolegly algorytm TS. Cztery watki poszukiwan.

ne zabezpieczenie algorytmu réwnoleglego przed redundancjg poszukiwan
(czyli powtarzaniem przegladania rozwiazan juz wczasniej zbadanych przez
inny watek). Strategia taka daje mozliwo$¢ wigkszego rozproszenia proce-
séw poszukiwan po przestrzeni rozwiazan, co przeklada si¢ bezposrednio
na ,elastyczno$é” algorytmu — w przypadku algorytméw lokalnego poszu-
kiwania zabezpiecza przed wpadnieciem w jeden region, ekstremum lokalne,
z ktérego trudno sie jest wydostac.

Pierwsza mozliwo$¢é wykorzystania miar odleglosci do zabezpieczenia sie
prze redundancja poszukiwan polega na badaniu podczas dziatania algoryt-
mu wzajemnych miar odlegloéci pomiedzy rozwigzaniami biezaco badanymi
przez kazdy z réwnoleglych watkéw. Jesli ktéras z takich odleglosci zmniej-
szy sie ponizej pewnego ustalonego progu, nastapi¢ powinna celowa zmiana
kierunku poszukiwan jednego — badz obu — watkéw, nie dopuszczajaca do
polaczenie, badz skrzyzowania sie¢ trajektorii. Rozwiazania takie, proste w
implementacji, posiada dwie wady - wymusza dos¢ czesta komunikacje, aby
informacje dotyczace wzajemnych odlegtoéci byly aktualne, oraz wymaga
wykonania 3(-”2;1-2 = O(p?) poréwnan odleglodci, gdzie p jest liczba réwnole-
glych watkéw poszukiwan — bowiem tyle wlasnie jest par trajektorii, ktére
potencjalnie moga si¢ skrzyzowaé lub potaczy¢. Wobec tego, rozwigzanie to
mozna zastosowaé przy implementacji wieloSciezkowych algorytméw réw-
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Rysunek 9.12: Widmo trajektorii metody SA na tle widma trajektorii al-
gorytmu RANDOM.

noleglych rozwijajacych wzglednie nieduza liczbe watkéw poszukiwan, rze-
du kilku- kilkunastu. Przy liczbie watkéw rzedu dziesiatek badz setek zysk
wynikajacy z niedopuszczenia do redundancji poszukiwan kosztem nakta-
déw na wzajemng komunikacje — kwadratowo pochodnym liczbie watkow,
a wiec rzedu setek czy tysiecy operacji komunikacyjnych — wydaje si¢ by¢
nieoplacalny.

Drugie rozwigzanie, bardziej wyrafinowane, polega na skorzystaniu z
tablicy haszujacej, przechowywanej w pamieci wspétdzielonej, adresowanej
w do$é nietypowy sposéb. Mianowicie, jesli do adresowania tablicy zostana
wykorzystane punkty (z,y) rzutu trajektorii na plaszczyzne skonstruowane
tak, jak to opisano w Rozdz. 9.3, to adresowanie takie znaczaco zwigkszy
prawdopodobienstwo znalezienia si¢ punktéw bliskich w przestrzeni pod
tym samym adresem tablicy haszujacej. Oczywiscie zastosowac nalezy pew-
ng kwantyzacje, transformujac ciagla powierzchnie rzutu w krate — czy
raczej szachownice. Proces ten spowoduje ,zlepianie” si¢ tych punktéw na
plaszczyznie, ktére sg blisko siebie w przestrzeni rozwiazan, co moze by¢é po-
zyteczne z uwagi na fakt, ze punkty te zostana zapisane pod tym samym ad-
resem w tablicy haszujacej. Ostatecznie, dysponowaé bedziemy narzedziem
stuzacym do szybkiego testowania sytuacji zblizania si¢ do siebie trajektorii
poszukiwan, wykorzystujacym informacje o wzajemnym przyblizonym po-
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Rysunek 9.13: Rozklad odleglosci punktéw trajektorii metody SA (po wy-
konaniu 10,000 iteracji) oraz RANDOM od ekstremum globalnego.

lozeniu rzutu tych trajektorii na plaszczyznie. Poréwnujac to podejscie do
metody wykorzystujacej tradycyjna tablicg haszujaca, adresowang na przy-
kiad permutacjami, metoda stosujaca adresowanie potozeniem rzutu trajek-
torii na plaszczyznie wykorzystuje pewng dodatkows informacje, pomijang
przy tradycyjnym adresowaniu tablicy haszujacej, zwigkszajaca prawdopo-
dobiefistwo znalezienia sie punktéw bliskich w przestrzen rozwigzain na tej
samej liScie przyporzadkowanej pewnemu adresowi w tablicy haszujacej.
Jesdli pod adresem tym znajduje si¢ lista rozwigzan — mozna ja przeglad-
ngé pordéwnujac rozwigzania znajdujace si¢ na liscie z rozwigzaniem ktére
chcemy dopisaé¢ pod danym adresem. Jedli natomiast pod tym adresem nie
sa zapisane zadne rozwiazania, mozna przyjaé, ze badane trajektorie nie
znajduja sie w bezposdrednim sasiedztwie w przestrzeni rozwigzan.

9.6 Badanie widma trajektorii

Widmem trajektorii nazywamy rozklad wartosci funkcji celu rozwigzan ge-
nerowanych w trakcie pracy algorytmu generujacego trajektori¢ poszuki-
wan. Na Rys. 9.12 pokazana widmo trajektorii metody SA na tle widma al-
gorytmu poszukiwania losowego RANDOM, zbadane na 10,000 - elemento-
wej probie dla problemu F*||Cynqz, przykladu Taillarda 20/5/1 [177]. Kazde
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Rysunek 9.14: Rozklad odlegloci punktéw trajektorii metody SA (po wy-
konaniu 40,000 iteracji) oraz RANDOM od ekstremum globalnego.

przesuniecie widma w kierunku malejacych warto$ci funkcji kryterialnych
nalezy uwazaé za korzystne. Poréwnanie kilku algorytméw poszukiwan lo-
kalnych pozwala wyselekcjonowaé ten z najlepszymi cechami.

Z kolei na Rys. 9.13 oraz 9.14 zaprezentowano, dla tego samego pro-
blemu oraz przykiadu jak powyzej, rozklad odlegtosci 10,000 punktéw tra-
jektorii metody SA od ekstremum globalnego na tle rozkladu odlegtoéci
trajektorii algorytmu RANDOM od tego ekstremum, przy czym punkty
trajektorii algorytmu SA podzielono na dwie grupy: po 10,000 iteracjach
(Rys. 9.13) oraz po 40,000 iteracjach dzialania algorytmu (Rys. 9.14). Wy-
raznie widoczna jest tendencja zbieznosci algorytmu (w sensie skracania
odleglosci) do ekstremum; algorytm RANDOM takiej cechy nie wykazuje.

Badania zwigzane z analiza przestrzeni rozwigzan, zawarte w niniej-
szym rozdziale, wykorzystywane byly przy projektowaniu opisanych wcze-
$niej algorytméw — szczegdlnie wielowatkowych. Oméwione metody analizy
trajektorii poszukiwan pozwolily w prosty sposéb na szybkie dostrojenie
parametréw dzialania algorytmu réwnoleglego w taki sposéb, by uniknaé
redundancji poszukiwan oraz zapewnié¢ praktyczna ceche ogarnigcia poszu-
kiwaniami réznych, rozlegltych fragmentéw przestrzeni rozwigzan.



10 Whnioski koncowe

Odnoszac sie to postawionych tez pracy, na podstawie przeprowadzonych
badan, mozna sformulowac nastepujace wnioski. Rozwigzywanie proble-
moéw szeregowania mozna przyspieszy¢ w sSrodowisku obliczen réwnoleglych,
jednak wtasciwe zaprojektowanie algorytmu w celu efektywnego wykorzy-
stania mocy obliczeniowej systemu komputerowego jest zadaniem nietry-
wialnym. Odmiennie od algorytméw sekwencyjnych, ktére oceniane sg za-
sadniczo w dwéch kategoriach (zlozonoéé obliczeniowa, dokladnosé), algo-
rytmy réwnolegle maja co najmniej cztery kategorie oceny (zlozonosé ob-
liczeniowa, przyspieszenie, koszt, efektywnos¢) bedace funkcja liczby zaan-
gazowanych procesoréw. Konicowe wtasnosci algorytmu réwnoleglego zaleza
znaczaco od wyboru ogélnego, strategicznego podejécia (np. poszukiwania
jednowatkowe, wielowatkowe, réwnolegle schematy B&B), zas w zakresie
ustalonego ogdélnego podejécia od wlasciwego wyboru sub-podejécia oraz
doboru jego elementéw skladowych.

I tak, dla analizowanej strategii poszukiwan wielowatkowych istnieje co
najmniej kilka odmiennych sub-podej§¢ budowy algorytmu réwnolegtego:
réwnolegta metoda tabu, réwnolegle symulowane wyzarzanie, réwnolegte
algorytmy genetyczne (watki migracyjne, wyspowe). W pracy pokazano, ze
réwnoleglosé realizacji watkéw poszukiwan, przy odpowiedniej kooperacji
watkéw, pozwala uzyskiwaé ponad-liniowe przyspieszenie metody réwnole-
glej (wieksze od liczby zaangazowanych procesoréw). Bezposrednig impli-
kacja tej wlasnosci jest mozliwo$é uzyskania w czasie T' na p procesorach
rozwigzania lepszego niz w czasie T'p na jednym procesorze.

Z kolei dla strategii poszukiwan jednowatkowych, w pracy uzyskano
odpowiedz na kilka interesujacych pytan o charakterze teoretycznym i apli-
kacyjnym: (1) jakie podejécia moga by¢ stosowane do projektowania al-
gorytméw réwnoleglych, w kontekscie potrzeb wynikajacych z réznorod-
nych technik poszukiwan lokalnych, (2) ktére warianty algorytméw réw-
nolegltych sg kosztowo optymalne, (3) jakie elementy sa kluczowe do pro-
jektowania algorytméw réwnolegtych w kontekscie poszukiwan lokalnych
i rozproszonych, (4) jakich granicznych wartosci przyspieszenn mozna sig
spodziewaé przy teoretycznie nieograniczonej liczbie procesoréw. Ostat-
nie pytanie ma aktualnie charakter czysto teoretyczny, cho¢ przejicie od
komputeréw péiprzewodnikowych do biologicznych moze uczyni¢ pytanie
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zdecydowanie praktycznym. Uzyskane teoretyczne wyniki, sformulowane w
postaci twierdzen i wlasnosci, zawieraja w dowodach oryginalne konstruk-
cje algorytmiczne, ktérych wszechstronna charakterystyke przedstawiono i
przedyskutowano w odpowiednich wnioskach. Dla prostych probleméw sze-
regowania (problemy jednomaszynowe), kluczem do realizacji efektywnej
implementacji réwnoleglej jest rezygnacja z rekurencyjnych mechanizméw
obliczania wartosci funkcji celu, powszechnie stosowana w algorytmach se-
kwencyjnych. Zabieg ten jest na tyle skuteczny na ile istnieja odpowiednie
nierekurencyjne substytuty wzoréw rekurencyjnych. Dla regularnych sieci
obliczen (problem przeptywowy) metody wykorzystujace planarnodé sieci
sg zdecydowanie efektywniejsze niz metody grafowe oparte na algorytmie
Floyda-Warshalla, a takze efektywniejsze niz metody oparte na modelu
kombinatorycznym. Te ostatnie jednak pozwalaja uzyskaé wigksze przy-
spieszenia, jednak kosztem niskiej efektywnosci. Dla obliczen z siecig nie-
regularng (problem gniazdowy, hybrydowy) wlasciwie pozostaja tylko me-
tody oparte o analize grafu. Dla jednowatkowych poszukiwan lokalnych
wykorzystujacych skupione lub rozproszone populacje rozwigzan zapropo-
nowano szereg dedykowanych metod, w tym tzw. réwnolegle akcelerato-
ry (bedace odpowiednikiem akceleratoréw sekwencyjnych). Niezaleznie od
przyjetej struktury populacji rozwigzan, naturalng granica tego podejscia
jest zlozono$¢ obliczeniowa réwnoleglego wyliczania wartosci funkcji celu
pojedynczego rozwiazania. Réwnolegle akceleratory maja przy tym wplyw
wylacznie na efektywnoéé wykorzystania srodowiska obliczen

W pracy zaproponowano wiele réznych podejs¢ do projektowania wielo-
watkowych algorytméw réwnoleglych rozwigzywania probleméw szeregowa-
nia zadad. Algorytmy te projektowano w oparciu o odmienne strukturalnie
techniki. Zbadana zostala poprawa jakosci otrzymywanych rozwiazan, cza-
su obliczen i przyspieszenia dla réwnoleglych implementacji algorytméw
szeregowania w poréwnaniu z ich sekwencyjnymi wersjami, przy czym eks-
perymenty obliczeniowe zostaly przeprowadzone dla réznorodnych repre-
zentatywnych trudnych przykladéw z literatury. Oceniono jakos¢ i efek-
tywnos$é proponowanych algorytméw. Czesé wynikéw badan zostata opu-
blikowana w czasopismach krajowych [20-22,24,25,27,28] i migdzynarodo-
wych [23,26].

Kierunki dalszych badan

Zdaniem autora, niniejsza praca moze stanowi¢ inspiracje do dalszych ba-
daf dotyczacych teoretycznych i praktycznych aspektéw szeregowania za-
dah produkcyjnych przy pomocy réwnoleglych systeméw komputerowych.
Mnogo$é modeli obliczen réwnoleglych, a takze réznorodnosé rzeczywistych
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komputeréw réwnoleglych, pozwala na przeprowadzanie dalszych badan
nad réwnoleglymi algorytmami dokladnymi i przyblizonymi, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem tych ostatnich ze wzgledu na ich efektywnosé. Réw-
nolegte wersje algorytméw metaheurystycznych wydaja sie by¢ jeszcze po-
tezniejszym narzedziem wyznaczania bardzo dobrych jako$ciowo rozwigzan
trudnych probleméw kombinatorycznych, takich jak problemy szeregowa-
nia zadan, w krétkim czasie, co pozwala na ich naturalne zastosowanie na
przyklad w systemach dzialajacych w czasie rzeczywistym. Odmiennym
kierunkiem przysztych badan moze byé rozszerzenie wlasnosci teoretycz-
nych réwnolegtych metod szeregowania na inne niz przedstawiono w pracy
problemy szeregowania zadan produkcyjnych.



Dodatek A Operatory genetyczne

Operacje krzyzowania i mutacji w algorytmie genetycznym realizowane sa
poprzez zastosowanie operatoréw genetycznych, zmieniajacych kodowanie
rozwigzania w chromosomie. Najlepsze wyniki uzyskuje sie stosujac dla
probleméw przeptywowych (takich jak F*||Csym oraz F*||Cpmaz) operatory
genetyczne bazujgce nie na ciggu binarnym, jak to proponowali twércy
metody, lecz na permutacji.

Podstawowymi operatorami genetycznymi dzialajacymi na jednym ro-
dzicu o chromosomie zakodowanym w postaci permutacji 7, sa:

- operator inwersji (I, inversion) okreSlony regula 7 : 7(s) < =(t)
polegajaca na zamianie miejscami w permutacji elementéw 7(s) z m(t),

- operator inwersji podciggu (SI, subsequence inversion) okreSlony re-
gula

m:m(s+j)—=nlt-7),i=01.,t-s8-1)/2, (A.1)

gdzie wartosci s,t € {1,2,...,n} wybrano losowo. Operatory jednoargumen-
towe stosowanymi sa gléwnie do realizacji procesu mutacji.

Klasyczne operatory dwuargumentowe, wykonywane przy operacji krzy-
zowania to:

- jednopunktowy operator krzyzowania (SX) — dla dwéch rodzicéw =, o
oraz losowego punktu krzyzowania s € {1,2,...,n} tworzy, poprzez wymiane
odcinka chromosomu, dwéch potomkéw:

a=(m(1),n(2),...,7(s),0(s +1),0(s +2),...,0(n)),

oraz
B=(c(1),0(2),...,0(8),m(s+1),7(s+2),...,7(n)),

Kazdy potomek jest nastepnie korygowany dla przywrdcenia mu wia-
snoéci permutacji. W tym celu elementy potomka sa przegladane a kazdy
element, ktéry pojawia si¢ dwukrotnie jest zastepowany najmniejszym ele-
mentem zbioru J elementéw nie wystepujacych w potomku.

- dwupunktowy operator krzyzowania (PMX, partially matched crosso-
ver) — dla dwéch rodzicéw , 0 oraz sekcji dopasowania okreslonej losowsa
parg punktéw s,t € {1,2,...,n}, s < t tworzy dwie permutacje potomne
dopasowujac m do o poprzez wymiane pomiedzy chromosomami odcinka
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5,...,t, to znaczy m(s) « o(t), j=s,...,t oraz dopasowujac o do 7 poprzez
wymiane o(s) « m(t), j=s,...,t. Kazdy potomek jest nastepnie korygowa-
ny w celu przywrécenia mu wiasno$ci permutacji wedlug zasady: kazdy
element, ktéry pojawia sie dwukrotnie jest zastepowany najmniejszym ele-
mentem zbioru J elementéw nie wystepujacych w potomku.

- operator krzyzowania porzedkowego (OX, order crossover) — jego dzia-
lanie jest podobne jak operatora PMX z tym, ze po pobraniu z sekcji dopa-
sowania elementéw od jednego z rodzicéw, reszta permutacji potomka jest
dobierana od drugiego rodzica w kolejnosci ich wystepowania w chromoso-
mie (drugiego rodzica) tak, aby uzyskac rozwigzanie dopuszczalne.

- operator krzyzowania pozycyjnego (PBX, position-based crossover) —
dziatanie podobne jak operatora OX z tym, ze zamiast sekcji dopasowania
geny (pozycje w permutacji) podlegajace wymianie wybierane sa u rodzi-
céw losowo, z réwnomiernym rozkladem prawdopodobienstwa. Geny te sa
kopiowane do potomka z zachowaniem ich potozenia w chromosomie rodzi-
ca, za$ brakujace geny sa uzupeiniane od drugiego rodzica w kolejnosci ich
wystepowania.

- operator krzyzZowania porzgdkowego (OBX, order-based crossover) jest
modyfikacja operatora PBX, w ktérej kolejnosé genéw wystepujacych na
pozycjach wybranych u jednego z rodzicéw i przekazywanych potomkowi
jest dopasowywana do kolejnosci ich wystepowania u drugiego z rodzicéw.

- operator krzyzowania cyklicznego (CX, cycle crossover) dla dwéch ro-
dzicéw m, o tworzy dwdch potomkéw, w ktérych pozycja zajmowana przez
kazdy element w permutacji potomka pochodzi od jednego z rodzicéw. Roz-
wazajac przypadek dopasowania 7 do o utworzona zostaje permutacja po-
tomna vy w nastepujacy sposéb (dopasowanie odwrotne jest symetryczne):
niech pozycja k=1; nastepnie powtarzamy cigg podstawien v (k) = n(k),
k = 7(o(k)) (gdzie 7 jest permutacja odwrotng do permutacji m , czy-
li spelnia zalezno$é 7(w(i)) = i) az do chwili zamkniecia cyklu, to znaczy
osiggniecia stanu k = m(1). Pozostate wolne pozycje w permutacji potomnej
~ zapelniane sg niewykorzystanymi elementami z permutacji o w kolejnosci
ich wystepowania.

- operator krzyzowania z porzgdkiem liniowym (LOX, linear order cros-
sover) jest modyfikacjg operatora OX. Dla dwéch rodzicéw =, o oraz sekcji
dopasowania okreslonej losowa para punktéw s,t € {1,2,...,n}, s < t two-
rzy dwie permutacje potomne w dwoch etapach. Rozwazajac przypadek
dopasowania m do o utworzona zostaje permutacja potomna 7y w naste-
pujacy sposéb (dopasowanie odwrotne jest symetryczne): najpierw wsta-
wiamy do v tylko te elementy z m ktére nie wystepuja w o; wstawienia te
dokonujemy na te same pozycje, na ktérych elementy te wystepowalty w m



(pozostawiajac pomiedzy nimi dziury - nie zapelnione pozycje). Nastepnie
przeprowadzamy w 7 proces redukcji dziur analizujac pozycje w kolejnoéci
cyklicznej t+1, t+2,...,n,1,2,...,s — 1. Dziurg¢ na pozycji k redukujemy prze-
suwajac cyklicznie elementy ~y(k+1), v(k+2),..., v(n), (1), 7(2),..., ¥(2)
w lewo. Ostatecznie otrzymujemy permutacje zawierajaca dziury tylko w
sekcji dopasowania na pozycjach od s do ¢, ktére zapelniamy elementami
a(s), o(s+1),..., o(t).

Oprécz wymienionych wyzej klasycznych operatoréw genetycznych ist-
nieja takze inne, bardziej efektywne (lecz takze znacznie bardziej zlozone
obliczeniowo) quasi-operatory krzyzowania i mutacji jak na przyktad opera-
tor wielokrokowej fuzji (MSXF) czy wielokrokowej mutacji (MSMF) [156].

Dodatek B (Generowanie
podciggbéw

Lemat 1 Wszystkie podciggi (jo, ji,---,Jm) Spetniajgce warunek 1 = jo <
j1 € ... < jm = n mozna wygenerowaé w czasie O(m) za pomocg (n+m 2)

procesorowej maszyny CREW PRAM.

Dowéd Liczba wszystkich omawianych podciagéw odpowiada liczbie kom-
binacji m — 1 elementowych z powtdrzeniami ze zbioru n — 2 elemento-
wego, i wynosi (";"_'IZ). Wszystkie podciagi mozna wygenerowa¢ na ma-
szynie CREW PRAM w czasie rzedu dlugosci podciagu, czyli O(m), za
pomocg liczby procesoréw réwnej liczbie podciggéw, wykorzystujac drze-
wiasty schemat generowania. Najpierw n procesoréw generuje n podcia-
géw dlugosci 2: (1,1),(1,2),...,(1,n). Nastepnie, w oparciu o wygene-
rowane juz podciagi, n procesoréw generuje podciagi dlugosci 3 postaci:
(1,1,1),(1,1,2),...,(1,1,n); n — 1 procesoréw generuje podciagi dtugosci
3 postaci: (1,2,2),(1,2,3),...,(1,2,n); n — 2 procesoréw generuje podcia-
gi dlugosci 3 rozpoczynajace si¢ od (1,3), itd. Na tym etapie (w drugiej
n+3 2) _ (n-2+-1) = n(n2+1)

iteracji) wykorzystanych zostanie ("3 procesoréw.
Ciagi pamietane sg jako listy, co oznacza ze poszczegélne elementy ciggdw
polaczone sg wskaznikami — generowanie nastepnego elementu ciagu nie
wymaga kopiowania poprzednich elementéw, ale tylko wygenerowania na-
stepnego elementu ciagu i wskaznika do elementu poprzedzajacego, w czasie
O(1). Postepujac w ten sposéb, po m — 1 iteracjach wygenerowane zosta-
na ("H"7%) podciagi dlugoéci m i przydzielone beda do generujacych je
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m—1 ) procesoréw (kazdy z procesoréw zwiazany bedzie z ostatnim ele-
mentem listy, posiadajacym wskazniki do poprzednich elementéw). W m+1
kroku kazdy z procesoréw wygeneruje ostatni element ciagu, dla wszystkich

ciagbéw identyczny, jm = n.m

Dodatek C Tabele zestawien

Zastosowano nastepujace oznaczenia:

P - liczba procesoréw,
Ta,m(p) - zlozonoé¢ obliczeniowa algorytmu réwnolegtego
uzywajacego p procesoréw,
Ta, — zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu sekwencyjnego,
sa,m(p) — przyspieszenie,
na,m(@) - efektywnosé.
problem P Ta, m(p) Ta, Tw.
WSh o) Olog n) om) 1°
1|r;| 2 fi Olies) O(log n) O(n?) 2
F*|| 3 fi m O(n +m) O(nm) 3
F*|| X fi Olsrs) O(n+m) O(nm) 4
F*||fmaz O(%"‘Ezl O(n+m) O(nm) 5*
F*|[Cmaz  O(Gr) O(m +logn) O(nm) 6
n 3 s
F T fi 0(@%) O(log(n +m) log (nm))  O(nm)
F*|| fmaz 0(1‘%(%) O(log(n +m) log (nm))  O(nm)
NS Ol O(log? o) O() 9
J||Crmaz Ofs=) O(logolog A) O(o) 10
3
FP|Tfi  O(ZmLs) O(log?(nm)) O(nm) 11
3
FP||Craz  O(2) O(log(nm)log A) O(nm) 12

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.1: Metody réwnolegle wyznaczania pojedynczej wartosci funkcji
kryterialnej. Poréwnanie zlozonoéci obliczeniowe;j.
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problem P sa,,M(P) na,M(D) Tw.
X fi (1032n) HNigs) 0(1) 1
rjl 2 fi Olggw) Oles) 0(3) 2
F*| X fi m OfI5s) O(7tm 3
FlIXh OGS OfL) 0(1) 4
F||fmaz  O(3%) O(z5%) oy - &

2

n—1
FlCmee Ohr)  OGHEm)  Olimrmgiism=)
FH|Z fi (‘(TL;long Oty Aoy

F*“fmaz (Iog nm)) O(log n+:1n';og nm)) O(Wm) 8
NEh 0Ges) O(Zs) O(r1egs) 9
J||Crmaz O(logo) O(To_g'm) 0(5’1%55) 10

FPISfi O O O(mriogem) 11

FP||Craz O(é&%) N erranioan) O(Gy o) 12

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.2: Metody réwnolegle wyznaczania pojedynczej wartosci funkcji
kryterialnej. Poréwnanie przyspieszenia i efektywnosci.

Otoczenie P T, m(p) Ty, Tw.
API O(n) O(logn) O(n) 13
API O(n/logn) O(logn) O(n) 14>

INS O(n) O(n) 0O(n?) 15*
INS O(n3/logn) O(logn) O(n?) 16

INS O(n?/logn) O(logn) O(n?) 17"
NPI O(n3/logn) O(logn) o(n®) 18*

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.3: Przegladanie otoczenia w problemie 1|| ¥ f;. Ztozonosci obli-
czeniowe.
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Otoczenie P sa,M (D) na,M(P) Tw.
API O(n) O(n) O(1/logn) 13
API O(n/logn) O(n/logn) o(1) 14*
INS O(n) O(n) 0o(1) 15*
INS O(n®/logn) O(n?/logn) O(1/n) 16
INS O(n?/logn) O(n?%/logn) o(1) 17
NPI O(n?/logn) O(n3/logn) o(1) 18*

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.4: Przegladanie otoczenia w problemie 1|| Y f;. Przyspieszenia i

efektywnos¢.

Otoczenie P Ta, m(p) Ty, Tw.
APL  O(&m) O(n +m) O(nm) 19
APL  O(7w) O(n+m) O(nm)  20°
API Zs)  O(log(n+m)(log(nm)))  O(nm) 21
API éﬁ(%mf—)) O(log(n + m)(log(nm))) O(nm) 22
INS (22) O(n+m) O(n?m) 23"
INS 2Zs)  Olog(n+m)(log(nm)))  O(nm) 24
INS o) O(m +log(n +m)(log(nm)))  O(n?m) 25
INS o) O(log(n+m)(log(nm)))  O(n?m) 26
NPI (nm) O(nm) O(n*m?) 27
NP1 Lm’ ) O(mlog(n +m)(log(nm)))  O(n*m?) 28
NPI o(Zm) O(n +m) O(n?m?) 29*
NPI o) O(log(n+m)(log(nm)))  O(n?m?) 30

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.5: Ztozonoéé obliczeniowa réznych metod réwnoleglego przegla-
dania otoczeni w problemie F*||Cpmqz-
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Otocz. P 54,,Mm(P) NAp,M (D) Tw.
API  O(Zm o(;2.) o) 19
APL  O(Z2 o(Em) o(1) 20*
API O(E%z:zn_'rgf) O(login+mi loginmi) 0(713m2 lolg(n+m)) 21
API ( log(:.m) ) O( log(n+77rlzmil ogfr;,mi ) o( (nm)2 lolg(n+m) ) B

2m *
NS O(%) o(Z2) o(1) 23
0!
INS (W) O( login+:1. if?ogi nm) ) OO((q:;mz log(n+m) ) 24
3 2 nm2
INS O( IO(Z(ZZn) ) O( m+log(n7-li-rfr3 log(nm) ) log(nm) ) 25
m~+log(n+m) log(nm)
0 nm)3 n?m 1
INS ( log(nm) ) O( log(n+m) log(nm) ) O( nm? log(n+m) ) 26
NPI  O(n’m) O(nm) O(%) 27
o 22 O(2-
NPI O( lcETngLzzn) ) o( m+log(n+m) log(nm) ) i log(nm) ) 28
) A m+log(n+m) log(nm)
NPI  O(% f;n) o(e2m) 0(1) 29*
2.2
NPI O( logmm m) O( login-gnm;l og(nm) ) O( nm logli n+m) ) 30

* zaznaczono metody kosztowo optymalne

Tablica C.6: Przyspieszenie i efektywno$¢ réznych metod réwnolegtego prze-
gladania otoczefi w problemie F*||Cpnqz.
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otoczenie

n m API INS NPI
nm n°m n*m?

20 5 100 2 000 10 000
20 10 200 4 000 40 000
20 20 400 8 000 160 000
50 5 250 12 500 62 500
50 10 500 25 000 250 000
50 20 1000 50 000 1 000 000
100 5 500 50 000 250 000
100 10 1000 100 000 1 000 000
100 20 2000 200 000 4 000 000
500 5 2500 1 250 000 6 250 000
500 10 5000 2 500 000 25 000 000
500 20 10000 5 000 000 100 000 000

Tablica C.7: Poréwnanie szybkosci wzrostu funkcji ztozonosci obliczeniowe;j
réznych metod sekwencyjnego przegladania otoczen problemu F*||Cpaz.

otoczenie
API API API
n m NPI INS INS INS
NPI NPI NPI
nm n+m [log(n+m)log(nm)] [m+ log(n+ m)log(nm)]
20 5 100 25 31 36
20 10 200 30 38 48
20 20 400 40 47 67
50 5 250 55 47 52
50 10 500 60 53 63
50 20 1000 70 62 82
100 5 500 105 61 66
100 10 1000 110 68 78
100 20 2000 120 76 96
500 5 2500 505 102 107
500 10 5000 510 111 121
500 20 10000 520 120 140

Tablica C.8: Poréwnanie szybkosci wzrostu funkcji ztozonosci obliczeniowe;
réznych metod réwnoleglego przegladania otoczen problemu F*||Craz.
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otoczenie

API

n m API INS NPI INS
NPI

| ;Ln-f—-m‘rr—l :_:%nn_ 'ZzTTnz_ log{zmi

20 5 5 100 500 150 515
20 10 7 140 1400 1 046 593
20 20 11 220 4 400 7 404 103
50 5 b) 250 1 250 1 961 515
50 10 9 450 4 500 1,4-107
50 20 15 750 15 000 1,0- 108
100 5 5 500 2 500 1,4-107
100 10 10 1 000 10 000 1,0- 108
100 20 17 1700 34 000 7,3-108
500 ) ) 2 500 12 500 1,4-10°
500 10 10 5 000 50 000 1,0-1010
500 20 20 10 000 200 000 7,5-101°

Tablica C.9: Poréwnanie szybkosci wzrostu liczby procesoréw réznych me-
tod przegladania otoczefi problemu F*||Cingz-
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