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1. Wstep

Statystyka moze by¢ okreslona jako nauka zajmujaca si¢ badaniem sytuacji,
w ktorych wystepuje zjawisko niepewnosci. We wnioskowaniu statystycznym
mozna wyrézni¢ dwa rodzaje niepewnosci: niepewno$¢ dotyczaca danych staty-
stycznych oraz niepewnos¢ dotyczaca parametrow. W ujeciu bayesowskim rozktad
prawdopodobienstwa przypisywany jest zaréwno danym, jak i parametrom, od
ktorych te dane zaleza. Jezeli mamy wigc do dyspozycji zbidr obserwacji x;, x,,
., ktore zaleza od parametru & (wzglednie od wektora parametréw),
postugujemy si¢ nastepujacymi rozkladami prawdopodobienstwa:
— rozkladem a priori p(8), ktory to rozkiad opisuje nasza niepewnos¢ dotyczaca
parametru przed zebraniem danych statystycznych,
— funkcja wiarygodnosci P(xl,xz,...,xn|9), ktora opisuje rozkifad obserwacji

vy X

wzgledem ustalonej wartosci parametru 6,
— rozkladem a posteriori P(0|x|,x2,...,x,,), ktory wyznaczany na podstawie

wzoru Bayesa taczy dwa poprzednie rozklady, a wigc informacje a priori z in-

formacjami z préby.

Podstawowa réznica pomigdzy podejsciem bayesowskim a klasycznym prze-
jawia si¢ w sposobie traktowania parametru 8. W ujeciu bayesowskim parametr 6,
mimo ze jego warto$¢ jest ustalona i nie zmienia si¢ losowo, ma przypisany
rozktad prawdopodobienstwa, ktory opisuje niepewno$¢ badacza dotyczaca jego
wartosci. Taki sposob traktowania parametru wynika z przekonania (bgdacego
rezultatem przyje¢cia odpowiedniego zbioru aksjomatow), ze niepewnos$¢ musi by¢
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mierzona poprzez prawdopodobienstwo (por. [10]). Prawdopodobienistwo jest wigc
definiowane jako warunkowa miara niepewnosci, zalezna od stanu naszej wiedzy.
Wszystkim wielko$ciom niepewnym wystgpujacym w analizie przypisywany jest
rozklad prawdopodobienstwa, a wnioskowanie statystyczne jest przeprowadzane
wylacznie przy uzyciu regut rachunku prawdopodobienistwa.

Klasyczna statystyka matematyczna jest jedna z niewielu dziedzin matematyki,
ktore nie maja ujecia aksjomatycznego. Prowadzi to w wielu sytuacjach do przyj-
mowania réznych, pozornie intuicyjnie atrakcyjnych technik, ktore czgsto prowa-
dza do réznych wnioskow. Przeglad paradoksalnych badZz niepozadanych wnios-
kow wynikajacych z zatozen statystyki klasycznej mozna znalez¢ w [1; 7].

Whnioskowanie bayesowskiego z kolei ma dobrze ugruntowany, intuicyjnie
przekonujacy zbior aksjomatow, ktory zapewnia wewngtrzng spojnos¢ formutowa-
nych wnioskow. Ujgcia aksjomatyczne sformutowane zostaly m.in. przez Savage’a
i deGroota (por. [13; 4]).

2. Subiektywne i obiektywne rozklady a priori

Sformutowanie rozktadu a priori parametréw modelu jest podstawowym
wymogiem bayesowskiego wnioskowania statystycznego. Rozktad a priori wyraza
wiedz¢ badacza o parametrach modelu statystycznego przed przeprowadzeniem
eksperymentu. Gdy wiedza ta jest bardzo uboga, stosowane sa tzw. nieinformacyj-
ne (obiektywne) rozklady a priori. Nieinformacyjne rozklady a priori stosowane sa
czgsto nawet wowczas, gdy istniejg pewne informacje a priori, jednak sformutowa-
nie informacyjnego a priori byloby bardzo utrudnione. Ma to miejsce zwlaszcza
w sytuacji, gdy model zawiera wiele parametrow i trudno jest przetozy¢ wiedzg ba-
dacza (eksperta) na posta¢ rozktadu prawdopodobienstwa. Nalezy jednak podkres-
li¢, ze stosowanie nieinformacyjnych rozktadéw a priori moze prowadzi¢ do bigd-
nych wnioskow (por. np. [14]); réwniez sama definicja nieinformacyjnego rozkta-
du a priori jest dosy¢ nieprecyzyjna. Obecnie przewaza wrecz poglad, iz niemozli-
we jest zbudowanie nieinformacyjnych (obiektywnych) rozkladow a priori (por.
[1]). Poszukuje si¢ zatem raczej takich rozktadéw a priori, ktére beda miaty jak
najmniejszy wplyw na otrzymany na ich podstawie rozklad a posteriori.

Zdaniem wielu, prawidtowa analiza bayesowska powinna zawsze opierac sig
na informacyjnych (subiektywnych) rozktadach a priori (por. [10]). Maja one takze
inne zalety. Oto kilka z nich (por. [12]):

1) subiektywne rozktady a priori sa rozktadami wiasciwymi,

2) pozwalaja one na uwzglednienie w analizie dodatkowej wiedzy i doswiad-
czenia badacza,

3) niekiedy istnieje zbyt mato informacji, aby rozwiaza¢ problem, korzystajac
z rozktadow obiektywnych i uzycie rozkladu subiektywnego jest jedynym sposo-
bem jego rozwiazania.
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Podstawowa trudnoscia w stosowaniu informacyjnych rozktadéw a priori jest
trudnos$¢ w przetlumaczeniu wiedzy eksperta (zwlaszcza jesli jest to wiedza subiek-
tywna, niewynikajaca z badan z przesziosci) na postaé rozktadu prawdopodobien-
stwa. Wsrdd sposobow formutowania informacyjnych rozkladéw a priori mozna
wyrdzni¢ dwie zasadnicze metody: parametryczna oraz nieparametryczna. W meto-
dzie parametrycznej zaklada si¢ okreslona klas¢ rozktadu prawdopodobienstwa dla
estymowanego parametru (czesto bedzie to tzw. rozklad sprzezony) i wdwczas
zadanie polega tylko na okresleniu parametrow tego rozktadu. Metoda niepara-
metryczna formutuje rozktad a priori o dowolnej postaci — wybierana jest na tyle
bogata klasa rozktadow prawdopodobienstwa, iz aproksymuje ona kazdy mozliwy
rozktad prawdopodobienstwa. Metoda parametryczna jest niewatpliwie prostsza,
jednak nie zawsze mozliwe jest wlasciwe przedstawianie posiadanej wiedzy
poprzez wasko okreslona klas¢ rozktadéw prawdopodobienstwa. Z kolei metoda
nieparametryczna wymaga wigkszego wysitku, a ponadto otrzymywane rozktady
a priori niemal zawsze beda niesprzgzone i wymagaé beda stosowania w dalszej
analizie metod numerycznych (co jednak wraz z rozwojem metod MCMC nie jest
powaznym ograniczeniem).

3. Aspekty psychologiczne

W przypadku stosowania metod parametrycznych od eksperta wymaga si¢ po-
dania przez niego wartosci parametrow rozkladu a priori. Parametry te moga miec
bardzo rézne interpretacje, jednak czgsto okreslaja one wartos¢ oczekiwana, odchy-
lenie standardowe lub odsetek (prawdopodobienstwo sukcesu). Przeprowadzono
wiele eksperymentow, ktore miaty na celu zbadanie, na ile trafnie potrafimy opisy-
wac tymi parametrami nasza wiedze (por. [6]).

Testy dotyczace odsetka przeprowadzano poprzez zaprezentowanie grupie osob
tablicy o wymiarach 20 na 20 kwadratow. Kazdy z 400 kwadratéw miat kolor czer-
wony lub zielony. Zadanie polegalo na odgadnigciu odsetka kwadratéw czerwo-
nych, gdy tablica byta pokazywana przez krotki okres. Okazalo si¢, ze odpowiedzi
byly dos¢ dokitadne. Na ogot roznica pomigdzy oszacowanym a prawdziwym
odsetkiem nie przekraczata 0,05.

Testy dotyczace parametrow potozenia (wartosci oczekiwanej, mediany oraz
modalnej) przeprowadzone zostaly poprzez pokazywanie grupie osob ciagu liczb,
a nastepnie odgadnigcie wartosci wymienionych parametrow. Rowniez w tym
przypadku odpowiedzi byly stosunkowo dokitadne. Jedynie w przypadku, gdy
generowany ciag liczb cechowala silna asymetria, pojawialy sie niedokladnosci
w oszacowaniu wartosci oczekiwanej — jej oszacowanie bylo zblizone do mediany.

Znacznie wigksze trudnosci sprawia natomiast szacowanie wariancji (odchyle-
nia standardowego). Mozna dostrzec tutaj kilka niekorzystnych zjawisk. Po pier-
wsze ludzie maja tendencje do réznego szacowania wariancji w zaleznos$ci od war-
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tosci oczekiwanej — mozna powiedzie¢, Ze zamiast wariancji szacujemy wspot-
czynnik zmiennosci. Ponadto w sytuacji, gdy typowe sa duze odchylenia od wartosci
oczekiwanej (na przyktad w przypadku rozktadow dwumodalnych), mamy tenden-
cje¢ do przeszacowywania wariancji. Z kolei gdy dominuja mate odchylenia (jak
w przypadku rozkiadu normalnego), wowczas wariancja jest czesto niedoszacowana.

Rozwiazaniem trudnosci zwiazanych z szacowaniem wariancji jest zadawanie
pytan o inne parametry — przede wszystkim kwantyle. Na przyklad w przypadku
rozktadu normalnego zamiast pytaé¢ o wartos¢ oczekiwana i odchylenie standardo-
we, mozna pytac¢ o wartosci dwoch kwartyli, co jednoznacznie pozwala wyznaczyé
wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe.

4. Metody parametryczne

4.1. Metody wyznaczania rozkladu a priori dla prawdopodobienstwa sukcesu
w rozkladzie dwumianowym

Istnieja cztery podstawowe metody parametrycznego okre$lania rozkladu
a priori dla parametru rozktadu dwumianowego (por. [6]):

1. Metoda pierwsza polega na okresleniu przez eksperta mediany dla prawdo-
podobienstwa sukcesu i/lub kwantyli. Nastepnie wybierany jest rozktad beta (ktory
jest rozktadem sprzezonym) o parametrach, dla ktérych jego kwantyle sg zblizone
do podanych przez eksperta.

2. Metoda hipotetycznej przysziej probki (hypothetical future sample). Ekspert
ocenia najpierw odsetek populacji, ktory ma rozpatrywana ceche. Nastgpnie
stawiane mu sa pytania postaci: ,,Przypusémy, ze wylosowano probke 50 jednostek
z populacji i stwierdzono, ze 20 z nich ma interesujaca nas cechg¢. Jakie jest teraz
prawdopodobienstwo, ze wylosowana jednostka bedzie miala t¢ ceche?”.

3. Metoda ekwiwalentnej probki a priori (eqiuvalent prior sample). Metoda
przedstawiona zostanie na przykladzie. Zal6zmy, ze celem jest oszacowanie odset-
ka studentow plci meskiej w calej populacji studentow Akademii Ekonomicznej we
Wroclawiu. Osoba formutujaca rozktad a priori musi podaé dwie liczby r i n takie,
iz jej wiedza jest w przyblizeniu rownowazna (ekwiwalentna) zaobserwowaniu
w losowej probce n-elementowej r studentow pici meskiej (jezeli rozktad a priori
formutuje prowadzacy ¢wiczenia ze studentami, ktéry pamigta, ze w prowadzone;j
przez niego 30-osobowej grupie bylo 10 studentow, wowczas moze on poda¢ takie
wlasnie wartosci). Rozktadem a priori jest wowczas rozkiad beta z parametrami r
orazn-—r.

4. Metoda funkcji gestosci prawdopodobienstwa. Metoda wymaga podania
przez eksperta najbardziej prawdopodobnej wartosci dla prawdopodobienstwa suk-
cesu oraz np. dwoch wartosci, ktére uwaza za dwukrotnie mniej prawdopodobne
po jednej i po drugiej stronie warto$ci najbardziej prawdopodobne;.
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4.2. Metody wyznaczania rozktadu a priori dla populacji
o rozkladzie normalnym

Zalézmy, ze celem jest estymacja parametrow m i o dla cechy X w populacji o
rozkfadzie normalnym (X ~ N(m, o)). W takim przypadku rozktadem sprz¢zonym
jest tzw. rozklad gamma-normalny (por. [3]). Rozklad ten jest jednak dosy¢ nie-
wygodny w zastosowaniu, poniewaz uniemozliwia niezalezne okreslenie rozkta-
dow a priori oddzielnie dla parametru m i dla parametru o. W zwiazku z tym wy-
godniej jest zastosowa¢ normalny rozklad a priori dla wartosci oczekiwanej oraz

rozklad gamma dla precyzji r (r = o). Rozklad taki nie jest rozktadem sprzezo-
nym, w zwiazku z czym do estymacji wymagane jest zastosowanie metod nume-
rycznych. Jest on jednak sprzgzony warunkowo, co oznacza, ze mozna analitycznie
wyznaczyé rozklady m|a_2 i 0'_2|m, co z kolei bardzo upraszcza implementacje
algorytmu Gibbsa stosowanego w analizie numeryczne;j.

Wyznaczenia normalnego rozktadu a priori dla parametru m najlatwiej
dokona¢ poprzez podanie dwéch kwantyli (najwygodniej kwartyla 1 i kwartyla 3)
— zgodnie z uwagami w punkcie 3. Podobnie nalezy uczyni¢ dla parametru o.

Przyklad 1

Zatézmy, ze nalezy zbada¢ iloraz inteligencji X uczniow w pewnej szkole.
Przyjete zostalo zalozenie, ze cecha ma rozktad normalny: X ~ N(m, o). Nalezy
zatem wyznaczy¢ rozklad a priori dla wartosci oczekiwanej m oraz precyzji r.
Zalozona zostanie parametryczna posta¢ rozktadu a priori o postaci:

m~N(m0,O'0),

o2~ Gamma(a, ).

Przypusémy, ze ekspert podal nastgpujace informacje a priori o badanej cesze:

1) p(m<90)=0,25, co oznacza, ze ocenia prawdopodobienstwo, ze wartos¢
oczekiwana ilorazu inteligencji jest mniejsza niz 90, wynosi 0,25,

2) p(m<110)=0,75, co oznacza, Ze ocenia prawdopodobienstwo, ze wartos¢
oczekiwana ilorazu inteligencji jest mniejsza niz 110, wynosi 0,75,

3) p(og<5)=025 i p(og<12)=0,75, co jest réwnowazne warunkom:

2 1 . 22 1
p(d < Tj =0,751 p(o‘ < —J =0,25.
5 V12

Korzystajac z tablic rozktadu normalnego oraz rozwiazujac odpowiedni ukiad
rownan, fatwo dowiadujemy sig, iz my =100 i oy = 14,82.
Niech f(X) oznacza gesto$é rozkladu gamma o postaci:
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ﬂa a-1 -
f(xla,/i')= F(a)x e dlax>0,
0 dlax <0.

Wyznaczenie wartosci parametrow « i £ na podstawie kwantyli wymaga
numerycznego. rozwiazania nast¢pujacego uktadu réwnan:

Y1z
[ #(xler, B)ax =025,
0
. w:
[ 7(xler, B)ax = 0,75.
0

W opisanym przykladzie o = 0,85027 i £=29,43306.
4.3. Rozklady wielowymiarowe

Wyznaczanie rozkladéw a priori jednoczesnie dla wielu parametrow jest zada-
niem znacznie trudniejszym niz w przypadku pojedynczych parametréow. Opraco-
wane zostaly m.in. metody dla przypadkéw, gdy populacja pochodzi z wielowy-
miarowego rozkladu normalnego (por. [5]) oraz dla liniowego modelu regresji
wielu zmiennych (por. [9]).

Trudnosci zwiazane z rozkltadami wielowymiarowymi wynikaja z koniecznosci
okreslania macierzy kowariancji rozktadu a priori, ktora opisuje zaleznosci pomig-
dzy rozpatrywanymi zmiennymi. Oznacza to, ze niezbg¢dne jest podanie wartosci
dla duzej liczby parametréow. Nalezy rowniez zwraca¢ uwagg, aby wyznaczona
macierz kowariancji byla dodatnio okreslona. Moga rowniez pojawi¢ si¢ trudnosci
w uzyskiwaniu odpowiedzi od ekspertéw na nierzadko dosy¢ zawile pytania, jak
np. (por. [5]):

e, Przypus¢my, ze zbadano duza liczb¢ ptakéw i stwierdzono, ze ich Srednia
waga wynosi 170 g, natomiast ich $rednia dlugos¢ réwna jest 240 mm. Jakie
bedzie wowczas twoje oszacowanie mediany ich rozpigtosci skrzydet?” lub

o ,Przypus¢my, ze wybrano losowo jednego ptaka. Jesli jego dlugos¢ jest
wigksza o 50 mm od przeci¢tnej, a waga o 30 g wigksza, o ile twoim zdaniem
bedzie wigksza jego rozpigtos¢ skrzydel? Podaj oszacowanie mediany oraz
kwartyla dolnego i gérnego™.

5. Metody nieparametryczne

Opracowanych zostato wiele technik nieparametrycznego ustalania rozktadu
a priori. Jedng z najprostszych jest metoda histogramu. Ekspert ma za zadanie
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okreslenie prawdopodobienstwa, ze parametr zawiera si¢ w pewnych z gory
okreslonych przedziatlach. W ten sposéb otrzymujemy histogram, do ktérego
nastepnie dopasowywana jest pewna krzywa, ktora stanowi¢ bedzie rozklad
a priori. Metode te zilustrowano na rys. 1.

20 — v —
%
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/// \\\
ol e

-3,5 -30 -2,5 20 -15 -1.,0 0,5 00 05 10 15 20 25 3,0 35 40

Rys. 1. Nieparametrycznie wyznaczona funkcja ggsto$ci

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Inna metoda polega na tym, ze ekspert podaje pewna liczbe kwantyli rozktadu
prawdopodobienstwa, do ktérych nastgpnie w sposob nieparametryczny dopaso-
wywana jest dystrybuanta. Zilustrowano to na rys. 2. W przyktadzie zastosowano
metod¢ wygladzania jadrowego.

Nieco bardziej skomplikowana metoda zostata zaproponowana w pracy [11].
Zaklada sie w niej, Ze wiedza eksperta o parametrze moze by¢ wyrazona za pomo-
cg funkcji gestosci f; ktéra moze mie¢ dowolna posta¢. Zakladany jest pewien roz-
ktad a priori dla funkcji f, ktory jest uaktualniany po ,,zaobserwowaniu danych”,
ktorymi sa informacje podane przez eksperta w postaci roznych charakterystyk roz-
ktadu (wartosci oczekiwanej, kwantyli itd.). Aby umozliwi¢ praktycznie dowolna
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Rys. 2. Nieparametrycznie wyznaczona dystrybuanta

Zrédto: opracowanie wlasne.

posta¢ rozkladu a priori parametru, przyjmuje sie, ze funkcja f moze by¢ przed-
stawiona jako proces gaussowski. Proces ten wyznaczany jest poprzez okreslenie
jego funkcji wartosci oczekiwanej g(x, 8) oraz funkcji wariancji-kowariancji.

Zaklada sig, ze funkcja wartosci oczekiwanej ma rozktad normalny, natomiast
funkcja wariancji réwna jest 0'2g(x, 9)2. Z kolei korelacja pomigdzy f(x) a f(x')
jest malejaca funkcja odleglosci pomigdzy punktami x i x'. Parametry procesu
gaussowskiego sa aktualizowane na podstawie informacji dostarczonych przez
eksperta. Beda to najczgsciej kwantyle badz momenty rozktadu.
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6. Grupowe wyznaczanie rozkladu a priori

W niektorych sytuacjach mozemy oczekiwac, iz rozklad a priori parametrow
wyznaczony zostanie na podstawie wiedzy pewnej grupy osob. Istnieja dwa zasad-
nicze sposoby grupowego wyznaczania rozktadu a priori (por. [8]):

— wyznaczanie rozkladu a priori indywidualnie przez kazdego eksperta, a nastgp-
nie wiazanie ich za pomocg odpowiednich procedur,
— wyznaczanie jednego rozkladu a priori na zasadzie konsensusu ekspertow.

Pierwsze w wymienionych podej$¢ nazywamy matematycznym, drugie beha-
wioralnym.

Dwie najprostsze metody polegaja na arytmetycznym lub geometrycznym
usrednianiu indywidualnych rozktaddéw a priori przy uzyciu wag. Jezeli oznaczy-
my przez p;(60) rozklad a priori parametru @ wyznaczony przez i-tego eksperta
oraz przez @; wagg przypisang temu ekspertowi, wowczas taczny rozktad a priori

wyznacza si¢ jako $rednia arytmetyczna rozkladow indywidualnych wedtug wzoru:

n
P(O)=2 a;pi(6). (1
=]
Wagi przypisane n ekspertom powinny oczywiscie by¢ dodatnie i sumowac sie
do jednosci.
Drugi sposob polega na wyznaczeniu $redniej geometrycznej rozkiadow
wedtug wzoru:

p(0) = k[ p(6), )

i=1

gdzie k oznacza stala normujaca, ktora zapewnia, ze p(6) jest rozkladem
prawdopodobieristwa.

Przypisanie wag poszczeg6lnym ekspertom moze wynikac z ich kompetencji —
w najprostszym wariancie wagi beda jednakowe.

Podejscie behawioralne wymaga od ekspertow przeprowadzenia dyskusji,
negocjacji i w koficu kompromisu. Wigcej informacji o szczegétowych zaleceniach
dotyczacych tego podejscia mozna znalezé w [8].
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SUBJECTIVE PRIOR ELICITATION - PARAMETRIC
AND NON-PARAMETRIC APPROACH

Summary

Prior distribution elicitation is the basic requirement of the Bayesian statistical inference. If there

is prior knowledge about a particular problem, then it is necessary to ,translate” it into the form of
probabilistic distribution. The paper describes the most important ways of prior ¢licitation basing on
the expert’s knowledge. The parametric approach was presented, in which it is assumed that the prior
distribution can be described using some predetermined class of distributions. The non-parametric
approach in turn does not assume any restrictions on the form of the prior. The topic of group prior
elicitation was also mentioned.
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