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O WIELOSREDNIEJ

1. W zastosowaniach praktycznych statystyki czgsto mamy do czynienia z roz-
kfadami wielomodalnymi, szczegélnie dwumodalnymi. Zwykle ma to zwiazek
z niejednorodnoscia populacji. Na przykiad analizowana statystycznie grupa ludzi
rozpada si¢ na kobiety i mezczyzn, uprawiane przez nich zawody, czy tez rasy. To-
wary jednej firmy moga by¢ wytwarzane w réznych przedsigbiorstwach lub kra-
jach. Pojawia si¢ wtedy zjawisko mieszania rozkladéw, rozumiane badz jako zloze-
nie rozktadéw, badz tez jako ich wypukta kombinacja. W literaturze polskiej jest
ono dobrze opisane w ksigzce W. Ostasiewicza {14]. We wspomnianych wyzej
przypadkach wystepuje wiasnie wielomodalnos¢. Za modalng bedziemy tutaj uwa-
zali maksimum funkcji gestosci (o ile istnieje). Ogdlng definicj¢ 1 wlasnosci modal-
nej mozna znalez¢ w ksiazce P. Hennequina, A. Tortrata (8] i pracy A. Smoluka
[16]. Niniejsza praca jest kontynuacja badan zawartych w artykule R. Antoniewi-
cza i A. Wilkowskiego [5]. Zostana podane wzory na momenty zmiennej o rozkla-
dzie Webera oraz przedstawione beda rozwazania dotyczace funkcji charaktery-
stycznej. Nastepnie wprowadzone zostanie pojecie k-Sredniej [2], omOwione zosta-
na jej wlasnosci i zwiazek z wielomianami ortogonalnymi.

2. Jak wiadomo, populacja jest doktadnie okreslona przez rozkiad. Kluczowe
znaczenie dla jej opisu maja zatem miejsca koncentracji masy prawdopodobien-
stwa-mody. Modalng nie jest tatwo jednak estymowac z probki losowej [18].
Powszechnie uzywanym estymatorem tejze, w rozkladach jednomodalnych, jest
przecietna. Gdy populacja jest dwumodalna, to woéwczas wartos¢ przecigtna nie
wyznacza na ogol miejsca koncentracji prawdopodobiefistwa. W zwiazku z tym
Antoniewicz [1] wprowadzil pojecie biprzecigtnej (przyklady liczbowe pokazuja,
ze pozwala ono wyznaczy¢ miejsca koncentracji w przypadku rozktadéw dwumo-
dalnych [5]. Przypomnijmy, ze jesli X jest zmienna losowa majacaq dwa pierwsze
momenty, to oczywiscie wartos¢ przecigtna M(X —a)2 osiaga minimum dla
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a = M(X), natomiast minimalna warto$¢ to wariancja: M(X - M(X))2 =V(X).
Niech teraz X bgdzie zmienna losowa majaca cztery pierwsze momenty i wariancjg

2
rézna od zera. Wyrazenie M(X2 -pX —q) osiaga minimum, jesli
M(X3) - M(Xz)M(X)
V(X) ’

P=

MZ(XZ) - M(X3)M(X)

0= V(X)

Niech P2 +40Q>0 oraz R=+ P? +4Q. Przez analogie pare liczb (M, My),
gdzie
P—R P+R
M =P=R g, _P+R
1 2 ’ 2 2 >

nazywamy biprzecietng. Wyrazenie
2
Vo(X) = M((X - M)(X - My))

jest analogonem wariancji. Propozycje innych miar rozrzutu oraz przykfady liczbo-
we podane sa w pracach [4; 5]. Na podstawie tych przykiadéw widac, ze biprze-
cigtna dos¢ dobrze przybliza mody. Ma ona jednak t¢ przewage nad nimi, ze tatwo
ja wyznaczy¢. W tym celu wystarczy obliczy¢ trzy pierwsze momenty a nast¢pnie
skorzystaé z powyzszych wzorow.

Ponizszy przykiad jest propozycja rozkladu dwumodalnego o ciaglej funkc;ji
gestosci, okreslonego na prostej, nie bedacego mieszanka.

Niech a, #> 0. Rozklad o funkcji gestosci g, okreslonej wzorem

1 ax?-px*
x)= e , xR,
S BV e, B
nazywamy rozkladem Webera z parametrami ¢, £ i oznaczamy jako W(a, f).
Nizej przedstawiamy funkcj¢ gestosci rozktadu W(2, 1).
Komentarza wymaga stala normalizacyjna z(a, f). Okazuje sig, ze tg stalg

mozna wyrazi¢ przez funkcje specjalne Webera [6], ktore sa stablicowane [9].
Mianowicie:

= [eax® =B g ﬁ)ﬂ __a_
z2(a, P) gJ;e dx exp[sﬁ WD_%[ ‘/.2_,8]’
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gdzie D jest funkcja Webera, spelniajaca réwnanie rézniczkowe:
2
d“D,(x)

3
5 +(p+%_x7)pp(x):o, dla p=0,1,2,...

0,51

LI SR B NN B RN S R |

-2 -1 1 2
Rys. 1. Funkcja gestosci rozktadu W(2, 1)

Moze by¢ ona przedstawiona w postaci szeregu:

b4 o (=)
D,(x)=2 e - (v2x)",

m=0

gdzie I jest funkcja gamma Eulera.
Na podstawie tablic lub korzystajac z pakietu Mathematica 4.0, otrzymujemy:

2(2,1) ~5,36516, z(20,10) ~ 12 610,9, z(30,15)~ 1,51636 x 10°.

Z definicji widaé, ze funkcja g ma dwie mody (maksima) w punktach

M01=—J%, M02=J%.

Niech ¢ oznacza funkcj¢ charakterystyczna rozkladu Webera. Poniewaz gestosé g
rozktadu W (e, f) jest funkcja parzysta, dostajemy:
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#(t) = 2_'&4“’de J o - " costxdx, t €R.

1 J' e
ECAOY @ Py
Widac¢ zatem, ze gdy zrézniczkujemy t¢ funkcje, spetnia ona rownanie rézniczkowe:

488(0)™ +2ap(t) —tg(1)=0.

Roéwnania tego nie mozna rozwigza¢ w postaci jawnej (zauwazyl to dr A. Misztal).
Mozna natomiast wyznaczy¢ kolejne momenty zmiennej o rozkladzie Webera.
Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie Webera z parametrami a, f
(X =W(a, ). Mamy wtedy:

M(x* =0,

) —(3 2n) 2
M(x*")= 2z(clt B) (J—r(4 2) H[% %%Z_ﬂ)+
+aI“G g)ﬂi%+%,%,%)}

gdzie n=1,2,..., a H oznacza konfluentng funkcj¢ hipergeometryczna [6].
Okreslamy ja jako sumg szeregu:

k
H(a,b,x)= Z((c;))k);' (@b, xeR, (@) =(a+k-1D(a+k-2)...(a+2)(a+1).

Mozemy ja takze zapisa¢ za pomoca calki:

_& xt,a-1, _ \b-a-1
H(a’b’x)_F(b—a)I"(a)Oe t“7'(1-1) dt.

Konfluentna funkcja hipergeometryczna jest rozwiazaniem rownania rézniczkowe-
go Kummera:

xy"+((b-x)y —ay=0

przy warunkach brzegowych y(0)=1 i y (O)—— Mozemy ja traktowaé jako

uogdlnienie innych funkcji specjalnych: funkc_|1 Webera, funkcji Bessela,
wielomianéw Laguerre’a i Hermite’a itd. Wartosci jej sa stablicowane. Obliczenia

numeryczne sugeruja np., ze drugie momenty M(X 2), w przypadku gdy a =2/,

zbiegaja od dotu do 1, w miar¢ wzrostu parametru a.
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3. W punkcie tym uogélnimy pojecie biprzecigtnej zdefiniowane wczesniej.
W dalszym ciagu W, bedzie oznaczalo zbiér wielomiandw stopnia k, z najstarszym
wspotczynnikiem rownym 1, g niech be¢dzie nieujemna miara borelowska na R.

Definicja 1. Wielomianem optymalnym f, €W, na przedziale [a, b] (moze to
by¢ przedziat nieskonczony), wzgledem g, nazywamy wielomian speiniajacy za-
leznos¢:

jfk (x)(dx) = min j W (x) ().

WGk

ZaR. Antoniewiczem, przez analogi¢ do biprzecigtnej, pierwiastki M, M,, ..., M,
wielomianu optymalnego f; nazywamy k-Sredniq przedzialu [a, b] z miara u.
Aby wyznaczy¢ kolejne wielomiany optymalne f{, f5, ..., f, nalezy obliczy¢ calki

b

jx"y(dx)=mk,k=o, 1,2,..

a
Calki te nazywaja si¢ momentami potggowymi wzgl¢dem miary u. Pojawiaja si¢
one przy badaniach wielomianéw ortogonalnych. Przypomnijmy, ze ciag p;, p»,
.. wielomianéw jednej zmiennej o wspolczynnikach rzeczywistych (degp, = k)
nazywamy ciagiem wielomianow ortogonalnych, jezeli istnieje miara borelowska u
na [a, b] taka, ze

mepndy =N,Spmp» mn=0,1,..,6, ,—symbol Kroneckera,

a

a wszystkie liczby N,, sa dodatnie. Nie zawsze ten ciag jest zupelny w ? (R, 1),

a0
a takze nie zawsze zbior 4= {z eC Z| p,,(z)|2 < +oo} jest niepusty. Waznym
n=0

zagadnieniem zwiagzanym z ciagiem my, my, ... jest problem momentéw. Méwimy,
ze problem momentéw jest zdeterminowany, jesli u jest jedyna miara reprezentuja-
cq ustalony ciag my, m,, ..., natomiast w przypadku braku jedynosci jest on niezde-
terminowany. Zasadniczy fakt dotyczacy problemu momentow mowi, ze warun-
kiem dostatecznym niedeterminowalnosci problemu momentéw jest, by chociaz
jedno z € C nalezalo do zbioru 4, warunkiem za$ koniecznym, by wszystkie z € C
nalezaty do tego zbioru. Ciag my, my, ..., dla ktorego istnieje nieujemna miara na R
taka, ze
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jx"u(dx) =my, k=0,1,2, ..,
R

nazywamy ciagiem momentéw Hamburgera. Wtedy wielomian ortogonalny przy-
biera postac

my mo... my,
Pr(x)=K S : , gdzie K #0.

My_1 My ... M, |

1 x ... x"

Wymienmy teraz dwie wazne wiasnosci wielomiandéw ortogonalnych.

Twierdzenie 1. Wielomian p,, stopnia n, ortogonalny do wszystkich wielo-
miandw stopnia < n ma » roznych pierwiastkow lezacych w przedziale [a, b).

Twierdzenie 2. Jedynie wielomian ortogonalny p,,, z najstarszym wspdtczyn-
nikiem rownym 1, ma wlasno$¢ minimalizowania normy

b b
[ P Coyptex) = min [w? (x)p(x).
a Wl a

Dowody tych faktow mozna znalezé w ksiazce P.-J. Laurenta [13].

Powyzsze twierdzenia dowodza, ze wielosrednia (wprowadzona w definicji 1)
zawsze istnieje, jest to po prostu zbiér miejsc zerowych odpowiedniego wielomia-
nu ortogonalnego.

Przyklad
Wielomiany Hermite’a, H,(x) neN, sa jedna z bardziej znanych rodzin
wielomianéw ortogonalnych. Spetniaja rownanie rozniczkowe

y'=2xy" +2ny=0

oraz relacje ortogonalnosci

a
2
me(x)H,,(x)e"‘ dx=0,m#n.

-0

Wida¢ zatem ich zwiazek z rozkladem normalnym. Mozna zdefiniowaé je za
pomoca wzoru

[%] k n=2k
=D"(2x)
Hn(X)=n!I§)m)!—, n EN, x€eR.
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Aby znalezé 4-§rednia (M, M,,M;,M,) prostej rzeczywistej z miara
2
u(dx) = e dx, nalezy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu

Hy(x)=16x* —48x% +12.

60

40

LANNL B I S AN B BN N R B B N B B |

Rys. 2. Wielomian H;(x)

Otrzymujemy (M, My, M3, My)=(-1,651,-0,525,0,525,1,651). Inna powszech-

nie znana rodzing wielomianéw ortogonalnych sa wielomiany Laguerre’a L7 (x),
neN, a eN. Spehiaja one rownanie rozniczkowe

" +(@+1-x)y +ny=0

101
S5
N o . .
- 2 4 6 8 10
-5+
_10_

Rys. 3. Wielomian Laguerre’a L] (x)
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oraz relacje ortogonalnosci

‘[L ()LY (x)x%e *dx=0,m#n.

Wynika z niej ich zwiazek z rozkladem gamma. Gdy a =0, woéwczas mozna je
zdefiniowaé wzorem

(-n)y =

L (x)—z((';)";; ,heN, x €[0,+x),
I'(-n+k)

Ten =(-n+k-1)(—n+£k-2)..(—n+2)(—n+1) — symbol Pochhammera.

Do znalezienia 4-$redniej, dodatniej pétprostej z miara u(dx)=e *dx trzeba obli-
czy¢ miejsca zerowe wielomianu

Ly(x)= i(x‘t —16x3 +72x2 - 96x + 24).

Otrzymujemy (Ml, M>, M3, M4) =(0,324,1,753,4,54,9,402).

(1
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MULTI-AVERAGE

Summary

We present bi-average in this paper. We also give example of bi-mode distribution. We define

multi-average too, and its relationship with orthogonal polynomials.
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