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O WIELOŚREDNIEJ

1. W zastosowaniach praktycznych statystyki często mamy do czynienia z roz­
kładami wielomodalnymi, szczególnie dwumodalnymi. Zwykle ma to związek 
z niejednorodnością populacji. Na przykład analizowana statystycznie grupa ludzi 
rozpada się na kobiety i mężczyzn, uprawiane przez nich zawody, czy też rasy. To­
wary jednej firmy mogą być wytwarzane w różnych przedsiębiorstwach lub kra­
jach. Pojawia się wtedy zjawisko mieszania rozkładów, rozumiane bądź jako złoże­
nie rozkładów, bądź też jako ich wypukła kombinacja. W literaturze polskiej jest 
ono dobrze opisane w książce W. Ostasiewicza [14]. We wspomnianych wyżej 
przypadkach występuje właśnie wielomodalność. Za modalną będziemy tutaj uwa­
żali maksimum funkcji gęstości (o ile istnieje). Ogólną definicję i własności modal- 
nej można znaleźć w książce P. Hennequina, A. Tortrata [8] i pracy A. Smoluka 
[16]. Niniejsza praca jest kontynuacją badań zawartych w artykule R. Antoniewi­
cza i A. Witkowskiego [5]. Zostaną podane wzory na momenty zmiennej o rozkła­
dzie Webera oraz przedstawione będą rozważania dotyczące funkcji charaktery­
stycznej. Następnie wprowadzone zostanie pojęcie ^-średniej [2], omówione zosta- 
nąjej własności i związek z wielomianami ortogonalnymi.

2. Jak wiadomo, populacja jest dokładnie określona przez rozkład. Kluczowe 
znaczenie dla jej opisu mają zatem miejsca koncentracji masy prawdopodobień- 
stwa-mody. Modalną nie jest łatwo jednak estymować z próbki losowej [18]. 
Powszechnie używanym estymatorem tejże, w rozkładach jednomodalnych, jest 
przeciętna. Gdy populacja jest dwumodalna, to wówczas wartość przeciętna nie 
wyznacza na ogół miejsca koncentracji prawdopodobieństwa. W związku z tym 
Antoniewicz [1] wprowadził pojęcie biprzeciętnej (przykłady liczbowe pokazują, 
że pozwala ono wyznaczyć miejsca koncentracji w przypadku rozkładów dwumo- 
dalnych [5], Przypomnijmy, że jeśli Jfjest zmienną losową mającą dwa pierwsze 
momenty, to oczywiście wartość przeciętna M ( X - a )  osiąga minimum dla



82

2
a = M(X),  natomiast minimalna wartość to wariancja: M(X -  M(X)) =V(X).  
Niech teraz X  będzie zmienną losową mającą cztery pierwsze momenty i wariancję

różną od zera. Wyrażenie m (x 2 -  pX  -  q) osiąga minimum, jeśli

P =

Q =

n x )  ’

A/2(x 2) -  h Ą x ^ M {X )

n x ]  '
Niech P2 + 4Q>0  oraz R - y j p 2 +4Q.  Przez analogię parę liczb (M\, M2), 

gdzie

m 2 = £ ± R . .

nazywamy biprzeciętną. Wyrażenie

V0(X) = M ( { X - M ;) { X - M 2) f

jest analogonem wariancji. Propozycje innych miar rozrzutu oraz przykłady liczbo­
we podane są w pracach [4; 5], Na podstawie tych przykładów widać, że biprze- 
ciętna dość dobrze przybliża mody. Ma ona jednak tę przewagę nad nimi, że łatwo 
ją  wyznaczyć. W tym celu wystarczy obliczyć trzy pierwsze momenty a następnie 
skorzystać z powyższych wzorów.

Poniższy przykład jest propozycją rozkładu dwumodalnego o ciągłej funkcji 
gęstości, określonego na prostej, nie będącego mieszanką.

Niech a, P>  0. Rozkład o funkcji gęstości g, określonej wzorem

nazywamy rozkładem Webera z parametrami a, fi i oznaczamy jako W(a, fi). 
Niżej przedstawiamy funkcję gęstości rozkładu W(2, 1).
Komentarza wymaga stała normalizacyjna z(a, P). Okazuje się, że tę stałą 

można wyrazić przez funkcje specjalne Webera [6], które są stablicowane [9], 
Mianowicie:

z(a, /?) = J eax dx -  exp M . D
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gdzie Z) jest funkcją Webera, spełniającą równanie różniczkowe:

d zDp{x)

dx2
f  1p  + — ~ —
F 2 4

D Jx)  = 0, dla £>*0,1,2,...

Może być ona przedstawiona w postaci szeregu:

2 2 4  -
m\n - p ) I -

m=0

gdzie / ’jest funkcją gamma Eulera.
Na podstawie tablic lub korzystając z pakietu Mathematica 4.0, otrzymujemy: 

z(2,1) « 5,36516, z(20,10) * 12 610,9, z(30,15)« 1,51636 x 106.

Z definicji widać, że funkcja g ma dwie mody (maksima) w punktach

Niech <f> oznacza funkcję charakterystyczną rozkładu Webera. Ponieważ gęstość g 
rozkładu W (a, fJ) jest funkcją parzystą, dostajemy:
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m  = —± —  [e ^ - ^ ^ d x  = —± —  [e™1- ^  costxdx, t e 9?.

Widać zatem, że gdy zróżniczkujemy tę funkcję, spełnia ona równanie różniczkowe:

4P</>(t)m + 2a<f){ty -  t<j>{t) = 0.

Równania tego nie można rozwiązać w postaci jawnej (zauważył to dr A. Misztal). 
Można natomiast wyznaczyć kolejne momenty zmiennej o rozkładzie Webera. 
Niech X  będzie zmienną losową o rozkładzie Webera z parametrami a, (5 
(X »  W(a,/3)). Mamy wtedy:

M [ x ln~X) = 0,

M 1
2 z(a, fi) P

j(3-2n) f
+ H

v
J_ aj _1_ a 2 
4 2 ’ 2 ’ 4p

\

y
+

+a / f |  + | I*
V

3 n 3
4 2 ’ 2 ’ 4y0

gdzie «= 1,2,..., a H oznacza konfluentną funkcję hipergeometryczną [6]. 
Określamy ją  jako sumę szeregu:

oo /  \ k
H(a,b,x)~ (<*,b,xe9l, {a)k = {a + k - \ ) (a  + k-2). . . {a  + 2){a + \).

k=0 'D'k
Możemy ją  także zapisać za pomocą całki:

Konfluentną funkcja hipergeometryczną jest rozwiązaniem równania różniczkowe­
go Kummera:

xy" + (b -  x)y' -a y  = 0

przy warunkach brzegowych y(0) = l i y'(,0)-^-. Możemy ją  traktować jako
b

uogólnienie innych funkcji specjalnych: funkcji Webera, funkcji Bessela, 
wielomianów Laguerre’a i Hermite’a itd. Wartości jej są stablicowane. Obliczenia
numeryczne sugerują np., że drugie momenty M^X2 j, w przypadku gdy a -  2/?, 

zbiegają od dołu do 1, w miarę wzrostu parametru a.
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3. W punkcie tym uogólnimy pojęcie biprzeciętnej zdefiniowane wcześniej. 
W dalszym ciągu W\ będzie oznaczało zbiór wielomianów stopnia k, z najstarszym 
współczynnikiem równym 1, p  niech będzie nieujemną miarą borelowską na R.

Definicja 1. Wielomianem optymalnym f k & Wk, na przedziale [a, b] (może to 
być przedział nieskończony), względem p, nazywamy wielomian spełniający za­
leżność:

b
j f h x)M(dx)
a

b
min f w2(x)p(dx).
weWkJ K a

Za R. Antoniewiczem, przez analogię do biprzeciętnej, pierwiastki M\, M2,..., M̂  
wielomianu optymalnego nazywamy A-średnią przedziału [«, b\ z miarą p. 
Aby wyznaczyć kolejne wielomiany optymalne / ) ,  f 2 , . . . ,  / ^ ,  należy obliczyć całki

b
j x kp(dx) = mk,k = 0, 1,2, ...
a

Całki te nazywają się momentami potęgowymi względem miary p. Pojawiają się 
one przy badaniach wielomianów ortogonalnych. Przypomnijmy, że ciąg p\, p2, 
... wielomianów jednej zmiennej o współczynnikach rzeczywistych (degp^ = k) 
nazywamy ciągiem wielomianów ortogonalnych, jeżeli istnieje miara borelowską p  
na [a, b\ taka, że

b
J PmPri^P = NnSm<n> m,n = 0, 1, ..., 5 n -  symbol Kroneckera,
a

'y
a wszystkie liczby Nn są dodatnie. Nie zawsze ten ciąg jest zupełny w L (R,p),

f “  2 1a także nie zawsze zbiór A -  <z eC: ^|.p„(z)| <+°°f jest niepusty. Ważnym
l n=0 J

zagadnieniem związanym z ciągiem m\, m2, ...jest problem momentów. Mówimy, 
że problem momentów jest zdeterminowany, jeśli p  jest jedyną mi arą reprezentują­
cą ustalony ciąg m\, m2, ..., natomiast w przypadku braku jedyności jest on niezde­
terminowany. Zasadniczy fakt dotyczący problemu momentów mówi, że warun­
kiem dostatecznym niedeterminowalności problemu momentów jest, by chociaż 
jedno z e  C należało do zbioru .4, warunkiem zaś koniecznym, by wszystkie z eC  
należały do tego zbioru. Ciąg m\, m2, ..., dla którego istnieje nieujemną miara na R 
taka, że
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j x kp(dx)=mk,k  = O, 1,2,..., 
R

nazywamy ciągiem momentów Hamburgera. Wtedy wielomian ortogonalny przy­
biera postać

wo ml ... mn

Pn (■*)  =  K
mn- 1 mn • • •  m2n- 1 

1 X ...

, gdzie K *  0.

Wymieńmy teraz dwie ważne własności wielomianów ortogonalnych.

Twierdzenie 1. Wielomian pn, stopnia n, ortogonalny do wszystkich wielo­
mianów stopnia < n m a »  różnych pierwiastków leżących w przedziale [a, 6],

Twierdzenie 2. Jedynie wielomian ortogonalny pn, z najstarszym współczyn­
nikiem równym 1, ma własność minimalizowania normy

b b
\ p 2(x)p{dx) = min f w2(x)p(dx).
J weW„J
a a

Dowody tych faktów można znaleźć w książce P.-J. Laurenta [13].
Powyższe twierdzenia dowodzą, że wielośrednia (wprowadzona w definicji 1) 

zawsze istnieje, jest to po prostu zbiór miejsc zerowych odpowiedniego wielomia­
nu ortogonalnego.

Przykład
Wielomiany Hermite’a, Hn(x) n e N , są jedną z bardziej znanych rodzin 

wielomianów ortogonalnych. Spełniają równanie różniczkowe

y" -2xy' +2ny = 0

oraz relację ortogonalności

J Hm(x)Hn(x)e x dx = 0, m*n.
-00

Widać zatem ich związek z rozkładem normalnym. Można zdefiniować je za 
pomocą wzoru

Hn(x) = nl
k=0

(~l)k(2x)n~2k 
k\(n -  2k)\ , n eN ,  x e9ł.



87

Aby znaleźć 4-średnią ( M\, M2, M3, Mą ) prostej rzeczywistej z miarą 

fj.{dx) = e~x dx, należy wyznaczyć pierwiastki wielomianu

H4(x) = 16 x 4 -4 8 x 2 + 12.

Otrzymujemy (M\ , M2 , M3, Mą ) = (-1,651, -  0,525,0,525,1,651). Inną powszech­
nie znaną rodziną wielomianów ortogonalnych są wielomiany Laguerre’a 
n e N , a  e9ł. Spełniają one równanie różniczkowe

xy" + (a + 1 -  x)y' + ny -  0

Rys. 3. Wielomian Laguerre’a l£(x)
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oraz relację ortogonalności
+00
j  L<%t(x)I%(x)xae Xdx = 0, m*n.
O

Wynika z niej ich związek z rozkładem gamma. Gdy a -  O, wówczas można je 
zdefiniować wzorem

Do znalezienia 4-średniej, dodatniej półprostej z miarą fi(dx)=e Xdx trzeba obli­
czyć miejsca zerowe wielomianu
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MULTI-AVERAGE

Summary

We present bi-average in this paper. We also give example of bi-mode distribution. We define 
multi-average too, and its relationship with orthogonal polynomials.
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