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1. Wstep

W badaniach poréwnawczych ztozonych zjawisk ekonomicznych obiekty opi-
sane zmiennymi mierzonymi na mocnych skalach' traktowane sa w danym okresie
jako punkty w wiclowymiarowej przestrzeni zmiennych. Podobienstwo obiektéw
moze by¢ mierzone z wykorzystaniem odleglosci’ migdzy nimi w owej przestrze-
ni’. Wybierajac miarg odlegtosci, nalezy braé pod uwage zaréwno zasady obowia-
zujace w teorii wymiaréw (por. np. [Zelias 1991]), jak i typy skali, na ktérych do-
konano pomiaru badanych zmiennych.

Twierdzenia teorii wymiaréw jednoznacznie wskazuja na to, ze dodawac i
odejmowac mozna tylko wartosci zmiennych nalezacych do tego samego wymiaru.
Iloczyn i iloraz dwéch zmiennych nalezacych do réznych wymiaréw naleza do
wymiaru pochodnego. Z kolei, jezeli dwie strony réwnania sa réwne, to oprocz
tego, ze maja one t¢ samg wartos¢ liczbowa, musza mieé jeszcze ten sam wymiar
(by¢€ jednorodne wymiarowo).

Na wyb6r miary odlegtosci w badaniach poréwnawczych zlozonych zjawisk
ekonomicznych maja takze wplyw typy skali. Miara odlegtosci musi mie¢ wlasno-
sci przypisywane dopuszczalnym technikom statystycznym. Przez owe techniki
rozumiemy procedury dostarczajace wynikéw charakteryzujacych si¢ okreslonymi
relacjami nieulegajacymi zmianom w wyniku zastosowania przeksztalcen dopusz-
czalnych dla danej skali pomiaru (por. np. [Walenta 1971; Walesiak 2006]).

! Definicj¢ skali pomiaru oraz oméwienie podstawowych skal pomiaru mozna znaleZ¢ np. w pra-
cach [Pawetek 2006b; Walesiak 1996].

? Definicjg miary odlegtosci mozna znalezé np. w pracy [Pawetek 2006a].

} Przeglad miar odleglosci stosowanych w przypadku dysponowania pomiarami na skalach moc-
nych mozna znalez¢ np. w pracy {Walesiak 2006].
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W badaniach empirycznych, podczas postugiwania si¢ skalami pomiaru, warto
pamigtac o dwéch waznych regutach teorii pomiaru. Jedna z nich méwi, ze jedynie
rezultaty pomiaru na skali mocniejszej moga by¢ transformowane na skalg stabsza.
Zwiazane jest to jednak z utrata pewnego zasobu informacji (por. np. [Steczkowski,
Zelias 1997; Walesiak 1990; 2006]). Odwrotne przeksztatcenie polegajace na
wzmacnianiu skali jest niedopuszczalne, gdyz z mniejszego zasobu informacji nie
mozna uzyskac ich wigkszej liczby. Druga za$ ze wspomnianych regul glosi, ze me-
tody ilosciowe, ktére mozna stosowa¢ do wynikéw pomiaru na skali stabszej, mozna
réwniez stosowac do liczb uzyskanych z mierzenia na poziomie mocniejszym.

Zaniedbanie zasad obowiazujacych w teorii wymiaréw oraz nieuwzglednienie ograni-
czen zwigzanych ze skalami, na ktérych dokonano pomiaru badanych zmiennych, skutkuja
biedami metodologicznymi i, co za tym idzie, niewiarygodnymi wnioskami dotyczacymi
natury oraz przyszlego przebiegu badanego zlozonego zjawiska ekonomicznego.

Celem artykulu bylo przedstawienie niektérych konsekwencji wzmacniania skali po-
miaru. Problem ten pojawia si¢ m.in. przy stosowaniu do pomiaréw wykonanych na skali
przedziatowej miar odleglosci przeznaczonych dla danych mierzonych na skali ilorazowe;j.

2. Wybrane miary odleglosci dla danych mierzonych na skali ilorazowej

Rozwazania dotyczyly nast¢pujacych miar odleglosci (por. np. [Walesiak 2006]):

Z Wi |y,,— =Yy

— miary Braya-Curtisa:  d, =——————, (D
2w (v +y,)
=l
m X, — X

— miary Canberra: d, =) w, L—’ , 2
= (xlj X, )
m X, —X.. -

— miary Clarka: d, = > wi—=L]|, 3
=\ Xy T Xy

gdzie d, to wielowymiarowa odlegtos¢ miedzy obiektami O, i O, (I,r=1,..,n),
X
sa wartosciami znormalizowanej zmiennej Y, dla obiektéw O, i O,, w; jest zas

i x, sa wartosciami zmiennej X, (j=1,...,m) dla obiektéw O, i O,, y, i y,

waga® nadana zmiennej X ;- Warto zaznaczy¢, ze stosowanic miary Braya-Curtisa

4 Rozwazane wagi spetniaja dwa warunki, a mianowicie: w, 20 oraz Z w, =1.

j=1



wymaga znormalizowania danych wejsciowych, natomiast miary Canberra i Clarka
moga by¢ stosowane dla danych zaréwno pierwotnych, jak i znormalizowanych.
W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ modyfikacje przedstawionych miar, np.:

Z W 'ylf Yy
— odleglo$¢ Braya-Curtisa: d, =————, 4)
2w |y,,- Yy
=1
ot . |x,j Xy
— odlegto$é Canberra: d, =) wi—=, (5)
j=1 |x,j + .XU-I

pozwalajace unikna¢ pojawienia sie liczby ujemnej jako wartosci miary odleglosci.
Z kolei miara Clarka (3) jest zadana w sposdb, ktory usuwa ewentualne problemy z
ujemnymi warto$ciami. Oczywiscie wilasnos¢ ta nie ma znaczenia przy pomiarach
na skali ilorazowej. Jednakze miara (3), przez podobienstwo do podanych wersji
miar Braya-Curtisa (4) i Canberra (5), mogtaby by¢ wykorzystana do wzmocnienia
skali przedzialowej w badaniach poréwnawczych ztozonych zjawisk ekonomicz-
nych. Postgpowanie takie jest niezgodne z teoria pomiaru, gdyz z mniejszej liczby
informacji nie mozna uzyskaé ich wigkszej liczby. Dotyczy to chocby mozliwych
do rozwazania relacji. Na skali przedziatowej mozna bada¢ réznice migdzy pomia-
rami, ale nie stosunki tych wartosci. Ze wzgledu na brak dolnego ograniczenia
zbioru wartosci pomiaréw na tej skali nie mamy stalej ,,podstawy”, punktu odnie-
sienia. We wszystkich omawianych miarach (1)-(3) obliczane sa stosunki, zatem
zapewnienie nieujemnosci miar nie zwieksza zakresu ich zastosowan. Nawet prze-
sunig¢cie (w ramach normalizacji) wejsciowych danych w taki sposéb, aby znorma-
lizowane wartosci byly nieujemne nie powoduje uzyskania pomiaréw na skali ilo-
razowej. Wartosci takie pozostaja pomiarami na skali przedzialowe;.

Niestety podejrzenie, ze pojawiajace si¢ wersje omawianych miar (4)-(5) maja
stuzy¢ wzmacnianiu skali przedzialowej nie jest tylko hipotetyczne, stad koniecz-
nos$¢ zajecia si¢ problemem wzmacniania skali pomiaru.

3. Konsekwencje wzmacniania skali przedziatowej dla wejsciowych
danych

W badaniu dotyczacym konsekwencji wzmacniania skali pomiaru przy oblicza-
niu odleglosci wykorzystano podejscie zaproponowane w pracy [Pawelek 2006a].
Rozwazania przeprowadzono dla jednej zmiennej’ X ;- Analiza dotyczyta trzech

wybranych obiektéw®: O,, O, i O, (I,r,s=1,...,n), reprezentowanych przez war-

3 Jedna ze zmiennych diagnostycznych opisujacych ztozone zjawisko ekonomiczne.
6 Zaprezentowane rozwazania dla trzech obiektéw mozna uogdlnic¢ na cata zbiorowosc.
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tosci spetniajace nastgpujace nieréwnosci x; <x,; <x,;. Wersje jednowymiarowe

zmodyfikowanych odlegtosci Braya-Curtisa, Canberra i Clarka przyjmuja posta

(por. [Pawetek 2006b]):

dl(r /)= ij /) , (6)
e

gdzie d,(,x’) jest odlegtoscia migdzy obiektami O, i O, ze wzgledu na zmienna X ;.

Odlegtosci obiektow O, i O, od obiektu O, sa réwne:

x,) | —xy AY
p e R - Q
lej X, |2xlj +4;
. N
d(xf) _|le x—‘] — AE;,) + A(r;’ i (8)
ls . o .
I-x[j + X 2ij + AE:) + A(ri)
N ) ; A(J)
gdzie: A =|x,j -x,!, AY = X, —x:jl . Aby te wyrazenia mialy sens’: x, #— é’
AW +A(j)
i X, # -t
2

Odpowiedz na pytanie, ktéra z powyzszych odleglosci jest wigksza w przypadku
rozwazania pomiaréw na skali przedziatowe;j, nie jest natychmiastowa. Otéz, dla

(N A L AL ; ;
1° €l —oo A" (Al' +A") \ ASrj) A(n]')
0 YR 2 2
A(f)(A(f) +A(i))
20 _ Ir ir rs
Y = W, A mamy
20+ A

() +40)
IR

0
3 x; €

()
’0 \{ Alr }
2

4° x; =0 mamy

5° x;€(0,+°0) mamy

} mamy d,(,x") <d,(xx"), )]
(5 (4)
dl(,xi) - dIEXJ) - 2Alr :Arx , (10)
A7
mamy d,(,x") > d,(xx’) , (11)
al =d =1, (12)
d™) <d™) (13)

W celu zilustrowania powyzszych rozwazan teoretycznych, dotyczacych skut-
kéw wzmacniania skali pomiaru poprzez stosowanie do pomiaréw wykonanych na
stabszej skali (tutaj: przedzialowej) odpowiednio zmodyfikowanych miar odlegto-

Tw przypadku badania zmiennych mierzonych na skali przedzialowej warunki te nie zawsze sa

spetnione.
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sci typowych dla skali silniejszej (tutaj: ilorazowej), przyje¢to 6 zestawéw umow-
nych danych. W zwiazku z tym, ze zalozona skala dla wejsciowych danych byta
skala przedziatlowa wsréd zadanych wspétrzednych pojawiaja si¢ ujemne liczby.
Rozwazane przypadki byly scisle zwiazane z podanymi wariantami przedziatu
wartosci dla realizacji przypisanej obiektowi O, (9)-(13), ktére wptywaja na oceng

odlegtosci obiektéw O, i O, od obiektu O, (por. tab. 1).

Tabela 1. Relacje migdzy wartosciami zmodyfikowanej miary odlegtosci (6) dla umownych danych

Przypadek o | oo, d,(,x') d}‘x’) d,(,x’) ?d,ax')
Przypadek 1" x; € (—s, —15)U(-15,-12) -50| -30| -20] 0.250 | 0.429 <
Przypadek 2" x, =-12 -12| 8| 18] 5,000 | 5,000 =
Przypadek 3°: x; € (-12,-10) U(-10,0) -8 12| 22|5.000 2,143 >
Przypadek 4°: x, =0 o] 20| 30| 1,000] 1,000 =
Przypadek 5%: x; € (0, + o) 10| 30{ 40| 0,500 | 0,600 <
Przypadek 5°b: x; € (0, + ) 50[ 70| 80} 0,167 0,231 <

Zrédto: obliczenia wiasne.

50
40
30
20

1.0

. 0.0 1

1 2 3 4 S
i[D r Bs J
a) dla umownych danych b) dla umownych danych przesunigtych

0 zmieniajacy si¢ wartos¢ parametru a,

Na osi pionowej znajduja si¢ wartosci: a) d,(,x’) i d,&x') ,b) d,(,” i dfrj) ; natomiast litery r i s oznaczaja
obiekty O, i O,.

Rys. 1. Wartosci zmodyfikowanej miary odlegtosci (6)
Zrédto: opracowanie wtasne.

Pomimo iz w kazdym z rozwazanych przypadkéw, zadajac umowne dane, za-
chowano nieréwnosci postaci x,; <, < x,;, po obliczeniu odlegtosci (6) otrzymano

nie tylko relacj¢ typu d,(,x’) <d,§.x’), ale réwniez d,(,x') = ,&x’) i d,(,x’) >d}‘x’) (por.
rys. la). Wyniki takie sa niezgodne z oczekiwaniami. Przyczyna tej sytuacji jest
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dokonanie wzmocnienia skali poprzez obliczanie stosunkéw dla pomiaréw wyko-
nanych na skali przedzialowej. Nawet zabezpieczenie miary przed pojawianiem sig¢
ujemnych odlegtosci nie usun¢lo niebezpieczenstw zwiazanych z wykonywaniem
niedopuszczalnych, z punktu widzenia teorii pomiaru, operacji na danych bedacych
pomiarami na skali przedziatowe;j.

Ze wzgledu na to, ze dla przypadkéw typu x, € (0, + <o), czyli dla dodatnich

pomiaréw na skali przedzialowej, zostaje zachowana relacja migdzy odleglosciami,

tzn. d,(,x’) < d,(sx") , moze zrodzi¢ si¢ pomyst, czgsto stosowany w badaniach empi-
rycznych, aby przesunaé wszystkie wartosci o pewng stata — oczywiscie w taki
sposéb, aby wszystkie przesunigte realizacje byly nieujemne. W przypadku miary
(6) ta stala nie moze by¢ warto$¢ najmniejszej realizacji, gdyz obiekt o najmniej-
szej wspétrzednej miatby, po przesunigciu, przypisang cyfre zero. Wéwczas odle-
glosci pozostalych obiektéw od niego stale bylyby réwne 1 (por. tab. 1, przypadek
4%. Nalezatoby zatem przesunaé realizacj¢ o stala mniejsza od najmniejszej reali-
zacji. Przykladowe zestawy danych, uzyskane po przesunigciu realizacji z przy-
padku 1° 0 60 lub 100 jednostek, prezentuja przypadki 5% i 5%. W wyniku przesu-
nigcia zrealizowano cel polegajacy na zachowaniu relacji migdzy odlegtosciami,
ale wartosci miary (6) roéznia si¢ od siebie. W przypadku 5% bezwzgi¢dna réznica

=0,1, zas dla przypadku 5°: d(x’) ~d™) =0,064. Mozna

Ir is

4% g%

ir s

wynosi

zatem przypuszczaé, ze dokonujac przesunigcia danych bedacych pomiarami na
skali przedzialowej, w celu uzyskania dla badanych zmiennych diagnostycznych
tylko dodatnich wartosci, mozemy wptywac na wartosci jednowymiarowej miary
odlegtosci (6) i, co za tym idzie, na wyniki wielowymiarowych poréwnan dotycza-
cych ztozonych zjawisk ekonomicznych.

4. Konsekwencje wzmacniania skali przedzialowej dla
znormalizowanych danych

Zatozono, ze dane zostaly znormalizowane przeksztatceniem liniowym®:

X, —a,
Jb. L (b,>0), (14)

J

Yi =

gdzie a; i b; sa parametrami normalizacyjnymi zmiennej X . Wowczas analizo-
wane zmodyfikowane odleglosci (6) sa réwne:

i -1
_|y,,—y,,-|_ A 2“;'|

) — _ :| L
d;/ |+, 25, +AY ~24 1 a0 (15)

® Przeksztatcenie liniowe mozma stosowa¢ dla pomiaréw na skali zaréwno przedziatowej, jak i ilorazowej.
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o o _1
_|y,,-—ys,-_ A +AY _I 1 2q |

dy = : - = : :
© vl g Al +aD -2a) |4 A +AY

,  (16)

gdzie d,(,j) i d,(xj) sq odleglosciami obiektéw O, i O, od obiektu O, ze wzgigdu na
znormalizowang zmienng Y;. W tym przypadku musza by¢ spetnione nastgpujace

(/) AU) A(i)
3. ir ir rs
warunki: a; # x; + 5 oraz a; # x; +T+T'
Mozna wykazaé, ze jezeli:
1° a;€ (o, x,), to dV<d, (17)
2° a,=x, to dV=dV=1, (18)
(7) e AL} o AL) (J)
+ . .
3° aje[x,i,)gj :A”zi?)"'_&;,) )j\{)g’,. :A'z’ }, to d,(,’) >d,a’), (19)
ADAD £ AU) ‘ YN
4 q=x,+ - ( o (j;s) o dY=d)) ==+, (20)
20,7 + AY A,
Wssh N A A o
5% ae X +——— =, +e X, +——+——¢ ,to d? <d\ . 21
g MLI) +A('i) /] 2 2 ir Is

Dla ustalonych wejsciowych wspétrzednych obiektéw O,, O, i O, oraz zmie-
niajacego si¢ parametru przesunigcia’ a ; pokazano mozliwe relacje migdzy odle-
glosciami obiektéw O, i O, od obiektu O, (por. tab. 2).

Tabela 2. Relacje mi¢gdzy wartosciami zmodyfikowanej miary odlegiosci (6) dla umownych danych
przesunigtych o zmieniajaca si¢ warto$¢ parametru g,

Przypadek 0,10 |0 |4 |d"]d)| d7d)
Przypadek 1% a; € (—=, 10) 10| 30 | 40 | 5 [0,667]0,750 <
Przypadek 2 a; =10 10 | 30 | 40 | 10 {1,000]1,000 =
Przypadek 3% a; e (10, 20) w(20, 22) 10 | 30 | 40 | 15 |[2,000{1,500 >
Przypadek 4% a; =22 10 | 30 | 40 | 22 [5,0005,000 =
Przypadek 5°: a; € (22, 25) U (25, + ) 10 | 30 | 40 | 30 |1,000[3,000 <

Zrédto: obliczenia wlasne.

Przedstawione przypadki pokazuja (por. rys. 1b), ze zachowujac nieréwnosci
postaci x; <x, <x; i wykorzystujac podane powyzej przedziaty wartosci dla pa-

® Wartos¢ rozwazanej miary odlegtosci (6) nie zalezy od parametru skalujacego b,.
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rametru przesunigcia a;, mozna wptywac na relacje migdzy wartosciami przysto-
sowanych do wartosci ujemnych miar Braya-Curtisa (4), Canberra (5) lub Clarka
(3). Pojawienie si¢ kazdej z przyjetych wartosci a; (por. tab. 2) jest oczywiscie
mozliwe w badaniach empirycznych. Rozwazania prowadzone sg dla wybranych
trzech obicktéw, ktdre moga by¢ czesécig wigkszej zbiorowosci. Miary opisowe,
wykorzystywane jako parametry normalizacyjne, moga wéwczas przyjmowac roz-
ne wartosci. W przypadkach 1° i 2° parametr a ;, moze by¢ najmniejsza realizacja

danej zmiennej. Przypadki od 3° do 5° moga wystapi¢, gdy parametrem przesunie-
cia jest Srednia arytmetyczna wszystkich realizacji danej zmiennej w badanej zbio-
rowosci.

Na przyjete dane umowne (por. tab. 2) mozna takze spojrze¢ jak na pomiary na
skali ilorazowej. Wéwczas przypadki 1° i 2° ukazuja konsekwencje wzmocnienia
skali przedziatowej, ktéra pojawi si¢ w wyniku przeprowadzenia unormowania
pomiaréw na skali ilorazowej w przedziale np. <0,1> z wykorzystaniem prze-

ksztalcenia liniowego zamiast ilorazowego.

5. Zakonczenie

Badajac zlozone zjawisko ekonomiczne, a w szczegd6lnosci dokonujac oceny
poziomu rozwoju rozwazanych obiektéw lub podzialu na grupy obiektéw podob-
nych pod wzglgdem tego zjawiska, mozemy postuzy¢ si¢ odpowiednio wybranag
wielowymiarowa odlegloscia. W swietle przedstawionych rozwazan nad konse-
kwencjami wzmacniania skal pomiaru przy obliczaniu odleglosci podczas wybie-
rania miary odlegtosci nalezy kierowac si¢ zasadami teorii wymiaréw oraz prze-
strzega¢ ograniczen zwiazanych ze skalami pomiaru.
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SOME REMARKS ABOUT STRENGTHEN OF SCALE
OF MEASUREMENT AT CALCULATION OF DISTANCE

Summary

In comparative analysis into complex economic phenomena to assessment of
similarity of objects uses itself for example measures of distance. In the paper were
presented some consequences of strengthen of interval scale. This problem appears
among others at applying to measurements on interval scale the modified distance
measures for measured data on quotient scale.
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