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1. Wstep

W praktyce dos¢ czgsto mamy do czynienia z danymi, ktérych charakter wska-
zuje na pochodzenie z wielu populacji. Zamiast wiec budowa¢ jeden, ogéiny model
dla calej populacji, przyjmuje si¢, ze model ten jest mieszaning modeli pochodza-
cych z podpopulacji. Wykorzystujac takie podejscie, nalezy zmierzy¢ si¢ z pro-
blemem wyboru liczby klas (podpopulacji). Niestety, w tej kwestii nic ma jedno-
znacznych rozstrzygnigc¢, gdyz podejscie zmierzajace do weryfikacji odpowiednich
hipotez — w ktérym jako statystyke testowa wykorzystuje si¢ podwojony iloraz lo-
garytmu funkcji wiarygodnosci — nie moze by¢ stosowane. Wynika to z niespetnie-
nia warunkéw regularnosci, co w konsekwencji prowadzi do nieznajomosci roz-
ktadu przyjetej statystyki (por. [McLachlan, Peel 2000]). Mozna jednak aproksy-
mowa¢ ten rozktad, wykorzystujac podejscie bootstrapowe [McLachlan 1987]. Na-
lezy pamigta¢, ze wada podejscia bootstrapowego jest czasochtonnosé obliczen.
Dlatego probuje si¢ wykorzysta¢ pewne syntetyczne mierniki oceny modeli, jak np.
bayesowskie kryterium informacyjne, kryterium Akaikego.

Cho¢ badan w zakresie przydatnosci syntetycznych miernikéw oceny jest duzo,
to w gtéwnej mierze dotycza one modeli opartych na mieszankach rozktadéw nor-
malnych. Przedmiotem zainteresowania, jak do tej pory, nie byl model analizy
czynnikowej z dwoma zmiennymi ukrytymi. Dlatego celem niniejszego opracowa-
nia jest przeprowadzenie badan symulacyjnych, ktdre stana si¢ podstawa do sfor-
mutowania rekomendacji dotyczacych wiarygodnosci rozwazanych miemikéw.

" O celowosci wprowadzenia dodatkowej zmiennej ukrytej do modetu analizy czynnikowej pisze
Kapton [2004].
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2. Model analizy czynnikowej i algorytm estymacji parametrow

Kapton [2004] przedstawit ogdlny model analizy czynnikowej z dwoma zmien-
nymi ukrytymi wraz z procedura estymacji. Model ten bgdzie podstawg przepro-
wadzanych badan symulacyjnych. Aby jednak skréci¢ czas symulacji, zrezygno-
wano z indeksacji wektora obserwacji kolejnymi markami oraz przyj¢to, ze ma-
cierz diagonalna wariancji specyficzne) jest taka sama w kazdej klasie. Uwzgled-
niajac to, model mozna przedstawic nastepujaco.

Dane sa wektory obserwacji a,,...,a, oraz wektory zmiennych ukrytych
b,,....b, i {] . ,(Ctakie, ze a,€ R" oraz b, € R, dla obserwacji i =1,...,N.
Przyplsujqc wektor obserwacji a,do okreslonej klasy ukrytej C., model analizy
czynnikowej ze zmiennymi ukrytymi mozna wyrazi¢ w postaci:
a=p +ADb, +e,.
Jezeli obserwacja i nalezy do klasy C,, to
(b;lieC, )~ Nq(O,I),
(e;lie C,)~N,(0,%),
(a;1bie C.)~ N, (n +ADb,P),
gdzie: A jest macierza p X g fadunkéw czynnikowych w klasie C, (¢ =1,...,C), ¥
jest pX p macierza diagonalna wariancji specyficznej, p, reprezentuje p-wymiarowy wek-
tor srednich w klasie C._, e; jest p-wymiarowym czynnikiem losowym (czynnik swoisty).

Dla tak sformutowanego modelu wartosci estymatoréw w iteracji t+1 maja po-
sta¢ (por. [Kapton 2004]:

-1
(r+1) (1 A® (r) Pl
Z rc ( c J[Z :I ’
-1
A(r+l> Zr(t)( _ (r+l)) T(t)[zz.(ct)yi(cr):| ,

U+ _ 32 (t) (t+1) T(t+1) T(t) o T(r+1) -1
b ¢ —dlag[Zrk (a - W, )(, -p. =X, AL )}N
i.c
(t+l) Z (t) ny-1
7. N7,

gdzie:
x{) = AT (a,-p?) i [, = A Al +¥,
Y(t) =I- AT(!)r—l(l)A(l)+x(f) T(I)

ic
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natomiast 7,. jest prawdopodobienstwem a posteriori przynaleznosci do klasy,
wyznaczonym zgodnie z regula Bayesa.

3. Kryteria wyboru liczby klas

W badaniu wykorzystano trzy grupy kryteriéw. Pierwsze z nich to kryteria wy-
wodzace si¢ z tzw. szkoly Akaikego. Ich podstawa jest informacja Kulbacka-
-Leiblera (K-L), ktéra méwi o przecigtnym stopniu rozbieznosci migdzy prawdzi-
wym i przyjetym rozkladem. Informacja K-L nie jest bezposrednio obserwowana,
gdyz zalezy od prawdziwego rozkladu oraz nieznanych parametréw w obu rozkla-
dach. Dlatego najpierw maksymalizuje si¢ sredni poziom logarytmu wiarygod-
nosci, a nastegpnie koryguje go si¢ tak, aby otrzyma¢ asymptotycznie nieobciazony
estymator oczekiwanej informacji K-L (por. [Bozdogan 2000]). Okazuje si¢ jed-
nak, ze w wielu wypadkach wyznaczenie dokladnej wartosci tej korekty (obciaze-
nia) jest praktycznie niemozliwe i stad pojawiajg si¢ jej rozmaite aproksymacje
prowadzace do réznych kryteriow.

Najczgsciej wykorzystywane jest kryterium informacyjne Akaikego (AIC), kt6-
re ma postaé (por. [Akaike 1973])

AIC = —2log L(®) + 2r,

gdzie L((:)) jest funkcja wiarygodnosci, a liczbg parametréw modelu oznaczono

jakor.

Gléwny zarzut, jaki si¢ stawia kryterium AIC, to pewna tendencja do wyboru
modeli, ktére sa nazbyt rozbudowane. Dzieje si¢ tak nawet, gdy préba jest duza.
Wynika to z niewrazliwosci kary (2r) na wzrost liczebnosci préby. Aby zapewnié¢
asymptotyczna zgodnos¢, Bozdogan [1987] proponuje pewna modyfikacje (CAIC
- consistent AIC):

CAIC = -2log L(®) + rlog N + .

Druga grupa kryteriéw wyrosta z koncepcji podejscia bayesowskiego. Podstawg
poréwnania dwéch modeli jest czynnik bayesowski. Tutaj réwniez pojawiaja si¢
trudnosci w obliczeniu tego czynnika, dlatego przyjmuje si¢ jego oszacowanie.
Najbardziej chyba znana jest aproksymacja Schwarza [1978], ktéra prowadzi do
tzw. bayesowskiego kryterium informacyjnego (BIC):

BIC =-2log L(®) + rlog N.

Kryterium to, jako aproksymacja sktadowej czynnika bayesowskiego, zaktada
pewien szczeg6lny rozktad a priori parametréow — rozktad, ktéry zawiera tyle samo
informacji, co pojedyncza obserwacja. Prowadzi to do ptaskiego rozkladu (spread
out), co niektérzy uznaja za wade [Weakliem 1999]. Jesli brak jest informacji
(wiedzy) o rozkladach a priori, to przyjecie takiego rozkladu wydaje si¢ rozsad-
nym rozwiazaniem (por. [Raftery 1999]).
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Kryterium BIC nie uwzglednia poprawnosci klasyfikacji, dlatego ma tendencje
do przeszacowywania liczby klas, bez wzgledu na stopien ich separacji (por. [Bier-
nacki, Celeux, Govaert 2000]). Dlatego istotnym uzupelnieniem wczesniej rozwa-
zanych miemikéw sa kryteria klasyfikacyjne. Opieraja si¢ one na entropii, ktérej
estymator ma postac

EN(®H)=-3 3 7, logt,,
i przyjmuje najwigksza wartos¢ réwna zeru. Jesli podzial nie jest jednoznaczny, to
nie ma nakfadajacych si¢ klas, wtedy EN bedzie bliskie zeru.

Sama entropia nie moze by¢ podstawa wyboru liczby klas, gdyz zawsze przyj-
mie wartos¢ wigksza dla tego z modeli, ktéry ma ich wigcej. W zwiazku z tym Ce-
leux 1 Soromenho [1996] proponuja normalizacje¢ (NEC):

NEC = N
logL (©®)-log L (®)

W mianowniku wystepuje réznica miedzy funkcjami wiarygodnosci: weryfiko-
wanego modelu o liczbie klas réwniej ¢ i modelu z jedna klasa. Jak mozna zauwa-
zy¢, kryterium to nie daje rozstrzygnigcia, gdy nalezy dokona¢ wyboru migdzy
modelem o jednej klasie a modelem o dwéch klasach.

Kolejnym kryterium, ktére zostanie wykorzystane, jest CLC (classification like-
lihood information). Entropia pelni tutaj funkcje kary natozonej na logarytm wia-
rygodnosci [McLachlan, Peel 2000]:

CLC=-2log L(®)+2EN(%).

Kryterium CLC daje dobre wyniki, jesli wielkosci klas sa takie same. Ma jed-
nak tendencj¢ do przeszacowywania prawdziwej liczby klas, jesli nie natozy sig¢
ograniczenia odnosnie do ich wielkosci [Biernacki, Govaert 1999; Biernacki, Ce-
leux, Govaert 2000].

Kryteria informacyjne nie naktadaja kary na modele nazbyt rozbudowane, tak
jak ma to miejsce w BIC. Dlatego proponuje si¢ kryterium ICL BIC, ktére taczy
kryterium bayesowskie i klasyfikacyjne:

ICL BIC =-2log L(®)+2EN(t)+rlogN.

W tym miejscu warto odnotowa¢, ze z dwéch konkurencyjnych modeli wybiera sig

ten, dla ktdrego obliczone kryterium informacyjne przyjmuje najmniejsza wartosc.

4. Opis eksperymentu

W eksperymencie uwzgledniono cztery czynniki (w nawiasie podano ich po-
ziomy), mogace mie¢ decydujacy wplyw na wartosci rozwazanych kryteriéw: licz-
be klas (dwie, trzy), liczebnos¢ proby (duza, srednia), wielkos¢ klas (podobna, réz-
na) oraz stopien zaleznosci migdzy zmiennymi (duzy, sredni, maty). Nalezy wspo-
mnie¢ réwniez o liczbie zmiennych i liczbie czynnikéw wspdlnych — przyjgto, ze
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Tabela I. Skltadowe macierzy eksperymentu oraz wartosci kryteriéw oceny,
gdy prawdziwy model ma 2 klasy

Liczebnoé¢ Korelacje AIC BIC CAIC CLC ICL BIC NEC
Eks. k.1 k.2 mala duza 12 3 12 312 312 3 12 3123
1480 120 0O 09 0491 050050050 035 0050
2300 300 O 09 0500 050050046 0500050
31600 40 O 09 0482 05005009 4105 00500
4100 100 O 09 0500 05005000 5035 00500
5480 120 02 08 0482 05 005002 4050 0050
6300 300 02 08 050 0500500428 03500050
7160 40 02 08 050 05005005 4505 00500
8100 100 02 08 050 05005000 50500050
9480 120 03 06 05 0 05 0050050 0500050
10300 300 03 06 0482 05000500473 05 0050
11160 40 03 06 01 490455049100 50048 20500
12100 100 03 06 0153505 0050000 5005 0050

Zrédto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Sktadowe macierzy eksperymentu oraz wartosci kryteriéw oceny,
gdy prawdziwy model ma 3 klasy

Liczebno$¢ Korelacje AIC BIC CAIC CLC ICLBIC NEC
Eks. kl.1 kI.2 kI.3 mala duza 2 3 42 3 42 3 423 4 2 3 42 3 4
1 315 315 270 O 09 0500 500 5004 5 0 50023020
2 630 135 135 0 09 04820 500 S00050 0 5023170
3 405 360 135 O 09 0499 10 5000 5000455 0 5003020
4 105 105 9% O 09 0500 500 5000 500 5031190
5 210 45 45 O 09 049 10 5000 500038120 50025250
6 135 120 45 O 09 04910 500 50003 470 50032180
7 315 315 270 02 08 05000 5000 500419 0 500500 O
8 630 135 135 02 08 0500 500 50050 0 50500 0
9 405 360 135 02 08 04820 500 5000473 0 S0O0500 O
10 105 105 99 02 08 04910 5000 5001 490 S00482 O
11 210 45 45 02 08 04730 500 50040 100 50042 O
12 135 120 45 02 08 0500 5000 5001 490 50050 0
13 315 315 270 03 06 05000 5000 500491 0 5050 0
14 630 135 135 03 06 04910 5000 500050 0 5050 0
15 405 360 135 03 06 04910 5000 500050 0 5050 0
16 105 105 90 03 06 049121290437 000 5023270500 0
17 210 45 45 03 06 043 7 113903911 00252512380500 0O
18 135 120 45 03 06 04913 4702426000 506 440350 0

Zrédlo: obliczenia whasne.

liczba zmiennych bedzie zawsze taka sama i réwna 10, podobnie jak liczba czyn-
nikéw wspdlnych ustalona na poziomie 4.

Duza liczebnos¢ préby to 300 obserwacji przypadajacych na jedna klasg, z kolei
srednia liczebnosé¢ to 100 obserwacji. Jesli wigc badano model z 2 klasami, to li-
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czebno$¢ calej préby wyniosta 600 lub 200 obserwacji odpowiednio dla duzej i
sredniej liczebnosci.

Przyjeto relatywnie duza réznice miedzy klasami. W modelu z 2 klasami wy-
niosta ona 60%. W wypadku trzech klas dwie z nich maja zblizona wielkos¢ i roz-
nig si¢ od trzeciej. Procentowo przedstawia sig to nastepujaco: 70, 15 i 15% oraz
45,451 15%.

W modelu analizy czynnikowej poziom korelacji ma wplyw na wyodrgbniane
czynniki wspdlne. Te zmienne, ktére sa najmocniej skorelowane, bgda tworzyé
czynnik wspélny. Zmienne te powinny by¢ réwniez stabo skorelowane z pozosta-
tymi. W eksperymencie poddano to kontroli, ustalajac trzy pary korelacji: (0,0.9),
(0.2,0.8) oraz (0.3,0.6). Wigksza wartos¢ oznacza korelacje miedzy zmiennymi,
ktére powinny tworzy¢ czynnik wspélny — jesli go nie tworza, to korelacja jest tg
wartoscig mnicjsza.

Po zastosowaniu powyzszych ustalen otrzymano 12 i 18 wariantéw modeli od-
powiednio dla 2 i 3 klas. Szczegdtowo przedstawiono to w tab. 11 2.

Dla kazdego modelu (w sumie 30) wygenerowano obserwacje z wielowymia-
rowego rozkladu normalnego. Nast¢pnie oszacowano parametry: modelu prawdzi-
wego oraz modeli z jedna klasg wigcej i jedna klasa mniej od modelu prawdziwe-
go. Procedurg powtdrzono 50 razy, co dato 30x3x50 = 4500 wariantéw modeli. Dla
kazdego modelu obliczono kryteria, ktére poréwnano migdzy klasami. Model, dla
ktérego dane kryterium miato najnizsza wartos¢, uwazany byt za najlepszy.

5. Whnioski

Wsrdd kryteriéw klasyfikacyjnych najwigcej watpliwosci budzi kryterium NEC.
W wypadku modelu z trzema klasami najlepsze wyniki odnotowano wtedy, gdy
pod wzglgdem korelacji byly najwigksze réznice (tab. 2). Niestety, nie sa one jed-
nak zadowalajace, gdyz poprawnos$¢ wyboru wilasciwego modelu wyniosta
ok. 40% (srednio 20/50). W pozostatych wypadkach, gdy réznice w korelacji byty
mniejsze, poza dwoma wyjatkami, za kazdym razem wybierany byt model z dwo-
ma klasami. Daje to podstawe, by sadzi¢, ze kryterium NEC nie jest wiarygodne.
Nalezy jeszcze odnotowaé, ze dla prawdziwego modelu z dwoma klasami w po-
réwnaniu nie brat udziatu model o jednej klasie. Majac to na wzgledzie oraz bardzo
wyrazna sktonno$¢ do preferowania przez to kryterium modeli mniej zlozonych,
staje si¢ jasne, dlaczego poprawnos¢ wskazan wyniosta 100% (tab. 1).

Pewne watpliwosci budzi réwniez kryterium CLC. Nie radzi sobie ono kom-
pletnie ze wskazaniem prawdziwego modelu, jesli liczebnos¢ proby jest srednia, a
wielkos¢ klas zblizona. Moze wiec dziwié, ze duze réznice w rozmiarze klas po-
prawiaja zdolnosé wyboru odpowiedniego modelu (tab. 1 i 2).

Zdecydowanie lepsze rezultaty osiagneto kryterium Akaikego. Prawie dla kaz-
dego modelu poprawno$¢ wskazan byla bliska 50. Jedynie dla eksperymentu 11 i
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12 modelu z dwoma klasami osiagnigto niezadowalajace wyniki. W tym wypadku
potwierdza si¢ ogdlna opinia o AIC, ze ma ono tendencj¢ do wyboru modeli zbyt
rozbudowanych.

Modyfikacja AIC w kierunku zapewnienia asymptotycznej zgodnosci pozwolita
uzyskaé jeszcze lepsze rezultaty. Kryterium CAIC prawie w kazdym eksperymen-
cie wlasciwie wskazywato liczbg klas modelu prawdziwego. Podobnie bylo w wy-
padku kryterium bayesowskiego BIC oraz mieszanego /CL BIC. Gdy réznice w
korelacji miedzy zmiennymi byly najmniejsze oraz liczebnos¢ préby byla srednia
(eksperyment 16, 17 i 18), wtedy te trzy kryteria — dla modelu z trzema klasami —
rzadziej wskazywaly poprawny model. Znacznie lepiej wypadfo tutaj kryterium
AlC.

W konkluzji nalezy stwierdzi¢, ze dos¢ wiarygodnych przestanek do wyboru
wlasciwego modelu dostarczaja kryteria: CAIC, BIC, ICL BIC. Mozna mie¢ wat-
pliwosci w sytuacji, w ktdrej liczebno$¢ préby jest na poziomie $rednim, a réznica
w korelacji migdzy zmiennymi jest nieduza. Trudno jednoznacznie powiedziec,
czy roznice migdzy wielkoscia klas maja jakis wplyw na ksztaltowanie si¢ kryte-
ridw wyboru. Dlatego wydaje si¢, ze pozadane bylyby poglgbione badania w tym
zakresie.
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DETERMINING THE NUMBER OF CLUSTERS IN FACTOR
ANALYSIS WITH TWO LATENT VARIABLES

Summary

When the number of components in mixture models is not known, the problem
arise. The most natural and obvious approach seems to be testing a hypothesis. Un-
fortunately with mixture models regularity conditions do not hold therefore minus
twice the log likelihood ratio test statistic does not follow the usual chi-squared
distribution. Some authors suggest using bootstrap for assessing the null distribu-
tion of that statistic. But this method is computationally very intensive. For these
reasons synthetic measures are often used.

So far, many empirical comparisons have been made of these various criteria to
compare the performance of the selection of the number of components in Gaus-
sian mixture. Because factor analysis with two latent variables has not been in
these comparisons therefore the aim of this paper is to fill the gap.
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