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1. Wstep

Jednym z podstawowych probleméw, przed ktérym staje analityk w procesie grupo-
wania obiektéw w wielowymiarowe]j przestrzeni cech, jest liczba grup, na ktére prze-
strzen t¢ nalezy podzieli¢. Ustalenie liczby skupiert w wielowymiarowym zbiorze danych
jest zadaniem trudnym. Jednoczesnie liczba skupien stanowi element aprioryczny dla
wielu czgsto stosowanych w praktyce metod grupowania danych, takich jak k-srednich,
k-medoid, rozmyta c-srednich czy DBSCAN. Szczegélna klasa probleméw klasyfika-
cyjnych, w ktérych ustalenie liczby skupien ma wyjatkowy charakter, jest grupowanie
obiektow opisanych wieloma cechami binarnymi. Z takimi zbiorami danych mamy coraz
czgsciej do czynienia w badaniach marketingowych i rynkowych', psychologicznych i
socjologicznych, medycznych czy web miningowych. W badaniach marketingowych
respondentom czgsto zadaje si¢ seri¢ pytan z dychotomicznymi wariantami odpowiedzi
typu: ,tak/nie”, ,,posiada/nie posiada”, ,stosuje/nie stosuj¢”. W badaniach psychologicz-
nych lub medycznych czesto stan pacjenta i histori¢ jego kuracji opisuje si¢ wieloma ce-
chami binarnymi typu: ,,wykonano/nie wykonano badania krwi”, ,,wykonano/nie wyko-
nano przeswietlenia”, ,,zareagowal/nic zareagowat na lek”. W badaniach web czy text
miningowych jeden dokument czy jedna strona WWW moga by¢ opisane przez nawet
1000 cech, z ktérych wigkszos¢ jest binama typu: ,stowo X wystepuje/nie wystepuje”,
,podsie¢ nalezy/nie nalezy do domeny Y. Grupowanie obicktéw opisanych w ten spo-
s6b jest problemem statystycznym samym w sobie 1 wzglednie mato znanym. Dodatko-
wo wiele metod grupowania przystosowanych do analizy tego typu danych nie ma wias-
nego, wewnetrznego kryterium ustalania liczby skupien.

! Autor zna wiele badan marketingowych prowadzonych w Polsce, w kt6rych jeden obiekt jest
opisywany nawet 900 cechami, w tym kilkudziesi¢gcioma cechami binarnymi.
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Celami przedstawionych badan sa prezentacja i krytyczna ocena wskaznikéw ja-
kosci grupowania (liczby skupien) obiektéw opisanych cechami binamymi. Ocena
bedzie oparta na analizie teoretycznych wiasnosci metod grupowania i opisanych
wskaznikéw, a takze na badaniach symulacyjnych. Poniewaz w szybkim tempie ro-
snie liczba badan, w ktérych wymaga si¢ grupowania danych binamych, rozwéj me-
tod ich analizy i ustalenie liczby grup wydaje si¢ zadaniem waznym i aktualnym.

2. Wskazniki liczby skupien

Wskazniki liczby skupien sg konstruowane na podstawie réznych kryteriow wy-
rézniania skupien. Mozna je pogrupowa¢ nastepujaco: 1. Wskazniki uwzgledniaja-
ce jedynie odleglosci migdzy obiektami w skupieniu i migdzy skupieniami (migdzy
obiektami z réznych skupien, migdzy centrami skupien). Nalezg do nich m.in.: in-
deks Dunna, indeks silhouette, indeks Huberta-Lewina i cluster separation index
(CSD). 2. Wskazniki uwzgledniajace rozproszenie obiektow wewnatrz skupien i
migdzy skupieniami (migdzy obiektami z réznych skupien, migdzy centrami sku-
pien), np. indeks Daviesa-Bouldina. 3. Wskazniki zwiazane z macierza kowariancji
calego zbioru danych i macierzami kowariancji dla skupien. Naleza do nich: indeks
Calinskiego-Harabasza, indeks Balla-Halla, indeks Hartigana. 4. Wskazniki zwia-
zane z macierza rozrzutu (scatter matrix) catego zbioru danych i macierzami roz-
rzutu obiektéw w skupieniach, indeks Scotta-Symonsa, indeks Marriota, i indeksy
Friedmana-Rubina: indeks TraceCovW, TraceW, TraceW 'B. 5. Wskazniki mie-
szane i inne (np. oparte na rozmytej funkcji przynaleznosci do skupien). Naleza do
nich: indeks GAP, indeks Bezdeka, entropia klasyfikacyjna i inne.

W opracowaniu uwzglednione b¢da indeksy nalezace do pierwszych 4 grup. In-
deksy nalezace do grupy 5 zostaly pominigte, poniewaz w zbiorach binarnych
trudno méwi¢ o rozmyciu granic miedzy skupieniami (por.: [Najman, Najman
2005]). Indeksy Dunna, silhouette, CSI, Daviesa-Bouldina byty od strony formal-
nej szczegélowo oméwione w pracach [Najman, Najman 2005; 2006]. Formalny
opis tych indeks6w zostanie pominigty.

Indeks Huberta-Levina (znany w literaturze takze pod nazwa C-Index), zapro-
ponowany przez autoréw w roku 1976 [Hubert, Levin 1976], przyjmuje postac:

d,—min(d,,)
max (d,,)-min(d,,)’
gdzie: d,, jest suma wewnetrznych odleglosci w skupieniach. Podziat obiektéw mi-
nimalizujacy wartos¢ HL jest uznawany za optymalny.

Indeks Calinskiego-Harabasza zaproponowany zostal w roku 1974 [Calinski,
Harabasz 1974] i jest definiowany nastepujaco:

HL= (D
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k
Z trace(cov(X;))
trace(cov(X)) / “5

CH = , 2
k-1 n—k @

gdzie: X — macierz obserwacji, X; — obiekty nalezace do i-tego skupienia, & — licz-
ba skupien, » — liczba obserwacji’.

Indeks Hartigana zostat zaproponowany w roku 1975 [Hartigan 1975] i defi-
niowany jest nast¢pujaco:

HA=log(trace(cov(X))/itrace(cov(Xi))] , (3)

gdzie: X — macierz obserwacji, X; — obiekty nalezace do i-tego skupienia.
Indeks Balla-Halla zostat zaproponowany w roku 1965 [Ball, Hall 1965] i jest

definiowany nastgpujaco:
k
BH=Ztrace(cov(X,-))/<, (4)

i=l

gdzie: X; — obiekty nalezace do i-tego skupienia, k - liczba skupien.
Indeks Scotta-Symonsa nalezy do 4 grupy wskaznikéw. Zaproponowany zostat
w 1971 r. [Scott, Symons 1971] i definiowany jest nast¢gpujaco:

SS=nlog(det(T)/det(W)), (5)

gdzie: W = ZW" — wewnetrzna macierz rozrzutu (pooled-within groups scatter ma-
k
R

trix), W, = Z( Xy -Gy )T (X — Cy) — macierz rozrzutu dla obiektéw ze skupienia &,
=

(scatter matrix), T=W + B - laczna macierz rozrzutu (total scatter matrix),

B= Z nC ,(T C, —mig¢dzygrupowa macierz rozrzutu (between groups scatter matrix).
k
Indeks Marriota zaproponowano takze w roku 1971 [Mariot 1971] i definiowa-
ny jest nastepujaco:

MA =k*det(W). (©6)

? Indeks ten jest czgsto blednie zapisywany w uproszczonej formie: CH =

trace(B) / trace(W)
k-1 n—k
gdzie B to zewngtrzna suma kwadratéw, a W to wewnetrzna suma kwadratéw. W rzeczywistosci w
mianowniku powinna by¢ suma po wszystkich skupieniach. Co wigcej, poza oryginalnym artykutem
trudno znaleZ¢ odpowiedZ na pytanie: suma kwadratéw ,,czego” jest wyznaczanado B i W.
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Cztery indeksy Friedmana-Rubina naleza do 4 grupy indekséw i byty propono-
wane w latach 1965, 1967, 1971 [Edwards, Cavalli-Sforza 1965; Friedman, Rubin
1967]. Nie majq nazw wlasnych od nazwisk twércéw, poniewaz nad ich rozwojem
pracowato wielu autoréw. Wydaje sig, ze najwigkszy wklad w tym zakresie mieli
wiasnie Friedman i Rubin. Nazwy indekséw pochodza wprost od ich formalnego
zapisu i definiuje si¢ je nast¢pujaco:

TraceCovW = trace(cov(W)), (7
TraceW = trace(W), (8)
TraceW'B = trace(W_lB), 9
FR2=det(T)/det(W). (10)

3. Ustalanie optymalnej liczby skupien na podstawie badanych indeksow

Ustalanie wartosci wskaznikéw wskazujacych na optymalna liczbe skupien naj-
czgéciej nie jest jednoznaczne. W zasadzie nie ma wigkszych kontrowersji w od-
niesieniu do indekséw zwiazanych z odleglosciami i rozproszeniem obiektéw. W
wigkszosci badan teoretycznych i empirycznych przyjmuje si¢ nastgpujace kryte-
ria: optymalna jest liczba skupien, gdy indeks przyjmuje wartos¢: maksymalna dla
indeksu Dunna, maksymalng dla indeksu silhouerte, minimalna dla indeksu cluster
separation, minimalng dla indeksu Huberta-Lewina oraz minimalng dla indeksu
Daviesa-Bouldina. Latwos¢ interpretacji wynika z tego, ze przebieg wartosci tych
indekséw dla kolejnych podziatéw zbioru obiektéw jest monotoniczny w stosunku
do wyréznionego ekstremum. Na rysunku | przedstawiony jest typowy przebieg
wartosci tych indekséw dla przyktadowego zbioru danych grupowanego na od 2 do
10 skupien metoda k-srednich.

10 T

2.5[

—@—CS Index (MIN)
8 ] Silhouette Index (MAX)

6 —&— Duun's Index (MAX) 1.5
—&— D-B Index (MIN)

-

0.5 1

L=

2 0 1 2 4 5 6 7 8 9 10 1

Rys. 1. Przykladowy przebieg wartosci wskaznikéw jakosci grupowania
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Niestety w przypadku indekséw z pozostatych grup nie ma tak jednoznacznych
kryteriéw. Spowodowane to jest charakterem przebiegu wartosci tych indekséw dla
testowanych podzialéw zbiorowosci obiektéw. Zwykle nie maja one tak monoto-
nicznego przebiegu jak poprzednie. Czesto pojawiaja si¢ naprzemiennie wystepu-
jace niskie i wysokie wartosci wskaznikéw. Przebieg wskaznikéw Calinskiego-
-Harabasza i Balla-Halla dla tego samego zbioru przykladowych danych przedsta-
wia rys. 2.

Zwykle kryterium maksymalizacji czy minimalizacji wartosci wskaznika w tym
wypadku nie wystarczy. Proponuje si¢ inne kryteria bazujace na najwigkszej zmia-
nie wartosci wskaznika. Do czgsciej stosowanych kryteriéw mozna zaliczy¢ nastg-
pujace kryteria:

a) najwigkszej/najmniejszej lewostronnej zmiany wartosci wskaznika, X, - X, _,,

b) najwigkszej/najmniejszej prawostronnej zmiany wartosci wskaznika, X, — X, .,

c) najwigkszej/najmniejszej obustronnej zmiany wartosci wskaznika, (X, —X,,)—
—(X n~Xn ) :

—r T - T 25 T T —

[

Rys. 2. Przykiadowy przebieg wartosci wskaznikéw jakosci grupowania
Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 1. Ustalanie optymalnej liczby skupief: dla indekséw z grupy 112

Indeks Kryterium Indeks Kryterium
Calinskiego-Harabasza c/min. TraceCovW a/min.
Hartigana c/min. TraceW c/max
Balla-Halla c/max TraceW 'B a/max
Scotta-Symonsa a/max FR ¢/min.
Marriota c/max Huberta-Levina c/max

Zrédto: opracowanie whasne.

W literaturze brak jest jednoznacznych wskazéwek, ktére kryterium nalezy za-
stosowac dla danego wskaznika w danej sytuacji. W konsekwencji sa one wybiera-
ne subiektywnie na podstawie analizy wykreséw przedstawiajacych ich przebieg.
Kryteria przyj¢te w prezentowanych badaniach prezentuje tab. 1.
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4. Wyniki badan symulacyjnych

W celu weryfikacji zdolnosci badanych wskaznikéw do dostarczania prawidtowej in-
formacji o liczbie skupien w zbiorze obiektéw zaprojektowano eksperyment badawczy.
Wygenerowano 7 zbioréw testowych o zatozonej strukturze grupowej, zawierajacych od
2 do 15 skupien. Przyktadowe zbiory nr 2 i 5 przedstawia rys. 3. Poszczegdlne skupienia
rézmia si¢ od siebie informacja od 1 do 10 cech’. Dane dzielono wedtug grupowania hie-
rarchicznego 1 metoda k-$rednich. W grupowaniu hierarchicznym zastosowano metode
srodka cigzkosci i odleglos¢ Jaccarda. W metodzie k-Srednich zastosowano odlegltosc
Hamminga. W odniesieniu do obu metod grupowania budowano od 2 do 20 skupien.
Zgodnos¢ uzyskanych wynikéw grupowania ze znanym wzorcem testowano, opierajac
si¢ na wskaznikach Randa, korygowanym Randa, Jaccarda i Fowklesa-Mallowsa.

dane testowe dane testone
10 eses 15[ eoosesesseseses see
008000000000000000
(XXX
8 evv e
o vese XXX gm
8 G |eceecesscese esevee
€ es e E |00008000800 ®
Nsd oeoe N 5 (1] [ 31 ¢
e e o000 00 *
2 eoee
o se0 o9000000e  sessesere
[o] 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20

chiekty ctiekty
Rys. 3. Dane testowe, zbiory 2i 5
Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Syntetyczne wyniki badan dla grupowania hierarchicznego

PROPONOWANA LICZBA SKUPIEN
INDEX Zbior1 zbior2 zbiér3 zbidrd Zbidrs zbioré zbi6r7
silhouette 3 3 5 5 7. 15 16
Dunn 3 3 5 5 2 2 2
D-B 3 3 5 5 7 15 16
CS 3 3 5 S 7 15 16
CH 3 3 3 3 3 3 3
HA 3 3 3 3 3 3 3
BH 3 3 4 3 3 3 3
SS 3 3 3 3 3 3 10
MA 2 2 2 2 2 2 4
TCW 3 3 3 3 3 3 10
i 3 3 4 5 7 4 15 10
FR 3 3 3 3 3 3 10
FR2 3 3 3 3 3 3 3
HL 2 2 3 3 a4 13 9
Prawidtowa e
liczba skupieri S 3 2 5 7 15 e

Nazwy indekséw uproszczono do pierwszych liter. Indeks TraceW'B zapisano jako FR.

Zrédto: opracowanie wiasne.

3 W zbiorze o niewielkiej liczbie wymiaréw, np. 10, biname skupienia moga si¢ rézni¢ nawet jed-
nym bitem (informacja o jednej cesze, pozostate cechy przyjmuja w obu skupieniach identyczne war-
tosci). Dla zbioréw o duzej liczbie wymiaréw (ponad 100) liczba bitéw rézniacych skupienia powin-
na by¢ wigksza. W przeciwnym wypadku wyr6zniona liczba skupien begdzie zwykle bardzo duza -
réwna liczbie wariantéw cech obiektow.
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Tabela 3. Syntetyczne wyniki badan dla grupowania metoda k-srednich

PROPONOWANA LICZBA SKUPIEN
INDEX zbiori zbiér2 zbiér3 Zbior4 zbiors Zbioré Zbior7

| Jlhouette 3 3 S S £ 18 14
Dunn 3 3 5 5 2 2 3
DB 3 3 5 5 /5 15 14
CS 3 3 5 5 Z 15 14
CH 3 3 3 3 3 3 3
HA 3 3 3 3 3 3 3
BH 3 3 3 3 7 3 6

3 3 3 3 3 ) 7
MA 2 2 2 o 2 2 6
T 3 3 4 3 5 3 4

3 3 4 5 5 15 3

3 3 3 3 3 3 7
ER2 3 3 3 3 3 3 3
HL 2 2 3 3 5 13 8
Prawidtowa
liczba skupiery y “ : 8 | 4 - i

Nazwy indekséw uproszczono do pierwszych liter. Indeks TraceW™'B zapisano jako FR2.
Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla kazdego zbioru i dla obu metod grupowania budowano 3 szczegétowe ta-
blice wynikowe. Pierwsza z wartosciami wskaznikéw, druga z sugerowanga liczba
skupien, trzecig z wartosciami wskaznikéw poréwnan ze wzorcem. W sumie jest to
21 tablic*, na podstawie ktérych przeprowadzono wnioskowanie. Syntetyczne
przedstawienie uzyskanych wynikéw znajduje si¢ w tab. 2 i 3. Bledne wskazania
wskaznikéw zaznaczono na szaro.

5. Whnioski

Zaden z badanych wskaznikéw nie byt budowany z mysla o danych binarnych.
Fakt ten znalazt odzwierciedlenie w prowadzonych badaniach empirycznych. Po-
jawily si¢ bowiem problemy specyficzne jedynie dla tego typu danych. Otéz, war-
tosci zadnego z tych wskaznikéw nie mozna wyznaczy¢, gdy wsréd wyréznionych
skupien bedzie cho¢ jedno skladajace si¢ z tylko jednego elementu. Dla danych
wyrazonych w innych skalach taki obiekt zwykle zostanie wykryty i usunigty jako
nietypowy. W odniesieniu do danych binarnych nie mozna tego zrobi¢, poniewaz
taki obiekt moze rézni¢ si¢ od innych tylko jednym bitem (wartoscia tylko jednej
cechy) i trudno go uzna¢ za nietypowy. Problem ten jest bardzo wyrazny dla meto-
dy k-srednich, ktéra dla danych binarnych ma tendencj¢ do wyrézniania skupien
skiadajacych si¢ wytacznie z identycznych obiektéw. Wtedy liczba skupien réwna
si¢ liczbie wariantéw cech pojawiajacych si¢ w zbiorze danych. Problem ten ma
dalsze konsekwencje. Jezeli skupienie sktada si¢ z dowolnej liczby identycznych
obiektow wigkszej niz 1, to nie mozna wyznaczy¢ wartosci badanych wskaznikow.

4 Ze wzgledu na ograniczenia objgtosci publikacji nie zamieszczono tablic szczegbtowych. Znaj-
duja si¢ one na stronic WWW autora pod adresem: http://panda.bg.univ.gda.pl/~Najman.
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W przypadku wskaznikéw opartych na macierzy rozrzutu wewne¢trzna macierz
rozrzutu bedzie osobliwa, a wskazniki przyjma warto$é nieokreslona’. Dla wskaz-
nikéw opartych na macierzy kowariancji slad macierzy kowariancji bedzie réwny
0, a wartos¢ wskaznikéw bedzie takze nieokreslona. Dla wskaznikéw opartych na
odleglosciach suma odlegtosci wewnetrznych skupien jest rowna zeru. Nie mozna
wtedy wyznaczy¢ wartosci wskaznikéw z powodu problemu dzielenia przez zero.
Podobnie w odniesieniu do wskaznikéw opartych na rozproszeniu obiektéw w
skupieniu. Rozproszenie jest takze réwne zeru i nie mozna wyznaczy¢ wartosci
wskaznikéw.

Kolejny problem, takze typowy jedynie dla danych binarnych, to mozliwos¢ po-
jawienia si¢ skupien pustych. Stosujac klasyczng metodg k-Srednich, moze si¢ tak
zdarzyé. Jezeli w zbiorze danych sa np. dwa skupienia skladajace sie z identycz-
nych elementdw, to obiektéw nie mozna podzieli¢ metoda k-Srednich na 3 skupie-
nia. Problem ten sumuje si¢ z poprzednimi i uniemozliwia wyznaczenie wartosci
wskaznikow.

Klopotem wskazywanym wczesniej jest takze subiektywnos¢ ustalania kryte-
rium optymalnosci wskaznikéw. Kryteria przyj¢te w prezentowanej pracy sa tylko
jedna z mozliwych opcji, a brak jest teoretycznych podstaw do dokonania obiek-
tywnego wyboru.

Z przedstawionych powodéw w analizie danych binarnych zadnego ze wskaz-
nikéw nie mozna uznaé za dobry. Duze rozbieznosci migdzy prawidlowa liczba
skupien a liczba wyznaczona na podstawie wskaznikéw wynikaja gléwnie z przy-
czyn numerycznych wskazanych w artykule. Przeprowadzone badanie symulacyjne
wskazuje, ze wzglednie najlepsze sa wskazniki: indeks silhouette, CSI i indeks
Daviesa-Bouldina, ktére uzyskaly identyczne wyniki.

Prezentowany w pracy problem z cala pewnoscia nie zostat rozwiazany. Zaden
z indekséw omawianych w artykule nie moze by¢ rekomendowany przez autora do
zastosowan empirycznych. Niezbedne wydaje si¢ skonstruowanie specjalnego
wskaznika uwzgledniajacego specyfike¢ danych binarnych.
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DETERMINING THE NUMBER OF CLUSTERS
IN BINARY DATA SETS

Summary

In this paper the performance of fourteen indexes for determining the number of
clusters in a binary data set is analyzed. To ensure that the right number of clusters is
known, only artificial sets, designed to simulate data, are used. The resultant optimal
clusters have been found to be stable for the different validity indices used, e.g.:
Global Silhouette Index, Hubert-Lewin Index, Calinski-Harabasz Index, Ball-Hall
Index, Hartigan Index and others. For the evaluation of the performance of the in-
dexes, k-means and hierarchical algorithms are applied. The selection of the num-
ber of clusters based on the indexes values for the different number of clusters is
done in an automatic way. It was shown that these indexes mightn’t support the
prediction of the optimal cluster partitioning for those binary data sets.
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